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1 Einleitung

Die Algebra befasst sich mit dem Studium von algebraischen Strukturen.
Wir werden in dieser Vorlesung Gruppen, Ringe, Polynome und Koérper
studieren. Bevor wir mit der Theorie beginnen, mochte ich drei Anwen-
dungsbeispiele darstellen, mit denen wir uns im Laufe der Vorlesung auch
weiter auseinandersetzen werden.

Beispiel 1.1 Wir betrachten die folgende Figur.

(Die Zahlen sind nur zur Hilfe angegeben.) Wie sehen die Symmetrien dieser
Figur aus? Drehen der Figur liefert

(1,2,3) — (1,2,3), (1,2,3)— (2,3,1), (1,2,3)— (3,1,2).
Dariiber hinaus kénnen wir Spiegelungen betrachten:
(1,2,3) = (1,3,2), (1,2,3)—(3,2,1), (1,2,3)—(2,1,3).

Wir sehen auch, dass die Hintereinanderausfithrung von zwei Symmetrien
wieder eine der bereits aufgefithrten Symmetrien ergibt. Die Identitat wirkt
als neutrales Element und zu jeder Symmetrie gibt es eine dazu inverse Sym-
metrie. Die Symmetrien der Figur bilden eine Gruppe. Diese Gruppe nennt
man die Symmetriegruppe der Figur. Die angebene Beschriebung zeigt, dass
wir diese Gruppe mit der Gruppe aller Permutationen der Zahlen 1,2,3
identifizieren konnen, die wir bereits in Lineare Algebra B betrachtet ha-
ben. Wir sehen also, dass Gruppen als Symmetriegruppen von bestimmten
geometrischen Objekten auftreten kénnen.

Beispiel 1.2 Wir betrachten Gleichungen der Form
ax+by=c, a,bcecl.

Eine solche Gleichung nennt man eine diophantische Gleichung. Wir suchen
nach ganzzahligen Losungen einer solchen Gleichung. Wir werden ein Kri-
terium fiir die Losbarkeit einer solchen Gleichung herleiten, und wir werden
sehen, wie man die Losungen einer solchen Gleichung praktisch bestimmen
kann.
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Beispiel 1.3 Die Kodierungstheorie befasst sich mit sogenannten fehler-
korrigierenden Kodes, die zur korrekten Ubermittlung von Daten notwendig
sind. Solche Kodes werden zum Beispiel bei der CD angewandt. Wir be-
trachten hier als Beispiel nur bindre Kodes, d.h. Kodes, bei denen nur die
Symbole 0 und 1 verwendet werden, deren Worter also Folgen von Bits sind.
Bei der Ubermittlung solcher Folgen kénnen nun Fehler auftreten, d.h. eine
0 wird irrtiimlich als 1 gelesen und umgekehrt. Um solche Fehler entdecken
und nachtréglich korrigieren zu kénnen, baut man eine gewisse Redundanz
ein. Ein Standardbeispiel ist das Parity Check Bit. Wir betrachten das Bei-
spiel des (83,2)-Parity-Check-Kodes. Hier bestehen die zu iibermittelnden
Botschaften aus zwei Bits. Wir fiigen dazu ein drittes Bit wie folgt zu:

Botschaft Kodewort

00 000
01 011
10 101
11 110

Wenn bei der Ubermittlung der Kodeworter ein Fehler auftritt, also zum Bei-
spiel 101 als 100 iibermittelt wird, so kann man diesen Fehler entdecken, da
das empfangene Wort eine ungerade Anzahl von 1’en enthélt. Dieser Fehler
kann aber nicht korrigiert werden, da das Wort 100 mit gleicher Wahrschein-
lichkeit von 000, 110 oder 101 herkommen konnte.

Die Menge {0, 1} nennt man das Alphabet des Codes. Diese Menge kann
mit der Struktur eines Kdrpers versehen werden. Wir definieren eine Addi-
tion und Multiplikation wie folgt:

+]/o01  -]o1
0/0 1 0[0 0
1/1 0 1|01

Die Menge {0, 1} mit dieser Struktur nennt man den Korper Fy. Ein Kode
C der Lédnge n ist eine Teilmenge von F5. Es sei C' ein Code der Lénge n.
Dann kann man ein Kodewort aga; . ..a,—1 von C auch durch ein Polynom

ap+ a1z + -+ ap_12" "t € Fy ]

vom Grad < n — 1 mit Koeffizienten im Korper Fo darstellen.

Es sei p(x) € Fa[z] ein Polynom von einem Grad kleiner als n. Dann ist
der von p(x) erzeugte Polynomkode derjenige Kode, der aus allen Polynomen
vom Grad kleiner als n besteht, die durch p(z) teilbar sind. Z.B. ist der oben
betrachtete (3,2)-Parity-Check-Kode C' ein Polynomkode. Er wird durch das
Polynom p(x) = 1 4 z erzeugt. Denn es gilt

0=0142z), z+a’=z(1+z), 1+z22=1+z)1+2).
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Also sind alle Polynome in C' durch 1+ x teilbar. Andererseits gilt
(ap + a1z + a2$2)(1 +x) =ag+ (ap+a1)z + (a1 + (12)562 + agx’.

Daraus folgt, dass ein durch 1 + z teilbares Polynom vom Grad kleiner als
3 aus Fa[z] von der Form

ap + (ap + ay)x + ay2®

sein muss. Die Summe der Koeffizienten eines solchen Polynoms ist aber 0.
Also liegt ein solches Polynom in C'.

2 Gruppen

Wir erinnern zunéchst an die Definition einer Gruppe, die wir schon in
Lineare Algebra A hatten.

Definition Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heifit Grup-
pe genau dann, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(A) (axb)xc=ax(bxc) fir alle a,b, c € G (Assoziativgesetz).
(N) Es gibt ein e € G mit a * e = a fiir alle a € G (Neutrales Element).
(I) Zu jedem a € G gibt es ein o’ € G mit a * o’ = e (Inverses Element).

Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls zuséitzlich folgendes Axi-
om erfiillt ist:

(K) axb=bxa fir alle a,b € G (Kommutativgesetz).

Beispiel 2.1 Als Beispiele fiir Gruppen hatten wir bereits betrachtet: (R, +)
und (R*, -) sind abelsche Gruppen. (GL(n), *) mit der Verkniipfung A B :=
AB fiir A, B € GL(n) ist eine Gruppe.

Wir hatten bereits den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.1 Ist G eine Gruppe, so gilt:

(a) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die
Eigenschaft e x a = a fiir alle a € G.

(b) Das inverse Element a’ zu einem Element a € G ist eindeutig bestimmt
und hat auch die Eigenschaft o' * a = e. Wir bezeichnen es mit a~ .

(c) (a=YH~t =a fir allea € G.
(d) (axb)"t =b"txa™! fir alle a,b e G.
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(e) Es gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

axr=axT=>x=undyxa=y*xa=y=74g.
Wir wollen nun weitere Beispiele fiir Gruppen betrachten.

Beispiel 2.2 (Z,+) und (Q,+) sind abelsche Gruppen, (N,+) ist keine
Gruppe, da z.B. 2 kein inverses Element in N besitzt.

Eine weitere Klasse von Beispielen sind Symmetriegruppen von geome-
trischen Figuren.

Definition Es sei F' eine geometrische Figur in der Ebene oder im Raum.
Fine Symmetrie der Figur F ist eine bijektive Abbildung f : F' — F, die
Absténde erhilt, d.h. fiir alle Punkte p,q € F' ist der Abstand von f(p) zu
f(q) gleich dem Abstand von p zu q.

Die Menge aller Symmetrien einer geometrischen Figur bildet mit der
Hintereinanderausfiihrung als Verkniipfung eine Gruppe, da die Hintereinan-
derausfithrung von zwei abstandserhaltenden Abbildungen wieder abstands-
erhaltend ist und das Inverse einer abstandserhaltenden Abbildung ebenfalls
abstandserhaltend ist. Man nennt diese Gruppe die Symmetriegruppe der
Figur.

In Beispiel 1.1 haben wir ein Beispiel einer solchen Symmetriegruppe
gesehen.

Beispiel 2.3 Als weiteres Beispiel betrachten wir die Symmetriegruppe ei-
nes Rechtecks mit ungleichen Seiten:

4 3

Wir haben die folgenden Symmetrien, die die Abstédnde erhalten: die Spie-
gelung a an einer horizontalen Achse durch den Mittelpunkt, d.h.

a:(1,2,3,4) — (4,3,2,1),

die entsprechende Spiegelung b an einer vertikalen Achse durch den Mittel-
punkt, d.h.
b:(1,2,3,4) — (2,1,4,3),

und die Drehung ¢ um 180° um den Mittelpunkt, d.h.

c:(1,2,3,4) — (3,4,1,2).
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Schliefflich ist die identische Abbildung e eine Symmetrie. Die Gruppentafel
sieht nun wie folgt aus

N |0
O T o0
[P EEE S S
o O oS
QT OO

b a

Diese Gruppe nennt man auch die Kleinsche Vierergruppe nach dem Mathe-
matiker Felix Klein (1849-1925).

Cc

Notation Wir lassen im Folgenden das Verkniipfungszeichen x weg, d.h.
a * b wird einfach als ab geschrieben.

Definition Eine nichtleere Teilmenge H einer Gruppe G heif3t Untergruppe
von G genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(UG1) Fiir alle a,b € H gilt ab € H.
(UG2) Fiir alle a € H gilt a™! € H.

Satz 2.2 FEine Untergruppe H einer Gruppe G ist mit der induzierten Ver-
kniipfung eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Gruppenaxiome in H erfiillt sind.
Nach (UG1) induziert die Verkniipfung auf G eine Verkniipfung auf H. Das
Assoziativgesetz gilt in H, da es in G gilt. Da H nicht leer ist, enthilt H
mindestens ein Element h € H. Nach (UG2) ist auch h~! € H. Damit ist
auch e = hh™! € H. Nach (UG2) liegt zu jedem Element a € H das inverse
Element a~! in H. Also erfiillt H die Gruppenaxiome. a

Bemerkung 2.1 Die Bedingungen (UG1) und (UG2) sind zu der folgenden
einzigen Bedingung dquivalent

(UG) Fiir alle a,b € H gilt ab~! € H.

Beispiel 2.4 Die Gruppe Z ist eine Untergruppe von Q, Q ist eine Unter-
gruppe von R und R ist eine Untergruppe von C.

Beispiel 2.5 In Lineare Algebra B haben wir Permutationen der Menge
{1,2,... ,n} betrachtet und gezeigt, dass die Menge der Permutationen mit
der Hintereinanderschaltung als Verkniipfung eine Gruppe bildet. Diese
Gruppe heifit die symmetrische Gruppe von n Elementen und wird mit S,
bezeichnet. Es sei A, die Menge aller geraden Permutationen. Da die
Hintereinanderschaltung von zwei geraden Permutationen wieder gerade ist
und auch das Inverse einer geraden Permutation gerade ist, ist A, eine
Untergruppe von S,. Sie wird die alternierende Gruppe von n Elementen
genannt.
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Definition Die Anzahl der Elemente einer Gruppe G wird mit |G| bezeich-
net und die Ordnung der Gruppe genannt. Die Gruppe G heifit endliche
Gruppe, wenn |G| endlich ist, andernfalls heifit G unendliche Gruppe.

Beispiel 2.6 Die Ordnung der Gruppe S, ist n!, wie wir in Lineare Algebra
B gesehen haben.

Eine wichtige Klasse von Gruppen sind die zyklischen Gruppen.

Definition Eine Gruppe G heif$t zyklisch genau dann, wenn ein Element
g € G existiert, so dass G = {¢" |n € Z}. in diesem Fall sagt man, dass g
die zyklische Gruppe G erzeugt.

Bemerkung 2.2 Eine zyklische Gruppe G ist abelsch, da

Beispiel 2.7 Die Gruppe Z ist eine unendliche zyklische Gruppe, die von
dem Element 1 (oder —1) erzeugt wird.

Definition Die Ordnung eines Elements g in einer Gruppe G ist die klein-
ste positive ganze Zahl r, so dass g" = e ist. Wenn keine solche Zahl r
existiert, so sagt man, dass die Ordnung des Elements g unendlich ist.

Satz 2.3 Wenn g ein Element der Ordnung k der Gruppe G ist, dann ist
H = {g"|n € Z} eine Untergruppe von G der Ordnung k.

Definition In diesem Fall nennt man H die von g erzeugte zyklische Un-
tergruppe von G.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass H eine Untergruppe von G ist. Das
Axiom (UG1) ist erfiillt, da ¢™¢" = ¢™*" € H, (UG2), da (¢™) ' =g ™ ¢
H fiir alle m,n € Z ist.

Nun zeigen wir, dass H die Ordnung k hat.

Es sei zunéchst k£ = co. Dann zeigen wir, dass alle Elemente g™ verschie-
den sind. Denn angenommen, ¢" = ¢"*, wobei m < n. Dann gilt n —m >0
und ¢g"~"™ = e. Das ist aber eine Widerspruch dazu, dass g unendliche
Ordnung hat. Also ist die Ordnung von H unendlich.

Es sei nun k < co. Dann zeigen wir:

Behauptung H = {go =e g 9% ... 79k_1}~

Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass die Elemente ¢", n = 0,1,... ,k — 1,
alle verschieden sind. Angenommen, g" = ¢, wobei 0 < m < n < k — 1.
Dann folgt ¢"~™ = e mit 0 < n—m < k. Dies widerspricht der Minimalitét
von k, der Ordnung von g. Also sind die Elemente ¢°, ¢', ..., ¢! alle
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verschieden. Fiir ein beliebiges anderes Element ¢”* konnen wir m = gk +r
mit 0 < r < k schreiben. Dann gilt

q
Wzﬂ“z@)@F@WﬂZf
Also liegt ¢ in H. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Aus der Behauptung folgt nun, dass |H| = k. a

Beispiel 2.8 Die von der Zahl 2 in Z erzeugte zyklische Untergruppe von
7Z enthélt alle geraden Zahlen und wir bezeichnen diese Untergruppe mit
27 = {2n|n € Z}.

Satz 2.4 Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung n und besitzt G ein Ele-
ment g der Ordnung n, so ist G eine zyklische Gruppe, die von g erzeugt
15t.

Beweis. Es sei H die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G. Nach
dem vorhergehenden Satz hat H die Ordnung n. Aus H C G und |H| =
|G| = n < oo folgt aber H = G. Also ist G die von g erzeugte zyklische
Gruppe. O

Beispiel 2.9 Es sei C), die Gruppe der Drehungen eines regulidren n-Ecks
in der Ebene. Dann ist C), eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die von
einer Drehung um den Winkel 27” erzeugt wird. Denn C), hat die Ordnung n:
Wenn wir die Ecken des n-Ecks mit 1, 2, . ..n bezeichnen, so werden bei einer
Drehung die Eckennummern zyklisch vertauscht. Bezeichnet g die Drehung
des n-Ecks um den Winkel 27”, so hat g die Ordnung n. Nach Satz 2.4 ist
C,, zyklisch von der Ordnung n und wird von g erzeugt.

Beispiel 2.10 Die Kleinsche Vierergruppe ist nicht zyklisch, da sie die Ord-
nung 4 hat, aber kein Element der Ordnung 4 besitzt.

Definition Es seien (G, *) und (H,-) zwei Gruppen. Eine Abbildung f :
G — H heifit Gruppenhomomorphismus genau dann, wenn gilt

flaxb) = f(a)- f(b).

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus heifit Isomorphismus. Die Grup-
pen G und H heiflen isomorph, falls es einen Isomorphism f : G — H gibt.
In diesem Fall schreiben wir G = H.

Beispiel 2.11 (1) Es seien G und H Gruppen und e das neutrale Element
von H. Die Abbildung f : G — H mit f(a) = e fiir alle a € G ist ein
Gruppenhomomorphismus.
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(2) Ist H eine Untergruppe von G, so ist die Inklusionsabbildung i : H —
G ein Gruppenhomomorphismus.

(3) Es sei f : Z — {1,—1} definiert durch f(n) = 1, falls n gerade, und
f(n) = —1, falls n ungerade. Dann ist f ein Gruppenhomomorphismus von
(Zv +) nach ({17 _1}7 )

Satz 2.5 Es sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
(i) fleq) = em, wobei eq bzw. ey das neutrale Element von G bzw. H
15t.
(ii) f(a™') = f(a)~! fiir alle a € G.

Beweis. (i) Da f ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt

flec) = flegea) = flec)f(eq).
Daraus folgt

enr = flea) ' flea) = flea) ' flea) f(ea) = enflea) = f(eq).
(ii) Nach (i) gilt
f@)f(a™') = flaa™") = f(eq) = en.
Da das inverse Element zu f(a) eindeutig bestimmt ist, folgt f(a™') =
fla)=h. O
Satz 2.6 Zyklische Gruppen der gleichen Ordnung sind isomorph.

Beweis. Es seien G und H zyklische Gruppen, die von g bzw. h erzeugt
werden. Wenn G und H unendliche Ordnung haben, so definieren wir f :
G — H durch f(g") = A" fiir alle r € Z. Dann ist f bijektiv. Es gilt

flg"g®) = flg"™) = W =1"h" = f(g") f(g").

Also ist f ein Isomorphismus.

Wenn G und H die Ordnung n haben, so definieren wir f : G — H durch
f(g")=h"firr=0,1,... ,n—1. Dann ist f bijektiv. Fir 0 <r,s <mn—1
seir+s=kn-+1[, wobei 0 <[ <n-—1. Dann gilt

F(g"g°%) = f(g""%) = F(g"" ) = F((g")"d") = f(*g) = F(g") = W
und
f(gT)f(gs) —Wh = hr—l—s _ hkn—H — (hn)khl — ekhl — hl.
Also ist f ein Isomorphismus. O

Also ist jede zyklische Gruppe entweder isomorph zu Z oder zu C,, fiir
ein gewisses n. Im néchsten Abschnitt werden wir eine weitere wichtige
Klasse von zyklischen Gruppen kennenlernen, die Gruppen Z,. Aus dem
obigen Satz folgt Z, = C,.
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Bemerkung 2.3 Ein Gruppenhomomorphismus f : G — H von einer zy-
klischen Gruppe G auf eine beliebige Gruppe H ist schon durch das Bild
eines erzeugenden Element g € G bestimmt. Denn gilt f(g) = h, so folgt
aus der Definition des Gruppenhomomorphismus, dass f(¢") = f(g)" = h"
fiir alle r € Z gilt.

Satz 2.7 Ist f : G — H ein Isomorphismus und gilt f(g) = h, so haben g
und h die gleiche Ordnung.

Beweis. Angenommen, g hat die Ordnung m und h hat die Ordnung n. Ist
m < 00, so gilt
"= f(g)™ = f(g") = f(e) =
Daraus folgt, dass auch n endlich ist und n < m gilt.
Ist n endlich, so gilt

f(g") = F(g)" =h" =e=f(e).

Da f bijektiv ist, folgt daraus g™ = e. Also ist auch m endlich und es gilt
n<m.

Also sind entweder m und n beide endlich und es gilt m = n, oder
m=n=o0. a

3 Quotientengruppen

Eine wichtige Konstruktionsmethode fiir Gruppen ist die Quotientenkon-
struktion, die wir nun betrachten wollen. Dazu fithren wir den Begriff einer
Aquivalenzrelation ein.

Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge von M x M. Fiir
(a,b) € R schreiben wir a ~ b.

Definition Eine Relation ~ auf einer Menge M heifit A quivalenzrelation,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(R) a ~ a fiir alle a € M (Reflexivitit).
(S) Fiir alle a,b € M gilt: Aus a ~ b folgt b ~ a (Symmetrie).
(T) Fiirallea,b,c € M gilt: Ausa ~ bund b ~ cfolgt a ~ ¢ (Transitivitit).
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M und a € M, dann heiit
[a] :

die Aquivalenzklasse von a. Die Menge aller Aquivalenzklassen heifit die
Quotientenmenge von M nach ~ und wird mit M/ ~ bezeichnet. Es gilt
also

a:={xeM|z~a}

M/ ~:={[d]|a € M}.
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Satz 3.1 Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann gilt:
(i) Aus a ~ b folgt [a] = [b].
(i) Aus [a] N [b] # O folgt a ~ b.

(iii) Die Aquivalenzklassen bilden eine Partition von M, d.h. M kann als
die disjunkte Vereinigung der verschiedenen Aquivalenzklassen geschrie-
ben werden.

Beweis. (i) Es sei a ~ b und z € [a]. Dann gilt * ~ a und aus der
Transitivitat folgt x ~ b. Also gilt « € [b]. Daraus folgt [a] C [b].

Aus der Symmetrie folgt b ~ a und wir kénnen in dem obigen Argument
die Rollen von a und b vertauschen. Also folgt [b] C [a] und damit [a] = [b].

(ii) Es sei « € [a] N [b]. Dann gilt © ~ @ und = ~ b. Aus der Symmetrie
und Transitivitiat folgt dann a ~ b.

(iii) Aus (i) und (ii) folgt, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich
oder disjunkt sind. Aus der Reflexivitdt folgt, dass jedes Element a € M
in der Aquivalenzklasse [a] liegt. Also ist M die disjunkte Vereinigung aller
Aquivalenzklassen. O

Beispiel 3.1 Es sei n eine feste positive ganze Zahl und a, b seien zwei ganze
Zahlen. Dann definieren wir

a =bmodn :& nl(a —b).

Fiir ¢ = bmodn sagen wir: a ist kongruent zu b modulo n. Hier bedeutet
n|(a —b): n teilt a — b. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf Z.

Beweis. (i) Fiir alle a € Z gilt n|(a — a). Also gilt a = amod n.

(ii) Aus a = bmodn folgt n|(a — b), also auch n| — (a — b). Daher gilt
n|(b—a) und b = amodn.

(iii) Es gelte a = bmodn und b = ¢modn. Dann folgt n|(a — b) und
n|(b—¢), also n|((a — b) + (b — ¢)). Also gilt n|(a — ¢) und a = cmodn. O

Definition Die Menge der Aquivalenzklassen unter der Aquivalenzrelation
a = bmodn heiflt die Menge der ganzen Zahlen modulo n und wird mit Z,
bezeichnet.

Beispiel 3.2 Die Aquivalenzklassen modulo 3 sind

0] = {..,-3,0,3,6,9,...},
1] = {..,-2,1,4,7,10,...},
2] = {..,-1,2,58,11,...}.

Also ist Zs = {[0], [1], [2]}-
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Wir kénnen die Kongruenzrelation modulo n auf Z auch so definieren:
a = bmodn genau dann, wenn a — b € nZ, wobei nZ die Untergruppe
von Z ist, die aus allen Vielfachen von n besteht. Wir wollen nun diese
Kongruenzrelation auf beliebige Untergruppen von Gruppen erweitern.

Definition Es sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G und a,b € G.
Dann sagen wir, a ist kongruent zu b modulo H, in Zeichen a = bmod H,
genau dann, wenn ab~! € H gilt.

Satz 3.2 Die Relation a = bmodH ist eine Aquivalenzrelation auf G. Die
Aquivalenzklasse von a ist von der Form Ha = {ha|h € H}.

Definition Die Menge Ha := {ha|h € H} wird eine Rechtsnebenklasse
von H in G genannt. Das Element a heiflt ein Reprdsentant der Rechtsne-
benklasse Ha.

Beweis. (i) Die Relation ist reflexiv, da fiir alle a € G gilt aa™! = e € H.

(ii) Aus a = bmod H folgt ab~! € H. Da H eine Untergruppe ist, ist
auch (ab=1)~! = ba~! € H. Also folgt b = amod H. Die Relation ist daher
symmetrisch.

(iii) Aus @ = bmod H und b = cmod H folgt ab~! € H und bc~! € H.
Da H eine Untergruppe ist, gilt ab='bc™! = ac™! € H, also a = cmod H.
Daher ist die Relation auch transitiv.

Wir zeigen nun: [a] = Ha. Es sei zunédchst x € [a]. Dann gilt = =
amod H. Also ist h := za~! € H. Nun gilt aber 2 = ha. Also ist € Ha.
Damit gilt [a] C Ha. Sei umgekehrt x € Ha. Dann gibt es ein h € H mit
x = ha. Daraus folgt aber za™! = h € H, also 2 = amod H und damit
x € [a]. Daraus folgt Ha C [a] und damit [a] = Ha. O

Beispiel 3.3 Die Rechtsnebenklassen von Ag in S3 sind

[(1,2,3)] = {(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)} = A3(1,2,3)
(1,3,2)] = {(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)} = A43(1,3,2)

Lemma 3.1 Zwischen je zwei Rechtsnebenklassen von H in G ¢ibt es eine
bijektive Abbildung.

Beweis. Es sei Ha eine Rechtsnebenklasse von H in G. Um die Behauptung
zu zeigen, geniigt es, eine bijektive Abbildung von H nach Ha zu konstru-
ieren.

Wir definieren ¢ : H — Ha durch ¢ (h) = ha. Nach Definition der
Menge Ha ist 1 surjektiv. Die Abbildung v ist auch injektiv: Dazu nehmen
wir ¢(h1) = ¥(he) an. Daraus folgt hia = hea. Indem wir beide Seiten
dieser Gleichung von rechts mit a~! multiplizieren, erhalten wir h; = hs.
Also ist 1 bijektiv. a
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Satz 3.3 (Satz von Lagrange) Ist G eine endliche Gruppe und H eine
Untergruppe von GG, so teilt die Ordnung von H die Ordnung von G.

Beweis. Die Rechtsnebenklassen von H in G bilden eine Partition von G.
Also kann G als die disjunkte Vereinigung

G=HaiUHayU...UHay

fiir gewisse endlich viele Elemente aq,as,...,a; € G geschrieben werden.
Nach Lemma 3.1 ist die Anzahl der Elemente in jeder Rechtsnebenklasse
gleich, ndmlich |H|. Da die obige Vereinigung disjunkt ist, folgt |G| = k|H]|.
Also teilt |H| die Ordnung |G| von G. O

Definition Es sei H eine Untergruppe von G. Die Anzahl der verschiede-
nen Rechtsnebenklassen von H in G heifit der Index von H in G und wird
mit [G : H| bezeichnet.

Korollar 3.1 Ist G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G,
so gilt
G : H] = |G|/[H]|.

Korollar 3.2 Ist G eine endliche Gruppe und a ein Element von G, so teilt
die Ordnung von a die Ordnung von G.

Beweis. Es sei H := {a" |r € Z} die von a erzeugte zyklische Untergruppe
von G. Nach Satz 2.3 ist die Gruppenordnung von H gleich der Ordnung von
a. Also teilt die Ordnung von a nach dem Satz von Lagrange die Ordnung
von G. O

Korollar 3.3 Ist G eine endliche Gruppe und a ein Element von G, dann
gilt

al =e.

Beweis. Es sei m die Ordnung von a. Nach Korollar 3.2 gilt |G| = mk fiir
ein k € Z. Also gilt

alGl = g™k = (a™)F = ek = .
O

Korollar 3.4 Ist die Ordnung der Gruppe G eine Primzahl, so ist G zy-
klisch.



3 Quotientengruppen 13

Beweis. Es sei |G| = p, wobei p eine Primzahl ist. Nach Korollar 3.2 hat
jedes Element die Ordnung 1 oder p. Ordnung 1 hat aber nur das neutrale
Element. Da |G| > 2 gibt es also mindestens ein Element a der Ordnung p.
Nach Satz 2.4 ist G zyklisch. O

Wir wollen nun auf der Quotientenmenge G/H eine Gruppenstruktur
definieren. Dies ist allerdings nicht immer mdoglich, sondern nur in dem Fall,
dass H ein Normalteiler ist.

Definition Eine Untergruppe H einer Gruppe G heifit Normalteiler von
G, falls fiir alle g € G und h € H gilt: g~'hg € H.

Satz 3.4 Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe ist ein Normalteiler.

Beweis. Es sei H eine Untergruppe der abelschen Gruppe G. Dann gilt fiir
alle g€ Gund h € H

g thg=hg'lg=hec H.
Also ist H ein Normalteiler. O

Satz 3.5 Es sei N ein Normalteiler einer Gruppe G. Dann bildet die Men-
ge der Rechtsnebenklassen G/N = {Ng|g € G} zusammen mit der Ver-
kniipfung

(Ng1) - (Ng2) := N(g192)

eine Gruppe.

Definition Diese Gruppe heifit die Quotientengruppe oder Fuoktorgruppe
von G nach N.

Beweis. Die Verkniipfung auf G/N ist mit Hilfe von Reprisentanten g;
und g9 der Rechtsnebenklassen definiert. Wir miissen zunéchst zeigen, dass
diese Verkniipfung wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Auswahl der Re-
priasentanten abhéngt. Das bedeutet, dass wir zeigen miissen, dass, wenn wir
andere Elemente hy € Ng; und hy € Ngo in den gleichen Rechtsnebenklas-
sen wéhlen, die Rechtsnebenklassen N (hihs) und N(g1g2) ibereinstimmen.

Aus hy € Ng; folgt hlgl_1 =n1; € N und aus he € Ngo folgt hgg;l =
ny € N. Zu zeigen ist Nhihy = Ngigo oder hiha(g1g2)~" € N. Nun gilt
aber

hiho(g192) " = hihogy 'gr ' = hinagr ' = higi ginagy ' = niginag;

Da N ein Normalteiler ist, ist ginog; ' = ng € N. Daraus folgt aber
nlglnzgfl = ning € N. Also folgt hlhg(glgg)_l € N, was zu zeigen war.
Deshalb ist die Verkniipfung wohldefiniert.
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Nun miissen wir die Gruppenaxiome nachweisen.
Assoziativgesetz:

(Na-Nb)-N¢ = N(ab) - Nc= N((ab)c)
Na-(Nb-Nc) = Na-N(bc) = N(a(bc)) = N((ab)c)

Neutrales Element ist Ne = N denn es gilt
Na-Ne = N(ae) = Na.
Inverses Element: Das Inverse zu Na ist Na~!, denn es gilt
Na-Na ' = N(aa™!) = Ne.
Also ist G/N eine Gruppe. a
Ist G eine endliche Gruppe, so gilt fiir die Ordnung der Gruppe G/N:
G/N| =[G : N] = |GI/|N].

Beispiel 3.4 Die Gruppe Z, ist die Quotientengruppe von Z nach der Un-
tergruppe nZ := {nk |k € Z}.

Beweis. Da Z abelsch ist, ist jede Untergruppe ein Normalteiler. Es gilt
a=bmodnZ < a—benZ < nl|(a—>b) < a=bmodn.

Also gilt Z,, = Z/nZ und die Verkniipfung auf Z, ist definiert durch [a] +
[b] = [a +0]. 0

Die Gruppe Z, ist eine zyklische Gruppe, die von [1] erzeugt wird. Nach
Satz 2.6 ist Z, isomorph zu C,,. Als Beispiel stellen wir die Gruppentafel
von Zs auf:

+ [[0] ] [2]
0] | [o] [1] (2]
(]| ] 21 (0]
21 2] [0 [1]

Wenn es nicht zur Verwirrung fithrt, bezeichnen wir die Elemente von Z,
auch durch 0,1,2,... ,n — 1 anstelle von [0], [1],[2],... ,[n — 1].

Wir betrachten nun weiter Gruppenhomomorphismen.

Definition Es sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann defi-
nieren wir

Kerf = {g€G|f(9) =en},
Imf = {f(g9)]g€G}.
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Satz 3.6 Es sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
(i) Ker f ist ein Normalteiler von G.
(i) f ist genau dann injektiv, wenn Ker f = {eq} gilt.
(iii) Im f ist eine Untergruppe von H (nicht notwendig ein Normalteiler).

Beweis. (i) Wir zeigen zunéchst, dass Ker f eine Untergruppe von G ist.
Dazu seien a,b € Ker f. Dann gilt

flab) = f(a)f(b) = egey = ep, also ab € Ker f
und
fla) = fla) ' =e =en, alsoa € Ker f.

Also ist Ker f eine Untergruppe von G.
Es sei nun a € Ker f und g € G. Dann gilt

flg7 ag) = flg™ ") f(a)f(9) = fl9) tenflg) = fl9) " f(9) = en.

Daher ist g~'ag € Ker f. Also ist Ker f ein Normalteiler.

(i) Wenn f injektiv ist, dann gilt fir ¢ # eg: f(g) # ey. Also gilt
Ker f = {eg}. Es sei umgekehrt Ker f = {eg}. Wir miissen zeigen, dass f
injektiv ist. Dazu seien g1, g2 € G mit f(g1) = f(g2). Dann gilt

Flg195") = f(91)f(92) ™ = e, also gigy ! € Ker f.

Da Ker f = {eg} gilt, folgt g19;* = eq, also g1 = go. Also ist f injektiv.
(iii) Es seien hi,he € Im f. Dann gilt hy = f(g1) und he = f(g2) fiir

91,92 € G. Damn gilt f(g1)f(g2) = f(g192) € Im f und f(g1)"" = f(g7 ) €
Im f. Also ist Im f eine Untergruppe von H. O

Satz 3.7 (Homomorphiesatz) Es sei f : G — H ein Gruppenhomomor-
phismus. Dann gilt
G/Ker f = 1Im f.

Beweis. Es sei K = Ker f. Wir definieren eine Abbildung ¢ : G/K — Imf

durch ¥ (Kg) = f(g). Wir miissen zeigen:
(a) 1 ist wohldefiniert.
(b) % ist ein Gruppenhomomorphismus.
(c) v ist injektiv.

)

(d) % ist surjektiv.
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Zu (a): Hierzu ist zu zeigen: Aus Kg = K¢ folgt f(g) = f(¢'). Es sei
Kg= K¢ fiir ein ¢’ € G. Dann gilt ¢'¢~! = k € K. Daraus folgt

f(g') = flkg) = f(k)f(9) = enf(g) = f(9)-

Also ist v wohldefiniert.
Zu (b):

V(Kg1Kgo) = V(K (g192)) = f(9192) = f(g91)f(92) = (K g1)¢Y (K g2).

Zu (c):
Y(Kg) =enq = f(g) =en = g€ K.

Also besteht der Kern von ¢ nur aus der Rechtsnebenklasse K, die das
neutrale Element von G/K ist. Daher ist ¢ injektiv.
Zu (d): Nach Definition von 1 gilt Imt = Im f. Also ist ¢ surjektiv. O

Beispiel 3.5 Es sei f : Z — Z,, mit f(z) = [z]. Dann ist f ein Gruppen-
homomorphismus mit Kern Ker f = nZ. Aus dem Homomorphiesatz folgt
Z/n7 = Zn.

Wenn man zwei Mengen M und N gegeben hat, dann kann man ihr
kartesisches Produkt M x N := {(x,y) |z € M,y € N} bilden. Wir wol-
len nun zeigen, dass man auf dem kartesischen Produkt zweier Gruppen in
natiirlicher Weise eine Gruppenstruktur definieren kann.

Definition Es seien G und H zwei Gruppen. Dann definieren wir auf
G x H eine Verkniipfung * wie folgt

(g1, h1) * (92, h2) = (9192, h1h2).

Man kann leicht zeigen, dass G x H mit dieser Verkniipfung eine Gruppe
bildet. Das neutrale Element ist (eq, er) und das inverse Element zu (g, h)
ist (g~*,h~!). Die Gruppe G x H heiBt das direkte Produkt der Gruppen G
und H.

Beispiel 3.6 Wir betrachten die Gruppe Zs x Zo. Die Gruppentafel sieht
wie folgt aus

) ‘ (070) (07 1) (170) (171)
(0,0) 1 (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)
(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

Daraus folgt, dass die Gruppe Zs X Zo isomorph zur Kleinschen Vierergruppe
ist.
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Wir haben bereits gesehen, dass die Kleinsche Vierergruppe keine zykli-
sche Gruppe ist. Daraus folgt Zo X Zg 2 Z4. Es gilt aber:

Satz 3.8 Ist ggT(m,n) =1, 50 ist L = Ly X L.

Beweis. Wir definieren f : Zyuy, — Zpy X Zy, durch f([r]) = ([r], [r]). Diese
Abbildung ist wohldefiniert, denn aus r = ' mod mn folgt r = 7’ mod m und
r = r’modn.

Aus

f(r)+[s]) = f(lr+s]) = ([r+s], [r+5])

([r]; [r]) + (sl [s]) = f(IrD)+ £ ([s])

folgt, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist.

Es sei nun r € Ker f. Dann gilt » = Omodm und » = Omodn. Also
ist 7 durch m und n teilbar. Da ggT(m,n) = 1 ist r durch mn teilbar.
Also gilt » = Omodmn. Daraus folgt [r] = 0 und Ker f = {0}. Nach
dem Homomorphiesatz ist Z,, isomorph zum Bild Im f von f. Nun gilt
|Zpn| = mn und |Zy, X Zy| = |2 - |Zn| = mn. Also ist Im f = Z,,, X Zy,
und f ist ein Isomorphismus. o

4 Ringe

Definition Eine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen + und -
heifit Ring mit 1 genau dann, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(AG) R bildet zusammen mit der Verkniipfung + eine abelsche Gruppe.
(MA) Fiir alle a,b,c € R gilt
(a-b)-c=a-(b-c)
(Assoziativgesetz der Multiplikation).
(D) Fiir alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=a-b+a-cund (b+c¢)-a=b-a+c-a
(Distributivgesetz).

(MN) Es existiert ein Element 1 € R, so dass fiir alle a € R gilt

(Ezistenz der 1).

FEin Ring mit 1 R heifit kommutativ genau dann, wenn gilt:
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(MK) Fiir alle a,b € R gilt
a-b=b-a

(Kommutativgesetz der Multiplikation).

Beispiel 4.1 (1) Z, Q, R, C sind kommutative Ringe mit 1.
(2) Mat(n,n) ist ein Ring mit 1, der fiir » > 1 nicht kommutativ ist.
(3) Zy, ist ein kommutativer Ring mit 1, wobei die Addition und Multi-
plikation durch [z] 4 [y] = [z + y] und [z] - [y] = [z - y] fiir z,y € Z definiert
sind.

Beweis. Wir wissen bereits, dass Z,, mit der Addition eine abelsche Gruppe
bildet.

Da die Multiplikation mit Hilfe von Reprédsentanten definiert ist, miissen
wir zeigen, dass sie wohldefiniert ist. Angenommen, [z] = [2/] und [y] = [¢/].
Dann folgt z = 2’modn und y = v’ modn. Also gilt x = 2’ + kn und
y =1 +In fir k,l € Z. Dann gilt

vy =(2"+kn) (y +in)=2a"-y + (ky' + 12’ + kin)n.

Also folgt -y = 2’y mod n and [z-y] = [2/-y/]. Daher ist die Multiplikation
wohldefiniert.

Die restlichen Axiome folgen nun aus der Definition der Addition und
Multiplikation und den Eigenschaften der ganzen Zahlen. Die 1 ist [1]. Wir
zeigen als Beispiel das Distributivgesetz:

[z] - (Wl +[2]) = [o]-ly+2l=[z-(y+2)
= [z-y+z-7
= [z-yl+lw-2] = o] [yl +[2] - [2].

Verkniipfungstafeln fiir Zg4:

+(0 1 2 3 10 1 2 3
010 1 2 3 0(0 0 0 O
111 2 3 0 110 1 2 3
212 3 01 2(0 2 0 2
313 01 2 310 3 2 1

(4) BEs sei Q(v2) := {a + bv2|a,b € Q} C R. Dann ist Q(v/2) ein

kommutativer Ring mit 1.

Beweis. Zuniéchst miissen wir zeigen, dass + und - Verkniipfungen auf
Q(v/2) definieren. Es seien a,b,c,d € Q. Dann gilt

(a+bV2) + (c+dV2) = (a+c) + (b+ d)V2 € Q(V2),
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da (a +b), (c+d) € Q. Ebenso
(a+bV2) - (c+ dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + be)V2 € Q(V2).

Nun miissen wir zeigen, dass die Axiome eines kommutativen Ringes mit
1 erfiillt sind. Das neutrale Element der Addition ist 0 = 0+ 0v/2 € Q(v/2).
Das additive Inverse eines Elements a + bv/2 ist (—a) 4+ (=b)v/2 € Q(v/2).
Die 1ist 1 = 1+ 0v/2 € Q(v/2). Die restlichen Axiome gelten in Q(v/2), da
sie in R gelten. O

Aus den Ringaxiomen leitet man die folgenden Eigenschaften eines Rin-
ges ab.

Satz 4.1 (Vorzeichenregeln) Es sei R ein Ring mit 1. Dann gilt fiir alle
a,be R:

Beweis. (i) a-0=a-(0+0) =a-0+a-0. Addition von —(a-0) auf beiden
Seiten ergibt 0 = a - 0. Analog zeigt man 0 - a = 0.
(i)
_ a0
a-(=b)+a-b=a-(-b+b)=a-0=0
= a-(=b)=—(a-b).

Analog (—a) - b= —'(.a -b) )
(if) (—a) - (1) (1) “(a-(=b)) (&) —(—(a-b))=a-b
i) (-1)-a W _(1.0) = —a.
(v) (=1) - (=1) Wy O

Bemerkung 4.1 Ist 1 =0, so gilt R = {0}. Denn fira € Rgilta=a-1=
a-0 = 0. Der Ring R = {0} heiit der triviale Ring. Alle anderen Ringe
heiflen nichttrivial.
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5 Integritidtsbereiche und Korper

Gilt in einem Ring mit 1
a-b=0=a=0oder b=07?

Beim Beispiel Z4 haben wir gesehen [2] - [2] = [0].

Definition Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Element a € R,
a # 0, heiflt Nullteiler, falls es ein b € R, b # 0, gibt mit a - b = 0.

Beispiel 5.1 R = Zy4, [2] ist ein Nullteiler, denn [2] - [2] = [0].

Definition Ein nichttrivialer kommutativer Ring R mit 1 heifit Integri-
tatsbereich, falls R keine Nullteiler hat.

Beispiel 5.2 (1) Z, Q, R, C sind Integritéitsbereiche.
(2) Z4 ist kein Integritdtsbereich, da [2] ein Nullteiler von Zy ist.

Satz 5.1 (Kiirzungsregel) Ist R ein Integrititsbereich und a € R, a # 0,
dann gilt fiir alle b,c € R:

a-b=a-c=b=c.

Beweis. Ausa-b=a-cfolgta-(b—c)=a-b—a-c=0. Daa # 0 kein
Nullteiler ist, folgt b —c =0, also b = c. a

Definition Ein Kérper ist ein Ring R mit 1, bei dem (R \ {0},-) eine
abelsche Gruppe bildet, d.h. R ist ein nichttrivialer kommutativer Ring mit
1 mit der Eigenschaft

MI) Fiir alle a € R mit a # 0 gibt es ein a~! € R mit
g
a-a =1
(Ezistenz des multiplikativen Inversen).

Beispiel 5.3 (1) Q, R, C sind Korper.
(2) Z und Z4 sind keine Korper.
(3) Q(v/2) ist ein Korper. Ist a 4 by/2 # 0, so gilt

1 a—bv2 a b
a+bvV2  (a+bv2)(a—bv2) a2 202 " <_a2 —262> vzeQlva).

Satz 5.2 FEin Kdrper ist ein Integrititsbereich.
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Beweis. Es sei K ein Korper und a,b € K mit a-b = 0. Ist a # 0, so
existiert ein inverses Element a1 € K. Also

b=(ata)-b=a'l-(a-b)=a"t-0=0.

Satz 5.3 FEin endlicher Integrititsbereich ist ein Korper.

Beweis. Es sei R ein endlicher Integritéitsbereich. Wir miissen zeigen, dass
jedes Element a # 0 ein multiplikatives Inverses besitzt. Dazu betrachten
wir die Abbildung

lo,: R — R

r — a-T

Diese Abbildung ist injektiv:

lo(x) =l(y) ©a-z=a-y Saté>5.1 x
Da R endlich ist, ist I, auch surjektiv. Also gibt es ein b € R mit [,(b) =
a-b=1. O

Satz 5.4 Z, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Es sei zunéchst n eine Primzahl. Nach dem vorherigen Satz reicht
es zu zeigen, dass Z,, ein Integritéitsbereich ist. Es sei [a] - [b] = [0] in Z,.
Dann folgt n|ab. Da n eine Primzahl ist, gilt n|a oder n|b. Also gilt [a] = [0]
oder [b] = [0]. Also besitzt Z,, keine Nullteiler.

Es sei nun n keine Primzahl. Dann kénnen wir n = rs schreiben, wobei
r und s ganze Zahlen mit 1 <7 < n und 1 < s < n sind. Dann gilt [r] # [0]
und [s] # [0], aber [r] - [s] = [rs] = [0]. Also besitzt Z, Nullteiler und ist
kein Korper. O

6 Polynomringe

Definition Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Polynom iiber dem
Ring R ist ein Ausdruck

p(x) = ap + a1z + agz® + - + apa®,

wobei ag, a1, as,...,a, € R und n € N. Hier ist  eine Unbestimmte. Das
Element a; heifit der Koeffizient von z* in p(x). Einen Term 0z’ lassen wir
weg und fiir 12° schrieben wir einfach z’. Die grofite Zahl n mit a, # 0
heifit der Grad des Polynoms p(z), in Zeichen n = gradp(z). Sind alle
Koeffizienten von p(z) gleich Null, so heifit p(x) das Nullpolynom. Den
Grad des Nullpolynoms definieren wir als —oo.
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Definition Die Menge aller Polynome in x {iber dem kommutativen Ring
mit 1 R wird mit R[z] bezeichnet. Also

R[z] := {ap + a1z + agx® + - - + ap2" |a; € R,i = 0,... ,n}.

Wir definieren eine Addition und Multiplikation von Polynomen

n m

p(z) = Zaizi und g¢(z) = Zbiﬂfi
1=0 =0
durch
max(m,n) .
=0
m-+n k
p(z) - q(z) = Z cra®,  wobei ¢ = Zaz‘bkﬂr

k=0 =0

Die Menge R[x] zusammen mit dieser Addition und Multiplikation bildet
einen kommutativen Ring mit 1, der der Polynomring mit Koeffizienten aus
R heifit. Die Null ist das Nullpolynom und die 1 das konstante Polynom 1.

Satz 6.1 (Gradformel) Wenn R ein Integrititsbereich ist und p(x) und
q(z) Polynome in R[x] sind, so gilt

grad (p(z) - ¢(x)) = grad p(z) + grad q(x).

Beweis. Ist eins der beiden Polynome das Nullpolynom, so ist auch p(z) -
q(z) das Nullpolynom. In diesem Fall ist die Behauptung richtig, da das
Nullpolynom den Grad —oo hat.

Andernfalls sei grad p(x) = n, grad ¢(x) = m und p(z) = ag+- - - + a,a™,
q(x) = by + - + bypx™, wobei a,, # 0, b, # 0. Dann ist der Koeffizient der
grofiten Potenz von z in p(z) - g(x) gleich a,b,,. Es gilt aber a,b,, # 0, da
R keine Nullteiler besitzt. Also gilt grad (p(x) - ¢(x)) = m + n. O

Korollar 6.1 FEs sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Polynomring
R[z] ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn R ein Integrititsbereich
15t.

Beweis. Indem wir einem a € R das konstante Polynom a € R[z] zuord-
nen, sehen wir, dass R C R[z]. Wenn also R[z] keine Nullteiler enthélt,
dann enthélt erst recht R keine Nullteiler. Es sei umgekehrt R ein Inte-
grititsbereich. Sind nun p(z) und ¢(x) Polynome aus R[z], die verschieden
vom Nullpolynom sind, so ist nach der Gradformel auch p(z) - ¢(x) von Null
verschieden. Also enthélt R[x] keine Nullteiler. O
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Wenn a und b ganze Zahlen mit b # 0 sind, so gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen g und r, so dass gilt

a=gb+r und 0<r<]|b.

Die Zahl ¢ heifit der Quotient bei Division von a durch b und r heifit der
Rest. Wir betrachten nun Ringe, in denen eine solche Division mit Rest
moglich ist.

Definition Ein Integritdtsbereich R heifit ein euklidischer Ring, wenn es
eine Abbildung d : R\ {0} — N in die Menge der natiirlichen Zahlen gibt,
so dass gilt:

(a) Fiir alle a,b € R mit a # 0 und b # 0 gilt d(a) < d(ab).
(b) Fiir alle a,b € R mit b # 0 gibt es Elemente ¢,r € R mit

a=gqb+r, wobelentweder r =0 oder d(r) < d(b).

Beispiel 6.1 Z ist ein euklidischer Ring, wenn wir d(a) := |a| fir a € Z,
a # 0, setzen. Ein Korper K ist trivialerweise ein euklidischer Ring, wenn
wir d(a) =1 fiir alle a € K \ {0} setzen.

Satz 6.2 Es sei K ein Korper. Dann ist der Polynomring K|x] mit der
Abbildung d = grad ein euklidischer Ring.

Beweis. Die Eigenschaft (a) folgt aus der Gradformel.
Der Beweis von (b) folgt aus dem Divisionsalgorithmus fiir Polynome:

Behauptung Es seien f(x),g(z) € Klz] und g(z) sei nicht das Nullpo-
lynom. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢(x),r(z) € Kl[z], so
dass

f(x) = q(z) - g(z) + r(2),
wobei grad r(z) < grad g(z).

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst die Existenz der Polynome ¢(z) und r(z).

Ist f(x) das Nullpolynom oder grad f(z) < grad g(z), dann kénnen wir
f(z) =0-g(x) + f(x) schreiben. Es sei also f(x) # 0 und n := grad f(z) >
grad g(z). Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: Es sei n = 0. Dann gilt grad f(z) = grad g(z) = 0,
also f(z) = ag, g(z) = bp. Dann ist f(z) = (aoby ")g(z).

Es sei nun g(z) fest. Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir alle
Polynome f(xz) mit grad f(x) < n gilt. Es sei f(z) = ag + -+ + anz™,
g(x) = by + - -+ + by mit a,, # 0, by, # 0, n > m. Dann setze

f(z) = f(z) = anbyy'a" " g(2).
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Dann gilt grad f(z) < n. Nach Induktionsannahme gibt es G(x), r(x) mit
f(z)=q(z) g(z) +r(z), wobei gradr(z) < gradg(x).
Also gilt
(@) = anby!a"""g(z) + f(z) = (anby,'z" " g(x) + §(x)) - g(x) + r(z).

Dies ist eine Darstellung der gewiinschten Form.

(b) Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von ¢(x) und r(z). Es sei f(z) =
q1(z) - g(z) + ri(z) = g2(x) - g(x) + r2(z) mit gradry(z) < gradri(z) <
grad g(x). Dann gilt

(¢2(2) — q1(2)) - g(2) = r1(2) — ra(2).
Ist g2(x) — q1(z) nicht das Nullpolynom, so folgt aus der Gradformel
grad (ri(z) —ra(2)) = grad ((g2(x) — q1(2)) - g(2) = grad g()),

im Widerspruch zu grad (r1(z) — r2(x)) < grad g(z). Also gilt ¢1(x) = ¢2(x)
und damit auch r(z) = ra(x). O

O

Beispiel 6.2 In Zs[z] gilt

2 + 222 + 1 @ 2242 = 42
3 + 2x
202 + x + 1
222 + 1
X

Es ist also 2° + 222 + 1 = (z + 2)(2? + 2) + .

Korollar 6.2 Teilt man das Polynom f(x) € K[z] durch (x — «), dann
ergibt sich als Rest f(a).

Beweis. Nach dem Divisionsalgorithmus existieren ¢(x),r(z) € K[z] mit
f(z) = q(x)(x — a) + r(z), wobei gradr(z) < 1. Also ist r(z) =19 € K
und f(z) = gq(z)(x — a) + r¢. Setzen wir hier x = « ein, so erhalten wir
f(a) =ro. O

Korollar 6.3 Das Polynom f(x) € K|[z] ist genau dann durch (x — a) teil-
bar, wenn f(a) = 0.

Beweis. Nach dem vorherigen Korollar gilt f(z) = g(z)(x — a) + f(«). Also
gilt f(x) = q(x)(z — @) genau dann, wenn f(a) = 0. O
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Definition Es sei f(z) € K[z]. Ein Element o € K mit f(«) = 0 heifit
Nullstelle oder Wurzel des Polynoms f(x).

Satz 6.3 Ein Polynom vom Gradn > 0 dber einem Korper K hat hochstens
n Wurzeln in K.

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion nach n. Ein Polynom vom
Grad 0 ist von der Form f(x) = ag mit ap # 0. Ein solches Polynom hat
keine Nullstellen.

Wir nehmen nun an, dass der Satz fiir Polynome vom Grad n — 1 gilt.
Es sei f(z) € K[x] ein Polynom vom Grad n. Hat f(z) keine Nullstellen, so
ist der Satz richtig. Andernfalls sei o eine Nullstelle von f(z). Nach dem
vorhergehenden Korollar kénnen wir dann schreiben:

f(z) = (z = a)g(z).

Nach der Gradformel gilt grad g(z) = n—1. Da K als Korper keine Nullteiler
besitzt, gilt f(3) = 0 genau dann, wenn (5 — a) = 0 oder g(3) = 0. Also
ist eine Nullstelle von f(x) entweder gleich o oder eine Nullstelle von g(z).
Nach Induktionsannahme hat g(z) hochstens n —1 Wurzeln in K. Also hat
f(z) hochstens n Wurzeln in K. O

Beispiel 6.3 Der Ring Z[i] := {a + ib|a,b € Z} (der Ring der Gaufischen
ganzen Zahlen) ist ein euklidischer Ring mit d(a + ib) = a® + b?.

Wegen Z[i] C C sieht man leicht, dass Z[i] ein Integritdtsbereich ist. Es
sei z € Z[i]. Dann gilt d(z) = 2%z, wobei Z die komplex konjugierte Zahl
von z ist. Also gilt d(z) > 0 fiir jede komplexe Zahl z mit z # 0, und fir
z,w € Z[i] gilt d(zw) = d(z)d(w).

Es seien z,w € Z[i] mit w # 0. Dann gilt

i:c+id mit ¢, d € Q,
w
Es seien a,b € Z mit |c —a| < 5 und |d — b] < 1. Dann gilt
%:a+z’b+((c—a)+z’(d—b)).

Daraus folgt
z=(a+ib)w+ ((c—a)+i(d—b))w
mit
d(((c —a) +i(d=b))w) = d(((c—a)+i(d—D)))d(w)
= ((c—a)*+(d—0)*)d(w)
< G + i) d(w) < d(w).

Also ist in Z[i] Division mit Rest moglich.
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7 Der euklidische Algorithmus

Der Name ”euklidischer Ring” riihrt daher, dass in einem solchen Ring der
euklidische Algorithmus funktioniert.

Definition Es sei R ein Ring mit 1, a,b € R. Wir sagen a teilt b oder a
ist ein Teiler von b, in Zeichen alb, falls es ein ¢ € R gibt mit b = qa.

Definition Es sei R ein Integritidtsbereich und a,b € R. Ein Element

g € R heif3t ein grifiter gemeinsamer Teiler von a und b, in Zeichen g =
ggT(a,b), falls

(i) gla und gb,
(ii) Fiir alle ¢ € R gilt: Aus c|a und c|b folgt c|g.

Fin Element k € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, in
Zeichen k = kgV(a,b), falls

(i) alk und 0|k,
(ii) Fiir alle ¢ € R gilt: Aus a|c und blc folgt k|c.

Es sei R ein euklidischer Ring. Wir wollen einen g.g.T. zweier von Null
verschiedener Elemente a,b € R bestimmen. Dies geschieht mit dem euklidi-
schen Algorithmus, den wir nun beschreiben. Wir setzen zunéchst aq := a,
as := b. Nun dividieren wir a; durch as. Dann erhalten wir eine Dar-
stellung a1 = qias + az mit d(az) < d(ag). Ist nun ag # 0, so kénnen
wir im néchsten Schritt as durch ag mit einem Rest a4 teilen, usw. Da
d(az) > d(az) > d(as) > ... gilt, kommt dieser Proze nach endlich vielen
Schritten zum Stillstand, ndmlich dann, wenn der anfallende Rest Null wird.
Wir erhalten also ein Schema wie folgt:

ay = qag+az, d(az) > d(as),
az = qeaz+aq, d(az) > d(as),

Am—1 = Qm—10m + Amy1, d(am) > d(am+1)7
Gm = dmOGm41

Hierbei gilt a; #0,i=1,... ,m+ 1.
Behauptung a,,11 ist ein g.g.T. von a; und as.

Beweis. (i) Aus der letzten Zeile folgt am,+1|am, aus der vorletzten am,+1|am—1,
usw. Aus der zweiten und ersten Zeile folgt schliefflich a,,+1]az und am41]as.
Also ist a1 ein Teiler von a und b.
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(ii) Es sei ¢ ein Teiler von a und b. Aus der ersten Zeile folgt, dass c|as,
aus der zweiten c|ag usw. Aus der letzten Zeile folgt schlieflich ¢|a,, 1. Also
ist am41 ein grofter gemeinsamer Teiler von a und b. O

Dariiberhinaus kann man mit Hilfe dieses Algorithmus Elemente s,t € R
finden, so dass
am+1 = ggT(a,b) = sa +tb

gilt. Dazu beginnt man mit der vorletzten Gleichung
Um+1 = OGm—1 — gm—10m

und setzt riickwirkend die vorherigen Gleichungen ein, wobei jedesmal a;
durch einen Ausdruck mit a;—1 und a;_o ersetzt wird.
Damit haben wir bewiesen

Satz 7.1 Es sei R ein euklidischer Ring. Dann haben je zwei Elemente a
und b in R einen grofiten gemeinsamen Teiler g. Ferner gibt es s,t € R, so
dass

g = sa +tb.

Beispiel 7.1 Wir bestimmen einen gréfiten gemeinsamen Teiler von z3 +
222 + 1 und 22 + 2 in Z3[x]. Nach Beispiel 6.2 gilt

4202 +1 = (24+2)@*+2)+a
42 = z-x+2
r = 2x-2

Daraus folgt ggT(x3 + 222 + 1,22 +2) = 2 und
2 = (2*+2) -z
= (22 4+2) - (@®+22° +1— (z+2)(z* +2))z
2x(x® 4 222 + 1) + (2% + 2z + 1) (2 + 2)
Wir wenden diese Resultate nun auf diophantische Gleichungen an.
Satz 7.2 Die Gleichung
axr+by=c, a,bcé€Z,

hat genau dann ganzzahlige Lésungen z,y, wenn ggT(a,b)|c.

Beweis. Wenn ax + by = c eine Losung besitzt, dann teilt ggT(a,b) die
Zahlen a und b, also auch c.
Gilt umgekehrt ggT(a,b)|c, so folgt ¢ = m - ggT(a,b). Nach Satz 7.1
existieren s,t € Z mit
as + bt = ggT(a,b).
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Also gilt
asm + btm = m - ggT(a, b)

und = := sm, y := tm ist eine Lésung von ax + by = c. O

Der euklidische Algorithmus liefert eine praktische Methode, um die Zah-
len s und t aus dem Beweis des vorherigen Satzes zu bestimmen.

8 Zerlegung in irreduzible Faktoren

Eine wichtige Eigenschaft der ganzen Zahlen ist die Tatsache, dass sich je-
de ganze Zahl > 1 in Primfaktoren zerlegen ldsst. Wir wollen nun Ringe
betrachten, in denen eine dhnliche Zerlegung moglich ist.

Definition Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Element a € R
heifit Finheit, falls es ein Element b € R mit ab = 1 gibt. Die Menge aller
Einheiten in einem kommutativen Ring R wird mit R* bezeichnet.

Beispiel 8.1 (a) In einem Korper K sind alle von Null verschiedenen Ele-
mente Einheiten und es gilt K* = K \ {0}.

(b) Die Einheiten in Z sind +1.

(c) Es sei K ein Korper. Die Einheiten in K [x] sind die vom Nullpolynom
verschiedenen konstanten Polynome, d.h. die Polynome vom Grad 0.

Satz 8.1 In einem kommutativen Ring R mit 1 bilden die FEinheiten mit
der Multiplikation als Verkniipfung eine abelsche Gruppe.

Beweis. Es seien a1,a0 € R* und b1,by € R mit a1b; = asby = 1. Dann
gilt (ajaz)(bibe) = 1. Also ist ajas eine Einheit in R. Die Gruppenaxiome
folgen sofort. O

Lemma 8.1 Es sei R ein Integrititsbereich. Dann gilt a|b und bla genau
dann, wenn a = eb ist, wobei e eine Finheit in R ist. (a und b heiffen dann
assoziiert. )

Beweis. ”=": Aus a|b folgt b = ac fiir ein ¢ € R und aus b|a folgt a = bd fiir
ein d € R. Dann gilt a = bd = acd, also a(cd — 1) = 0. Daraus folgt a =0
oder c¢d = 1. Ist @ = 0, so ist auch b = 0. Im anderen Fall ist d eine Einheit.

"<": Aus a = eb folgt bla. Ist ¢ € R mit ec = 1, so folgt b = ca, also
alb. O

Definition Es sei R ein Integritdtsbereich. Ein Element p € R heifit irre-
duzibel, wenn p weder das Nullelement noch eine Einheit ist und wenn gilt:
Aus p = ab mit a,b € R folgt a ist eine Einheit oder b ist eine Einheit.

Ein Element p € R heifit Primelement, wenn p weder das Nullelement
noch eine Einheit ist und wenn gilt: Aus p|ab fiir a,b € R folgt p|a oder p|b.
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Satz 8.2 Jedes Primelement ist irreduzibel.

Beweis. Es sei p ein Primelement in einem Integritétsbereich R. Wir be-
trachten eine Zerlegung p = ab mit a,b € R. Dann folgt a|p und b|p. Da
p ein Primelement ist, folgt pla oder p|b. Angenommen, p|la. Nach dem
vorherigen Lemma gilt dann a = ep, wobei e € R eine Einheit ist. Daraus
folgt p = ebp. Da p # 0 folgt daraus eb = 1. Also ist b eine Einheit. O

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht:
Beispiel 8.2 In Z[\/—-3] := {a+ bv/—3|a,b € Z} gilt
4=2-2=(14++v-3)(1-v-3).

Die Elemente 2,1++/—3,1—+/—3 sind irreduzibel und es gilt (1++/—3)|2-2,
aber 1 + +/—3 teilt nicht 2.

Definition Ein Integritdtsbereich R heifit faktoriell oder ein ZPE-Ring,
wenn sich jede von Null verschiedene Nichteinheit aus R als Produkt von
Primelementen schreiben l&sst.

Satz 8.3 In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzible Element ein Prim-
element.

Beweis. Es sei R ein faktorieller Ring, a € R ein irreduzibles Element. Da
a keine Einheit ist, ldsst sich a als Produkt von Primelementen

a=DpP1""Pn, pla"'aanR>

schreiben. Da a irreduzibel ist, muss hierbei n = 1 sein. Also ist a ein
Primelement. O

Beispiel 8.3 Z[v/—3] ist kein faktorieller Ring, da 14++/—3 irreduzibel, aber

kein Primelement ist.

Satz 8.4 In einem faktoriellen Ring R ist die Zerlegung in Primfaktoren
etndeutig, d.h. jede von Null verschiedene Nichteinheit aus R lisst sich als
Produkt von Primelementen schreiben, wobei die Faktoren dieses Produktes
bis auf Finheiten und Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Beweis. Esseia € R eine von Null verschiedene Nichteinheit. Angenommen,

aG=DpP1"""Pn=4d1" " dm,

wobei jedes p; und jedes ¢; ein Primelement ist. Dann gilt pi|a und damit
P1]¢1 -+ gm. Da pi ein Primelement ist, muss p; eins der g; teilen. Nach
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eventueller Umnummerierung kénnen wir annehmen, dass pi|q;. Das be-
deutet, ¢ = uip; fiir ein u; € R. Da p; und ¢; auch irreduzibel sind, folgt,
dass u; eine Einheit ist. Also gilt

G =Pi1p2- - Pn = UIP1G2 " " Gm

und daraus folgt po - -+ p, = u1qo - - - ¢. Durch Induktion folgt ¢; = w;p; fir
i=1,...,min(m,n), wobei u; eine Einheit ist.
Ist nun m < n, so folgt

Pm+1-""Pn = U1 Umn.

Dies ist aber unmoglich, da irreduzible Elemente keine Einheit teilen kénnen.
Ist m > n, so folgt
I=wui-uUnGm+1-- - Gm-

Daraus folgt, dass ¢, eine Einheit ist, ein erneuter Widerspruch. Also ist

m = n und die Primelemente p1,... ,p, sind die gleichen wie die Primele-
mente qi, ... ,qn bis auf ihre Reihenfolge und die Multiplikation mit Ein-
heiten. O

Satz 8.5 FEin Integritdtsbereich R ist genau dann faktoriell, wenn sich jede
von Null verschiedene Nichteinheil als Produkt von irreduziblen Elementen
schrieben ldsst, wobei die Faktoren dieses Produktes bis auf Einheiten und
Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Beweis. 7=": Es sei R faktoriell. Dann ldsst sich jede von Null verschie-
dene Nichteinheit aus R als Produkt von Primelementen schreiben. Nach
Satz 8.4 sind die Faktoren dieses Produktes bis auf Einheiten und Reihen-
folge eindeutig bestimmt. Nach Satz 8.2 ist jedes Primelement irreduzibel.

7<«<": Hier reicht es zu zeigen, dass jedes irreduzible Element von R ein
Primelement ist. Es sei also u € R ein irreduzibles Element. Angenommen,
ulab mit a,b € R. Dann gilt ab = cu mit einem ¢ € R. Die Elemente a,b
und ¢ zerlegen wir jedes fiir sich in ein Produkt irreduzibler Elemente und
setzen die Produkte in ab = cu ein. Nach Voraussetzung sind die Faktoren
der Produkte auf beiden Seiten der Gleichung die gleichen bis auf Einheiten
und Reihenfolge. Also muss u zu einem Teiler von a oder b assoziiert sein
und somit selbst ein Teiler von a oder b sein. O

Wir wollen nun zeigen, dass jeder euklidische Ring faktoriell ist. Dazu
brauchen wir einige Hilfssétze.

Lemma 8.2 FEs sei R ein euklidischer Ring, a,b € R und g9 ein grdfster
gemeinsamer Teiler von a und b. Dann ist g1 genau dann ebenfalls ein
grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn g1 = egs fir eine Einheit
e € R gilt.
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Beweis. Wenn g; = egs und eu = 1, dann folgt go = ug;. Also gilt ga2|g1
und g¢1|g2 genau dann, wenn g; = ego. O

Lemma 8.3 Es sei R ein euklidischer Ring und a,b € R. Dann gilt d(a) =
d(ab) genau dann, wenn b eine Finheit ist. Andernfalls gilt d(a) < d(ab).

Beweis. Ist b eine Einheit und bc = 1, so gilt
d(a) < d(ab) < d(abc) = d(a),

also d(a) = d(ab).
Ist b keine Einheit, dann teilt ab nicht a und es gilt

a=gqab+r mitd(r)<d(ab).
Daraus folgt r = a(1 — gb), also d(a) < d(r). Also gilt d(a) < d(ab). O

Lemma 8.4 Es sei R ein euklidischer Ring, a,b,c € R. Gilt ggT(a,b) =1
und albe, so folgt alc.

Beweis. Nach Satz 7.1 konnen wir 1 = sa+tb mit s,t € R schreiben. Daraus
folgt ¢ = sac + tbe, also alc. O

Satz 8.6 Jeder euklidische Ring ist faktoriell.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass in einem euklidischen Ring R jedes irre-
duzible Element ein Primelement ist. Es sei u € R ein irreduzibles Element.
Angenommen, u|ab mit a,b € R. Dann gilt ggT(a, u)|u, also u = ggT(a,u)-c
fiir ein ¢ € R. Da u irreduzibel ist, ist entweder ggT(a,u) oder ¢ eine Ein-
heit. Daraus folgt ggT(a,u) = 1 oder ggT(a,u) = u. Teilt u nun a nicht, so
folgt ggT(a,u) = 1 und aus Lemma 8.4 folgt u|b.

Es reicht damit zu zeigen, dass sich in R jede von Null verschiedene
Nichteinheit als Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lédsst. Dies
beweisen wir durch Induktion nach d(a) fiir @ € R. Der kleinste Wert von
d(a) fir a # 0 ist d(1), denn 1 teilt jedes andere Element. Angenommen,
d(a) = d(1). Dann gilt d(1-a) = d(1) und nach Lemma 8.3 ist a eine Einheit.

Als Induktionsannahme nehmen wir an, dass alle Elemente x € R mit
d(x) < d(a) entweder Einheiten sind oder als Produkt von irreduziblen Ele-
menten geschrieben werden kénnen.

Wir zeigen nun, dass dies auch fiir das Element a gilt. Wenn a irreduzibel
ist, dann ist nichts zu beweisen. Andernfalls konnen wir a = be schreiben,
wobei weder b noch ¢ eine Einheit ist. Nach Lemma 8.3 gilt d(b) < d(bc) =
d(a) und d(c) < d(bc) = d(a). Nach Induktionsannahme konnen b und c als
Produkt von irreduziblen Elementen geschrieben werden, also auch a. O
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9 Irreduzible Polynome

Die Frage, ob ein Polynom irreduzibel ist oder nicht, wird im Folgenden sehr
wichtig sein. Deswegen wollen wir nun Methoden betrachten, mit denen
man diese Frage untersuchen kann. Dabei spielt es eine Rolle, iiber welchem
Koeffizientenring wir das Polynom zerlegen wollen.

Definition Es sei R ein Integritdtsbereich. Ein Polynom f(z) € R[x] von
positivem Grad heifit reduzibel iber R, wenn man es in R[z] in ein Produkt
von zwei Polynomen von positivem Grad zerlegen kann. Andernfalls heifit
f(x) irreduzibel iiber R. Das Polynom f(x) ist dann ein irreduzibles Element
in R[z]

Bemerkung 9.1 Man beachte, dass die Reduzibilitdt von R abhéngt: Das
Polynom 2 + 1 ist irreduzibel iiber R, aber reduzibel iiber C.

In C gilt der beriihmte Fundamentalsatz der Algebra:

Satz 9.1 (Fundamentalsatz der Algebra) Ist f(x) ein Polynom in C|x]
von positivem Grad, dann hat f(x) eine Nullstelle in C.

Zu diesem Satz existieren viele Beweise. Allein Gauf}, der diesen Satz in
seiner Doktorarbeit im Jahre 1799 als erster bewiesen hat, hat 7 Beweise ge-
geben. Der eleganteste Beweis benutzt Resultate aus der Funktionentheorie
und soll hier nicht gegeben werden.

Satz 9.2 (i) Die irreduziblen Polynome in Clx] sind die Polynome vom
Grad 1.

(ii) Die irreduziblen Polynome in R[x] sind die Polynome vom Grad 1
und die Polynome vom Grad 2 der Form ax?® + bx + ¢, wobei b*> < 4ac.

Beweis. (i) folgt aus dem Fundamentalsatz der Algebra.

(ii) Es sei f(x) ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Ist z eine komplexe
Nullstelle von f(z) mit nicht verschwindendem Imaginérteil, so ist auch die
konjugiert komplexe Zahl Z eine Nullstelle von f(x), denn es gilt f(z) =
f(z) = 0. Nun sind aber z und Z Nullstellen eines Polynoms vom Grad 2
des angegebenen Typs. O

Nun betrachten wir Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir un-
tersuchen, wann ein solches Polynom irreduzibel iiber QQ ist oder rationale
Wurzeln besitzt.

Satz 9.3 (Satz iiber rationale Wurzeln) FEs sei p(x) = ap+ayz+---+
anx" € Zlz]. Ist T eine rationale Nullstelle von p(x) und ggT(r,s) = 1,
dann gilt rlag und s|a,.
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Beweis. Aus p(%) = 0 folgt

r ryn—1 T\
ao—l—a1<;>—|—---+an_1(g) +an(;) =0.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit s”, so erhalten wir
aps"” +airs" M4+t a,_1r" s+ ar™ = 0.
Daraus folgt

a = —r(a1 s+ a1 s 4 ar™ T,

also 7|ags™. Da ggT(r,s) = 1, folgt aus Lemma 8.4 7|ag. Ahnlich zeigt man
slan,. O

Satz 9.4 (Lemma von Gauf}) Es sei P(x) € Z[z|. Ist P(x) reduzibel
iber Q, so ist P(x) auch reduzibel diber 7.

Beweis. Es sei P(x) = q(x)r(z) mit g(z),r(z) € Q[z]. Wir stellen die
rationalen Koeffizienten von ¢(z) als gekiirzte Briiche dar. Es sei u der
Hauptnenner dieser Briiche. Dann gilt ¢(x) = %Q(:v), wobei Q(z) € Z[z].
Es sei s der groBte gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von Q(z). Wir
schreiben g(z) = 2Q(x), wobei Q(z) € Z[x] und die Koeffizienten von Q(x)
teilerfremd sind. In analoger Weise schreiben wir 7(z) = LR(z). Dann gilt

S

P(@) = q(e)r(z) = Q) R(z) = = Qx)R(x).

Um den Satz zu beweisen, bleibt zu zeigen, dass wv|st. Dazu zeigen wir,
dass kein Primfaktor p von uv alle Koeffizienten von Q(x)R(z) teilt.
Es sei

Q(z) = bo+biz+---+ bzt
R(z) = co+cz+---+qal.

Es sei p eine beliebige Primzahl. Da die Koeffizienten von Q(x) teilerfremd
sind, gibt es einen Koeffizienten von @(x), der nicht von p geteilt wird. Es
sei b; der erste solche Koeffizient. Entsprechend sei ¢; der erste Koeffizient
von R(z), der nicht von p geteilt wird. Dann lautet der Koeffizient von x**J

in Q) R(x)
bi_,_jc() + -+ bi+1Cj_1 + biCj + bi—lcj—H +---+ boCH_j.

Nun gilt p|co, ..., plcj—1, p|bi=1, - .. , p|bo, aber p teilt nicht b;c;. Daher ist
dieser Koeffizient nicht durch p teilbar. Daher sind alle Koeffizienten von
Q(z)R(x) teilerfremd. Also gilt uv|st. O
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Beispiel 9.1 Wir zerlegen das Polynom P(x) = 2% —32%+ 2z +1 in Q[z] in
irreduzible Faktoren. Nach Satz 9.3 sind die einzigen mdoglichen rationalen
Wurzeln von P(z) die Zahlen +1. Einsetzen ergibt, dass dies aber keine
Wurzeln sind. Also hat P(z) keine linearen Faktoren.

Wenn sich also P(z) in ein Produkt irreduzibler Faktoren zerlegen lésst,
so miissen diese Faktoren beide den Grad 2 haben. Nach dem Lemma von
Gaufl kann man diese Faktoren so wéhlen, dass sie ganzzahlige Koeffizienten
haben. Wir nehmen also an:

et =322 422 4+1 = (22 +ax+b)(2® +cx+d)
= 2t (a+ )2+ (b+d+ac)z? + (be + ad)z + bd.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir die folgenden Gleichungen:
a+c=0, b+d+ac=-3, bc+ad=2, bd=1.

Diese Gleichungen haben aber keine gemeinsamen ganzzahligen Losungen,
denn aus bd = 1 folgt b = d = +1 und damit b(a + ¢) = +2 im Widerspruch
zua+c=0.

Also ist das Polynom P(z) irreduzibel iiber Q und damit erst recht iiber
Z.

Satz 9.5 (Kriterium von Eisenstein) FEs sei f(x) = ag + a1z + -+ +
anx™ € Zlx]. Fiir eine Primzahl p gelte

(i) plao, plai, ..., plan-1,
(ii) p fan und
(if) 9 Jao.
Dann ist f(x) irreduzibel iber Q.

Beweis. Angenommen, f(x) ist reduzibel. Nach dem Lemma von Gauf ldsst
sich f(x) dann in Z[z] als Produkt

fle)=(bo+ -+ ba")(co+ -+ caa?)

schreiben, wobei b;,¢; € Z, r,s > 0 und r + s = n.
Durch Koeffizientenvergleich folgt

ag = boCo.

Da plag, aber p? fag, muss p entweder by oder cg teilen. O.B.d.A. nehmen
wir an, dass p|bg und p fcp. Nun kann p nicht alle Koeffizienten by, by, ... , b,
teilen, denn sonst wiirde p|a,, gelten. Es sei ¢ die kleinste ganze Zahl, fiir
die p fb; gilt, also 1 <t <7 < n. Nun gilt

a; = bycg + bi—1c1 + -+ - + bic—1 + bocy
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und p teilt die Koeflizienten ag, by, b1, ..., by_1. Also muss p auch bscg
teilen, ein Widerspruch. O

Beispiel 9.2 Es sei p eine Primzahl und

p_1
x

Dieses Polynom heifit das p-te Kreisteilungspolynom. Wir zeigen, dass dieses
Polynom irreduzibel iiber Q ist.

Beweis. Wir koénnen das Kriterium von Eisenstein nicht direkt auf ()
anwenden. Wir machen zuerst eine Variablentransformation x = y + 1.
Damit erhalten wir

ply+1) =

Es gilt p|() firi=1,... ,p—1, p*(z), p* [ (1), also ist (y + 1) nach dem

Kriterium von Eisenstein irreduzibel. Da ¢(z) genau dann irreduzibel ist,
wenn ¢(y + 1) irreduzibel ist, ist auch () irreduzibel. O

Nun betrachten wir die Zerlegung von Polynomen iiber endlichen Kérpern.
Um die Wurzeln eines Polynoms in Z,[x] zu finden, kann man einfach
alle p moglichen Werte fiir « ausprobieren.

Beispiel 9.3 Wir betrachten das Polynom 22 4 1 € Z3[z]. Wir stellen eine
Wertetabelle auf:

x 01 2
z? 01 1
2+1(1 2 2
Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, dass 22 + 1 keine Wurzeln in Zs hat, also

irreduzibel in Zs[x] ist.

Satz 9.6 Ein Polynom in Zs|z| hat genau dann einen Faktor (x+1), wenn
es eine gerade Anzahl von von Null verschiedenen Koeffizienten hat.

Beweis. Es sei p(z) = ag + a1x + - - + a,a™ € Zs[z]. Nach Korollar 6.3 ist
(x+1) genau dann ein Faktor von p(z), wenn p(1) = 0. (Man beachte, dass
in Zo[z] gilt:  — 1 =2+ 1.) Nun gilt

p(1) =ao+ai+--+an.
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Also ist p(1) = 0 genau dann, wenn p(x) eine gerade Anzahl von Koeffizien-
ten, die von Null verschieden sind, hat. O

Beispiel 9.4 Wir bestimmen alle irreduziblen Polynome vom Grad < 4
uber Zg.

Jedes Polynom vom Grad 1 ist irreduzibel. Die Polynome vom Grad 1
in Zs[x] sind z und = + 1.

Es sei p(z) = ap+a12+- - -+anx™ € Zs|x] mit grad(p(z)) = n. Dann gilt
an # 0, also a, = 1. Die moglichen Wurzeln sind 0 und 1. Das Element 0
ist genau dann eine Wurzel, wenn ag = 0 gilt, 1 ist genau dann eine Wurzel,
wenn die Anzahl der a; mit a; = 1,7 = 0,... ,n, gerade ist. Damit haben
wir die folgende Liste von Polynomen vom Grad 2,3 und 4 in Zs[x] ohne
Linearfaktoren:

Grad2: z2+z+1
Grad 3: 22 +z+1,234+22+1
Grad4: z*+z+ 1,2 +22+ 1,2 +23 + 1,2+ 28 + 22 + 2+ 1

Wenn ein Polynom vom Grad 2 oder 3 reduzibel ist, so muss es einen Line-
arfaktor haben. Daher sind die obigen Polynome vom Grad 2 oder 3 irredu-
zibel. Wenn ein Polynom vom Grad 4 reduzibel ist, so hat es entweder einen
Linearfaktor oder es ist das Produkt von zwei irreduziblen Polynomen vom
Grad 2. Es gibt aber nur ein irreduzibles Polynom vom Grad 2 in Zs[z],
ndmlich 22 + z + 1, und es gilt

(2 +rx+1)2 =2+ 22+ 1.

Also sind die irreduziblen Polynome vom Grad < 4 iiber Zs die Polyno-

me:
Grad1: z,z+1

Grad 2: 22+z+1
Grad 3: 23 +zx+ 1,23 4+22+1
Grad4: a2*+z+ 124+ 23+ 1,28 +23 422+ +1

10 Unterringe und Ideale

Wir betrachten nun Teilmengen von Ringen mit 1, die unter den Ringope-
rationen abgeschlossen sind.

Definition Essei R ein Ring mit Einselement 1. Eine nichtleere Teilmenge
S C R heifit Unterring von R, wenn gilt:

(UR1) Furallea,be Sgilta+be S.
(UR2) Fir alle a € S gilt —a € S.

(UR3) Furallea,be Sgilta-be S.
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(UR4) 1 € S.

Satz 10.1 FEin Unterring S eines Rings R mit 1 ist ebenfalls ein Ring mit
1.

Beweis. Aus (UR1) und (UR2) folgt, dass S beziiglich der Addition eine
Untergruppe von R ist. Aus Satz 2.2 folgt, dass (S, +) eine abelsche Grup-
pe ist. Die Bedingungen (UR3) und (UR4) zeigen, dass S abgeschlossen
beziiglich der Multiplikation ist und 1 € S gilt. Die iibrigen Axiome gelten
in S, da sie in R gelten. a

Beispiel 10.1 Z ist ein Unterring von Q, Q ist ein Unterring von R und R
ist ein Unterring von C.

Es stellt sich heraus, dass wichtiger als Unterringe eine andere Art von
Untergruppen sind, nédmlich die Ideale, die den Normalteilern von Gruppen
entsprechen.

Definition Es sei R ein Ring mit 1. Eine nichtleere Teilmenge I C R heifit
Ideal von R, wenn gilt:

(I1) Fiir alle z,y € I gilt x —y € I.
(I2) Firallex € ITundre Rgilt r-a2 € Tund - r € 1.
Aus (11) folgt, dass (I,+) eine Untergruppe von (R, +) ist.
Beispiel 10.2 In jedem Ring mit Einselement R sind R und {0} Ideale.

Satz 10.2 Es sei R ein kommutativer Ring mit 1, a € R. Die Menge
{ra|r € R} ist ein Ideal in R.

Definition Die Menge {ra|r € R} bezeichnen wir mit (a) und nennen sie
das von a erzeugte Hauptideal.

Beweis. Es sei ra, sa € (a) und t € R. Dann gilt

ra—sa = (r—s)ac€(a),
t(ra) = (tr)a € (a).

Also ist (a) ein Ideal von R. O

Beispiel 10.3 (1) (n) = nZ ist das von n erzeugte Hauptideal in Z.
(2) Die Menge aller Polynome in Zs[z], die x + 1 als Faktor haben ist
das Hauptideal

(z+1) = {p(x)(z + 1) |p(x) € Zs[2]}
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in Zo[z], das von x + 1 erzeugt wird. Es enthélt alle Polynome, die 1 als
Nullstelle haben.

(3) Die Menge aller Polynome in zwei Variablen z und y mit reellen
Koeffizienten bezeichnen wir mit R[z, y]. Die Menge aller solchen Polynome
mit konstanten Glied ag = 0 ist ein Ideal von R[z,y]. Dieses Ideal ist aber
kein Hauptideal.

Definition Ein kommutativer Ring R mit 1 heifit Hauptidealring, wenn
jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

Satz 10.3 Fin euklidischer Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Es sei R ein euklidischer Ring und I ein Ideal von R. Ist I = {0},
so ist I = (0), das von 0 erzeugte Hauptideal von R. Andernfalls enthalt I
mindestens ein von 0 verschiedenes Element. Es sei b € I, b # 0, mit d(b)
minimal. Ist nun a € I, so gibt es ¢,r € R mit

a=gb+r wobeir =0 oder d(r) < d(b).

Nun ist r = a — ¢b € I. Da b ein Element aus I mit d(b) minimal ist, muss
r =0 und a = ¢gb gelten. Also gilt a € (b) und I C (b).

Umgekehrt ist jedes Element von (b) von der Form ¢b fiir ein ¢ € R.
Dann ist aber gb € I, da I ein Ideal ist. Also folgt (b) C I und I = (b). Also
ist R ein Hauptidealring. O

Korollar 10.1 Der Ring der ganzen Zahlen 7 ist ein Hauptidealring. Ist
K ein Korper, so ist K[z| ein Hauptidealring.

Beweis. Z und K [z] sind euklidische Ringe. O

Satz 10.4 Es sei R ein Ring mit 1 und I ein Ideal in R. Enthdlt I eine
Einheit von R, so ist I der ganze Ring R.

Beweis. Es sei e € I eine Einheit von R. Dann gibt es ein v € R mit
eu = 1. Da I ein Ideal ist, ist dann auch 1 € I. Ist nun r € R, so ist auch
r-1=r¢€l,alsol =R. O

Bemerkung 10.1 Ein Ideal ist also genau dann ein Unterring von R, wenn
I = R ist.
11 Quotientenringe

Es sei R ein Ring mit 1 und I ein Ideal in R. Dann ist I insbesondere ein
Normalteiler von R. Wir erinnern an die Kongruenzrelation modulo 1

rm=romodl &ri—ro €1l
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Die Aquivalenzklasse, die r € R enthilt, also die Rechtsnebenklasse von I
in R, die r enthélt, bezeichnen wir mit I 4+ r. Also

I+r:={z+r|zel}
Die Menge der Rechtsnebenklassen
R/I={I+r|reR}
mit der Verkniipfung
(I+r)+ I +re) =1+ (r1+7r2)

bildet eine abelsche Gruppe nach Satz 3.5.

Satz 11.1 Es sei I ein Ideal im Ring R mit 1. Dann bildet die Menge der
Rechtsnebenklassen R/I zusammen mit den Verkniipfungen

(IT+r)+T+r) =T+ (r1+r2) und (I+r1)-(I+ry) =1+ (rir2)
etnen Ring mit Finselement I + 1.

Definition Dieser Ring heifit der Quotientenring oder der Faktorring von
R nach I.

Beweis. Wir miissen nur noch die Axiome der Multiplikation nachweisen.

Zunéchst zeigen wir, dass die Multiplikation wohl definiert ist. Es sei
ri€l+riundrh € I+re. Dannist rj —ry =21 € L und v —ro = 29 € I.
Dann gilt

rirh = (z1 +71) (22 + 12) = 2122 + 1122 + T2 + T170.
Da I ein Ideal ist, gilt x1xo, rixze, x172 € 1. Also gilt iry —rire € I, also
I+7rirh =1+ rre.

Daraus folgt, dass die Multiplikation auf R/I wohl definiert ist.
Die Axiome konnen nun leicht bewiesen werden. O

Beispiel 11.1
Z/(n) = Zn.

Es sei nun K ein Korper und p(z) € K[z] ein Polynom. Wir betrachten
den Quotientenring Kx]/(p(x)).

Lemma 11.1 Es sei f(z),g(x) € Klz], f(z) = q(x)p(z) + r(x), g(z) =
s(z)p(x) + t(z), gradr(z) < gradp(z), gradt(x) < gradp(z). Dann gilt

f(z) = g(x) mod (p(x)) & r(z) = t(z).
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Satz 11.2 Es sei P = (p(x)), wobei p(x) ein Polynom vom Grad n > 0 ist.
Dann gilt

K[2]/(p(x)) = {P+ao+ a1z + -+ an_12""'|ao,... ,an—1 € K}.

Beweis. Es sei P+ f(z) € K[z]/(p(z)). Schreibe f(z) = q(z)p(x) + r(x)
mit grad r(z) < n. Dann gilt nach dem vorhergehenden Lemma P + f(z) =
P+ r(x).

Angenommen, P+ r(x) = P+t(x) wobei grad r(x), grad t(x) < n. Dann
gilt r(z) = t(z) mod P. Nach dem vorhergehenden Lemma gilt r(z) = t(z).
a

Notation Wir schreiben ag + a1z + - - - + ap_12" ! anstelle von P + ag +
a4+ -+ ap_12" 1. Also

K[z]/(p(x)) = {ao + a1x + -+ + ap_12" | ag,... ,an—1 € K}.
Beispiel 11.2 Wir betrachten Zy[z]/(z% + x + 1). Es gilt
Zolz]/(x® + x4+ 1) ={0,1,z,z + 1}.
Was ist z.B. (z + 1)(x + 1) in Za[z]/(2? + 2 + 1)? Es gilt
x4+ D+ =2 +1=@*+z+1)+

Also gilt (z 4+ 1)(z +1) = x in Zs[z]/(2® + 2+ 1). Auf diese Weise erhalten
wir die folgende Multiplikationstafel:

. ‘O 1 T z+1
0 0 0 0 0
1 0 1 T z+1
T 0 T T+ 1 1
z+1|0 z+1 1 x
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Wir untersuchen nun, unter welchen Voraussetzungen der Quotienten-
ring ein Integritétsbereich oder ein Korper ist.

Definition Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal I # R von
R heifit Primideal, wenn fiir alle z,y € R gilt: Aus xy € I folgt x € I oder
yel.

Satz 11.3 Es sei R ein kommutativer Ring mit 1, a € R. Dann ist (a)
genau dann ein vom Nullideal verschiedenes Primideal, wenn a ein Prim-
element ist.

Beweis. ”=": Es sei (a) ein Primideal. Da (a) # R, ist a keine Einheit.
Wegen (a) # (0) gilt a # 0. Es seien z,y € R und es gelte a|zy. Dann folgt
xy € (a). Da (a) ein Primideal ist, folgt € (a) oder y € (a). Also gilt a|x
oder aly.

7<«<": Es sei a ein Primelement. Da a # 0 und a keine Einheit ist, gilt
(a) # (0),R. Es sei zy € (a) fir z,y € R. Dann folgt a|zy. Da a ein
Primelement ist, folgt a|z oder aly, also z € (a) oder y € (a). O

Satz 11.4 Es sei I ein Ideal des kommutativen Rings R mit 1. Dann ist I
genau dann ein Primideal, wenn R/I ein Integrititsbereich ist.

Beweis. Ubungsaufgabe. a

Definition Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Ideal I von R
heifit maximales Ideal in R, wenn I # R und fiir alle Ideale J von R mit
IcJCRgilt: J=1oder J=R.

Satz 11.5 Es sei R ein euklidischer Ring, a € R, a # 0. Dann ist (a)
genau dann ein maximales Ideal von R, wenn a irreduzibel ist.

Beweis. 7<=": Es sei a irreduzibel. Es sei J C R ein Ideal mit (a) C J C R,
(a) # J. Es ist zu zeigen: J = R. Da (a) # J, gibt es ein b € J mit b & (a).
Das bedeutet b # ra fiir alle r € R. Also ggT(a,b) = 1, da a irreduzibel ist.
Nach Satz 7.1 gibt es s,t € R mit

sa+tb=1.

Nun gilt aber sa € (a) C Jund tb € J, also 1 € J. Aus Satz 10.4 folgt dann
J=R.

"=": Es sei (a) ein maximales Ideal. Angenommen, a = st fiir s,t € R.
Wegen a # 0 ist s, # 0. Dann gilt (a) C (s). Da (a) ein maximales Ideal
ist, folgt (a) = (s) oder (s) = R. Gilt (s) = R, dann ist 1 € (s), also ist s
eine Einheit. Wenn (a) = (s) gilt, dann gibt es ein b € R mit s = ab, also
a = st = abt. Daraus folgt bt = 1, also ist t eine Einheit. O
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Satz 11.6 Ein nichttrivialer kommutativer Ring R mat 1 ist genau dann
ein Korper, wenn (0) und R die einzigen Ideale sind.

Beweis. "=": Es sei R ein Korper und I C R ein Ideal mit I # (0). Dann
gibt es ein @ € I mit a # 0. Dann ist aber auch aa=' =1 ¢€ I, also I = R
nach Satz 10.4.

7<": Es seien (0) und R die einzigen Ideale von R. Es sei a € R, a # 0.
Wir betrachten das Ideal (a). Es gilt (a) # (0), da 1-a € (a). Also folgt
(a) = R. Dann gilt aber 1 € (a) und es gibt ein b € R mit ab = 1. Also
besitzt a ein inverses Element b und R ist ein Koérper. O

Satz 11.7 FEs set R ein Ring mit 1, I ein Ideal in R. Ist J ein Ideal von
R mit I C J, soist J/I ein Ideal von R/I. Ist umgekehrt U ein Ideal von
R/I, so gibt es ein Ideal J von R mit I C J und U = J/I.

Beweis. (a) Essei [ +r € R/I, [ +a € J/I. Dann gilt (I +7r)(I +a) =
I+raeJ/I,daracJ.
(b) Es sei U ein Ideal von R/I. Setze

J:={reR|I[+reU}.
Dann ist J ein Ideal mit I C J und U = J/I. O

Satz 11.8 FEs sei I ein Ideal des kommutativen Rings R mit 1. Dann ist I
genau dann ein mazimales Ideal von R, wenn R/I ein Korper ist.

Beweis. "=": Es sei I ein maximales Ideal. Es sei U C R/I ein Ideal mit
U # (0). Dann gibt es nach Satz 11.7 ein Ideal J C Rmit I C J, I # J und
J/I = U. Da I ein maximales Ideal ist, folgt J = R, also U = R/I. Nach
Satz 11.6 ist R/I ein Korper.

"<": Es sei R/I ein Korper. Es sei J C R ein Ideal in R mit I C J,
aber I # J. Dann ist J/I ein Ideal von R/I mit J/I # (0). Da R/I ein
Korper ist, gilt nach Satz 11.6 J/I = R/I. Daraus folgt J = R. Also ist I
ein maximales Ideal von R. O

Korollar 11.1 In einem nichttrivialen kommutativen Ring mit 1 ist jedes
mazimale Ideal auch ein Primideal.

In euklidischen Ringen gilt auch die Umkehrung.

Korollar 11.2 Es sei R ein euklidischer Ring, a € R. Dann ist R/(a)
genau dann ein Korper, wenn a irreduzibel in R ist.
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12 Ringhomomorphismen

Analog zu Gruppenhomomorphismen betrachten wir nun Abbildungen zwi-
schen Ringen, die die Addition und Multiplikation erhalten.

Definition Es seien R und S zwei Ringe mit 1. Eine Abbildung f : R — S
heifit Ringhomomorphismus, wenn fiir alle a,b € R gilt:

(i) fla+0b)=fla)+ f(b),
(i) f(a-b) = f(a)- f(b),
(iii) f(1) = 1.
Ein Ringisomorphismus ist ein bijektiver Ringhomomorphismus. Wenn es

einen Ringisomorphismus zwischen den Ringen mit Einselement R und S
gibt, dann sagen wir, R und S sind isomorph und wir schreiben R = S.

Ein Ringhomomorphismus f : R — S ist insbesondere ein Gruppenho-
momorphismus von (R, +) nach (S, +). Deswegen gilt nach Satz 2.5 f(0) =0
und f(—a) = —f(a) fir alle a € R.

Beispiel 12.1 Die Abbildung f : Z — 7Z,, mit f(z) = [z] ist ein Ringhomo-
morphismus.

Analog zu Satz 3.6 gilt:

Satz 12.1 Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus, so ist Ker f ein Ideal
von R.

Beweis. Ist x € Ker f und r € R, so gilt

flar) = f(x)f(r) =0 f(r) =0,
also zr € Ker f. Analog rz € Ker f. Der Rest folgt aus Satz 3.6. O
Das Bild Im f eines Ringhomomorphismus f : R — S ist ein Unterring

von S.
Analog zu Satz 3.7 gilt:

Satz 12.2 (Homomorphiesatz fiir Ringe) Fiir einen Ringhomomorphis-
mus f: R— S gilt:
R/Ker f = Im f.

Beweis. Es sei K = Ker f. Im Beweis des Homomorphiesatzes fiir Gruppen

(Satz 3.7) hatten wir gesehen, dass ¢ : R/K — Im f mit (K +r) = f(r)

ein Gruppenisomorphismus ist. Wir miissen also nur noch zeigen, dass 1

ein Ringhomomorphismus ist. Es gilt

V(K +7)(K+s)) =K +rs) = f(rs) = f(r)f(s) = (K +r)Y(K +5).
O
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13 Korpererweiterungen

Ist p(x) ein irreduzibles Polynom iiber dem Kérper K, dann ist der Quotien-
tenring £ = K|z|/(p(z)) ein Korper. Dieser Korper enthélt einen Unterring,
der isomorph zum Kérper K ist. Wir kénnen daher E als Korpererweiterung
von K auffassen.

Definition Ein Unterkérper eines Korpers E ist ein Unterring K, der auch
ein Korper ist. In diesem Fall nennen wir E eine Kdrpererweiterung von K.

Satz 13.1 Es sei p(x) ein irreduzibles Polynom tiber dem Kérper K. Dann
ist E = K[x]/(p(x)) ein Erweiterungskorper von K.

Beweis. Es sei _
K :={(p(z))+ao|ar € K} C E.

Dann ist K ein Unterkorper von E, der isomorph zu K ist. O

Satz 13.2 FEs sei E ein Erweiterungskorper des Korpers K. Dann ist B
ein Vektorraum tber K.

Beweis. Der Korper E ist eine abelsche Gruppe unter der Addition. Man
kann Elemente von E mit Elementen von K multiplizieren. Diese skalare
Multiplikation geniigt den Vektorraumaxiomen. O

Definition Der Grad der Koérpererweiterung E iiber K ist die Dimension
von E als Vektorraum iiber K, in Zeichen

[E: K| :=dimg E.
Ist [E: K| < oo, dann heifit E eine endliche Kérpererweiterung von K.

Beispiel 13.1 [C:R] =2. Denn: C = {a +ib|a,b € R} und {1,:} ist eine
Basis von C iiber R.

Satz 13.3 Es sei p(x) ein irreduzibles Polynom vom Grade n tiber dem
Korper K und E = Klz]/(p(x)). Dann gilt [E : K] = n.

Beweis. Nach Satz 11.2 gilt
E = {ao—l—alm—l—'--—i—an_lx”_l\ao,... sap—1 € K}

und jedes Element von E kann auf eindeutige Weise so geschrieben werden.
Also ist
{1,z,2%, ... 2"}

eine Basis von FE iiber K. O
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Satz 13.4 FEs sei F eine endliche Korpererweiterung von E und E eine end-
liche Kdrpererweiterung von K. Dann ist F' eine endliche Korpererweiterung
von K und

[F: K|=I[F:E|E:K]|

Beweis. Es gilt K C E C F. Essei [F: E] = m und {uy,...,un,} eine
Basis von F iiber E, [E : K] = n und {vy,...,v,} eine Basis von E iiber
K. Wir zeigen, dass

B:={vju;|i=1,...,m, j=1,...,n}

eine Basis von F' iiber K ist.
Esseix € F. Dann ist ¢ = 2111 Aiu; fir \; € E. Jedes \; kann nun als
Ai = Z;‘L:1 pijvj mit p;; € K geschrieben werden. Also gilt

m n
T = E E ,uijvjui.

i=1 j=1

Also ist B ein Erzeugendensystem von F' {iber K.

Es sei nun

m n

ZZMijUjUi =0, py;e€K.

i=1 j=1
Da wui,...,un linear unabhéngig iiber E sind, folgt, dass fiir jedes fest
gewihlte 7« = 1,...,m gilt: Z?Zl pijv; = 0. Da vy,...,v, linear un-
abhéingig iiber K sind, folgt p;; = 0 fiir jedes ¢ und jedes j. Also ist B
linear unabhéngig. O

Definition Es sei E eine Korpererweiterung von K und o € E. Es sei
K(a) (K adjungiert o) der kleinste Unterkorper von E, der K und « enthélt,
d.h. der Durchschnitt aller Unterkérper von E, die K und « enthalten. Der
Korper K(a) heifit der durch Adjunktion von o zu K entstandene Korper.

Beispiel 13.2 (a) Es gilt R(i) = C, da jeder Unterkorper von C, der R und
i enthélt, auch alle Elemente der Form a + ib, a,b € R, enthalten muss.

(b) Es gilt Q(v/2) = {a+ bv2]|a,b € Q}.

Definition Es sei E eine Korpererweiterung von K. Ein Element o € F
heilt algebraisch iiber K, wenn es Elemente ag,aq,...,a, € K gibt, die
nicht alle gleich Null sind, so dass

ag+ a1+ -+ apa”™ = 0.

Mit anderen Worten ist o Wurzel eines vom Nullpolynom verschiedenen
Polynoms in Kz]. Ein Element o € E heifit transzendent, wenn es nicht
algebraisch iiber K ist.
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Beispiel 13.3 Die Zahlen v/2 und i sind algebraisch iiber Q. (Sie sind
Waurzeln von 22 — 2 und 22 + 1.) F. v. Lindemann (x 1852 Hannover, f
1939) hat 1882 bewiesen, dass 7 transzendent ist. (Die Transzendenz von m
bedeutet, dass die Quadratur des Kreises unméglich ist.)

Satz 13.5 FEs sei E eine Korpererweiterung von K und o € E algebraisch
iber K. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom me(z) € Klz| mit
den folgenden Figenschaften:

(i) ma(z) ist ein vom Nullpolynom verschiedenes Polynom minimalen
Grades mit o als Wurzel.

(ii) mq(x) ist Teiler jedes Polynoms aus Klz|, das a als Wurzel besitzt.

(iii) mq(x) ist normiert, d.h. der Leitkoeffizient von mq(x) ist 1.
Definition Das Polynom mg(z) heiit das Minimalpolynom von «.

Beweis. Es sei mq(x) ein Polynom mit der Eigenschaft (i). Es sei f(z) €
K[x] ein beliebiges Polynom mit f(«) = 0. Division mit Rest ergibt

f(x) = q(x)my(z) + r(z), gradr(x) < grad mq(x).

Wegen f(«) = 0 gilt auch r(«a) = 0, also ist r(x) das Nullpolynom. Daraus
folgt (ii) und m () ist bis auf eine Konstante ¢(z) = ag eindeutig bestimmt.
Das normierte Polynom ist daher eindeutig bestimmt. O

Satz 13.6 Es sei E eine Korpererweiterung von K und o € E algebraisch
iiber K. Ein Polynom f(z) € K|z| ist genau dann das Minimalpolynom von
a, wenn f(a) =0 und f(x) irreduzibel und normiert ist.

Beweis. "=": Es sei f(x) das Minimalpolynom von «. Angenommen,
f(x) = p(z)q(z). Aus f(a) = 0 folgt dann p(a) = 0 oder g(a) = 0. Da
der Grad von f(x) minimal ist, folgt grad p(x) = grad f(z) oder grad q(z) =
grad f(x). Das bedeutet aber, dass q(x) oder p(z) eine Einheit ist.

"<": Es sei f(z) ein normiertes irreduzibles Polynom mit f(«a) = 0.
Dann muss der Grad von f(z) minimal unter den Polynomen mit « als
Wurzel sein. In dem Beweis des letzten Satzes haben wir gesehen, dass ein
Polynom minimalen Grades mit « als Wurzel Teiler jedes Polynoms von
K|[z], das « als Wurzel hat, ist. Also ist f(x) das Minimalpolynom von a.
a

Satz 13.7 Es sei E eine Korpererweiterung von K, a € E algebraisch tiber
K und p(x) ein irreduzibles Polynom vom Grad n tiber K mit a als Wurzel.
Dann gilt
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und die Elemente von K(a) kénnen in eindeutiger Weise in der folgenden
Form geschrieben werden:

co+cra+ -+t ¢ e K.

Beweis. Wir definieren eine Abbildung f : K[z] — K(«) durch ¢(z) — q(«).
Dann ist f ein Ringhomomorphismus, also ist Ker f ein Ideal von K[z]. Nach
Korollar 10.1 sind alle Ideale in K[z] Hauptideale. Daher gilt

Ker f = (r(x)), r(x)e€ Klx].

) =0, gilt p(x) € Ker f und r(x)|p(z). Da p(z) irreduzibel ist, folgt
kr(z) fir ein k € K mit k # 0. Also gilt

Ker f = (p(x))-

Da p(«
p(x) =

Nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe folgt
K[z]/(p(x)) = Im f C K(a).

Nach Satz 11.2 ist K|[x]/(p(x)) ein Korper. Daher ist Im f ein Unterkorper
von K (a), der K und « enthélt. Da aber K («) nach Definition der kleinste
Korper ist, der K und « enthélt, folgt

Die Darstellung der Elemente von K («) folgt aus diesem Isomorphismus
und Satz 11.2. O

Korollar 13.1 Ist n der Grad des Minimalpolynoms von « tber K, so gilt:
[K(«a): K] =n.
Beweis. Aus den Satzen 13.7 und 13.3 folgt:

[K(a) : K] = [K[z]/(ma(z)) : K] =n.

Beispiel 13.4 Es gilt Q(v/2) = Q[z]/(2? — 2) und [Q(v/2) : Q] = 2.

Lemma 13.1 Es sei p(x) ein irreduzibles Polynom tber K. Dann besitzt
K eine endliche Korpererweiterung E, in der p(x) eine Wurzel besitzt.
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Beweis. Es sei
p(z) =ag+ a1z + -+ apz”, P:=(p(x)).

Betrachte E := K|[z]/P. Nach Korollar 11.2 ist E ein Kérper, der K enthilt.
Die Elemente von E sind Rechtsnebenklassen der Form P + f(z). Das
Element P + x € E ist eine Wurzel von p(z), da

ap+ar(P+x)+--+ap(P+a)
= ao+ (P+ax)+--+ (P+ayz")
= P+ (ap+arx+ -+ apa")
= P+p(x)
= P40

und P + 0 ist das Nullelement von E. O

Satz 13.8 Ist f(x) ein Polynom iber dem Korper K, dann gibt es eine
endliche Kérpererweiterung E von K, in der f(x) in Linearfaktoren zerfdllt.

Bemerkung 13.1 Man kann zeigen, dass der kleinste solche Korper bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Dieser Korper wird der Zerfallungskdorper
von f(z) genannt.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von

().
Induktionsanfang: grad f(z) < 1. Dieser Fall ist klar.
Induktionsannahme: Die Behauptung gelte fiir Polynome vom Grad n —

Induktionsschritt: Es sei f(x) ein Polynom vom Grad n. Dann gilt
f(z) = p(x)q(x), wobei p(x) irreduzibel ist.

Nach Lemma 13.1 hat p(z) eine Wurzel « in einem Erweiterungskoper E’
von K. Also gilt iiber E’:

f(@) = (z —a)g(x), gradg(z) =n— 1.

Nach Induktionsannahme besitzt E’ eine endliche Kérpererweiterung E, in
der g(x) in Linearfaktoren zerfillt. Also zerfillt auch f(x) tiber F in Line-
arfaktoren. Nach Satz 13.4 ist E eine endliche Korpererweiterung von K.
O

Beispiel 13.5 Der Zerfillungskorper des Polynoms z2 + 1 iiber R ist der
Korper C der komplexen Zahlen.
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14 Endliche Koérper
Wir betrachten nun die Struktur von endlichen Kérpern.

Definition Es sei R ein Ring mit 1. Die Charakteristik von R, in Zeichen
char R, ist die kleinste natiirliche Zahl ¢ > 0, so dass

in R gilt. Wenn es kein solches ¢ gibt, dann definieren wir die Charakteristik
von R als 0.

Beispiel 14.1 Z, Q, R, C haben die Charakteristik 0, Z, hat die Charak-

teristik n.

Satz 14.1 Die Charakteristik eines Integrititsbereichs ist O oder eine Prim-
zahl.

Beweis. Es sei R ein Ring mit 1. Wir betrachten den Ringhomomorphismus
f:Z — R, der wie folgt definiert ist:

1+---+1 (nmal) fallsn >0,
f(n) = 0 falls n = 0,
—1—---—1 (|n| mal) fallsn <O0.

Der Kern von f ist ein Ideal in dem Hauptidealring Z, also gilt Ker f =
(q) fiir ein ¢ > 0. Diese Zahl ¢ ist die Charakteristik von R. Nach dem
Homomorphiesatz gilt

~ | Z4 falls ¢ #0,
Imf_{ Z falls g = 0.

Es sei nun R ein Integritidtsbereich. Dann ist auch Im f ein Integritéts-
bereich, da Im f ein Unterring von R ist. Nach Satz 11.4 ist Im f = Z/(q)
genau dann ein Integritétsbereich, wenn (q) ein Primideal in Z ist. Nach
Satz 11.3 ist aber (¢) genau dann ein Primideal in Z, wenn ¢ eine Primzahl
ist oder ¢ = 0 gilt. O

Satz 14.2 Ist die Charakteristik eines Korpers K eine Primzahl p, so enthdlt
K einen Unterkérper, der isomorph zu Zj ist.

Beweis. Der Korper K enthélt den Unterring Im f (siche den Beweis des
vorhergehenden Satzes). Ist die Charakteristik von K eine Primzahl p, so
ist dieser Unterkdrper isomorph zu Z,. O
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Satz 14.3 Die Charakteristik eines endlichen Korpers ist von Null verschie-
den.

Beweis. Ist die Charakteristik des Korpers K gleich Null, so ist der Unter-
ring Im f isomorph zu Z, enthélt also unendlich viele Elemente. O

Satz 14.4 FEin endlicher Korper K hat p™ Elemente, wobei p eine Primzahl
und m eine natirliche Zahl ist.

Beweis. Nach den vorherigen Resultaten hat K Primzahlcharakteristik p
und enthélt einen Unterkorper, der isomorph zu 7Z, ist. Wir identifizieren
diesen Unterkorper mit Z,. Das bedeutet, dass wir K als Korpererweiterung
von Z; auffassen. Der Grad dieser Koérpererweiterung muss endlich sein, da
K endlich ist. Es sei
(K : Zy] = m.
Es sei {e1,...,en} eine Basis von K iiber Z,, derart dass
K = {/\161+-~-+)\mem])\i EZp}.

Da es fiir jedes A; genau p Moglichkeiten gibt, enthélt K genau p” Elemente.
O

Definition Ein endlicher Koérper mit p™ Elementen wird auch ein Ga-
loiskorper genannt und mit Fy» oder GF(p™) bezeichnet.

Man kann zeigen, dass zu jeder Primzahl p und jeder natiirlichen Zahl
m ein Galoiskorper F,m existiert und je zwei Koérper mit p™ Elementen
zueinander isomorph sind.

Wir haben gesehen, dass F,= eine Kérpererweiterung von Z, vom Grad
m ist. Wenn wir ein irreduzibles Polynom ¢(z) vom Grad m in Z,[z] finden
konnen, dann gilt nach Satz 11.2

Fpm = Zp[x]/(q(2)).
Nach Lemma 13.1 gibt es ein Element a € Fym mit ¢(a) = 0 und
Fym = Zp(a) = {ap + arac+ - - - + apm_10™ ' | a; € Z,}.
Beispiel 14.2 Wir betrachten
Fy = Zolx] /(2 + 2+ 1) = Zy(a) = {0,1, o, + 1}.

Verkniipfungstabellen:
+ |0 1 a  a+l - o 1 a  a+l
0 0 1 a  a+1 0 0 0 0 0
1 1 0 a+1 o 1 0 1 «@ a+1
Q « a+1 0 1 o 0 « a+1 1
a+1l|a+1 «o 1 0 a+1|0 a+1 1 «
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In Fy gilt o®> = a+ 1, o® = 1. Daher kénnen wir F4 auch so reprisentieren:
Fy = {0,1,a,a?}.

Mit dieser Darstellung lauten die Verkniipfungstabellen:

+10 1 a o . ‘ 0 1 a o?
0[0 1 a o 0l0 0 0 O

1|1 0 o «a 110 1 a o2
ala o> 0 1 al0 a o 1

a’la® a 1 0 a0 &2 1 «

Tatsédchlich gibt es immer ein Element o € Fym, so dass
F,m = {0, Lo,o?, ..., 0?78 o =1
Der Grund ist der folgende Satz, den wir ohne Beweis angeben.

Theorem 14.1 Es sei Fy die Menge der invertierbaren Elemente von F,.

Dann ist (Fy, ) eine zyklische Gruppe der Ordnung q — 1.

Definition Ein erzeugendes Element der zyklischen Gruppe (Fy,-) wird
primitives Element von [y genannt.

Beispiel 14.3 Die primitiven Elemente von Fy = Zs(a) sind o und o? =
o+ 1.

Definition Ein irreduzibles Polynom g(z) vom Grad m iiber Z, heifit ein
primitives Polynom, falls g(x)|(x* — 1) fiir k = p™ — 1 und fiir kein kleineres
k.

Satz 14.5 Das irreduzible Polynom g(x) € Zp|z] vom Grad m ist genau
dann primitiv, wenn x ein primitives Element von Zy[z]/(g(z)) = Fpm ist.

Beweis.
x ist ein primitives Element von Fym = Z,[x]/(g(z))

& gk

= 1in Fpm fiir £ = p™ — 1 und kein kleineres k
& 28 —1 =0 mod g(x) fiir k = p™ — 1 und kein kleineres k
< g(z)|(z% — 1) fiir k = p™ — 1 und kein kleineres k.

O

Beispiel 14.4 Das Polynom 22+ + 1 ist ein primitives Polynom in Za[z].
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15 Fehlerkorrigierende Codes

Zum Abschluss betrachten wir Anwendungen auf fehlerkorrigierende Codes.
Es sei IF; der Galoiskérper mit ¢ Elementen.

Definition Ein (g-drer) Code C' ist eine Teilmenge von Fy. Ein linearer
Code C ist ein Untervektorraum von FZ. Wenn dieser Untervektorraum die
Dimension k hat, so nennt man den Code C' einen [n, k]-Code.

Beispiel 15.1 Es sei C' die Teilmenge von F3, die aus allen n-Tupeln mit
einer geraden Anzahl von Einsen besteht. Dann ist C' ein binérer [n,n — 1]-
Code. Dieser Code heiit der [n,n — 1]-Parity-Check-Code.

Wir représentieren nun die n-Tupel von F durch Polynome. Das Poly-
nom 2" — 1 € Fy[z] erzeugt ein Hauptideal (2™ — 1) in Fy[z]. Nach Satz 11.2
wird der Quotientenring Fy[z]/(z™ — 1) durch die Menge der Polynome

{ag+arz+ -+ an_ 12" a; € F,}
reprisentiert. Die Zuordnung
1

(ag,a1,... ,ap—1) — ap+ a1z + -+ +ap_12""

definiert einen Vektorraumisomorphismus zwischen Fy und Fy[z]/(z" — 1).
Wir identifizieren diese beiden Vektorrdume iiber F, unter diesem Isomor-
phismus.

Definition Ein linearer Code C in Fy heifit polynomial, wenn C' ein Ideal
in Fglz]/(z™ — 1) ist.

Definition Ein linearer Code C heifit zyklisch, wenn gilt:
(co,c1y... ,cn—1) € C = (cn—1,c0,C1,... ,Cn—2) € C.

Satz 15.1 FEin linearer Code ist genau dann polynomial, wenn er zyklisch
15t.

Beweis. ”=": Es sei C ein Ideal in Fy[z]/(z" — 1) und ¢(z) = co + c1z +

v ep_12™ 1 ein Kodewort in C. Dann ist auch

ZL‘C(I’) = Cp—1 t+ CcoT + Clgpz 4+ Cn72$n—1 cC.
7«<": Es sei C zyklisch. Die Bedingung
(co,¢1y--v yen—1) € C = (¢p-1,C0,C1,--. ,Cn—2) € C

bedeutet, dass mit c¢(x) € C auch zc(z) € C gilt. Also ist mit ¢(z) auch
z'c(x) in C fiir jedes i. Da C linear ist, ist auch a(z)c(x) in C fiir jedes
Polynom a(z) € Fylx]/(z™ — 1). Also ist C ein Ideal in Fy[z]/(z" —1). O
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Satz 15.2 Es sei C' ein zyklischer [n, k]-Code dber F,. Dann gilt

(i) Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom g(z) € Fylx] vom
Grad n — k mit g(z)|(z" — 1), so dass C' = (g(x)) ist.

(i) {g(z),g(x)x,...,g(x)x*"1} ist eine Basis von C.

Beweis. (i) Da Fy[z]/(2™ — 1) ein Hauptidealring ist, entspricht jeder zykli-
sche Code C' einem Hauptideal (g(z)) in Fylz]/(z™ — 1). Dabei ist g(z) ein
Polynom kleinsten Grades, das in C' enthalten ist. Wihlen wir g(x) nor-
miert, so ist g(z) eindeutig. Das Polynom g(x) muss ein Teiler von z™ — 1
sein, denn sonst wire ggT(g(z),2™ — 1) ein Polynom kleineren Grades als
g(x), das das gleiche Ideal in Fy[x]/(z" — 1) erzeugt. Nach Satz 11.2 gilt

grad g(z) = dimFy[z]/(g(x)) = dim(Fq[z]/(z" — 1))/C) = n — k.

(ii) Es ist klar, dass die angegebenen Polynome linear unabhéingig sind.
Da C die Dimension k hat, folgt die Behauptung. O

Definition Es sei C ein zyklischer Code. Das eindeutig bestimmte Po-
lynom g(x) im vorherigen Satz heifit das Erzeugerpolynom von C. Das
Polynom h(x) = (2™ — 1)/g(z) heiBBt das Kontrollpolynom von C.

Beispiel 15.2 Der [n,n—1]-Parity-Check-Code C' iiber Fy ist ein zyklischer
Code, der durch das Polynom 1 + x erzeugt wird. Denn nach Satz 9.6 ist
ein Polynom in Fo[z] genau dann durch 1+ x teilbar, wenn es eine gerade
Anzahl von von Null verschiedenen Koeflizienten hat.

Beispiel 15.3 Wir betrachten zyklische Codes der Linge 7 iiber Fy. Uber
IFQ gﬂt
2’ —1=(z-1)(*+z+ 1)@ +22+1).

Es gibt also insgesamt 8 zyklische Codes der Lénge 7 iiber Fo:

¢ = (0)={0}

Cy = (1)=F;

C3 = (z—1): [7,6]-Parity-Check-Code
Cy = (@+z+1)

Cs = (¥+224+1)

Co = (z—1D@*+2+1))

Cr = (z—1D(@*+2%+1))

Cs = (3 +z+1)(2+2°+1))

Die Codes C4 und Cjs sind sogenannte [7,4]-Hamming-Codes. Sie sind ma-
ximale zyklische Codes, da sie maximalen Idealen entsprechen.
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In der Praxis sieht die Codierung mit zyklischen Codes wie folgt aus: Es
sei C' ein zyklischer [n, k]-Code mit Erzeugerpolynom g(z). Eine Nachricht
a(z) € Fy[z]/(2™ — 1) wird in der Form

c(z) = 2" *a(z) — r(z) € C

kodiert, wobei 2" *a(z) = q(x)g(z) + r(x) mit gradr(z) < n — k ist. Um
zu erkennen, ob bei dem empfangenen Wort v(x) ein Fehler vorliegt oder
nicht, muss man testen, ob v(x) durch g(z) teilbar ist oder nicht. Dies ist
technisch einfach zu realisieren, da die Division durch ein festes Polynom
durch ein einfaches Schieberegister realisiert werden kann. Ist v(x) durch
g(x) teilbar, so gilt v(z) = 2" *a(x) — r(x) und wegen gradr(z) < n —k
kann daran die gesendete Nachricht a(x) unmittelbar abgelesen werden.

Beispiel 15.4 Es sei ¢ = 2 und C C F4 ein zyklischer Code, der von
einem primitiven Polynom g(z) vom Grad m iiber Fo erzeugt wird. Es
gelte n < 2™ — 1. Dann koénnen alle einfachen und alle doppelten Fehler
aufgedeckt werden.

Beweis. Es sei ¢(x) das iibermittelte Kodewort und v(z) = ¢(x) + e(x) das
empfangene Wort. Man nennt e(z) auch das Fehlerpolynom. Ein Fehler ist
genau dann feststellbar, wenn g(x) das Wort v(x) nicht teilt. Da g(x)|c(z),
lasst sich ein Fehler genau dann entdecken, wenn g(x) das Polynom e(z)
nicht teilt.

Angenommen, ein einziger Fehler ist bei der Ubertragung aufgetreten.
Dann enthiilt das Fehlerpolynom einen einzigen Term, also e(x) = z* fiir ein
i mit 0 <1i < n. Da g(x) irreduzibel ist, hat es 0 nicht als Wurzel. Daher
teilt g(z) das Polynom z* nicht und der Fehler x% wird aufgedeckt.

Wenn ein doppelter Fehler auftritt, dann gilt

Nun teilt g(x) nicht 2* und da g(z) primitiv ist, teilt g(x) auch nicht das
Polynom 1 4 277, falls j —i < 2™ — 1 gilt. Da g(z) irreduzibel ist und
n < 2™ — 1, teilt g(x) das Polynom e(x) = 2%(1 + 27=%) nicht und alle
doppelten Fehler werden entdeckt. O
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