Analysis 1

Wintersemester 2002/03

W. Ebeling



(©Wolfgang Ebeling

Institut fiir Algebraische Geometrie
Leibniz Universitdt Hannover
Postfach 6009

30060 Hannover

E-mail: ebeling@math.uni-hannover.de

Literatur

[1] M. Barner, F. Flohr: Analysis 1. 3. Auflage. Walter de Gruyter 1987.

[2] O. Forster: Analysis 1. 5., iiberarb. Auflage. Vieweg, Wiesbaden, 1999.
ISBN 3-528-47224-3

[3] K. Konigsberger: Analysis 1. Springer-Verlag 1990.

[4] S. L. Salas, E. Hille: Calculus. Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg,
Berlin, Oxford, 1994. ISBN 3-86025-130-9

[6] M. Spivak: Calculus. Third Edition. Publish or Perish, Houston, 1994.
ISBN 0-914098-89-6 (amerikanisch)



1 Zahlensysteme 1

1 Zahlensysteme

Die Analysis befasst sich mit Funktionen von reellen Zahlen. Zunéchst wird eine
Ubersicht iiber Zahlensysteme gegeben.
Zum Abzihlen bedient man sich der natiirlichen Zahlen:

N=1{0,1,2,...}

bezeichnet die Menge der natiirlichen Zahlen. (Man beachte, dass wir die Null
mit hinzunehmen!) Von L. KRONECKER (1823-1891) stammt der Ausspruch:
Die natiirlichen Zahlen sind vom lieben Gott gemacht, alles andere ist Men-
schenwerk.

Das Dezimalsystem, in dem wir die natiirlichen Zahlen aufschreiben

{0,1,2,...,10,11,12,...,100,101, 102, ...},

wurde in Indien in der Zeit 300 v. — 600 n. Chr. eingefiihrt. Der Hindu-Mathematiker
BRAHMAGUPTA rechnete 628 bereits mit den ganzen Zahlen:

Z={.,-2,-1,01,2,..}

bezeichnet die Menge der ganzen Zahlen.
Aus den ganzen Zahlen lassen sich die rationalen Zahlen konstruieren:

Q= {z‘p,qEZq#O}

ist die Menge der rationalen Zahlen.

Schlielich hat man noch die Menge der reellen Zahlen R, deren Elemente
in "eineindeutiger” Weise den Punkten einer Geraden entsprechen.

Zwischen den bisher genannten Mengen hat man die folgenden Teilmengen-

beziehungen:
NCZCQCR.

Wie erhélt man nun die eineindeutige Korrespondenz zwischen den reellen
Zahlen R und einer Geraden? Dazu wéhlen wir zunéchst zwei Punkte 0 und 1
auf der Geraden und tragen dann #dquidistant die iibrigen ganzen Zahlen ab.

Um nun einen Punkt fiir die rationale Zahl g, p,q € Z, q > 0, festzulegen,

teilt man die Strecke Op auf der Geraden in ¢ gleiche Teile. Der am dichtesten
bei 0 gelegene Teilpunkt steht dann fiir g.

q = 5 gleiche Teile
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Man sieht dann ein, dass die rationalen Zahlen ”dicht” auf der Geraden
liegen. Das heif3t, in jeder noch so kleinen Umgebung eines jeden Punktes der
Geraden findet man eine rationale Zahl (genauer gesagt, einen Punkt, der eine
rationale Zahl repriisentiert). Um einen solchen Punkt zu finden, muss man ¢
geniigend grofl und p passend wihlen.

Allerdings hat man bisher keineswegs alle Punkte der Geraden erwischt. Die
Diagonale des Einheitsquadrats hat die Linge v/2.

Satz 1.1 Die Zahl /2 ist irrational (d.h. nicht rational).

Beweis. Dieser Beweis ist ein Beispiel fiir einen indirekten Beweis. Wir nehmen
an, dass v/2 rational ist, und leiten daraus einen Widerspruch her. Wir nehmen
also an

\/§=§, p,q€Z, q#0.

Ohne Einschrankung kénnen wir zusétzlich annehmen, dass dieser Bruch bereits
gekiirzt ist. Insbesondere konnen wir annehmen, dass p und ¢ nicht beide gerade
sind.
Aus V2 = % folgt aber
2q2 = p2.
Daraus folgt p? gerade. Da aber Quadrate ungerader Zahlen wieder ungerade

sind, muss also schon p gerade sein, d.h. p = 2p’ fiir ein p’ € Z. Setzen wir dies
fiir p in die obige Gleichung ein, so folgt

Daraus folgt nun aber, dass auch ¢ und damit g gerade sein muss. Dies ist
aber ein Widerspruch zu unserer Annahme. Also war unsere Annahme, dass v/2
rational ist, falsch. O

Wie schreibt man nun reelle Zahlen hin? Man kann eine reelle Zahl durch
eine periodische oder nicht periodische Dezimalentwicklung darstellen, z.B.

V2 =1,4142135. ..

Diese Darstellung ist noch gar nicht so alt. RHAETICUS stellte 1550 eine Sinus-
Tabelle auf. Da das Komma erst 1660 erfunden wurde, behalf sich Rhaeticus
dadurch, dass er 10'° - sin ¢ anstelle von sin ¢ angab. Rhaeticus berechnete den
Sinus auf 10 Stellen genau. Insbesondere hatte er also auch /2 = 2 - sin 45° gut
approximiert.
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Ein weiteres Beispiel einer reellen Zahl ist die Zahl 7. Ein Kreis vom Durch-
messer d hat den Umfang 7 - d. Die Zahl 7 ist eine sogenannte transzendente
Zahl. Eine Zahl r € R heif3t algebraisch genau dann, wenn r Nullstelle irgendei-
nes Polynoms a,z™ + ap_12" 1+ - - - + a1& + a¢ mit ganzzahligen Koeffizienten
GnyQp_1,---,00 und a, # 0 ist. Eine Zahl r € R heif3t transzendent genau dann,
wenn r nicht algebraisch ist. Z. B. sind alle rationalen Zahlen %, p, q wie oben,
algebraisch, da % Nullstelle von gz — p ist. Die Zahl v/2 ist algebraisch, da sie
Nullstelle von x? — 2 ist. Fiir 7 zeigte F. v. LINDEMANN (x 1852 Hannover,
1 1939) 1882, dass 7 transzendent ist. Die Transzendenz von 7 hiingt mit der
Quadratur des Kreises insofern zusammen, als sich mit Zirkel und Lineal nur
algebraische Zahlen konstruieren lassen. Deswegen ist die Quadratur des Kreises
unmoglich. Genaueres lernt man in der Vorlesung Algebra I.

Die reellen Zahlen sind grundlegend fiir die Analysis. Wie fithrt man die re-
ellen Zahlen streng mathematisch ein? Unsere bisherigen Betrachtungen waren
nédmlich nur heuristisch. Die ”Zahlengerade” haben wir nicht prézise definiert.
Dazu miissten wir genau erkldren, was wir unter einer Geraden, einem Punkt
und dem Abstand von zwei Punkten verstehen. Eine andere Moglichkeit wire,
die reellen Zahlen direkt durch ”Dezimalentwicklungen” einzufiihren. Dabei er-
geben sich aber folgende Probleme:

e Die Bedeutung von ... miisste erklirt werden.
e Summe und Produkt von Dezimalentwicklungen miissten erklért werden.
e Die Zahl 10 ist aus mathematischer Sicht nicht ausgezeichnet.

Wir gehen deshalb folgenden Weg, der charakteristisch fiir die Mathematik
ist: Wir stellen ein System von Gesetzen zusammen, die von den reellen Zahlen
- was immer das sein mag - erfiillt werden und auf die allein bei Beweisen
zuriickgegriffen wird. Die ausgewiihlten Gesetze nennt man Azxiome.

2 Die Axiome der reellen Zahlen (1. Teil)

Die Menge der reellen Zahlen R hat zwei Verkniipfungen + und -, d.h. a,b € R
ist eindeutig zugeordnet

a+b € R (Summe),
a-b € R (Produkt).

Diese Verkniipfungen erfiillen die folgenden Axiome:

Axiome der Addition:

(A1) Fiir alle a,b € R gilt
a+b=b+a

(Kommutativgesetz).
(A2) Fiir alle a,b,c € R gilt
a+(b+c)=(a+b)+c

(Assoziativgeset?).
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(A3) Es gibt (mindestens) ein Element 0 € R, so dass fiir alle a € R gilt
a+0=a
(Existenz der Null).
(A4) Zu jedem a € R existiert (mindestens) ein o’ € R, so dass gilt
a+ad =0
(Existenz des Negativen).

Wir wollen nun zeigen, wie aus diesen Axiomen einige bekannte Aussagen
formal hergeleitet werden kénnen.

Satz 2.1 Es gibt nur eine 0. Genauer: Wenn a +0 = a und a+ 0 = a fiir alle
a € R gilt, dann ist 0 = 0.

_ (A1) - N
Beweis. ovgr'0+0(=)o+ovg' 0. 0

Satz 2.2 Zu jedem a € R gibt es nur ein Gegenelement a’.

Beweis. Es seien a’,a” € R mit

a+d = 0,
at+a =
Dann gilt
A A
a (_) a"—|—0vgr'a"—|—(a+a')(:)(a”+a)+a'
Al Al A3
(:) (a+a//)+a/vgr-o+a/(:)a/+0(:)a/

Notation Das eindeutig bestimmte o’ mit a +a’ = 0 wird mit —a bezeichnet.

Satz 2.3 Fiir jedes a € R gilt

—(—a) =a.
Beweis. Nach Definition des Negativen von —a gilt

(=a) + (=(=a)) = 0.

Andererseits gilt

Al A4

(—a)+a(:)a+(—a) (:)0.

Aus der Eindeutigkeit des Negativen folgt nun —(—a) = a. O

Satz 2.4 Die Gleichung a + x = b hat eine eindeutig bestimmte Lésung x =
b+ (—a). (Eindeutige Losbarkeit von Differenzaufgaben)
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Notation b—a:=b+ (—a).

Beweis. (a) Wir zeigen zunichst, dass x = b — a die Gleichung 15st:

a+(b—a) = a+(b+(—a)) (Def.)
= a+((—a)+b) (Al)
= (a+(—a))+b (A2)
= 0+b (A4
b (A3)

(b) Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit der Losung: Aus

a+x = b
at+y =
folgt
x (A3.A4) (—a)+a)+=x (42) (—a) + (a+x)
V2 ot B (o Y,

Man kann noch zahllose andere Folgerungen aus den Axiomen ziehen, z.B.
a—(b—c)=(a—0b)+ec
Satz 2.5 Fiir alle a,b € R gult
—(a+b)=—a—0b.
Beweis. Ubung! O

Axiome der Multiplikation:
(M1) Fir alle a,b € R gilt

(Kommutativgesetz).
(M2) Fiir alle a,b,c € R gilt
a-(b-c)=(a-b)-c
(Assoziativgesetz).
(M3) Es gibt (mindestens) ein Element 1 # 0 in R, so dass fiir alle a € R gilt
a-1=a

(Ezistenz der FEins).
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(M4) Zu jedem a € R mit a # 0 existiert (mindestens) ein a* € R, so dass gilt
a-a*=1
(Ezistenz des Inversen).

Wie oben kann man beweisen:

Satz 2.6 Ista-1=a fir allea € R und a-1=a fir alle a € R, so ist 1 = 1.
(Eindeutigkeit der 1)

Satz 2.7 Ist a # 0 ein Element von R und

a-a* = 1 wund

a-a* = 1,
so ist a* = a**. (Eindeutigkeit des Inversen)

Notation Man bezeichnet das zu a # 0 eindeutig bestimmte multiplikative
Gegenelement a~! oder %, es ist von Null verschieden.

Zur Verbindung von + und - hat man noch das Distributivgesetz als Axiom.
Distributivgesetz
(D) Fiir alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=a-b+a-c
Satz 2.8 Fiir alle a,b,c € R gilt
(a+b)-c=a-c+b-c

Beweis.

(a—i—b)-c(l\il)a(a—i—b) (E)C-a—&—c-b(l\il)wc—i—b-c.

Satz 2.9 a-0=0 fir alle a € R.

Beweis. Es gilt

a-0 = a-(04+0) (A3)
= a-04+a¢-0 (D).
Die Zahl a-0 ist daher Losung der Differenzaufgabe a-0+x = a-0. Aber auch 0

ist eine Losung dieser Aufgabe. Aus der Eindeutigkeit der Losung folgt a-0 = 0.
O

Satz 2.10 Fira,be R gilt a-b =0 genau dann, wenn a =0 oder b = 0.
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Bemerkung 2.1 Hier miissen wir eine Bemerkung zum Gebrauch des Wortes
”oder” in der Mathematik machen. Das Wort ”oder” ist in der Mathematik nie
ausschliefend gemeint im Sinne von ”entweder/oder”, sondern schliefit mit ein,
dass beide Aussagen gelten. Sind also A und B Aussagen wie z.B. a = 0 und
b =0, so bedeutet A oder B, dass A oder B gilt oder beide Aussagen A und B
gelten. In unserem Fall bedeutet also "a = 0 oder b = 0”7, dass a = 0 oder b =0
oder a = b = 0 gilt.

Beweis. Wir miissen zwei Aussagen beweisen:
(a) Wenn a - b = 0 gilt, dann ist a = 0 oder b = 0.
(b) Wenn a = 0 oder b = 0 gilt, dann ist a - b = 0.
Zu (a): Es sei a - b = 0. Angenommen, es ist a # 0. Dann gilt
0 = a-b (Vor.)

= a'-(a-b) (Satz2.9)
= (at-a)-b (M2
= 1-b (M4)
= b (M3).

Also ist wenigstens eine der beiden Zahlen a oder b gleich 0.
Zu (b): Dies folgt aus Satz 2.9 und (M1). O

Satz 2.11 Fir alle a,b € R gilt
(—a)-b=—(a-b).

Beweis. Behauptet wird also, dass (—a) - b das Gegenelement zu a - b ist, d.h.
a-b+ (—a)-b=0. Aber das stimmt natiirlich:

a-b+(—a)-b = (a+(—a))-b (Satz 2.8)
= 0-b (A9
= 0 (MI, Satz 2.9).
O
Satz 2.12 Fir alle a,b,c € R gilt
a-(b—c)=a-b—a-c.
Beweis. Behauptet wird also, dass a-(b—c¢) Losung der Differenzaufgabe a-c+x =
a - b ist. Aber
a-c+a-(b—c) = a-(c+b+(-c)) (D)
= a-(b+c+(—c) (Al
= a-(b+0) (A4
a-b (A3).
O

Genau wie oben folgen die drei néchsten Sitze:
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Satz 2.13 Fir alle a € R mit a # 0 gilt
(e =a.

Satz 2.14 Fir a # 0 und b aus R ezistiert genau ein Element x mit a - © = b.
(Eindeutige Losbarkeit von Divisionsaufgaben )

b

Notation Dieses Element wird man - nennen:

Satz 2.15 Fliir alle a,b € R gilt
(a-b)yt=a"t b7t
Abschweifung in die abstrakte Algebra

Durch die bisher genannten Axiome (Al)-(A4), (M1)-(M4), (D) sind die reel-
len Zahlen noch nicht eindeutig festgelegt. Jede beliebige Menge M mit zwei
Verkniipfungen, die diese Axiome erfiillt, nennt man einen Kdrper.

Beispiele fiir Korper sind R und Q, jedoch ist Z kein Korper, da das Axiom
von der Existenz des Inversen verletzt ist (z.B. besitzt die Zahl 2 € Z in Z kein
Inverses).

Erstaunlicherweise gibt es Korper mit endlich vielen Elementen. Zum Beipiel
einen mit 2 Elementen: Teilt man n&mlich die natiirlichen Zahlen in die zwei
Klassen ”ger” der geraden und "ung” der ungeraden Zahlen ein und addiert und
multipliziert sie, wie ihre Elemente es tun wiirden, ndmlich

ger +ger = ger ger-ger =  ger
ger +ung = ung ger -ung =  ger
ung +ger = ung ung-ger = ger
ung +ung = ger ung - ung = ung,

so ensteht ein Korper mit 2 Elementen, in dem ”ger” der 0 und "ung” der 1
entspricht. Hier ist also insbesondere 1 +1 = 0, d.h. 1 = —1. Diesen Koérper
bezeichnet man mit Fs.

Zu weiteren Axiomen der reellen Zahlen gehoren die Ordnungsaxiome, die die
reellen Zahlen allerdings immer noch nicht charakterisieren. Der Zweck dieser
Axiome ist es, die positiven Zahlen zu charakterisieren.

Ordnungsaxiome

Es ist eine Menge P C R ausgezeichnet, die Menge der positiven Zahlen. Sie
erfiillt

(Ordl) Fiir jedes a € R ist genau eine der drei Aussagen a € P, —a € P, a =0
wahr. (Trichotomiegesetz)

(Ord2) Ausa € Pund be P folgt a+b € P.
(Ord3) Ausa€ Pund be P folgt a-b e P.



2 Die Axiome der reellen Zahlen (1. Teil) 9

Wir kénnen nun definieren:
Definition

a>b genau dann, wenn a—b € P,

a <b genau dann, wenn b—a € P.

Anschaulich bedeutet dies: Auf der Zahlengeraden sind diejenigen Zahlen
positiv, die rechts von 0 liegen. Es gilt b > a genau dann, wenn b rechts von a
liegt.

P

e
Ah o
S

Merke

a>0 & a€P
a<0 & —a€P

Von den drei Auusagen a > 0, a < 0, a = 0 ist fiir a € R jeweils eine wahr.

Satz 2.16 Fir a,b € R ist von den drei Aussagen a > b, a < b, a = b genau
eine erfillt.

Beweis. Setze ¢ := b — a. Dann gilt

a<b & b—acP&scelP
a>b & a—-beP& —ceP
a=b & b—a=0&c=0

Aus (Ordl) folgt die Behauptung. O
Satz 2.17 (Transitivitéit der Kleiner-Relation) Fiir a,b,c € R gilt:

a<bundb<c=a<ec.

Beweis.

a<bund b<c
= b—a€Pundc—be P (Def)
= c—a=(c—b)+(b—a)ec P (Ord2)

Satz 2.18 Fiir a,b,c € R gilt
(a) a<b=a+c<b+e.

(b)y a<bunde>0=a-c<b-c.
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(c)a<bundc<0=a-c>b-c

Beweis. (a) (b+c)—(a+c) = b—a > 0 nach Voraussetzung. Daher ist a+c < b+c.

(b)

a<bundc>0
b—ae€Pundce P (Def)
(b—a)-ce P (Ord3)
b-c—a-ce P (Satz2.12, M1)
a-c<b-c (Def)

3l

a<bund c<0

b—acPund —ce P (Detf)
(b—a)-(—c) e P (Ord3)

a-c—b-ce P (Satz2.12, M1, Satz 2.11)
a-c>b-c (Def)

Pl

Satz 2.19 Fiir alle a € R gilt
a#0=a*:=a-a>0.
Beweis. Falls a > 0, folgt die Behauptung aus (Ord3). Andernfalls ist —a > 0

und
(—a) - (—a) =a® >0 (Ord3).

Satz 2.20 Fir alle a € R gilt

1

a>0 = a =->0
a
1

a<0 = a =-<0
a

Beweis. Es gilt a=! = a-(a™1)? > 0 falls a > 0 wegen (Ord3) und dem vorherigen
Satz. O

Satz 2.21 Fiir alle a,b € R gilt

0<a<b=0<bl<al

Beweis.

a>0undb>0 = a-b>0 (Ord3)
= (a-b)t=a"t-b7'>0 (Satz2.15, Satz 2.20)
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Deswegen darf man nach Satz 2.18 die Ungleichung a < b mit a=! - ! multi-
plizieren und erhélt

bl=a-(at b <b-(at- b =at.

Satz 2.22 FEs gilt 1 > 0.

Beweis. Aus 1 # 0 folgt nach Satz 2.19 12 > 0. Wegen 12 = 1 (M3) folgt daraus
1>0. O

Exkurs iiber Quadratwurzeln

Es sei a € R.
Frage: Gibt es dann ein x € R, so dass 22 = a?

Das ist ein Problem, denn die bisherigen Axiome werden auch von der Menge
Q der rationalen Zahlen erfiillt, und wir wissen bereits, dass z.B. die Gleichung
22 = 2 keine Losung in Q besitzt.

Satz 2.23 (a) Fulls a <0, dann gibt es keine Lésung von x° = a.

2

(b) Falls a = 0, dann gibt es genau die Lésung x = 0 von x* = a und keine

andere.

2 = a oder genau zwei.

¢) Falls a > 0, dann gibt es keine Lisung von x
(c) ; 9 g
Beweis. (a) Aus Satz 2.19 folgt: Quadrate sind nicht negativ.
(b) Dass x = 0 eine Losung von z? = 0 ist, ist klar; dass es keine andere
gibt, folgt auch aus Satz 2.19.
¢) Angenommen, es gibt mindestens zwei Losungen x1, x5 von x
(c) Ang g g
gilt

2 = g. Dann

a=a?=u13
= 0=z} —2i= (21— 22) (21 +22)
= 1 =9 oder z; = —xo (Satz 2.10)
Wenn es also eine Losung 1 von 2 = a gibt, dann ist —z; auch eine Losung
und es gibt keine weiteren. O

Welche Alternative von (¢) nun gilt, werden wir spéter sehen.
Wir fithren noch eine neue Bezeichnung ein:

Definition Man setzt a < b, falls a < b oder a = b gilt.

Fiir diese Relation gelten (als Folgerungen obiger Regeln) zahllose weitere,
wie z.B.
a<bund c<0=a-c<b-c,

a>0und b>0und a < b= a? <.

Wir fithren nun den Absolutbetrag ein.
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Definition Fiir a € R setzt man

la] == a fallsa >0,
"l —a fallsa<0.

Wegen (Ordl) hat man |a| fiir alle @ € R definiert. Wir geben nun einige
Eigenschaften des Absolutbetrags an.

Satz 2.24 Es gilt stets |a| > 0 und |a| = 0 genau dann, wenn a = 0.
Satz 2.25 Fir alle a € R gilt
| —af = |al.
Satz 2.26 Fir alle a,b € R gilt
|a-b] = |a] - b].

Beweis. Dies beweist man durch direkte Verifikation in jedem der vier moglichen
Fille

1)a>0,>0 (2)a>0,b<0
3)a<0,b>0 (4)a<0,b<0.
O
Satz 2.27 (Dreiecksungleichung) Fiir alle a,b € R gilt
|la+b] < |af +b].
Beweis. Es gilt a < |a| und b < |b|. Daher folgt (mit obigen Sétzen)
a+b<lal+ bl
Andererseits gilt —a < |a| und —b < [b] und daher
—(a+b)=—a—0b<|a|+ b
Insgesamt ergibt sich also
la+b] < |af +b].
O

Korollar 2.1 Fiir alle a,b € R gilt
la+ 0] > |a] — [b].

Beweis. Es sei ¢ := a+ b und d := —b. Nach der Dreiecksungleichung gilt
lc+d| < e +1d],

d.h.
la| <la+0b|+|—0b] =|a+ b+ |b].

Addition von —|b| auf beiden Seiten der Ungleichung ergibt die Behauptung. O

Mit Hilfe der Anordnung werden die Intervalle definiert.



3 Vollstédndige Induktion, elementare Kombinatorik 13

Definition Es sei a < b.

[a,b] = {zeR|a<z<b} abgeschlossenes Intervall,
[a,b) = {xreR|a<xz<b} halboffenes Intervall ,
(a,b] = {zeR|a<xz<b} halboffenes Intervall ,
(a,b) = {zxeRla<xz<b} offenes Intervall .

Die Zahl b— a bezeichnet man als die Ldnge des Intervalls. Ebenso definiert man
die uneigentlichen Intervalle:

[a, c0) {r eR|z>a}l,
(a,00) = {zeR|z>a},
(—o00,a] = {zeR|z<a},
(—o0,a) = {reR|z<al.

3 Vollstindige Induktion, elementare Kombina-
torik

Die natiirlichen Zahlen sind durch den Zahlprozef
0,1,1+1,14+1+1,...

definiert. In dem von uns betrachteten Korper R gibt es 0,1, also auch 1 +
1, 14+ 1+ 1, usw. Diese Zahlen sind im Kérper auch alle verschieden. (Diese
Bemerkung miissen wir machen, da im Koérper mit 2 Elementen 1 +1 = 0
gilt, dies also nicht stimmt.) Dies folgt aus den Ordnungsaxiomen: Aus 0 < 1
folgt 0+ 1 < 1+ 1, daraus wiederum 1+ 1 < 1+ 1+ 1, usw. In diesem Sinne
ist also N in R eingebettet, d.h. N C R. Diese Einbettung hat man gerade so
gewonnen, dass man alles nimmt, was sich aus 0 und 1 durch Addition gewinnen
lasst. Nimmt man sogar alles zu 0 und 1 hinzu, was sich durch Addition und
Subtraktion herstellen lisst, so erhilt man eine Einbettung von Z in R. Nimmt
man schlieflich zu 0 und 1 alles hinzu, was sich durch 4, —,-,: gewinnen lisst,
so erhilt man die Einbettung Q C R.

Mit den natiirlichen Zahlen hingt das Beweisprinzip der vollstindigen In-
duktion zusammen, das wir nun darstellen wollen.

Es sei A(n) eine Aussage, die von der natiirlichen Zahl n abhéngt, z.B. die

Aussage
1
O+1+2+---+n:@,
in Worten: Die Summe der ersten n + 1 natiirlichen Zahlen ist
Wir wollen zeigen, dass diese Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen n richtig
ist. Dazu ist zu zeigen:

n(n+1)
— -

(1) Induktionsanfang: A(0) ist richtig.

(2) Induktionsschritt: Fiir jede Zahl n € N gilt: Ist A(n) richtig, so auch
An+1).
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Gelingt dies zu zeigen, dann ist A(n) fiir jede natiirliche Zahl n richtig. An-
schaulich ist das klar: Man beweist zuerst A(0). Nach dem Induktionsschritt ist
dann auch A(1) wahr, also auch A(2), also A(3), usw.

Variante: Anstelle von 0 kann eine beliebige andere natiirliche Zahl ng als
” Anfangszahl” treten. Die Behauptung folgt mit obiger Beweismethode dann
natiirlich nur fiir A(n) mit n > no.

Wir geben nun einige Beispiele zur Einiibung der vollstdndigen Induktion.
Hierzu ist es zweckméfig, das Summen- und Produktzeichen einzufiihren.

Es seien m < n ganze Zahlen. Fiir jede ganze Zahl k mit m < k < n sei
ax € R. Dann setzt man

§ ar = Qm+Gmy1+ o+ ap,
k=m

n

H ar = A Qg1 - Oy
k=m

Satz 3.1 Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt:
” n(n+1)
k=0

Beweis (durch vollstindige Induktion nach n).
(1) Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

o 0(0+1)
Zk—O—T-

k=0

(2) Induktionsschritt n — n + 1:
Induktionsvoraussetzung: Es gelte

Es ist zu zeigen:

B 2
k=0
Dies sieht man so ein:
n+1 n
Yok o= k+(n+1)
k=0 k=0
1
= % + (n+1) (Induktionsvoraussetzung)
 (n+1)(n+2)
= —a
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Dieser Satz erinnert an die bekannte Geschichte iiber C. F. Gauf}. Als Sechsjéhriger
sollte er die Zahlen von 1 bis 100 aufaddieren — damit sein Lehrer Ruhe hatte.
Gaufl war schnell fertig — ohne vollstédndige Induktion:

100

100 - 101
Zk - % = 5050.
k=0

Wie ist Gaufl auf diese Zahl gekommen? Er schrieb die Zahlen nebeneinander
und addierte von auflen nach innen:

ko= (1+4100)+ (2+99) + - + (50 + 51)

50 - 101 = 5050.

Satz 3.2 Fir alle natiirliche Zahlen n > 1 gilt:

M=

(2k — 1) = n?.

-
Il
-

Beweis (durch vollstindige Induktion nach n).
(1) Induktionsanfang: n =1: 1 =1
(2) Induktionsschritt n — n + 1:
Induktionsvoraussetzung:
> 2k —1) =n?.

k=1
Es ist zu zeigen:
n+1
> @k—1)=(n+1)%
k=1
Dies sieht man so ein:
n+1 n
dk-1) = > @k-1)+@2n+1)-1)
k=1 k=1

= n“+2n+1 (Induktionsvoraussetzung)
= (n+1)>%

Definition Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 setzen wir

n! = 1~2o...~n:Hk n Fakultdt,
k=1
o = 1.

Bemerkung 3.1 Eine alternative Definition ist eine rekursive Definition von
nl:

0 = 1,
n!l = n-(n—-1! firn>1
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Satz 3.3 Die Anzahl der mdglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge
{41,...,A,} (n > 1) ist gleich n!.

Beweis (durch vollsténdige Induktion nach n).
(1) Induktionsanfang n = 1: Die einelementige Menge besitzt nur eine An-
ordnung ihrer Elemente. Andererseits ist 1! = 1.
(2) Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir n-elementige Mengen.
Méogliche Anordnungen der (n + 1)-elementigen Menge {A1,..., Apy1}:

Anordnungen mit A; an erster Stelle: n!

Anordnungen mit A,1; an erster Stelle: n!
insgesamt (n + 1)n! = (n+ 1)!

O
Definition Es seien n,k €N, 0 <k <n.
n n!
™ g ) .
(k) F(n— ). inomialkoeffizient
Lemma 3.1 Firl <k <n git
n+1 n n
(") =620+ G)
Beweis. Durch Nachrechnen:
n . n B n! . n!
k—1 k o (k—=D!n—Ek+1)!  kl(n— k)
_ nlk+nl(n+1-k)
El(n+1—k)!
B nl(k+n+1-—k)
kl(n+1-—k)!
(n+1)!
kl(n+1—k)!
. n+1
= L)
O

Beispiel 3.1 Es gilt
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Auf diese Weise entsteht das PAscALsche Dreieck. Das obige Lemma ist gerade
die Regel, nach der das PAscALsche Dreieck sukzessive aufgebaut wird.

Satz 3.4 Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge
{A1,..., An} ist gleich (3)).

Bemerkung 3.2 Dieser Satz zeigt, dass die Zahlen (Z) ganz sind, was aus ihrer
Definition nicht unmittelbar ersichtlich ist.

Beweis (durch vollstéindige Induktion nach n).
(1) Induktionsanfang: n = 0. Dann ist auch £ = 0 und § ist die einzige
Teilmenge von ). Andererseits gilt (8) =1
(2) Induktionsschritt n — n + 1: Angenommen, die Behauptung ist richtig
fiir n.
k-elementige Teilmengen der (n + 1)-elementigen Menge {41, ..., Apt1}:
k=0:1=("t.
k=n+1:1=(11]).
sonst:
Teilmengen, die A, 11 nicht enthalten: (}) (nach Induktionsannahme)
Teilmengen, die Ay, 1 enthalten: (,™ ) (entsprechen (k—1)-elementigen Teil-
mengen von {Ay,..., A,})
Also insgesamt nach Lemma 3.1:

(kﬁ1>+ (Z) - (n;crl)

Ubungsaufgabe 3.1 Wieviele Kombinationen sind beim Lotto 76 aus 49”
moglich?

. (49 __ 49-48-47-46-45-44 __
Antwort: (7)) = 24811904544 — 13983 816.

d

Notation Fiir eine reelle Zahl a setzen wir
a¥ = 1,

a = a-a----- a (n Faktoren), n > 1.

Satz 3.5 (Binomische Formel) FEs seien a,b reelle Zahlen. Dann gilt fiir alle
natirlichen Zahlen n .
n
a+b)" = a" kP,
@ =3 (})

Beweis (durch vollstéindige Induktion nach n).
(1) Induktionsanfang: n =0
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(2) Induktionsschritt n — n + 1:
(40" = (a+b)"(a+D)

( Z ”_kbk> (a+b) (Induktionsvoraussetzung)
k=0

(Z) an-i-l—k:bk + Z (Z) an—k)bk+l

k=0 k=0
n n—1

an+1 + Z (Z) an+17kbk + Z (Z) a)nfkblH»l + bn+1
k=1 k=0

Wir setzen nun in der zweiten Summe fiir den Summationsindex k = j — 1 ein.
" /n = n
an+1 an+1—kbk an+1—jbj b7z+1
2 (:) F2 i *

Da sich die beiden Summen bis auf die Binomialkoeffizienten nur in der Indizie-
rung unterscheiden, kénnen wir sie zusammenfassen:

B0 e

n+1 n+ 1
= Z( i )a""'l_kbk (nach Lemma 3.1).
k=0

O

Satz 3.6 (Geometrische Summenformel) Fs sei ¢ # 1. Dann gilt fiir alle
natiirlichen Zahlen n > 0:

Xn:qk 1*(1

k=0 1=q

Beweis (durch vollstéindige Induktion nach n).
(1) Induktionsanfang n = 0:

(2) Induktionsschritt n — n + 1:

n+1 n
Z & = Z ¢ + ¢t
k=0 k=0
1— n+1 1— n+1
= g ;_ ( 9)q (Induktionsvoraussetzung)
—4q
1— qn+1 + qn+1 _ qn+2
1— qn+2
= T
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4 Die Axiome der reellen Zahlen (Teil 2)

Die Menge Q der rationalen Zahlen erfiillt die Kérperaxiome und die Anord-
nungsaxiome. Der Korper der reellen Zahlen, den wir axiomatisch kennzeichnen
wollen, ist aber umfangreicher als Q, er soll ja z.B. auch v/2 enthalten.

Wir werden nun ein Axiom formulieren, das die Vollstdndigkeit der reellen
Zahlen beschreibt.

Definition Eine Menge M von reellen Zahlen heifit nach oben beschrinkt,
wenn es eine reelle Zahl s gibt, so dass gilt

x < s fir alle x € M.

Eine solche Zahl s heifit dann eine obere Schranke von M.

Beispiel 4.1 Beispiele fiir nach oben beschrinkte Mengen sind:
[aa b]a [av b)a (av b)ﬂ (7007 CL), (7007 CLL
fiir nicht nach oben beschrankte Mengen: N, Z, Q.

Bemerkung 4.1 Falls s; eine obere Schranke von M ist und so > s, dann ist
auch s, eine obere Schranke von M.

Definition FEine Zahl sy heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von M
(in Zeichen sg = sup M) genau dann, wenn gilt:

(i) so ist eine obere Schranke von M, und

(ii) wenn s eine obere Schranke von M ist, so gilt

S0 < 8.

Satz 4.1 (Eindeutigkeit des Supremums) Sind so und s}, kleinste obere Schran-
ken von M, so gilt so = s.

Beweis. Es gilt
so < s,

da s, eine obere Schranke und sq eine kleinste obere Schranke von M ist, und
6 <
SO < So,

da s eine obere Schranke und sj, eine kleinste obere Schranke von M ist. Deshalb
folgt sp = s(. O

Wegen Satz 4.1 kénnen wir von dem Supremum von M sprechen.
Beispiel 4.2 M = {x € R|z < 1} = (—00,1) ist nach oben beschrinkt. Wir

zeigen sg = sup M = 1. Denn:
(i) so = 1 ist obere Schranke von M.
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(ii) Angenommen, sp < 1. Dann gilt

250 <sp+1<2

1
So + <1

= S0 <

so+1

eM
2

=

Daraus folgt, dass sy keine obere Schranke von M ist, ein Widerspruch. (N.B.
M besitzt kein grofites Element, denn:

z+1

1
zGMém<léx<%<lé e M)

Die Menge M = {z € R|2? < 2} ist nach oben beschrénkt: z.B. ist s = 2
eine obere Schranke von M.

w

2o 9 2
(x22:>$ 24:>$ > 2)
Existiert die kleinste obere Schranke so? Falls ja, dann muss s3 = 2 gelten (das
werden wir gleich zeigen), aber v/2 € Q. Also kann die Existenz einer kleinsten
oberen Schranke in diesem Fall nicht aus den Korper- und Ordungsaxiomen
gefolgert werden.

Daher fordern wir die Existenz des Supremums fiir jede nach oben be-
schréankte Menge:

Vollstédndigkeitsaxiom

(V) Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge von reellen Zahlen besitzt
ein Supremum.

Es gibt auch dquivalente Formulierungen mit Intervallschachtelungen oder
Dedekindschen Schnitten.

Bemerkung 4.2 sy = sup M braucht nicht zu M gehéren. Wenn sy € M gilt,
dann nennen wir sg das Maximum von M oder das grdfite Element von M, in
Zeichen sg = max M.

Beispiel 4.3 Es sei
M = {z e R|z? < 2}.

Dann ist M nach oben beschrénkt. Das Vollstandigkeitsaxiom sichert uns fiir
M die Existenz von sy = sup M.

Behauptung s% = 2.
Beweis. (1) Es gilt nicht s% < 2.
Angenommen, s3 < 2. Diese Annahme fiithren wir zum Widerspruch, indem wir

ein h mit 0 < h < 1 so bestimmen, dass so + h € M gilt. Es gilt

so+h€Me (sg+h)? <2e 2hsg+h?<2—s2
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Wegen h < 1 gilt
2hso + h? < 2hsg + h.

Setze
2—s2

250 + 1
Wegen sg > 1 gilt 0 < h < 1 und nach Konstruktion von h gilt sg +h € M.
Da sg +h € M und sy + h > sg, kann sg nicht obere Schranke von M sein,
Widerspruch.

(2) Es gilt nicht s3 > 2.
Angenommen, 3(2) > 2. Dann setzen wir

2hsg +h=2—s2, dh. h:=

2
s5—2

280

S 1= 89—

Dann gilt s < sp und

2-2  (s5-2\°
52233—25080 —|—<5028 > > 55— (s5—2)=2.
0

Also folgt fiir jedes x € M
r? <2< s

und daraus x < s, d.h. s ist obere Schranke von M, aber s < sg, Widerspruch.
O

Aufgrund des Vollsténdigkeitsaxioms ist also gezeigt (aber nicht konstruk-
tivl), dass die Gleichung x? = 2 eine nichtnegative reelle Losung besitzt:

V2 :=sup{z € R|z? < 2}.
Analog werden definiert:
o untere Schranke von M
e grifite untere Schranke oder Infimum von M: inf M

o Minimum oder kleinstes Element von M: min M

Es gilt der Satz

Satz 4.2 Jede nicht leere, nach unten beschrdinkte Menge M reeller Zahlen hat
eine grofite untere Schranke.

Beweis. Die Menge M’ = {—x |z € M} ist nach oben beschrinkt, besitzt also
nach dem Vollstdndigkeitsaxiom eine kleinste obere Schranke sg.

Behauptung inf M = —s.
Beweis (a) —sp ist untere Schranke von M, denn es gilt
TEM=—xeM = —1x<s5)=—50 <.

(b) Ist s eine untere Schranke von M, dann gilt s < y fiir alle y € M, also
x < —s fiir alle x € M’. Daher gilt sg < —s, also s < —sg. Deshalb ist —sq
grofite untere Schranke von M. O
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Man kann nun beweisen, dass die reellen Zahlen vollstdndig durch die ge-
nannten Axiome charakterisiert sind, d.h. es bis auf Aquivalenz einen und auch
nur einen Korper gibt, der alle genannten Axiome erfiillt. Diesen wohlbestimm-
ten Korper nennt man R.

Auf den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit verzichten wir und wenden
uns nun weiteren Folgerungen aus dem Vollsténdugkeitsaxiom zu.

Satz 4.3 Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrdnkt.

Beweis. Angenommen, N ist nach oben beschriinkt. Da N # (3, gibt es dann ein
Supremum s fiir N. Es gilt also

n < sg fiir alle n € N.
Andererseits gibt es ein ng € N mit
ng > sg — 1,

denn sonst wére sg — 1 obere Schranke von N im Widerspruch dazu, dass s die
kleinste obere Schranke von N ist. Fiir ng gilt also

no + 1> s,
ein Widerspruch. O
Satz 4.4 (Satz von Archimedes) Zu jedem a € R mit a > 0 und jedem
beR gibt es ein n € N, so dass na > b gilt. (Fir diesen Sachverhalt sagt man
kurz: Der Kérper R ist archimedisch angeordnet. )

Beweis. Andernfalls wiirde fiir alle n € N

na<b dh n<

Q| o

gelten, g wére also eine obere Schranke fiir N. O
Satz 4.5 Zu jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n # 0 mit % < e.

Beweis. Da 1
— <e&ne>1,
n

folgt die Behauptung aus dem Satz von Archimedes mit a = ¢ und b = 1. O

5 Folgen, Grenzwerte

Wir kommen jetzt zu einem der zentralen Begriffe der Analysis, dem des Grenz-
wertes einer Folge. Seine Bedeutung beruht darauf, dass viele Groéflen nicht
durch einen in endlich vielen Schritten exakt berechenbaren Ausdruck gegeben
werden, sondern nur mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kénnen.
Eine Zahl mit beliebiger Genauigkeit approximieren heifit sie als Grenzwert einer
Folge darstellen.
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Definition Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Funktion

N — R
n o — a,

Bezeichnung (a,),en oder ag,as,as,. . ..

Bemerkung 5.1 Es spielt im Prinzip keine Rolle, mit welchem Index man
beginnt. Es sei ng € Z. Dann bezeichnet man (ay,)n>n, oder

an07 an0+17 an0+27 L]

auch als Folge.

Beispiel 5.1 (1) Es sei a,, = 1 fiir alle n € N. Man erhélt die konstante Folge
1,1,1,.. .

9 )

J _ 1 L1111
(2) Ap = n (n > 1) 17575717""
3)
1 ..
fiir n ungerade 111111
— n4-2 ’ > .- - - - =
n { %L fiir n gerade, (n_l)'3’2’5’4’7’6""'
4) ap,=(-)":1,-1,1,-1,1,—1,....
()
n fiir n ungerade, 1.1 _1
= > — — —
n { % fiir n gerade, (n21) 1’2’3’4’5’6"

(6) Essei ¢ €R, a, =q": 1,q,¢,¢%,....
(7) Fest vorgegeben seien die Zahlen b > 0 und ¢ > 0 sowie das Rekursions-
schema

apg = ¢(,

1 b
Ap+1 = 5 ap +— ).
Qnp

Definition FEine Folge (a,)nen heift konvergent gegen a € R (in Zeichen
lim,, o an, = a oder a,, — a) genau dann, wenn gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl ng, so dass fiir alle n > ng
gilt: |a, —al < e.

Hier ist es wichtig, sich die logische Struktur klarzumachen. Deswegen schrei-
ben wir diese Definition noch einmal in Kurzform (mit Quantoren) hin:

lim a, =a <= Ve >03ng e NVn>ng |a, —al <e.

n—oo
Eine andere Formulierung: Es gilt lim,,_,~ a,, = a genau dann, wenn gilt:

In jeder e-Umgebung (¢ > 0) von a liegen fast alle Glieder der Folge.
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Hierbei nennt man das Intervall
(a—e,a+e):={zeR||z—a| <&}

eine e-Umgebung von a. Fast alle bedeutet alle bis auf endlich viele.

Es gilt also lim,,_, o, a,, = a genau dann, wenn in jedem Intervall (a—¢,a+¢)
(fiir beliebig kleines € > 0) unendlich viele, auflerhalb aber hochstens endlich
viele Glieder der Folge liegen.

Definition Eine Folge heifit divergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl kon-
vergiert.

Formal:
(an)nen divergent <= Va € R 3¢ > 0 Vng € N In > ng |a, —al > .

Wir untersuchen nun die Beispiele auf Konvergenz bzw. Divergenz.
Beispiel 5.1 (1): Es gilt lim,, o0 an, = 1.
Beispiel 5.1 (2): Wir zeigen lim,,_, % = 0. Es sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben.
Wir miissen ein ng € N finden, so dass fiir alle n > ng gilt
1 1

O‘<5.
n n

Es sei ng € N mit n% < €. Eine solche Zahl existiert nach Satz 4.5. Dann gilt

fir alle n > ng

1 1
- < —<e.

n o

Folgen, die konvergent mit dem Grenzwert 0 sind, heilen auch Nullfolgen.
Beispiel 5.1 (3): Es gilt ebenfalls lim,, o a, = 0.
Beispiel 5.1 (4): Wir zeigen, dass die Folge ((—1)")nen divergent ist. Dazu ist
zu zeigen, dass sie gegen kein a € R konvergiert. Es sei a € R. Setze € := 1. Ist
a > 0 und ng € N gegeben, so gilt fiir ungerade n mit n > ng

lap, —al=|—-1—-al=1+a>1.
Ist a < 0 und ng € N gegeben, so gilt fiir gerade n mit n > ng
lap, —al=1—a| =1+ (—a) > 1.

Bevor wir die anderen Beispiele untersuchen, notieren wir einige einfache
Sétze.

Satz 5.1 (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Gilt lim, ,.a, = a und
lim,, o an, = b, so gilt a =b.

. . . —b
Beweis. Angenommen, es wére a # b. Es sei ¢ = %

Da lim,, ;00 Gy, = a, gibt es ein ny € N, so dass fiir alle n > ny gilt: |a, —al <

Dalim,,_,~ a, = b, gibt es ein no € N, so dass fiir alle n > ny gilt: |a,—b| < e.
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Fiir ng := max(ny,ns) und n > ng gilt dann

la=b] = |(a—an)+ (an—b)
< lan —al+la, — |
< 2e=|a—1bl
d.h. |a — b| < |a — b], ein Widerspruch. O

Satz 5.2 Fine Folge (ay,)nen konvergiert genau dann gegen a € R, wenn (a, —
a)nen eine Nullfolge ist.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition. O

Definition FEine Folge (a,)nen heifit
e monoton wachsend, falls a,, < a,41 fiir alle n € N gilt.

e monoton fallend, falls a,, > a,41 fiir alle n € N gilt.

e nach oben beschrinkt, falls es eine Zahl M € R gibt, so dass a,, < M fiir
alle n € N gilt.

e nach unten beschrinkt, falls es eine Zahl m € R gibt, so dass m < a,, fir
alle n € N gilt.

e beschrdnkt, falls sie nach oben und unten beschrinkt ist.
Satz 5.3 Jede konvergente Folge (a,)nen ist beschrinkt.

Beweis. Es sei limy,_, a, = a. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N
gilt
lan, —al <1

(e = 1 gewiihlt). Daraus folgt fiir alle n > N
anl < lal + |an — a] < Ja] + 1.
Es sei
M := max{|ag|, |a1],- .., |lan—1], |a] + 1}.

Dann gilt
lan,| < M fir alle n € N.

d

Bemerkung 5.2 Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, siche Beispiel 5.1 (4).

Beispiel 5.1 (5): Wegen a,, = n fiir n ungerade ist die Folge nicht beschrinkt,
also nicht konvergent.

Satz 5.4 (Bernoullische Ungleichung) Es sei « > —1. Dann gilt fir alle
neN
(I1+z)" > 1+ nz.
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Beweis (durch vollsténdige Induktion nach n).
Induktionsanfang: Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir n = 0.
Induktionsschritt n — n + 1: Es gilt

(I+2)"" = Q1+2)"1+2)

(14+nz)(1+2) (Induktionsvoraussetzung)
1+ nz + x + na?

1+ (n+1)z.

v

Y

O

Beispiel 5.1 (6): Das Konvergenzverhalten der Folge (¢™),en hdngt vom Wert
von q ab.

e |g/ > 1: Dann |g| = 1+ h, h > 0. Also folgt aus der Bernoullischen
Ungleichung
" = lg|" = (1 + )" > 1+ nh.

Nach dem Satz von Archimedes ist also (¢™) nicht beschrénkt, also diver-
gent.

e g=1:1lim, ,-q" =1.

e ¢ = —1: (¢™) divergent.

e |¢| < 1: Dann ‘%’ > 1, also ’%‘ =14 h, h > 0. Fiir gegebenes ¢ > 0 findet
man ein ng, so dass fiir n > ng

1 1
" >14nh > — (wie oben),
q" €

also |¢"| < e. Also gilt lim,_,+ ¢" = 0.

Eine weitere notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Folge verwen-
det den Begriff der Teilfolge.

Man erhiilt eine Teilfolge von (ay,)nen, indem man aus der Folge (a,,) gewisse
Glieder wegstreicht, jedoch noch unendlich viele Glieder tibriglasst:

Definition FEine Teilfolge einer Folge (a,,) ist eine Folge der Form
Gngs Onys Qngs -« - s
wobei die n; natiirliche Zahlen mit
Nog <Ny <Ng < ++-

sind.

Satz 5.5 Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert gegen denselben
Grenzwert.

Beweis. Zu gegebenem ¢ > 0 ist bis auf endlich viele Ausnahmen |a; — a| < ¢,
also auch |ay, —a| <e, dang > k. O

Wir besprechen nun einige Rechenregeln fiir konvergente Folgen.
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Satz 5.6 Es sei A € R und es gelte lim,, o ay, = a und lim,_,~ b, = b. Dann
sind die Folgen (a, + by) und (Aay) konvergent und es gilt

lim (a, +b,) = a-+b,
n—oo
lim Aa,, = Aa.
n—oo

Beweis. (i) Es sei ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu § > 0 natiirliche Zahlen
ng und mg, so dass gilt

la, —al < fiir n > ny,

|b, — b < fiir n > my.

| N| M

Also gilt fiir n > max(ng, mo):
€

[(@n +ba) = (a+b)] < lan —al + by — b < 5 + =

=c.
ii) Fiir A = 0 ist die Behauptung klar. Es sei A # 0. Dann gibt es zu 57 > 0
[Al
ein ng € N, so dass fiir alle n > ng gilt
€
lan, —a| < —,
Al
also
[M|arn — al = [Aan, — Aa| < e.
O

Satz 5.7 FEs sei(an)nen Nullfolge und (by,)nen beschrinkt. Dann ist auch (a,by,)
Nullfolge.

Beweis. Es sei € > 0 vorgegeben und |b,,| < ¢ fiir ein ¢ > 0 fiir alle n € N. Dann
gibt es zu £ ein ng € N, so dass fiir n > ng

€
lan| < o also |anby| < |anlc < e.

O

Satz 5.8 Fs sei lim, o an, = a und lim, o, b, = b. Dann ist (apby,) konver-
gent und es gilt

lim a,b, = ab.
n—oo

Beweis. Nach Satz 5.2 ist (a, — a) eine Nullfolge und (b,) ist als konvergente
Folge beschrinkt (Satz 5.3). Aus dem vorherigen Satz folgt daher, dass (a,b, —
aby,) eine Nullfolge ist. Aus Satz 5.6 folgt: lim,_,o, ab, = ab. Schreibe: a,b, =
(anbn—aby)+ab,. Nochmalige Anwendung der Rechenregeln von Satz 5.6 ergibt:

lim a,b, = lim (apb, — ab,) + lim ab, =0+ ab = ab.
n—oo n—oo n— o0
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b # 0. Dann gibt es ein

Satz 5.9 Es sei lim,,_yoo a,, = a und lim,,_,o b,, =
ng € N, so dass b, # 0 fiir n > ng, und die Folge (%) N ist konvergent und
"/ n>ng

es gilt

Beweis. Wir betrachten zunéichst den Spezialfall a,, = 1 fiir alle n € N. Wir
wollen Satz 5.7 anwenden auf

(n > nyp).
Dazu ist zu zeigen:

Behauptung (ﬁ) ist beschrankt.

Beweis. Fiir fast alle n gilt

Hieraus folgt

[b]
|bp| > e = 5
Also gilt fiir fast alle n € N
’1 <2
bb,, | ~ |b|?
Hieraus folgt wie im Beweis von Satz 5.3 die Behauptung. O

Fiir den allgemeinen Fall betrachten wir

1
=Qn - —

bn

an
bn

und wenden Satz 5.8 an. O

Satz 5.10 Es seilim,, .o ap = a, limy, oo b, = b und a,, < b, fir fast alle n.
Dann gilt a < b.

Warnung Wenn a,, < b, fiir fast alle n gilt, dann ist nicht notwendig a < b!
Beispiel:

(n>1), a=b=0.

S|

an =0, b, =

Beweis. Angenommen, b < a. Dann ist ¢ := “T_b > 0 und es gibt ng, mg € N mit

lan, —a|l < e fir

> ng
b, —b| < e fiir n > mo.

S 3

Fiir n > max(ng, mp) gilt dann
anp >a—cund b, < b+e.

Wegen a — ¢ = b + ¢ folgt daraus aber b,, < a,,, ein Widerspruch. O
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Satz 5.11 (Einzwingungssatz) Fiir fast alle n gelte
an < by <cp.

Gilt lim,,—, o @, = a und lim,,_, o ¢,, = a, so gilt auch lim,,_,, b, = a.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. In der e-Umgebung von a liegen fast alle Glieder
der Folgen (a,) und (c,). Wegen a,, < b, < ¢, gilt dasselbe fiir die Folge b,,. O

Aus dem Vollsténdigkeitsaxiom kann man ein wichtiges Konvergenzkriteri-
um ableiten.

Satz 5.12 (Ein Konvergenzkriterium) Jede monoton wachsende und nach
oben beschrinkte Folge ist konvergent. Jede monoton fallende und nach unten
beschrdinkte Folge ist konvergent.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass (a,)neny monoton wachsend und nach
oben beschriankt ist. Es sei

M :={a,|n € N}.

Dann ist M nicht leer und nach oben beschrénkt, besitzt also nach dem Vollstédndigkeitsaxiom
ein Supremum sup M =: a.

Behauptung lim, .. a, = a.
Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein ng € N mit
a—¢e<ay, <a,

denn sonst wére @ nicht die kleinste obere Schranke von M. Da (a,) monoton
wachsend ist, gilt also fiir alle n > ng

a—¢<ay <a, <a,

also |a, —a| < e. O

Wir wollen nun Anwendungen dieser Sétze darstellen.

Beispiel 5.2 Jeder Dezimalbruch, z.B.

0,9 = 0,99999999999999999999. . .,
stellt eine reelle Zahl dar: Die Folge
0;0,9;0,99;0,999;0,9999; 0,99999; . ..

ist monoton wachsend und nach oben beschrankt, konvergiert also nach Satz 5.12.
Der Dezimalbruch bezeichnet gerade den Grenzwert dieser Folge. In unserem
Beispiel ist das die Zahl 1. Also stellt der unendliche periodische Dezimalbruch
0,9 die Zahl 1 dar.
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Beispiel 5.1 (7): Es seien b, ¢ > 0 vorgegeben. Die Folge (a,)nen war rekursiv
definiert durch

1 b
ni1 = 2<an+> (n>0).

1 b / b
an+1:2(an+>> an'iz\/a
Gnp 27

Somit ist v/b eine untere Schranke der Folge (an)n>1 (ag = c auBer Acht gelas-
sen). Also gilt

Es gilt

an > Vb

= aiZb

= —<an,
an

1 b
= an+1:§ an+a <anp

Also ist die Folge (an)nen monoton fallend und nach unten beschrénkt, also
konvergent nach Satz 5.12. Es sei a = lim,, o0 ay,. Wir berechnen a.

Es gilt a, > Vb > 0 fiir alle n > 1, also folgt aus Satz 5.10 a > 0. Nach
Satz 5.6 und 5.9 gilt somit

=t as = tim L 2 =L (0
o=t o = i 5 (b n) =5 (0t g)-

n

Daraus folgt aber a = Vb. Es gilt also lim,_, a, = V.

Damit haben wir eine Methode gefunden, v/b approximativ zu berechnen.
Dieses Verfahren geht schon auf die Babylonier zurtiick, es ist zur numerischen
Berechnung von Quadratwurzeln bestens geeignet. Man probiere es fiir v/2 aus!

Das Problem der stetigen Verzinsung

Eine alte Aufgabe von JAKOB BERNOULLI (1654-1705): Ein Kapital a > 0 wird
nach einem Jahr mit 100% verzinst. Nach einem Jahr ist das Kapital also 2a.
Schlidgt man die Zinsen schon nach einem halben Jahr hinzu, so ist das Kapital

nach einem Jahr: ) )
1+ = 1+=1.
o(1+3) (1+3)

Schligt man die Zinsen schon nach % Jahr hinzu, so ist das Kapital nach einem

(143) (+3)(+3)

Teilt man das Jahr in n Teile und schlidgt die Zinsen jeweils nach einem % Jahr
hinzu, so ist das Endkapital nach einem Jahr

1 n
a(l—l—) .
n
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Was passiert mit wachsendem n?
Die Folge (1 + %)n ist monoton wachsend:

R e

|
(]

k=0
_ ”171+1+1 LS SRR
T o4&~k 11 20 230 2.3:4 n!
< tpreigiily
= 2 4 8 gn—1
17l
_ =06 ( trische S formel
= 1 geometrische Summenformel)
2
< 3.

Also ist die Folge auch beschriankt, also konvergent.

Definition Die Zahl

heif3t die Fulersche Zahl.
Fiir n = 10% ist
(1,000001)* 000 000 — 9 7182817.

Das ist e auf 5 Stellen genau.

Wir brauchen noch ein weiteres Konvergenzkriterium fiir Folgen reeller Zah-
len. Fiir monotone Folgen ist die Beschrianktheit eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung fiir die Konvergenz. Fiir beliebige Zahlenfolgen ist die Be-
schrianktheit jedoch nur eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz. Allge-
mein gilt jedoch der folgende Satz, der ganz wesentlich auf dem Vollstédndigkeitsaxiom
beruht:

Satz 5.13 (Satz von Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge besitzt ei-
ne konvergente Teilfolge.

Dieser Satz folgt aus dem folgenden Lemma:

Lemma 5.1 Jede Folge (a,,) besitzt eine Teilfolge, die entweder monoton wach-
send oder monoton fallend ist.

Beweis. Wir nennen eine natiirliche Zahl n einen ” Gipfel” der Folge (a,), wenn
am < ap fir alle m > n gilt.

Fall 1. Die Folge hat unendlich viele Gipfel. Wenn ng < n; < ng < --- die
Gipfel sind, so gilt ap, > an, > ap, > -+ und ang, G, , An,, - - - it eine monoton
fallende Teilfolge von (ay,).

Fall 2. Die Folge hat nur endlich viele Gipfel. In diesem Fall sei ng grofler
als alle Gipfel. Da ng kein Gipfel ist, gibt es eine natiirliche Zahl ny mit ny > ng
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und a,, > an,. Da ny kein Gipfel ist (ny ist grofler als ng und damit groBer als
alle Gipfel), gibt es ein ny > ny mit a,, > ap,. Fahren wir auf diese Weise fort,
so erhalten wir eine monoton wachsende Teilfolge an,, an,, an,, ... von (a,). O

Wir fithren nun den Begriff der Cauchyfolge ein.

Definition Eine Folge (ay)nen heiit eine Cauchyfolge, falls gilt: Zu jedem
e > 0 gibt es eine natiirliche Zahl ng, so dass fiir alle m,n € N mit m,n > ng
gilt: |a, — am| < €.

Satz 5.14 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Fine Folge (ay)nen ist ge-
nau dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. (a) Wir zeigen zuniichst: Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
Wenn (a,,)nen gegen a konvergiert, so kann man zu jedem € > 0 ein ng € N

finden, so dass fiir jedes n > ng gilt: [a, —a| < §. Wenn nun n > ng und m > ng

ist, so gilt

€

215.

lan — am| =lan —a+a—an| < |a, —al +]a—an| < %+

(b) Wir zeigen nun den schwierigeren Teil: Jede Cauchyfolge (an)nen ist
konvergent.

(1) Wir zeigen zunéchst: Die Folge (ay)nen ist beschrénkt. Dazu wéhlen wir
€ = 1 in der Definition einer Cauchyfolge. Dann gibt es ein ng € N so dass fiir
alle m,n > ng gilt

|am — an| < 1.

Dies gilt z.B. auch fiir n = ng und m > ng:
|G — any| < 1.

Das besagt gerade, dass sich fiir fast alle m (fiir alle mn > ng) a,, um weniger als 1
von a,, unterscheidet. Die endlich vielen Ausnahmen stéren die Beschréanktheit
nicht.

(2) Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die Folge (an)nen eine
konvergente Teilfolge (ay, )reny mit dem Grenzwert a € R.

(3) Wir zeigen: lim,,_,c a, = a. Es sei € > 0 gegeben. Da lim, o an, = a,
gibt es ein kg € N, so dass fiir alle k > kg gilt:

€
lan, —al < 3

Da (an)nen eine Cauchyfolge ist, gibt es ein ng, so dass fiir alle m,n > ng gilt

€
lan, — am| < 7

Fiir alle k > max(ko, no) gilt also wegen ng > k
lax — al = |ag — an,, + an, —a| < lag — an, | + |an, —a|] <e.
Also konvergiert (a,)nen gegen a. O

Verfolgt man die Beweiskette zuriick, so sieht man, das wir das Cauchysche
Konvergenzkriterium aus dem Vollstdndigkeitsaxiom abgeleitet haben. Tatséchlich
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kann man anstelle des Vollsténdigkeitsaxioms auch das folgende Axiom in das
Axiomensystem der reellen Zahlen aufnehmen und das Vollstédndigkeitsaxiom
daraus ableiten.

Axiom Der Korper R ist archimedisch angeordnet, und jede Cauchyfolge re-
eller Zahlen konvergiert in R.

Dieses Axiom gilt wieder nicht iiber Q: Die Folge aus Beispiel 5.1 (7) ist eine
Folge rationaler Zahlen, wenn b und ¢ aus Q gewiihlt werden, die in R gegen v/b
konvergiert, also eine Cauchyfolge. Sie konvergiert aber nicht in Q, wenn z.B.
b = 2 ist. Ebenso gilt der Satz von Bolzano-Weierstraf3 nicht iiber Q.

6 Reihen

Wenn man eine Folge gegeben hat, so kann man auch versuchen, eine ”Summe”
ao+a1+a2+~~~

zu bilden. Wir wollen nun erkléren, was wir darunter verstehen wollen. Zunéchst
kann man die ”Partialsummen”

Sp =09+ a1+ -+ a,

betrachten. Konvergiert die Folge der Partialsummen (s, )nen, so kann man den
Grenzwert als die ”unendliche Summe”

ao+a1+a2+...

betrachten.

Definition Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Durch
Spi=ap+a+ - +a, (Partialsumme)

wird eine Folge (sp)nen definiert, die Reihe genannt wird und mit Y7 ax
bezeichnet wird.

Konvergiert die Folge (sy,)nen, so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit Y p- , ax
bezeichnet. Man sagt auch Y- ) ax konvergiert. Den Grenzwert nennt man auch
die Summe oder den Wert der Reihe.

Das Symbol >";7, aj bedeutet also
(a) die Folge (3"7_, ar)nen der Partialsummen

(b) im Falle der Konvergenz den Grenzwert lim,, o > p_q Qk-

Beispiel 6.1 Das wichtigste Beispiel einer Reihe ist die geometrische Reihe

Y =1+q+++
k=0

fiir ¢ € R. Die Partialsumme ist

Sn=14+qg+---+q¢"
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Fiir ¢ = 1 erhélt man

Sp=14+14+---+1=n+1.
—_———
n+1
Fiir ¢ = 1 konvergiert die Reihe > ;- ; ¢* daher nicht.
Es sei ¢ # 1. Zieht man die beiden Gleichungen
sno = l4qtg +- 4"
gsn = q+@ 4 +q"+q¢"!

voneinander ab, so erhéilt man

(1-¢q)sn=1- gt

Fiir g # 1 gilt also

1— qn,+1
Sp = 177(]
Wir sehen also, dass die Folge (s, )nen genau dann konvergiert, wenn die Folge
(¢™)nen konvergiert. Nach Beispiel 5.1 (6) konvergiert die Folge (¢")nen aber
genau dann, wenn |g| < 1 ist, und es gilt fiir |¢| < 1

lim ¢" = 0.
n—oo

Also folgt fiir |¢] < 1

_ qn+1 B 1

o0 1
E ¢" = lim 1 =1 .
P n— 00 —q —q

Wir erhalten also die sehr wichtige Summenformel fiir die geometrische Reihe

- 1

g " = —— fir|q < 1.
l—q

k=0

Insbesondere gilt also
oo

k=0

1k—1+1+1+1+ =2
2) 2 4 8 o

Beispiel 6.2 Es sei a; = m Wir untersuchen die Reihe

= 1

kz::lk:(k;—&-l)
Schreibe

1 1 1

kk+1)  k k+1
Damit gilt
G RO Eea =y
2 2 3 n—1 n n n+1
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Daher gilt

= 1um S, = l11m - = 1.

Die Theorien von Folgen und Reihen sind im folgenden Sinn dasselbe. Es sei
(sn)nen eine beliebig vorgegebene Folge. Diese Folge ist die Partialsummenfolge
der Reihe Y 72 aj mit

apg = S0,

ar = Sk — Sk-1,

denn
n
Zak =50+ (s1—80)+ (s2—81)+ 4+ (S — Sn—-1) = Sn-
k=0

Umgekehrt hat man ja zur Reihe Y2 a), die Partialsummenfolge (s,,)nen. Auf
diese Weise entsprechen sich auch die Konvergenzeigenschaften.

Satz 6.1 (Rechenregeln fiir Summen von Reihen) (1) Ist) ;- ax und
> heo b konvergent, so ist auch Y oo (ax + by) konvergent und es gilt

Z(ak +bg) = Zak + Zbk"
- k=0 k=0

k=0

(2) Ist Yo, ar konvergent und c € R, so ist auch Y p- , c-ay konvergent und

es gilt
o0 o0
E c-ap ==¢Cc- Z ag.
k=0 k=0

(3) Ist 37 gak und Y oo by konvergent und ay < by, so gilt
o0 o0
Sue S
k=0 k=0
Beweis. Es sei

n n
Sp = E ag, tn = E bk.
k=0 k=0

Aus dem Assoziativ- und Kommutativgesetz der Addition folgt

n

Sp + 1, = Z(ak -+ bk)

k=0
Nach Satz 5.6 gilt
Z(ak +br) = lim (s, +t,) = lim s, + lim ¢,
k:() n—oo n—o0 n—oo

o0 o0
= Zak + Zbk
k=0 k=0
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Die anderen Aussagen werden entsprechend auf Satz 5.6 und 5.10 zuriickgefiihrt.
O

Wir behandeln nun Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Satz 6.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Die Reihe Y -, aj, konver-
giert genau dann, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fir alle
n>m > ng gilt:

|G + -+ an] < e.

Beweis. Es gilt
Sn — Sm—1==0Qm + - Qp.

Die angegebene Bedingung bedeutet also gerade, dass die Partialsummenfol-
ge (8n)nen eine Cauchyfolge ist. Nach Satz 5.14 ist aber (s,)nen genau dann
konvergent, wenn (s, ),en eine Cauchyfolge ist. O

Beispiel 6.3 Wir betrachten die Reihe

k=0

Wir zeigen mit dem Cauchyschen Konvergenzkriterium, dass diese Reihe kon-
vergiert. Fiir n > m gilt

n
> a
k=m

B 1 1 . 1
2m+1 2m+3 2m+5

B 1 1 1

B ‘2m+1_<2m+3_2m+5>_.“’
1

2m +1°

<

Fiir n = m gilt
n

>

k=m

1
T o2m+1°

Wa&hlt man nun zu vorgegebenem ¢ > 0 die Zahl ng so, dass

1
2n0+1

<e,

dann gilt fiir alle n > m > nyg

<eE.

n
D>
k=m

Also ist das Cauchykriterium erfiillt und die Reihe konvergiert.

Der Grenzwert ist iibrigens T, die Reihe wurde schon von G. W. LEIBNI1Z

47
(1646-1716) betrachtet.
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Korollar 6.1 Ist Y .-, ai konvergent, so gilt

lim a, = 0.
n—oo
Beweis. Man nehme im Cauchyschen Konvergenzkriterium m = n. O

Satz 6.3 (Beschrinkheitskriterium) Eine Reihe Y o ar mit ai > 0 kon-
vergiert genau dann, wenn die Partialsummenfolge (sp)nen beschrinkt ist.

Beweis. Die Partialsummenfolge (s, )nen einer solchen Reihe ist eine monoton
wachsende Folge, die genau dann konvergiert, wenn sie beschrénkt ist (Satz 5.12).
O

Beispiel 6.4 Die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+
kzlk_ 2 3 4

konvergiert nicht, denn

Man findet also eine Teilfolge der Partialsummenfolge, die nicht beschréankt ist
und daher nicht konvergiert.

Definition Eine Reihe Z:’;O ay heifit alternierende Reihe, falls az; > 0 und
agj+1 < 0 fiir alle j € N (oder umgekehrt).

Satz 6.4 (Leibniz-Kriterium) FEs sei
ap=ar=zaz=---2>0

und es gelte

lim a, = 0.
n— o0
Dann konvergiert die Reihe
o
Z(fl)nan =aqg—ay+as—az+aqg—---.
n=0

Beweis. Von der Folge (s,) betrachten wir die beiden Teilfolgen (s2,,) und
(s2m+1)- Die Teilfolge ($2,,,) ist monoton fallend:

S2m+42 = S2m — A2m+1 T A2mi2 < Som.

Die Teilfolge (S2m+1) ist monoton wachsend:

S2m+3 = S2m+1 t G2m+t2 — A2m43 = S2m1-
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Sn

Abbildung 1: Partialsummen einer alternierenden Reihe

Auflerdem gilt wegen So,41 — Som = —aam+1 <0
Soma1 < Sop,  fiir alle m € N.

Die Folge (S2,,) ist durch s; nach unten, (sg,,+1) durch sg nach oben beschrinkt.
Beide Teilfolgen sind also konvergent. Es sei

s = lim Sgp,
m—r 00
/ .
s = lim Somy1-
m—r 00

Wir zeigen nun, dass s = s’ und dass die gesamte Folge (s, )nen gegen s kon-
vergiert.
Zunichst ist

S/ —s= lim (52m+1 — ng) = lim (—a2m+1) =0.
m—o0 m— o0
Es sei nun € > 0 vorgegeben. Dann gibt es nq,no € N, so dass
[som — 8| < e fir 2m > ny,
[som+1 — 8| < e fiir 2m+ 1> no.
Fiir n > ngp := max(ni, ne) gilt dann
[sn, — 8| < e.

d

Aus dem Leibniz-Kriterium folgt sofort, dass die Reihe von Beispiel 6.3 kon-
vergiert.

Umordnung von Reihen, absolute Konvergenz

Eine Summe von endlich vielen Zahlen ist unabhéngig von der Reihenfolge. Bei
einer Reihe kann jedoch das Umordnen der Glieder zu seltsamen Resultaten
fiihren.
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Beispiel 6.5 Wir betrachten die alternierende Reihe

Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert diese Reihe gegen eine Zahl a. Nach
dem Beweis des Leibnizkriteriums gilt

1

s1==<a<sy=1.
1=5>0a% %

Wir ordnen nun die Reihe um:

B R I S I A T AR TR

(auf ein positives Glied folgen stets zwei negative Glieder)
= (11)1+<11>1+(11>1+

2 4 3 6 8 5 10 12

111 111
T ate st T
= 1<11+1 1+11+..>

2 2 3 4 5 6

1
= 30

Es gilt also a = %a, und es folgt a = 0, ein Widerspruch.

Definition Es sei 0 : N — N bijektiv und by = ag (). Dann heifit die Reihe
Y reo bi eine Umordnung der Reihe >~ 77 ) ak.

Bemerkung 6.1 Die Reihe Zzozo ay, ist dann auch eine Umordnung der Reihe
> e o b, und zwar mit der Bijektion 07! : N — N und a), = bo-1(k)-

Satz 6.5 FEs sei ay > 0 fir alle k € N und die Reihe ZZOZO ay konvergent mit
der Summe a. Dann ist auch jede Umordnung Zzozo as(k) konvergent mit der

Summe a.

Beweis. Setze

n
Sp = E ag,
k=0
m
/
n QAo (k)-
k=0

Die Folgen (s,) und (s],) sind monoton wachsend. Wir zeigen, dass mit (sy)
auch die Folge (s/,) durch a nach oben beschrankt ist.
Es sei m gegeben. Setze

@
Il

N, := max{c(0),0(1),...,0(m)}.
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Dann gilt
S < Sn, <

da alle Reihenglieder nicht negativ sind und alle Summanden von s}, auch in
Sn,, vorkommen.
Die umgeordnete Reihe ist also konvergent mit einer Summe o’ < a (Satz 5.10).
Da die urspriingliche Reihe eine Umordnung der zweiten Reihe ist, folgt

entsprechend a < a/. Also a = a’. O

Auch bei Reihen, in denen es Glieder mit verschiedenen Vorzeichen gibt,
kann jede Umordnung wieder zu einer konvergenten Reihe mit derselben Summe
fithren. Es sind dies genau die absolut konvergenten Reihen.

Definition Eine Reihe Y - ay heifit absolut konvergent, wenn die Reihe >~ |ax|
konvergent ist.

Satz 6.6 Wenn eine Reihe absolut konvergent ist, dann ist sie konvergent.

Bemerkung 6.2 Die Umkehrung ist falsch, wie das Beispiel ZZO:O(—l)kk%rl
zeigt.

Beweis. Nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium gibt es zu jedem £ > 0
ein ng, so dass fiir alle m,n > ng gilt

n
Z |ak| < €.
k=m

Wegen der Dreiecksungleichung ist dann aber erst recht auch

n
5 ag
k=m

<e.

O

Satz 6.7 (Umordnungssatz) Es sei >, ar absolut konvergent. Dann ist
auch jede Umordnung Z;’;O aq(r) absolut konvergent und es gilt

ap = Z ad(k) .
k=0

M2

S
I
=

Beweis. Nach Satz 6.5 konvergiert Y o |a, (| als Umordnung von Y2 o |a|.

Noch zu zeigen:
o0 o0
D k= o
k=0 k=0

(Satz 6.5 liefert nur Y7 ax| = >0 lacm|.)
Es sei n gegeben. Es sei k,, die kleinste Zahl & € N mit

{0,1,2,....,n} C{0(0),0(1),...,0(k)}.
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Dann gilt k,, > n und die Differenz

S — Sn

n

(Notation wie beim Beweis von Satz 6.5) enthélt nur solche Glieder, deren Index
grofler als n ist. Da Z?:O ax absolut konvergent ist, gibt es zu vorgegebenem
€ > 0 ein ng € N, so dass fiir alle m,n > nyg

n

Z lax| < e.

k=m

Also gilt fiir alle n > ng
|k, — sn| <e,

d.h. (s}, — Sn)nen ist eine Nullfolge. Wir wissen: (s;,) und (s,) konvergie-

ren beide, da die Folgen absolut konvergent sind. Daraus folgt lim, , s, =

lim,, o Sy, also
oo

Z ap = Z ao(k).
k=0 k=0

d

Bemerkung 6.3 Ist Z?:o ay konvergent, aber nicht absolut konvergent, dann
kann man durch Umordnung jede beliebige Zahl s als Summe erhalten:

Setze
oo W + |a| _J a falls aj, > 0,
k 2 0 falls ar <0,
~ arp—lagl _f 0 fallsa, >0,
ap = 2 | ag falls ag < 0.
Es gilt

ag zaz—ka;.

Wegen der Konvergenz der Reihe Y7~ ay, sind die Reihen Y7~ a)f und "7 ap
beide konvergent oder beide divergent. (Denn angenommen, eine der beiden
Reihen konvergiert. Dann konvergiert auch die andere als Differenz zweier kon-
vergenter Reihen.) Konvergieren beide, so wire wegen |ay| = a;f —a;, die Reihe
> e o ax absolut konvergent im Gegensatz zur Voraussetzung.

Weglassen von Nullen ergibt die Folgen

(CL;:) ~  Po,P1,DP2,- -
(a];) ~ 40,491,492, - -

Wihle nun: kg kleinste natiirliche Zahl mit

ko
o>,
n=0

k1 kleinste natiirliche Zahl mit
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ko kleinste natiirliche Zahl mit

ko k1 ko
Soontd ant Y. pa>s,
n=0 n=0 n=ko+1
usw. Es ist klar, welcher Umordnung der urspriinglichen Reihe dies entspricht.
Wegen der Wahl von kg, k1, k2, . .. unterscheiden sich die zugehorigen Teil-
summen hochstens um py,, qi, ; Pk, - - - von der Zahl s. Da die Folgen (p,,) und
(¢n) Nullfolgen sind, konvergieren die Teilsummen der umgeordneten Reihe ge-
gen s.
Man kann sogar so umordnen, dass die Reihe Z;’;O ag () divergent ist! (Be-
weis als Aufgabe).

Satz 6.8 Eine Reihe Y - ay ist genau dann absolut konvergent, wenn jede
ihrer Umordnungen konvergent ist.

Beweis. 7=": Satz 6.7.

7<": Wire Y, a) nicht absolut konvergent, so kénnte man eine Umord-
nung finden, die divergent ist. O

Nun kommen wir zur Multiplikation von Reihen. Was ist

Wir ordnen die vorkommenden Produkte in einem quadratischen Schema an:

apgbg — agby apgby — apbs
a1bg a1b; a1bsy a1bs
asbg asby a2bs asbs
asbg asby asbo asbs .

Yave

Es ist nicht von vornherein klar, welche Reihenfolge zu wéhlen ist. Nahe liegt
die Anordnung nach ”Schréigzeilen”. Gilt nun

oo o0 oo n
Zaj . <Z bk> = ch mit ¢, = Zajbn,j?
=0 k=0 n=0 §=0

Die Antwort gibt der folgende Satz, den wir nicht beweisen wollen.
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Satz 6.9 (Produkt von Reihen) Die Reihen Y .~ a; und 3 ;2 by, seien ab-
solut konvergent und es sei

n
Cp = g ajbn_j.
j=0

Dann ist auch die Reihe Y, ¢, absolut konvergent und es gilt
o0 oo o0
> (L) ().
n=0 j=0 k=0

Bemerkung 6.4 Wenn beide Reihen nicht absolut konvergent sind, braucht
die Aussage nicht richtig zu sein.

Wir geben nun einige Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen an.

Satz 6.10 (Majorantenkriterium) Es sei > - b, eine konvergente Reihe
mit lauter nichtnegativen Gliedern und (an)nen eine Folge mit |a,| < by, fir alle
n € N. Dann konvergiert die Reihe Y~ ay absolut.

Notation Man nennt dann Y~ b, Majorante von Y ay.

Beweis. Die monoton wachsende Folge (3~ _ |ax|) ist durch "2 by, nach oben
beschréinkt, also konvergent. O

Beispiel 6.6 Wir beweisen die Konvergenz der Reihen

=1
—, k>2,

mit Hilfe des Majorantenkriteriums.
Fir k£ > 2 und alle n > 1 gilt

1 2

< < —
- “n(n+1)

1
F 3 (& n(n+1) <2n%).

Nach Beispiel 6.2 konvergiert die Reihe Y ° | m, also auch (Satz 6.1) die
Reihe Y07 | ﬁ Diese Reihe ist daher Majorante von Y | .

Bemerkung 6.5 Satz 6.10 impliziert folgendes Divergenzkriterium: Es sei ZZOZO bn
eine divergente Reihe mit lauter nicht negativen Gliedern und (a,)nen eine Fol-

ge mit a, > b, fiir alle n € N. Dann ist auch die Reihe ) 7  a, divergent.
(Denn andernfalls wire Y a, eine konvergente Majorante von > - by, al-

so miisste auch Y b, konvergieren.)

Satz 6.11 Es sei .- ,ay eine Reihe. Gibt es ein q, 0 < q < 1, so dass fir
allen € N gilt |a,| < ¢", dann ist Y .-, a, absolut konvergent.

Warnung Sind alle a,, < ¢ =1, so folgt die Konvergenz nicht!
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Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass die geometrische Reihe >~ 7, ¢" eine
konvergente Majorante von Y |a,| ist. O

Man formuliert Satz 6.11 normalerweise, indem man auf beiden Seiten der
Ungleichung |a,| < ¢™ die n-te Wurzel zieht. Dazu miissen wir zeigen, dass es
zu a € R, a > 0, genau ein x > 0 gibt mit 2" = a. Dieses & bezeichnet man
als die n-te Wurzel aus a, Schreibweise {/a. Den Beweis miissen wir an dieser
Stelle noch vertagen.

Satz 6.12 (Wurzelkriterium) FEs sei Y a, eine Reihe. Gibt es ein g, 0 <
q <1, so dass fir fast allen € N

Van| < q

ist, dann ist Y~ an absolut konvergent.

Leichter zu handhaben als das Wurzelkriterium, dafiir aber nicht so weitrei-
chend, ist das Quotientenkriterium.

Satz 6.13 (Quotientenkriterium) Es sei Y a, eine Reihe. Gibt es ein
q, 0 < q <1, so dass fiir fast allen € N

Ap+1
an,

<gq

— )

dann ist Y, a, absolut konvergent.

Bemerkung 6.6 Es ist natiirlich, so etwas zu erwarten. Bei der geometrischen
Reihe ist der Quotient zweier aufeinanderfolgender Reihenglieder konstant gleich
q. Bei obiger Reihe ) °  a, konnen also fiir fast alle n die Quotienten der
Reihenglieder durch ¢ < 1 abgeschétzt werden.

Beweis. Es sei also fiir n > ng

a7l+1
427

Daraus ergibt sich mittels vollstdndiger Induktion
|angtr| < lang| - q"

Durch Weglassen endlich vieler Glieder der Reihe Y7 |a,| erhélt man die
Reihe 772 |any+4r|, die die Reihe Y77 |ay,| - ¢" als konvergente Majorante
besitzt. a
Beispiel 6.7 Wir zeigen mit Hilfe des Quotientenkriteriums, dass die Reihe

> 5

n=0
konvergiert: Mit a,, := g—z gilt fiir alle n > 3:

2 2
(n4+1)22" 1 1 1 1 8
= i o\t ) saltty) Tg=asth

an+1
Qn
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Beispiel 6.8 Wir untersuchen Quotienten- und Wurzelkriterium fiir die diver-
gente harmonische Reihe

=1
Z — (siehe Beispiel 6.4).
n=1 n
Hier gilt zwar
e <1 furallen>1,
an n+1
wegen limy, oo 27 = 1 gibt es jedoch kein ¢ <1 mit
Ant1 < gq fur fast alle n € N.

Qnp

Ahnliches gilt fiir das Wurzelkriterium: Man kann zeigen
1

Vil = 3= 7

und ( éﬁ) ist monoton wachsend und konvergiert gegen 1. Das Wurzelkri-
n>3

<1 fiir allen > 2,

terium versagt also auch.
Auch bei der konvergenten Reihe

=1
2
n=1

versagen das Quotienten- und das Wurzelkriterium:

lim |20t L =
n—oo | ap (n+1)2 ’
C . 1 . 1 1
g, Vel = o e = e

7 Die Exponentialreihe

Es sei z € R. Zu diesem z betrachten wir die Exponentialreihe (Potenzreihe)

oo xn
exp(z) := Z g
n=0

o0 x

Satz 7.1 Fiir jedes x € R ist die Exponentialreihe exp(x) = " n—T,L absolut
konvergent.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium, denn fiir alle n >
2|x| gilt

xn«{»l
Gt | el 1
z n+1l7— 2

n!
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Satz 7.2 (Abschitzung des Restglieds) Es gilt

N n
T
exp(x) = Z ] +rys1(z),
n=0
wobes | |N+1
T . N
Beweis. Wir schiatzen den Rest
o0 J;n
rny1(z) = Z ol
n=N+1 "
mittels der geometrischen Reihe ab. Es ist
o0 xn
Irni(z)] < Z P
n=N+1
2 (e
(N +1)! N+2 (N+2)(N+3)
+ 2" + )
(N+2)---(N+k+1)

k
< 2™ 1+ 2] + 2] 2_|_..._|_ 2] N
- (N+ 1) N+2 N+2 N+2

_ \x|N+1 ( 1 )
=~ | |Z .
(N+1)!\ 1= | |

+2

Fiir |z| < 22 =1+ & gilt deshalb

d

Wir untersuchen nun die Folge ((1 + %)n)n>1 fiir festes x > 0. Fiir x = 1
hatten wir schon gesehen, dass diese Folge gegen e konvergiert.

Satz 7.3 Es sei x > 0. Dann gilt:

. T\"™ .z
nl;néo (1+E) —eXp(z)—ZH,

n=0

insbesondere
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Beweis.

R
—
+

S8

~—

3

I

(3=
RS
o> 3
N———
SERS
E

k=0
= 1 E—1\ 2z
-2 ()05
k=0
< exp(z).

Also ist die Folge ((1+ %)n)n>1 (x > 0) nach oben beschrinkt. Da sie auch
monoton wachsend ist, ist sie konvergent und es folgt

lim (1 + E) < exp(x).
n

n—oo
Es gilt (man beachte, dass die Summe bis m l4uft)
k

(14—5) 2;41(1_71)“.(1_ - )k‘ fir m <n.

Es sei nun m fest und n laufe. Dann konvergiert die linke Seite und ebenso die
k
rechte Seite. Die rechte Seite konvergiert gegen »_;"" ; +. Also gilt

T\" _ = 2P
lim (1+ﬁ) Zgg fiir jedes m € N.

n— oo

Also ist auch

= .Z'k . T\
e = 3 gy < fim (1+7)
k=0

Bemerkung 7.1 Man darf nicht einfach in der Formel

nk k!

“nn—1)---(n—k+1) zF
Z( ) ( )
k=0

zum Limes tibergehen, da man dann fiir verschiedene n die Partialsummen véllig
verschiedener Reihen bildet.

Wie kann man a - exp(x) deuten? Lisst man ein Kapital a bei stetiger Ver-
zinsung zu 100% genau z Jahre liegen, so wiichst es auf a - exp(z). Dies folgt
wieder wie oben: a (1 + %)n ist das Kapital nach x Jahren, wenn die Zinsen alle
& Jahre zugeschlagen werden. Der Grenziibergang zeigt die Behauptung.

Eine andere Deutung: Lisst man ein Kapital a bei stetiger Verzinsung zu
2 - 100% ein Jahr liegen, so ist das Endkapital a exp(z).

Hieraus lasst sich folgende Eigenschaft der Exponentialreihe erraten:

exp(x +y) = exp(x) - exp(y).
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Die Zahl exp(z + y) ist das Endkapital bei stetiger Verzinsung zu 100%, wenn
man ein Anfangskapital 1 genau (z+y) Jahre liegen ldsst. Die Zahl exp(z) exp(y)
ist das Endkapital, wenn man dasselbe Anfangskapital erst x Jahre stehen lisst
und dann das bis dahin gewonnene Kapital weitere y Jahre verzinsen lésst.

Satz 7.4 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion) Fiir alle
z,y € R gilt
exp(z + y) = exp(x) exp(y).

Beweis. Wir wenden Satz 6.9 auf die absolut konvergenten Reihen

exp(z) = Z T und exp(y) = por)
n=0 n=0

an. Nach dem binomischen Lehrsatz ist

o iof k) ! mZ()

Deshalb folgt

exp(z + y) Z ¢n, = exp(x) exp(y).
n=0

Korollar 7.1 (i) Fir alle z € R gilt exp(z) > 0.
(ii) Fiir alle z € R gilt exp(—z) = (exp(z))~!.

(iii) Fiir jede ganze Zahl n ist exp(n) = €.
Beweis.
Zu (ii):
exp(x) exp(—z) = exp(x — x) = exp(0) = 1.
Daraus folgt insbesondere exp(x) # 0 und

exp(—z) = B
Zu (i): Fiir alle z > 0 ist

exp(x)=1+x+%+--~21>0.

Falls < 0, ist —x > 0, also exp(—z) > 0 und

1
=—F=2>0.
exp(x) oxp(—)
Zu (iii): Wir zeigen zunéchst mittels vollstdndiger Induktion, dass fiir alle
n € N gilt: exp(n) = e™
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Induktionsanfang n = 0: exp(0) = 1 = €°.
Induktionsschritt n — n + 1:

LV. .,

ee ="t

exp(n + 1) F.G. exp(n) exp(1)
Damit ist exp(n) = e fiir alle n € N bewiesen. Aus (ii) folgt

1 1
exp(—n) = =—=¢ " firalleneN.

~ exp(n) e

Daher gilt exp(n) = e™ fiir alle ganzen Zahlen n.

Zusammenfassung: Die Exponentialreihe definiert eine Abbildung

exp: R — Ri:={reR|r>0}
x +— exp(x) '

Hier sind R und R Gruppen, R mit der Addition, R* mit der Multiplikation.
Die Funktionalgleichung zeigt, dass exp ein Homomorphismus dieser Gruppen

ist.
Korollar 7.2 Fiir alle 1,29 € R gilt: Falls x1 < xza, so ist exp(x1) < exp(x2).

Beweis. Falls x1 < x2, so gilt

exp(zz2) = exp(w1 + (v2 — 21)) = exp(1) - exp(w2 — x1) > exp(z1).
—_—— — —

>0 >1

Satz 7.5 (i) Fir allex € R gilt: 1 + = < exp(z).

(i) Fir alle z € R, z < 1, gilt: exp(z) < .

(iil) Fir alle x,y € R mit y — x < 1 gilt:

(y— ) - exp(z) < exp(y) — exp(x) < ——— - exp(a).

“1l4+r—y

(iv) Zu jedem a € R existiert ein L > 0 mit

z,y <a=|exp(z) —exp(y)| < Lz —y|.

Beweis. Zu (i): Fir z > 0 ist

2
exp(m):1+x+%+~-~21+x,

fir z < —1 gilt
1+ 2 <0 <exp(z)

nach Korollar 7.1.
Es sei also —1 < 2 < 0. Nach Satz 7.2 gilt

2
x
exp(z)=142x+ 5 + r3(x),
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= _ |2
<2 - =—
o) <2- 20 =
Also gilt
z? 2 x?
ll > 47 >
5 “1‘7‘3(.%‘)_ B + 3 >0,
und daher 1+ = < exp(z).
Zu (ii): Aus
1
11—z <exp(—z) = D) (nach (i))
folgt fir 1 —x >0
< )
exXpr < T
Der Beweis von (iii) und (iv) soll in den Ubungen erbracht werden. O

8 Funktionen

Was eine Abbildung
f: M — N
z — f(z)
ist, wissen Sie schon aus der Vorlesung Lineare Algebra I, ndmlich eine Zuord-
nung, die jedem Element x der Menge M genau ein Element f(z) der Menge N
als Bild zuordnet.

Insbesondere betrachten wir Abbildungen f : D — R, wobei D C R ist.
Solche Abbildungen nennen wir auch (reelle) Funktionen. Die Menge D heifit
Definitionsbereich von f.

Etwas ungenau, aber insbesondere in der Physik {iblich, ist die Schreibweise
f(x) fir die Funktion f (f(z) ist ja nur der Funktionswert f(xz) € R). Wir
interpretieren stets f(x) richtig, wenn im Zusammenhang von Funktionen die
Rede ist. Dann fasst man z in f(z) als Leerstelle auf, in die etwas eingesetzt
werden kann.

Wir betrachten nun Beispiele fiir Funktionen.

Polynome

Ein Polynom mit reellen Koeffizienten ist ein Ausdruck
ap + a1z + asx® + - + apz™

mit a; € R. Der Buchstabe x ist hier nur ein Symbol, eine Unbestimmte. Die a;
bezeichnet man als die Koeffizienten des Polynoms. Die Menge aller Polynome
mit reellen Koeffizienten bezeichnet mam mit R[z]. Ist a,, # 0, so heifit n der
Grad des Polynoms ag + a1 + - + anx™.

Polynome kann man addieren und multiplizieren:

(ap+ a1z + -+ anx™) + (bo + brx + - - + bpz™)
= (ao+bo)+ (a1 +b)x+---,
(ag+arz+ -+ anx™) (bg +brx + - + bpz™)
agbo + (a1bo + aob1)z + (azby + a1by + agby)z® + - -

= ot art -+ g™,
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wobei a; = 0 fiir 7 > n und b; = 0 fiir j > m gesetzt wird und

k
Ck Zzzaibk—i furk:(),l,,n—l—m
i=0
Jedes Polynom
ap +ax + -+ apa” € Rlz]

liefert nun eine Funktion f : R — R durch
a€eR- fla)=ap+a1a+ -+ a,a™ € R.

Diese Funktion nennt man auch eine ganzrationale Funktion. Abkiirzend schreibt
man fiir das Polynom ag + a1z + -+ 4+ a,2™ auch f(z). Zunichst ist diese
Schreibweise gefdahrlich, weil es um verschiedene Objekte geht. Es konnte ja
sein, dass verschiedene Polynome gleiche Funktionen definieren. Wir werden
aber gleich zeigen, dass dies nicht der Fall ist.

Definition FEine Zahl « € R heifit Nullstelle des Polynoms f(z) genau dann,
wenn f(a) = 0.

Satz 8.1 Ist a € R Nullstelle des Polynoms f(x), dann gibt es ein g(x) € R[z],
so dass

f(@) = (x —a)-g(x).
Beweis. Durch Ausmultiplizieren sieht man
2P —af = (z—a)(@xP P a2+ aaP P 4 faP 2 4P,
Es sei f(a) = 0. Dann gilt

flz) = a+az+- - +a,2" —(ap+ a1+ -+ a,a™)
= ay(z—a)+ag(x® —a?)+ -+ ap(z" —a”).
O

Satz 8.2 Fin Polynom vom Grad n hat hichstens n verschiedene Nullstellen.

Beweis. Es sei f(x) ein Polynom vom Grad n > 0. Hat f(x) keine Nullstelle,
so ist man fertig. Ist fir « € R f(a) = 0, so kann man nach Satz 8.1 f(z) =
(x — a)g(x) fiir ein Polynom g(z) schreiben. Der Grad von g(x) ist aber n — 1.
Also kann man den Satz durch Induktion beweisen; ein Polynom vom Grad 0
hat keine Nullstellen. a

Satz 8.3 Fs seien fi(x), fa(x) zwei Polynome, die dieselbe Funktion von R nach
R liefern. Dann sind f1(x) und fo(x) als Polynome gleich, d.h. alle Koeffizienten
sind gleich.
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Abbildung 2: Graph von f(z) = 2% — 2

Beweis. Wir betrachten das Polynom f(x) — f2(x). Wenn die Polynome f;(z)
und fy(z) als Polynome verschieden wiiren, dann wére dieses Polynom nicht
das Nullpolynom, hétte also einen Grad n > 0. Nach Satz 8.2 hat fi(x) — fa(x)
héchstens n Nullstellen. Nach Voraussetzung hat fi(x) — fo(x) aber jedes o € R
als Nullstelle. Dies sind unendlich viele. Also gilt fi(x) = fa(x). O

Man veranschaulicht sich eine Funktion durch einen Graphen. Es sei f :
D — R eine Funktion. Dann heifit die Menge

{(z,y) e RxR[z €D,y = f(x)}

der Graph der Funktion f. Der Graph der Funktion f(x) = 2 — z ist in Abb. 2
angegeben.

Rationale Funktionen

Sind ¢g und h ganzrationale Funktionen und ist M = {o € R|h(a) = 0} die
Menge der Nullstellen von h, so wird durch

fla) = 2

- N(x)

eine Funktion f: R\ M — R erkldrt. Funktionen dieses Typs heiflen rationale
Funktionen.

Eine rationale Funktion kann auf ihrer Definitionsmenge mit einer ganzra-
tionalen Funktion iibereinstimmen: Z.B. gilt fiir x € R\ {-1,1}

Aber: Die Funktionen

r — 1422 zeR,

1—2
Tr m, x € R\{—l,l},



8 Funktionen 53

sind verschieden, weil ihre Definitionsbereiche verschieden sind! Aber die Funk-
tionen

sind gleich!

Exponentialfunktion

Die Exponentialreihe definiert eine Funktion

exp: R — Ri:={reR|r>0}
x — exp(x) ’

Diese Funktion heif3t die Ezponentialfunktion. Die Exponentialfunktion ist streng
monoton wachsend.

Definition Eine Funktion f: D — R heifit monoton wachsend, wenn fiir alle
x1,x9 € D gilt:
1 < g = f((El) < f(.’EQ)

Die Funktion f heiflt streng monoton wachsend, wenn fir alle z1,x2 € D gilt:

1y < w2 = f(x1) < f(712).

Entsprechend werden die Eigenschaften monoton fallend und streng monoton
fallend definiert. Ist f entweder streng monoton wachsend oder streng monoton
fallend, so heiflt f streng monoton.

Man beachte: konstante Funktionen sind sowohl monoton wachsend als auch
monoton fallend.
Nach Korollar 7.2 ist exp streng monoton wachsend.

Satz 8.4 Ist f: D — R streng monoton, so ist [ injektiv, es existiert also eine
Umkehrfunktion f=1: f(D) — D und diese ist ebenfalls streng monoton.

Warnung Die Umkehrfunktion f~! ist nicht zu verwechseln mit der Funktion
1
7!

Beweis. Es sei f etwa streng monoton wachsend. Dann gilt
T # o
= entweder x1 < x5 oder x5 < 1
= entweder f(z1) < f(z2) oder f(z2) < f(x1)
= flz1) # f(z2).

Also ist f injektiv und es existiert die Umkehrfunktion f=!: f(D) — D.
Die Funktion f~! ist streng monoton wachsend: Andernfalls giibe es y;,ys
mit y; < yo und f71(y1) > f7 ' (y2). Setze

zy = y), w2 i= T (y2).
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Dann gilt
x1 > 22 und y1 = f(z1) < f(z2) = y2.

Das widerspricht der Voraussetzung, dass f streng monoton wachsend ist.
Fiir streng monoton fallende Funktionen verlduft der Beweis analog. O

Bemerkung 8.1 Die strenge Monotonie ist eine hinreichende, aber keine not-
wendige Bedingung fiir die Umkehrbarkeit einer reellen Funktion. Z.B. bildet
f:10,1] — R mit
_ T fur z € Q,
f(x)—{ 1—z firzgQ,

das Intervall [0, 1] bijektiv auf [0,1] ab, ist aber nicht (streng) monoton.

Nach Satz 8.4 ist die Exponentialfunktion also injektiv. Auflerdem wissen
wir nach Korollar 7.1, dass exp(n) = e" fiir alle ganzen Zahlen n gilt. Die
Folge (€")nen nimmt beliebig groBe Werte an, die Folge (e™"),en wiederum
nimmt beliebig kleine Werte an. Der Graph der Exponentialfunktion sieht also
folgendermaflen aus:

Aus der Graphik ist anschaulich klar, dass exp : R — R auch surjektiv ist.
Das ist aber kein Beweis. Den Beweis werden wir im Zusammenhang mit der
Untersuchung stetiger Funktionen erbringen.

9 Logarithmus und allgemeine Potenz
Definition Die Umkehrfunktion von exp : R — R%.
In:R} - R
(manchmal auch log genannt) heifit der natirliche Logarithmus.
Satz 9.1 (Funktionalgleichung des Logarithmus) Fiir alle z,y € R, gilt

In(zy) = lnz+lny,

x
In(—) = Inz—Iny.
(y)
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Beweis. Diese Gleichungen folgen daraus, dass exp ein Gruppenhomomorphis-
mus von (R*,-) nach (R, +) ist. Denn dann ist die Umkehrabbildung ebenfalls
ein Gruppenhomomorphismus. Die Gleichungen lassen sich aber auch leicht di-
rekt ableiten: Wir setzen £ := In(x) und 7 := In(y). Dann gilt nach Definition
exp(§) = « und exp(n) = y. Aus der Funktionalgleichung von exp folgt

exp(& 4+ 1) = exp(§) exp(n) = zy.

Daraus folgt
In(zy) =¢+n=Inz+1Iny.

Die andere Gleichung folgt hieraus. O

Definition Fiir a € R, a > 0, und = € R definieren wir die allgemeine Potenz

zur Basis a durch

a” :=exp(zlna).

Satz 9.2 (i) Fir alle z,y € R gilt
a®tV = a"a¥.
(ii) Fir n € N stimmt die Definition von a™ mit der alten Definition a™ =
a---a (n Faktoren) iberein.
(iii) Fir allep € Z und g € N mit ¢ > 2 gilt

= vaP.

Qs

a

Beweis. (i) folgt unmittelbar aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion.
Zu (ii): Durch vollstindige Induktion zeigt man

n

exp(nz) = (exp(z))
fir alle n € N und 2 € R. Mit = Ina folgt (ii).
Zu (iii): Die Behauptung (iii) folgt aus

q
P _ — p _ p _(,2\*
a? = exp(plna) = exp(q . Ina) (exp(q In a)) (a ) .

Satz 9.3 Fiir alle a,b € R} und z,y € R gilt:
(i) (a®)¥ = a™.

(ii) a®b® = (ab)”.
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Beweis. Zu (i): Wegen a® = exp(zIna) ist In(a”) = z1na, also
(a®)¥ = exp(yIn(a”)) = exp(yzlna) = a™¥.
Die Behauptungen (ii) und (iii) sind ebenso einfach zu beweisen. O

Die Funktion = — a” (z € R) ist fiir a > 1 streng monoton wachsend und
fiir 0 < a < 1 streng monoton fallend. In beiden Féllen wird R bijektiv auf R*
abgebildet. Falls a > 0, a # 1, existiert also die Umkehrfunktion von z +— a”,
sie wird Logarithmus zur Basis a genannt und mit

log, :RY = R
bezeichnet. Mit dem natiirlichen Logarithmus besteht der Zusammenhang

Inx
log, z = —,
Ina

denn aus x = a¥ = exp(y - Ina) folgt

Inz =ylna =log,x-Ina.

10 Komplexe Zahlen, Trigonometrische Funk-
tionen

Mit Hilfe der Exponentialfunktion kann man die folgenden Funktionen definie-
ren:

Definition Die Hyperbelfunktionen sind definiert als:

1

coshx = 5(6‘"’3 +e ) cosinus hyperbolicus
1

sinhz := 5(61 —e ") sinus hyperbolicus

Warum heiflen diese Funktionen Hyperbelfunktionen? Wir ordnen einem x €
R das Paar (£,7) = (coshz,sinhz) € R? zu. Wenn nun z die reelle Zahlengerade
durchléuft, so durchlaufen die Bildpunkte (£,7) eine Kurve. Wie sieht diese
Kurve aus? Dazu bemerken wir, dass fiir £ = coshz und 1 = sinh z gilt:

§+77 = e >Oa
5_77 = e—I >O7
e —n? = 1.

Also haben wir es mit einer Hyperbel zu tun. Die Ebene R? wird durch die
Geraden £ +7 =0 und £ — n = 0 in 4 Quadranten eingeteilt, wenn auch nicht
in die iiblichen. Wegen £ + 1 > 0 und £ — n > 0 fiir Punkte auf der Kurve liegt
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die Kurve ganz im rechten Quadranten.

Aus den Reihendarstellungen

n=0
— (—2)" & z"
e = Z n! = Z(_l)n nl’
n=0 n=0
erhilt man
= z2k 22 2t S
coshx:kZO@k)! :1+§+I+a+...

Entsprechend erhilt man
o 2k+1 3 5 7

L@kl TR e T

sinhz =
Diese Reihen konvergieren absolut fiir jedes € R.

Nachdem wir die Hyperbel £2 — n? = 1 parametrisiert haben, soll nun auch
der Kreis parametrisiert werden. Der Kreis ist durch die Gleichung £2 + 7% =1
gegeben. Nun wenden wir einen Kunstgriff an: Von der Hyperbel kommt man
zum Kreis, wenn man 7 durch %77 ersetzt, wobei i2 = —1 ist. Aus (coshz)? —
(sinhz)? = 1 folgt dann, dass fiir jedes z auch

1
(coshz)? + (= sinhz)? = 1
i

gilt. Um die Sache nun noch schlimmer zu machen, ersetzen wir auch noch x
durch iz:

(cosh(iz))? + (% sinh(iz))? = 1.

Nun gilt erstaunlicherweise

. x?2  at 2f
cosh(iz) = 1—54-1_64_... ER,
| w3 25 2T
gsmh(zaz) = x—§+a_ﬁ+... cR.
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Wir werden definieren

Definition Fiir jedes z € R sei

o0 2%k 2 4 6
— Y A A
cos(z) = Z( 1) k) =1 51 + TR +oey
k=0
22k R R

AN CT A TR

i
M8

sin(z)

=
Il
o

Unsere Argumentation wollen wir nun auf sichere Fiifle stellen. Dazu fithren
wir zunéchst die komplexen Zahlen ein.

Die Menge R x R aller (geordneten) Paare reeller Zahlen bildet zusammen
mit der Addition und Multiplikation

(@1, 01) + (2,92) = (21 + 32,91 +¥2)
(z1,91) - (22,92) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + Y172)
einen Korper. Dieser Korper heifit der Korper C der komplexen Zahlen. Das
Nullelement ist (0,0), das Einselement ist (1, 0).
Da
(21,0) + (22,0) = (21 4+ 22,0) und
(xlvo) : (xg,()) = (.TLCCQ,O)

gilt, kann man z € R mit (z,0) € C identifizieren:

R —= C
x = (z,0)

Die Menge R wird so eine Teilmenge von C. Setzt man noch i := (0, 1), so erhiilt
man die gebréduchliche Schreibweise fiir komplexe Zahlen:

(,9) = (2,0)+(0,1) - (y,0) =z +iy (z,y €ER).
Es gilt
i? = (0,1) - (0,1) = (=1,0) = —1.
Fiir eine komplexe Zahl z = © + iy (x,y € R) werden Realteil und Imagindrteil

wie folgt definiert:
Re(z) := =z, Im(z) :=y.
Zwei komplexe Zahlen z und 2’ sind also genau dann gleich, wenn Re(z) = Re(z')
und Im(z) = Im(2’) gilt.
Es sei z =z +iy € C (x,y € R). Dann heifit z := z — iy die zu z konjugiert
komplexe Zahl. In der Gauschen Zahlenebene entsteht z aus z durch Spiegelung
an der reellen Achse. Es gilt

z=z< z€R

Aus der Definition folgt
1 _ 1 _
Re(z) = 5(2 +2z), Im(z)= Z(z —z).

Einfach nachzurechnen sind folgende Rechenregeln fiir die Konjugation:
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Satz 10.1 Fiir alle z,z1, 29 € C gilt

(a) z=z.

(b) z1 ¥ 22 =71 + %2

(c) Zizz =71 Z2.

Es sei z = 2 + iy € C. Dann ist
22 = (z +iy)(z —iy) = 2% + ¢*
eine nichtnegative reelle Zahl. Man setzt
2| := V22

Die Zahl |z| heifit der Betrag von z. Da |z| = /22 + y?, ist der Betrag von z
gleich dem Abstand des Punktes z vom Nullpunkt der Gaufischen Zahlenebene.

Fir z € R stimmt der Betrag mit dem Absolutbetrag fiir reelle Zahlen
iiberein. Fiir alle z € C gilt |z| = |Z|.

Satz 10.2 Fiir alle z, 21,29 € C gilt
(a) |2] >0; 2| =0< 2 =0.
(b) |21 + 22| < |21| + |22| (Dreiecksungleichung).
(©) |z122] = [21][22].

Beweis. (a) ist klar.
Zu (c): Nach Definition des Betrags ist

|2122|2 = (z2122)(Z1%2) = z120%122 = (2171) (22%2) = |21\2|Z2|2'

Wurzelziehen liefert die Behauptung.
Zu (b): Fiir jede komplexe Zahl z gilt

Re(z) < |z|.
Daraus folgt
Re(z172) < |2172] = |21][Z2] = |21][22]-
Also gilt
1+ 2l = (a+2)E+3)

= 2121 + 2122 + 2221 + 2222

= |z21? + 2Re(21%2) + | 22|?

< a4 20z ]z + [2of?

= (lza] +|22))*.
Wurzelziehen liefert wieder die Behauptung. O

Bemerkung 10.1 Ein Kérper, fiir dessen Elemente z ein Betrag |z| € R defi-
niert ist, so dass die drei Eigenschaften aus dem vorherigen Satz gelten, heifit
ein bewerteter Korper. Die Korper @Q, R und C sind bewertete Korper.
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Wir kénnen nun auch Folgen und Reihen komplexer Zahlen betrachten. Die
Konvergenzbegriffe fiir Folgen und Reihen iibertragen sich wortlich. Ohne Be-
weis geben wir den folgenden Satz an. Der Beweis ist Routine.

Satz 10.3 Es sei (¢y)nen eine Folge komplexer Zahlen. Die Folge konvergiert
genau dann, wenn die beiden Folgen (Re(cp))nen und (Im(cp,))nen konvergieren.
Im Falle der Konvergenz gilt

lim ¢, = lim Re(c,) +4 lim Im(cy).

n—oo n—oo n—oo

Korollar 10.1 Es sei (¢p)nen eine Folge komplexer Zahlen mit lim, o, ¢, = c.
Dann konvergiert auch die Folge (C)nen und es gilt

lim ¢, =c.
n—oo
Beweis. Dies folgt daraus, dass Re(¢,) = Re(c,,) und Im(¢,) = —Im(cy,). O

Wir kénnen nun fiir jedes z € C die Exponentialreihe

oo n

esz::Z%

n=0

betrachten. Genau wie fiir reelle z zeigt man, dass diese Reihe auch fiir komplexe
Zahlen z absolut konvergent ist. Die Abschiitzung des Restglieds (Satz 7.2) und
die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion (Satz 7.4) gelten auch fiir die
komplexe Exponentialfunktion. Die Beweise iibertragen sich wortlich. Ferner
gilt exp(z) # 0 fiir alle z € C. Auch dies wird genau wie fiir z € R bewiesen.

Satz 10.4 Fir jedes z € C gilt

exp(Z) = exp(z).

Beweis. Es sei
k

n Zk _ n 2
Sn(2) ::Zg’ Sn(2) ::ZH.
k=0 k=0

Nach den Rechenregeln fiir die Konjugation gilt fiir alle n € N

k=0 k=0 k=0

Aus dem vorhergehenden Korollar folgt daher

exp(2) = lim 5,(2) = lim s,(2)

= lim s,(2) = exp(2).
O
Wir betrachten nun die Funktion = +— exp(iz) (¢ € R). Was ist die Werte-
menge dieser Funktion? Nach dem vorhergehenden Satz gilt

lexp(iz)|? = exp(iz)exp(iz) = exp(iz) exp(iz)

= exp(iz)exp(—iz) = exp(0) = 1.
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Die Menge
St={zeC||z|=1}

heiBt auch Einheitskreis. Mit 2z, 2o € S! ist auch ihr Produkt z; - 2o € S'.
AuBerdem gilt 1 = (1,0) € S* und mit z € S* ist auch 1 € S'. Deshalb bildet
(S1,-) eine Gruppe.

Nach der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion ist die Abbildung
z +— exp(iz) (r € R) ein Homomorphismus der Gruppe (R, +) in die Gruppe
(St ).

Fiir exp(iz) schreiben wir auch e**.

Definition Fiir z € R sei

cost = Re(e™)
sinz = Im(e™)
Wegen
) 1 . o _
Re(e') = i(e” + e **) = cosh(iz),
Im(e™®) = l(e” —e ) = 1sinh(iylc)
2 S ’

stimmt diese Definition mit der alten iiberein.
Es ist also
e =cosx +isinaz (Bulersche Formel).
Dies kénnen wir geometrisch so deuten: @ ist ein Punkt des Einheitskreises
und cosx bzw. sinz sind die Projektionen dieses Punktes auf die reelle bzw.
imaginére Achse.

sin x ! T

CoS T

Das Argument x kann man als die orientierte Linge des Bogens e, 0 <t < x
(bzw. 0>t > z, falls z negativ ist), deuten.

Satz 10.5 Fir alle x € R gilt:

(a) cosz = (" +e7™), sinw = 5 (e — ).
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(b) cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz.

(c) cos®x +sin®z = 1.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition. O
Satz 10.6 (Additionstheoreme) Fir alle x,y € R gilt

(a) cos(x +y) =coszcosy — sinxsiny.

(b) sin(z +y) = sinzcosy + coszsiny.

Beweis. Aus der Eulerschen Formel und der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion ergibt sich

cos(x + y) + isin(z + y)
_ ei(w-‘ry) — eiz—i—iy _ ei:veiy

= (cosz +isinzx)(cosy + isiny)

= (coszcosy —sinxsiny) + i(sinx cosy + cos x siny).
Vergleicht man Real- und Imaginérteil, so erhédlt man die Behauptung. O

Korollar 10.2 Fir alle x,y € R gilt

- . — LTy o Ty
(a) sinz —siny = 2cos *5¥ sin 5.
(b) cosz — cosy = —2sin £F¥ sin LY.
Bewets. Wir setzen
wi= 2 ty vi=2"Y
' 2 7 2

Dann gilt z = v 4+ v und y = v — v. Aus dem vorhergehenden Satz folgt

sinz —siny sin(u + v) — sin(u — v)

(sinucosv + cosusinv) — (sinu cos(—v) + cosu sin(—v))

= 2cosusinv

x+ysinx_y
2 2

= 2cos

Die zweite Gleichung wird analog bewiesen. O
Satz 10.7 (a) Fir alle x € R gilt |sinz| < |z|.
(b) Fiir alle x,y € R gilt

|y—(E|7
ly — .

| cosy — cos x|

IN A

|siny — sin x|
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Beweis. Zu (a): Aus der Reihendarstellung von sin z folgt
|sinz| < |x]

fiir 0 <z < 1. Wegen sin(—z) = —sinz folgt diese Ungleichung fiir |«| < 1. Fiir
|z| > 1 ist die Ungleichung aber wegen |sinz| < |e*| = 1 trivialerweise erfiillt.
Zu (b): Wegen |sinz| <1 fiir alle z € R und (a) folgt aus Korollar 10.2

|cosy — cosx| = 2 sin 21Y] |sin §2’y;x‘|y9§

y—x‘

fiir alle z,y € R. Analog wird die zweite Ungleichung bewiesen. O
Satz 10.8 Die Funktion cos hat im Intervall [0,2] genau eine Nullstelle.

Definition Diese Nullstelle bezeichnet man mit g

Wir werden diesen Satz erst spater vollsténdig beweisen. Zum Beweis brau-
chen wir aber drei Hilfssétze, die wir jetzt schon beweisen.

Lemma 10.1 cos2 < —%.

Beweis. Aus der Reihendarstellung von cos folgt:

4 16 1
cos?zl—g—i—z—r:—g—r mit r > 0.

Lemma 10.2 sinx > 0 fiir alle € (0,2].

Beweis. Die Reihendarstellung von sin lautet:

2 27

TR T

Fiir 0 < 2 < 2 handelt es sich bei der rechten Seite um eine alternierende Reihe
mit monoton gegen 0 fallenden Reihengliedern. Die Summe der ersten beiden
Glieder ist positiv, die jeweiligen Fehler sind nicht negativ (vgl. den Beweis zum
Leibniz-Kriterium). Also ist sinz > 0 fiir 0 < x < 2. O

Lemma 10.3 Die Funktion cos ist im Intervall [0,2] streng monoton fallend.

Beweis. Es sei 0 < 21 < z2 < 2. Dann folgt aus Lemma 10.2 und Korollar 10.2

. T1t+ X2 . To— 21
CoSxo — CcosT| = —2sin 5 sin 5 < 0.

Korollar 10.3 (Spezielle Werte der Exponentialfunktion)

i3z

=i, €"=-1, €7 =—i =1
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Beweis. Da cos § = 0, ist
sinzg :1—cos2g =1.
Nach Lemma 10.2 ist sin § > 0, also sin § = 1, also
iz U +isi m .
e'? =cos — +isin — =1i.
2 2
Die restlichen Behauptungen folgen wegen
e =",
O
Aus diesem Korollar ergibt sich folgende Wertetabelle fiir sin und cos:
T 0|5 | 7 37” 2m
sinx 110 (-1|0
cosx |10 |—-1] 0 1
Korollar 10.4 Fir alle x € R gilt
(a) cos(x + 2m) = cosx, sin(x + 27) = sinx.
(b) cos(z +7) = —cosz, sin(z +7) = —sinzx.
(c) cosx =sin(§ — x), sinx = cos(§ — ).
Beweis. Additionstheoreme und obige Wertetabelle. O

Bemerkung 10.2 Aus dem Korollar folgt, dass man nur die Funktion cos im
Intervall [0, 5] zu kennen braucht, um den Gesamtverlauf der Funktionen cos

2
und sin zu kennen.

sin
cos

Korollar 10.5 (Nullstellen von sin und cos) (a) {# € R|sinz = 0}

{km|k € Z}.
(b) {r € R|cosz =0} = {5 + kn |k € Z}.

Beweis. Zu (a): Es gilt sin km = 0 fiir alle k¥ € Z nach Korollar 10.4.

Wir zeigen, dass sin keine weiteren Nullstellen hat: Nach Definition von

s

und wegen cos(—xz) = cosx gilt cosz > 0 fir =5 < x < §. Wegen sinz

cos(§ — ) folgt daraus

sinz >0 fir0<z<m.
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Wegen sin(z 4+ 7) = —sinz gilt
sine <0 fiirm <z <27

Daraus folgt, dass 0 und 7 die einzigen Nullstellen von sin im Intervall [0, 27)
sind.

Es sei nun z eine Nullstelle von sin und m die grofite ganze Zahl, die kleiner
oder gleich 5= ist. Dann gilt

z=2mrm+¢ 0<E<2m,

und
sin€ = sin(x — 2mn) =sinz = 0.

Also ist € =0 oder £ = 7, d.h. £ = 2mm oder x = (2m + 1)7.

Zu (b): Dies folgt aus (a) wegen cosz = —sin(z — 7). O

Korollar 10.6 Fir z € R gilt:
e =1leor=k-2r, kel

Beweis. Wegen

1 7L —Z e "2 T
sm§:2—i(e2fe ) = 2@( -1
gilt
; x
' =1%sin- =0.
e sin 5
Die Behauptung folgt daher aus Korollar 10.5(a). O

Bemerkung 10.3 Korollar 10.6 bedeutet, dass der Kern des Gruppenhomo-

morphismus
(R, +)
x

die Menge 27Z := {27k | k € Z} ist.

(517)

—
— e

Definition Fiir x € R\ {§ + k7 |k € Z} setzt man

Definition Fiir z € R\ {k7 |k € Z} setzt man

CcOs &
cotx =

sinx

Satz 10.9 (und Definition) (a) cos: [0,7] — [—1, 1] ist bijektiv und streng
monoton fallend.
Umkehrfunktion: arccos : [—1,1] — [0, 7].

(b) sin: [=F, 5] = [=1,1] ist bijektiv und streng monoton wachsend.
Umkehrfunktion: arcsin : [-1,1] — [-F, 5].
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(¢0)] arccos

sin arcsin

tan

arctan

cot

arccot

Abbildung 3: Die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen
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(c) tan: (=%, %) — R ist bijektiv und streng monoton wachsend.
Umkehrfunktion: arctan : R — (=3, 3).

(d) cot: (0,7) — R ist bijektiv und streng monoton fallend.
Umkehrfunktion: arccot : R — (0, 7).

Beweis. (a) Nach Lemma 10.3 ist cos in [0, 2], insbesondere in [0, 7], streng
monoton fallend. Da cosz = —cos(m — ), ist cos auch in [, n] fallend. Nach
Satz 8.4 ist cos injektiv. Den Beweis, dass cos : [0, 7] — [—1, 1] auch surjektiv
ist, werden wir nachtragen.

(b) Wegen sinz = cos(§ — x) folgt aus (a), dass sin im Intervall [—7, 7]
streng monoton wachsend ist.

(c) Wir zeigen zunichst, dass tan im Intervall (-3, %) streng monoton
wachsend ist. Dazu sei 0 < x1 < w2 < 5. Dann gilt sinz; < sinzs und
cosxi > cosxe > 0. Daraus folgt

sinxq sin a9
tanx] = <

= tanzs.
CcOS T COS T2

Die Funktion tan ist also in [0, §) streng monoton wachsend. Wegen
tan(—z) = —tanx

ist tan auch in (-7, 0] streng monoton wachsend. Den Beweis der Surjektivitét

der Funktion tan : (=75, §) — R miissen wir wieder verschieben.
(d) Wegen cotz = —— folgt aus (c), dass cot im Intervall (0,7) streng

tan x
monoton fallend ist. O

Satz 10.10 (Polarkoordinaten) Jede komplexe Zahl z lisst sich schreiben als
z = re'?,
wobei ¢ € R und r = |z| € Ry. Fir z # 0 ist ¢ bis auf ein ganzzahliges

Vielfaches von 27 eindeutig bestimmi.

Definition Die Zahlen r und ¢ nennt man die Polarkoordinaten der komplexen
Zahl z # 0. Die Zahl ¢ gibt den Winkel (im Bogenmaf}) zwischen der positiven
reellen Achse und dem Ortsvektor von z an. Man nennt ¢ auch das Argument
von z.
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Beweis. Fiir z = 0 ist z = 0 - €'Y mit beliebigem (.
Es sei jetzt z # 0, r := |z| und ¢ := 2. Dann ist || = % = 1. Es sei
¢ =<¢+41in, £,m € R. Dann gilt

2 4+n?=1und ¢ <1

Deshalb ist
« 1= arccos &

definiert. Da cos a = &, folgt

sina = 44/1 — €2 = £,

Wir setzen
- a falls sina =7,
Y71 —a falls sina = —1.
Dann gilt 4
e =cosp+isinp =& +in=_.
Damit gilt

z=re'’.

Die Eindeutigkeit von ¢ bis auf ein Vielfaches von 27 folgt aus Korollar 10.6.
Denn _ _ _
¢ = = ) =1 = o —¢p = 2%, kel

Bemerkung 10.4 Aus Satz 10.10 folgt, dass der Gruppenhomomorphismus
T — e

surjektiv ist.

Bemerkung 10.5 Satz 10.10 erlaubt eine einfache Interpretation der Multipli-

kation zweier komplexer Zahlen: Es sei z; = m€*%1, 25 = ro€'2. Dann ist

212y = rlrge’(“’1+‘P2).

Man erhilt also das Produkt zweier komplexer Zahlen, indem man ihre Betrége
multipliziert und ihre Argumente addiert.

Korollar 10.7 (n-te Einheitswurzeln) FEs sein € N, n > 2. Die Gleichung
z" =1 hat genau n komplexe Lésungen, ndmlich z = (., wobei

i2k7r

(p=¢""n, k=0,1,...,n—1.

Beweis. Essei 2 € Cmit 2" =1, z=re, r >0, 0 < ¢ < 21. Wegen

L=l = el =0

ist r =1, also
2" = (") =P =1,
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Nach Korollar 10.6 existiert ein k € Z mit ny = 2km, d.h.

2k

p=—"
n

Wegen 0 < p <27 ist 0 < k < nund z = (k.
Umgekehrt gilt fiir jedes k

CI::L _ (ez - ) — ez2k7r —1.

11 Stetigkeit

Wir haben die Surjektivitdt der Exponentialfunktion damit begriindet, dass wir
den Graphen ”durchgezogen” zeichnen kénnen. Diese Eigenschaft wollen wir
nun mathematisch exakt beschreiben. Dies fithrt zu dem Begriff der Stetigkeit.

Vage umschrieben hat eine stetige Funktion die folgende Eigenschaft: Andert
man das Argument nur wenig, so dndert sich auch der Funktionswert nur wenig.
Dies wollen wir nun prézisieren:

Definition Eine Funktion f : D — R, D C R, heifit stetig in a € D ge-
nau dann, wenn gilt: Fiir jede Folge (2, )neny mit x, € D fiir alle n € N und
limy, 00 T, = a gilt limy, o0 f(2,) = f(a).

Beispiel 11.1 (1) Die Funktion f : R — R mit f(z) = z, also die Identitit auf
R, ist stetig in jedem a € D = R.
(2) Wir betrachten D =R und f: D — R mit
-1, =<0,
J(@) = { 1, x>0

)

Diese Funktion ist stetig in jedem Punkt a # 0, aber nicht stetig an der Stelle
a=0.

Beweis. Die Folge (%)n>1 konvergiert gegen 0 und es gilt

lim f(l

n—oo’ M

)= 1= f(0).
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Aber die Folge (—%)n>1 konvergiert ebenfalls gegen 0, es gilt jedoch

) 1
Jim f(~) = —1# f(0).
Die Folge 1,-1, 1 —%, %, —%,... konvergiert auch gegen 0 und die Folge der

’ 9
Bildwerte ist 1,—1,1,—1,1,—1, ..., eine divergente Folge. O

(3) Die konstante Funktion f : R — R, & + ¢, ist in jedem Punkt a € R
stetig.

Satz 11.1 FEs seien f: D - R und g: D — R in a € D stetig. Dann sind auch
f+g,c-f (ceR), f-g stetig ina € D. Ebenso 5, falls g(z) # 0 fiir alle x € D.

Beweis. Fiir jede Folge (2, )nen in D mit lim z,, = a gilt nach Voraussetzung
n— oo

Jim f(z,) = f(a) und lim_g(z,) = g(a).

Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen sind die Folgen ((f + g)(zy)),

((ef)(@n)), ((f - 9)(@n)), ((5)(:5,1)) somit auch konvergent und es gilt:

Jim (f +g)(xn) = (f + 9)(a),
Jim (cf)(zn) = (cf)(a),
Jim (f - g)(zn) = (f - 9)(a),
(] _ fla)
o () )=

O

Definition Eine Funktion f: D — R heifit stetig genau dann, wenn f stetig
in jedem a € D ist.

Bemerkung 11.1 Aus Satz 11.1 folgt, dass die stetigen Funktionen f: D — R
einen Vektorraum iiber R bilden.

Korollar 11.1 Jede ganzrationale Funktion ist stetig. Jede rationale Funktion
ist stetig in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs.

Beweis. Die konstanten Funktionen und die identische Funktion x +— z (jeweils
mit der Definitionsmenge R) sind stetig. Da die ganzrationale Funktion

T ag+arz+ -+ ana”

durch Multiplikation und Addition aus diesen Funktionen aufgebaut wird, folgt
die Behauptung fiir die ganzrationalen Funktionen aus Satz 11.1. Auch aus
Satz 11.1 ergibt sich dann, dass die rationalen Funktionen stetig in jedem Punkt
ihres Definitionsbereichs sind. O

Unsere Definition der Stetigkeit hat den Nachteil, dass man alle gegen a
konvergenten Folgen (2, )nen in Betracht zu ziehen hat. Der folgende Satz gibt
eine dquivalente Bedingung an, die praktisch besser zu handhaben ist. Diese
Bedingung wird oft auch als Definition der Stetigkeit genommen.
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Satz 11.2 (e-0-Definition) FEine Funktion f : D — R ist genau dann ina € D
stetig, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass fir alle x € D mit
|z —a| <6 gilt: |f(x) — fa)] <e.

In Quantorenkurzform: f ist stetig in a € D
= Ve>030>0Vz €D (Jz—a| <d=|f(z) — fla)] <e).

In Worte gefasst: f ist genau dann in a € D stetig, wenn man zu jedem (noch
so kleinen) € > 0 ein 6 > 0 finden kann, so dass sich die Funktionswerte f(x)
aller z € D, die sich von a um weniger als § unterscheiden, von f(a) um weniger
als € unterscheiden.

a+4d

Beweis. ,,<=*: Es sei also (zy,)nen mit z,, € D fiir jedes n € N und lim,, o0 x,, =
a gegeben. Zu zeigen haben wir:

lim f(z,) = f(a),

n—roo

d.h. fiir alle £ > 0 gibt es ein ng € N, so dass | f(z,) — f(a)| < € fiir alle n > ng
ist.

Es sei also € > 0 gegeben. Nach Voraussetzung gibt es ein § > 0, so dass fiir
alle x € D mit |z —a| < § gilt:

|f(z) = fla)] <e.
Da (z,,) konvergent mit dem Grenzwert a ist, gibt es ein ng € N, so dass
|z, — al < ¢ fir alle n > ng.

Also gilt auch
|f(zn) — f(a)] < € fiir alle n > ng.

»=*: (Indirekter Beweis) Angenommen, die Bedingung im Satz ist nicht
erfiillt. Dann gibt es ein € > 0, so dass fiir jedes § > 0 ein z € D mit |z —a| < §
existiert, fiir das gilt

[f(z) = fla)] = €.
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Wir wihlen nun 6 = % Dann gibt es zu jedem n € Nein z,, € D mit |z, —a| < %
und [f(z,) — f(a)| > e > 0.
Wir haben also eine Folge (z,,)neny mit lim z, = a gefunden, deren ,Bild-
n—oo

folge“ (f(2n))nen nicht gegen f(a) konvergieren kann. O

Der Nachweis der Stetigkeit einer Funktion f: D — R im Punkte a € D
bedeutet also folgendes: Zun#chst wird eine beliebige e-Umgebung von f(a)
vorgegeben. Dazu ist eine §-Umgebung von a so zu bestimmen, dass alle Punkte
dieser Umgebung — soweit sie zu D gehoren — ihre Bilder in der vorgegebenen
e-Umgebung von f(a) haben.

Wie findet man zu beliebig vorgegebenem ¢ > 0 ein passendes § > 0 mit der
formulierten Eigenschaft? Man versucht aus der Ungleichung |f(x) — f(a)| < e
durch Umformung eine Bedingung fiir |z — y| zu gewinnen und danach ein § > 0
passend zu wéihlen.

Beispiel 11.2 Die Quadratwurzelfunktion
R+ — R+
x T

in an jeder Stelle a € Ry stetig.

Beweis. Ist a = 0 und € > 0 vorgegeben, so kann man § = £ wéhlen. Dann gilt
firallez mit 0 <z <e2=§
VT <e.

Sei nun @ > 0 und € > 0 vorgegeben. Wir formen um
VE—a=———"

VI +al
Fiir § = (va)e gilt:

Vae i _
|x—a\<5:|\/§—ﬁ|<m§%~a—a

O

Satz 11.3 Es sei f: D — R stetig in a € D und f(a) > 0. Dann gibt es ein
d > 0, so dass fir jedes x € D mit |x —al < § gilt: f(z) > 0. Entsprechend gilt:
Falls f(a) < 0, dann gibt es ein § > 0, so dass fiir jedes x € D mit |x —a| < §
gilt: f(z) <0.

Beweis. Betrachte den Fall f(a) > 0. Wihle € = f(a) > 0. Hierzu gibt es ein
d > 0, so dass fiir alle x € D mit |z — a| < 0 gilt:

|f(x) = fla)] < e= f(a),
d.h. f(z) € (f(a) — f(a), f(a) + f(a)),
—_—

=0
also f(x) > 0.

Entsprechend im Fall f(a) < 0: Wéhle e = —f(a), oder wende den ersten
Fall auf die Funktion —f an. O

Wir beweisen nun einige wichtige allgemeine Sétze iiber stetige Funktionen.
Im Folgenden sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall mit a,b € R, a < b.
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Satz 11.4 Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f beschrinkt in [a,b], d. h. es
gibt ein K € R, so dass |f(z)| < K fir alle z € [a,b].

Bemerkung 11.2 Fiir nicht abgeschlossene Intervalle ist dieser Satz i.A. falsch!
Beispiel:

f+ (0,1]-R
r =1

Beweis. Angenommen f ist nicht beschréinkt. Dann gibt es zu jedem n € N ein
ZTn € [a,b], so dass |f(z,)] > n (Sonst wire n eine Schranke). Da die Folge
(n)nen beschrinkt ist, hat sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine
konvergente Teilfolge (z,, )ren mit

lim z,, =:c.

k—o0

Nach Satz 5.10 gilt ¢ € [a,b]. Aber die Bildfolge (f(2n,))ken ist nicht einmal
beschrankt, geschweige denn konvergent, da nach Konstruktion

|f (@, )| 2 i = k

fiir jedes k € N gilt. Das ist aber ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass
f+ [a,b] = R stetig ist. O

Satz 11.5 Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann nimmt f Mazimum und Minimum
auf [a,b] an, d.h. es gibt x,y € [a,b], so dass f(x) = sup f([a,b]) und f(y) =
inf f([a,b]).

Bemerkung 11.3 Dieser Satz ist wiederum i.A. falsch fiir nicht abgeschlossene
Intervalle. Beispiel f: (1,2) = R, x + x.

Beweis. Wir geben nur den Beweis fiir das Maximum. Der Ubergang von f zu
—f liefert dann die Behauptung fiir das Minimmum.
Nach dem eben bewiesenen Satz ist die Menge

f(la, b)) :={f(z) | © € [a,b]}

beschriankt. Nach dem Vollsténdigkeitsaxiom besitzt f([a,b]) daher ein Supre-

mum s := sup f([a, b]). Die Zahl s ist die kleinste obere Schranke, also ist s — +

n
keine obere Schranke, also gibt es zu n € N ein z,, € [a,b], so dass

(%) 5 — % < fzp) <s.

Die Folge (x,)nen besitzt eine konvergente Teilfolge (zy, )ken mit

lim z,, =z € [a,b)].
k—o0

Aus der Stetigkeit von f folgt

—



11 Stetigkeit 74

Satz 11.6 (Zwischenwertsatz) FEs sei f: [a,b] — R stetig und f(a) < 0 <
f(b). Dann gibt es ein z € [a,b] mit f(z) =0.

Bemerkung 11.4 Die Aussage ist anschaulich klar: Der Graph von f ist eine
Kurve, die die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) verbindet. Die Stetigkeit von f
bedeutet gerade, das diese Kurve ohne Absetzen gezeichnet werden kann. Da
(a, f(a)) unterhalb und (b, (b)) oberhalb der z-Achse liegt, muss diese Kurve
daher die z-Achse schneiden.

Die Aussage wird falsch, wenn man nur innerhalb der rationalen Zahlen
arbeitet: Beispiel: D ={z € Q| 1 <z < 2},

f: D—=R
x> z2—2

Beweis. Wir betrachten die Menge
M :={z € [a,b]| f(z) < 0}.

Wegen a € M folgt M # (), M ist durch b nach oben beschrinkt. Nach dem
Vollstandigkeitsaxiom existiert

z :=sup M.
Um zu zeigen, dass f(z) = 0 gilt, widerlegen wir die Annahmen

(1) f(z) <0

(2) f(z)>0

Zu (1): Nach Satz 11.3 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle z € [a,b] mit
|z —z| < § gilt: f(z) <O0.Da z # b (wire z = b, so hitte man nach (1) f(b) <0
im Widerspruch zur Voraussetzung), gilt z < b. Somit gibt es ein & > z mit
f(x) < 0. Daher kann z nicht obere Schranke von M sein.

Zu (2): Nach Satz 11.3 gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle z € [a,b] mit
|z — 2| < § gilt: f(x) > 0. Da z > a ist (fiir z = a hitte man f(a) > 0
im Widerspruch zur Voraussetzung), kann dann aber z nicht die kleinste obere
Schranke von M sein. O

Satz 11.7 (Variante des Zwischenwertsatzes) Es sei f: [a,b] — R stetig
und ¢ eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann ezistiert ein z € [a,b] mit

1) =c.
Beweis. Sei etwa f(a) < ¢ < f(b). Wende den vorherigen Satz auf die Funktion

g: [a, b= R
z = f(x)—c

an. O

Wir geben nun eine Anwendung des Zwischenwertsatzes.
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Satz 11.8 Ein Polynom
fx) =ao+arz+ - +aa"
ungeraden Grades n besitzt mindestens eine Nullstelle in R.

Bemerkung 11.5 Ein Polynom geraden Grades braucht keine reelle Nullstelle
zu besitzen, wie das Beispiel x — 22 + 2 zeigt.

Beweis. O.B.d. A. sei a,, > 0. Fiir = # 0 ist

ag a1

f(x):x”( +~~~+an).

xn xn—l

Es gibt ein K > 0, so dass fiir alle € R mit |z| > K gilt

ap Gn—1 QA
... < .
’x” o T ’ 2
Fiir |z| > K gilt dann sogar
f(z) Qo a1 anp
o T T T a2 >0

Fiir z > K ist deswegen f(z) > 0, fir x < —K ist f(z) < 0. Also hat nach dem
Zwischenwertsatz f eine Nullstelle im Intervall [- K, K]. O

Nun tragen wir die noch ausstehenden Beweise nach.
Satz 11.9 Die Exponentialfunktion exp: R — R ist stetig und surjektiv.

Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst die Stetigkeit. In Satz 7.5 haben wir bewiesen:
Zu jedem a € R existiert ein L > 0 mit

r,y <a=|exp(z) —exp(y)| < L]z —yl.

Es sei b € R gegeben. Setze a := b+ 1. Es sei L > 0 die Konstante, die zu a
nach der zitierten Aussage existiert. Es sei € > 0 gegeben. Setze

5
6 :=min(1, —).
min( 7L)
Dann gilt fiir alle € R mit | —b] < ¢
|exp(z) —exp(b)| < Lz — b| < Lé = ¢.
Also ist exp stetig in b. Da b € R beliebig war, ist exp stetig.
(ii) Zum Beweis der Surjektivitiit sei y > 0 gegeben. Dann gibt es ein n € N,
so dass y € [e™™, "], denn die Folge (¢™"),en ist eine Nullfolge und die Folge

(e™)nen wichst unbeschriankt. Aus dem Zwischenwertsatz folgt nun, dass es ein
x € [—n,n] gibt, so dass exp(x) = y ist. O

Zusammen mit Satz 11.1 folgt:

Korollar 11.2 Die Funktionen sinh : R — R und cosh : R — R sind stetig.
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Satz 11.10 Die Funktionen sin : R — R und cos : R — R sind stetig.

Beweis. Es sei a € R und € > 0 gegeben. Wahle § = ¢. Dann gilt fiir alle z € R
mit |x —a| > ¢ wegen Satz 10.7

|sinz —sina| < |z —al < e =0.
Entsprechend fiir cos. O

Zusammen mit Satz 11.1 folgt:

Korollar 11.3 Die Funktionen tan und cot sind stetig auf ihren Definitionsbe-
reichen.

Nun tragen wir den Beweis von Satz 10.8 nach.

Beweis von Satz 10.8. Da cos0 = 1 und cos2 < —i (Lemma 10.1), besitzt
die Funktion cos nach dem Zwischenwertsatz im Intervall [0, 2] mindestens eine
Nullstelle. Nach Lemma 10.3 gibt es nicht mehr als eine Nullstelle. O

Fiir den Beweis von Satz 10.9 benotigen wir noch den folgenden Satz:

Satz 11.11 Es sei f : [a,b] — R eine stetige, streng monoton wachsende Funk-
tion und ¢ := f(a), d:= f(b). Dann gilt:

(i) f bildet [a,b] bijektiv auf [c,d] ab, und

(ii) die Umkehrabbildung =1 : [c,d] — [a,b] ist auch stetig.

Beweis. Zu (i): f ist injektiv nach Satz 8.4. Aus a < z < b folgt ¢ < f(z) < d,
also bildet f das Intervall [a,b] in [¢, d] ab. Die Surjektivitét von f folgt aus dem
Zwischenwertsatz.

Zu (ii): Es sei ¢ € [c,d]. Dann gibt es p € [a, b] mit f(p) = ¢. Zu vorgegebenem
¢ > 0 miissen wir nun ein 6 > 0 finden, so dass fiir alle = € [¢, d] gilt

f(p)—6<:c<f(p)+5épf€<f*1(;z:)<p+5.

Wir setzen zunéchst voraus, dass ¢ < q < d, also auch a < p < b. O.B.d.A.
sel € > 0 so gewiihlt, dass p + ¢ € [a,b] (eventuell muss man das gegebene &
verkleinern). Wegen
p—e<p<p+te
gilt
flp—¢e) <flp) < flp+e).
Wihle
6 :=min{f(p+e) = f(p), f(p) — f(p— &)}

Dieses § tut es: Es sei « € [¢, d] mit

flp)—d<z<f(p)+9d

Dann gilt
flp—¢g)<z<flp+e),
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also
p—e< flz)<p+e.

Gilt ¢ = ¢ oder ¢ = d, etwa ¢ = ¢, so konnen wir € nur so verkleinern, dass
p+e € [a,b]. Wihle dann § = f(p+¢) — f(p). Analog im Fall ¢ = d. O

Beweis von Satz 10.9. (a), (b) Aus dem schon bewiesenen Teil und Satz 11.11
folgt, dass cos und sin bijektiv sind.

(c) Wir miissen noch zeigen, dass tan : (=5, %) — R surjektiv ist. Dazu
zeigen wir zunéchst, dass fiir jede Folge (2, )nen mit z, < § und lim, o0 2, = §
die Folge (tanz,,),en nach oben unbeschréinkt ist.

Es sei (z,,) eine solche Folge, 0.B.d.A. sei x,, > 0 fiir alle n € N. Dann gilt

lim, o, cosz, COSG 0

lim cot(z,) = = =-=0.
n—00 (zn) lim,, o Sin x,, sin 5 1
Wegen tanz, = ﬁ wichst daher die Folge (tanz,,),en unbeschrinkt.
Wegen tan(—xz) = — tan z ist fiir jede Folge (z,,) mit —% < z,, und lim, o z, =

—7 die Folge (tanz,) nach unten unbeschrénkt.

Der Rest der Behauptung folgt analog zum Beweis von Satz 11.9 aus dem
Zwischenwertsatz.

(d) Der Beweis der Surjektivitit von cot : (0,7) — R verlduft analog. O

Vor weiteren Anwendungen schieben wir noch einige Bemerkungen iiber die
Restriktion von Funktionen ein. Eine Funktion f : D — R ist nur vollstindig
definiert, wenn man ihren Definitionsbereich D mit angibt. Dann erst kann man
von Stetigkeit dieser Funktion reden. Ist nun D; C D, so heifit

f|D12 D1 — R
z — f(2)

die Restriktion oder Einschrinkung von f auf D;. Sie unterscheidet sich von f
nur durch den neuen, kleineren Definitionsbereich. Wenn es aus dem Zusam-
menhang klar ist, schreibt man manchmal auch etwas ungenauer f anstelle von

f‘Dl‘

Satz 11.12 Es sei f : D — R eine Funktion, D1 C D, a € D;. Ist f stetig in
a, so ist auch f|p, stetig in a.

Beweis. Jede Folge (z,)neny von Elementen aus D; ist auch eine Folge von
Elementen aus D. Deshalb folgt aus lim, oo 2, = @
Jim flp, (z,) = lim f(zn) = f(a).

d

Dass der Satz nicht ganz trivial ist, sieht man daran, dass die Umkehrung
falsch ist: Jede Funktion auf D; = {a} ist stetig, da die einzige Folge in D;
die Folge a,a,a,... ist, deren Bildfolge f(a), f(a), f(a),... offenbar gegen f(a)
konvergiert. Es gilt aber der folgende Satz.

Satz 11.13 Es sei f : D — R eine Funktion und a € D1 C D. Es gebe ein
17 >0, so dass (a —n,a+mn) C Dy. Dann ist f : D — R stetig in a genau dann,
wenn f|p, stetig in a ist.
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Beweis. 7=" ist klar.

"<": Es sel (zy,)nen eine Folge von Elementen aus D mit lim,, o, z, = a.
Dann gilt fiir fast alle n € N die Ungleichung |z, — a| < 7, also sind nach
Voraussetzung fast alle z,, € D;. Die endlich vielen Ausnahmen stéren nicht,
also gilt

lim f(xn> = lim f|D1 (xn) = f‘D1 (CL) = f(a’>
n—oo

n—o0

Korollar 11.4 Die Funktion In : R} — R ist iberall stetig.

Beweis. Es sei s € R und ¢ := Ins. Dann ist ¢’ = s. Wir legen nun um ¢ ein
abgeschlossenes Intervall [a, b] herum, etwa [t — 1,¢ + 1]. Da exp auf R stetig ist,
ist auch die Einschrénkung von exp auf das Intervall [t — 1,¢+ 1] stetig und das
Intervall [t —1,¢+1] wird durch exp |;_1 441] auf [e' ™!, e*!] =: [¢, d] abgebildet.
Nach Satz 11.11 ist In | 4 stetig. Es gilt ¢ < d und s € (¢, d). Wir kénnen also
ein 7 > 0 finden, so dass (s — 7,5+ 1) C [e,d]. Nach Satz 11.13 ist also auch In

in s stetig (und nicht nur In |i. 4!). O
Korollar 11.5 Die Funktionen arccos : [—1,1] — [0,7], arcsin : [-1,1] —
(-5, 5], arctan : R — (=%, %) und arccot : R — (0,m) sind stetig auf ihren

jeweiligen Definitionsbereichen.

Beweis. Fiir arccos : [~1,1] — [0,7] und arcsin : [~1,1] — [-7, 7] folgt dies
direkt aus Satz 11.11, fiir die anderen beiden Funktionen argumentieren wir wie
im Beweis des vorhergehenden Korollars. O

Satz 11.14 Es sei f: D1 — R stetig in a € Dy, g: Da = R, f(D1) C Da, g
stetig in f(a). Dann ist go f stetig in a. (go f ist die durch (go f)(x) = f(g(x))
fiir x € Dy definierte Abbildung go f : D1 — R und heifit die Hintereinander-
schaltung der Funktionen f : Dy — Dy und g : Dy — R.)

Beweis. Es sei (zp,)nen eine beliebige Folge mit lim z,, = a. Nach Vorausset-
n—oo

zung gilt
lim f(z,) = f(a)

n—oo

und damit weiter

lim g(f(zn)) = 9(f(a)),

d.h.
Jim (g o f)(zn) = (g0 f)(a).

O

Satz 11.15 Es sei a > 0. Dann ist die Funktion x — a* = e*™ yon R nach
R% stetig.

Beweis. Diese Funktion ist die Hintereinanderschaltung der Funktionen x
x -Ina (ein Polynom!) und y — ¥, die stetig sind. O

Entsprechend zeigt man:
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Satz 11.16 Es seir € R. Dann ist die Funktion x — " = e"% yon R* nach
R stetig.

Bemerkung 11.6 Fiir r # 0 ist die Funktion 2" : R} — R% bijektiv als
Hintereinanderschaltung der bijektiven Abbildungen

f+ R — R g: R — R h: R — Ry
z +— Inzx’ y +— 1y’ z — e*

Insbesondere lésst sich jedes y € R auf genau eine Weise als y = x" schrei-

ben, némlich mit = y'/". Insbesondere ist also fiir k € N, k > 2, auch die k-te
Wurzel R} — RY, o x'/* =: ¥z, wohldefiniert und stetig.

Wir fithren nun einen Grenzwertbegriff fiir Funktionen ein.

Definition Es sei f: D — R eine Funktion und a € R ein Punkt derart, dass
es mindestens eine Folge (ay)nen, an € D, a, # a gibt mit lim a, = a (z.B.
n— o0

a € D). Man schreibt
lim f(z) = ¢,

r—a
falls fiir jede Folge (zy,)neN, Tn € D, @, # a, mit lim z, = a gilt:
n— o0

lim f(z,) =c.

n—o0

Bemerkung 11.7 Die Definition der Stetigkeit kann mit dieser Bezeichnung
so formuliert werden: Eine Funktion f: D — R ist in a € D stetig genau dann,

wenn h_r}n f(z) = f(a).
Andererseits folgt aus dem Beweis von Satz 11.2; dass gilt: lim f(z) = ¢ &
r—a

Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle x € D mit 0 < |z —al < § gilt:

[f(x) — ] <e.

12 Differenzierbarkeit
Es sei f: D — R eine Funktion und a¢ € D. Einen Ausdruck der Form
fla+h) - f(a)
h )
wobei @ + h € D und h # 0, nennen wir Differenzenquotient von f an der

Stelle a. Anschaulich gibt der Differenzenquotient die Steigung der Sekante des
Graphen von f zwischen den Punkten (a, f(a)) und (a + h, f(a + h)) an.

Definition Die Funktion f heifit differenzierbar in a, falls der Grenzwert

L flath) — fa)
h—0 h
existiert. Hierbei sind bei der Limesbildung nur solche Folgen (h,,) mit li_>m hp =

0 zugelassen, fiir die h,, # 0 und = + h,, € D fiir alle n € N gilt, und es wird
vorausgesetzt, dass es mindestens eine solche Folge gibt.
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Abbildung 4: Steigung der Sekante von (a, f(a)) nach (a + h, f(a + h))

Bemerkung 12.1 Dass der Grenzwert
L fath) - f(a)
h—0 h

existiert, bedeutet: Fiir jede Nullfolge (h,,) mit h,, # 0 und x + h,, € D konver-
giert die Folge der Differenzenquotienten

<f(a+h;zz - ﬂa)),@'

Der Limes ist unabhéngig von der gewéhlten Nullfolge: Es sei (k) eine andere
solche Nullfolge. Betrachte die Folge (hq, k1, ho, ko, hs, k3, .. .). Dann konvergiert
die zugehorige Folge von Differenzenquotienten. Alle deren Teilfolgen konvergie-
ren aber gegen denselben Grenzwert.

Definition Ist f differenzierbar in a, so heifit

f@) e tim T@ 1) = F@)

h—o0 h

die Ableitung von f an der Stelle a.

Anschaulich gibt f/(a) die Steigung der Tangente an den Graphen von f in
Punkte (a, f(a)) an.

Definition Eine Funktion f: D — R heif3t differenzierbar, falls f in jedem
Punkt a € D differenzierbar ist.

Man kann die Ableitung auch darstellen als

f’(a) = lim f(:l?) — f(a’)

T—a T —a
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Das bedeutet, dass die Funktion

R: D\{a}—=R
x = R(z) = f(x)—f(a)

r—a
in a stetig fortsetzbar ist. Denn wenn wir als Funktionswert in a den Wert
R(a) := f'(a) definieren, so ist R in a stetig. Also gilt:

Satz 12.1 Die Funktion f ist differenzierbar in a mit Ableitung f'(a) genau
dann, wenn die Funktion

fl@)=fla)  ro
= firzF#a
k(e) = {f’(a) firz=a

stetig in a ist.

Bemerkung 12.2 Es sei

Dann gilt
f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) + p(2)(z - a).
Nach Satz 12.1 ist f genau dann in a differenzierbar, wenn lim,_,, ¢(z) = 0

ist. Daher kann man f’(a)(z — a) als lineare Approzimation der Funktion f
auffassen.

Beispiel 12.1 Betrachte f: R — R, x — z™. Dann ist

n __ ,n
R((E): T a :xn—1+axn—2+___+an—1
r—a

fiir ¢ # a. Offensichtlich 148t sich R(z) zu einer in a stetigen Funktion erweitern
durch
R(a) = f'(a) = na™".

Satz 12.2 Ist die Funktion f: D — R im Punkt a € D differenzierbar, so ist
sie in a auch stetig.

Beweis. Fiir alle x € D gilt
fx) = f(a) + (z = a)R(x)
Nach Satz 12.1 ist R(x) stetig in a, also auch f(x). O

Nun einige Differenzierbarkeitsregeln:

Satz 12.3 Es seien f,g: D — R in a € D differenzierbare Funktionen und
A € R. Dann sind auch die Funktionen f+g,\f, fg: D — R in a differenzierbar
und es gilt

f'(a) +4'(a)
Af'(a)
f(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produktregel)

(f+9)(a)
(Af) (a)
(f9)'(a)
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Ist g(x) # 0 fiir alle x € D, so ist auch die Funktion 5: D — R in a differen-
zierbar und es gilt

f)' ['(a)g(a) — f(a)g'(a) :

= (a) = Quotientenregel

(5) @ (@) ( /
Bemerkung 12.3 Differenzierbare Funktionen bilden einen Vektorraum iiber

R.

Beweis. (a) Die ersten beiden Beziehungen folgen unmittelbar aus den Rechen-
regeln fiir Grenzwerte von Folgen.
(b) Produktregel:

(foy @) = iy L0+ Walect 1) = Flalg()

= lim %[f(a +h)(g(a+h) —g(a)) + (f(a+h) = f(a))g(a)]

glath) =g . fla+h)-f)

= Jim f(a+h) h 0 h

wegen Stetigkeit von f in a:

= f(a)g'(a) + f'(a)g(a).
(¢) Quotientenregel: Wir behandeln zunéichst den Spezialfall f = 1.

() ©-mi (m ~ 570)

1 (o) glath
o %—>0 gla+ h)g(a) ( h )
I AC)

g(a)?

Der allgemeine Fall folgt hieraus mit Hilfe der Produktregel:

(3o (r2)

oy L —9'(a)
f( )g(a) + f(a) (a)?
_ ['(a)g(a) — f(a)g'(a)
9(a)?

Wir berechnen nun die Ableitungen einiger bekannter Funktionen.

Beispiel 12.2 (1) Fiir eine konstante Funktion f: R — R, f(x) = ¢, gilt (a €
R):
oy flath)—fla) . c—c
f (a) o }lzli% h h—0 h
(2) Fiir die identische Funktion f: R = R, = — =z, gilt (a € R)
fla+h)— f(a) a+h—a

/7. . —
e
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Um weitere Beispiele zu studieren benttigen wir einen Satz.

Satz 12.4 Die Reihe
oo
Z apx® (ar € R,z € R)
k=0
sei absolut konvergent fiir x € (—b,b), b > 0. Sei f: (=b,b) — R die Funktion
oo
T Z apx”.
k=0

Dann ist f stetig in 0.

Beweis. Es sei 0 < b < bund z € R mit |z| < b. Dann gilt
oo

Z akack
k=1

o0

Z apzt1
k=1

() = f(0)]

= |z|

o0

< lal -3 a6,
k=1

Es sei € > 0 gegeben. Wir setzen

0 ~
M = Z |ag b1
k=1

Dann gilt fiir § := min{b, a7} und fiir € R mit 2] < 0

[f(z) = f(O) <e.

Beispiel 12.3 (3) exp: R+ R, a € R:

exp(a + h) — exp(a)

exp’(a) = lim

h—0 h
- (o) 2=
- o) iy 2
Nun gilt , s
7‘5@(}}?—1 :1+%+%+%+

Diese Potenzreihe ist absolut konvergent fiir jedes h und damit nach Satz 12.4
stetig in 0. Es gilt also
. exp(h)—1
lim ——— =

1.
h—0 h

Also folgt
exp'(a) = exp(a)
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(4) sin: R = R, cos: R — R.
Wir berechnen zunéchst die Ableitung von sin und cos in 0:

. . sin h B
sin (O)f%;n%) N =1,
da in(h) Bt pe
sin
0 ETIR T

und die rechte Seite eine absolut konvergente Potenzreihe ist, die nach Satz 12.4
stetig in 0O ist.
Ebenso zeigt s .
M:_ﬁ+i_ii...’
h 20 4! 6!
dass

h)—1
cos'(0) = }llim costh) =1 _ 0.

—0 h
Nun berechnen wir die Ableitung an einer beliebigen Stelle a: Dazu:

sin(a + h) = sina - cos(h) + cosa - sin(h),

also
. . sin(a+h) —sina
) — 1 sin(a
sin'(a) = Jim, h
-1 ;
= lim [sin aicos(h) + cosa sin(h)
h—0 h h

=cosa

Entsprechend

cos(a+ h) — cosa

cos’(a) = lim

h—0 h

. cosh—1 . sinh
= lim |cosa———— —sina

h—0 h h
= —sina.

(5) tan: R\{Z + k& | k € Z} — R nach Quotientenregel:

(jﬁ)%@
sin’(a) cos(a) — sin(a) cos’(a)
cos?(a)

cos?a +sin’a

tan’(a)

- cos? a
1
cos?2a’
(6) Die Funktion f : R — R,  + |z, ist nicht in 0 differenzierbar: Es sei
= (—1)"% (n >1). Es gilt lim,,_, o hy, = 0, aber die Folge (g,,) mit

.
0+ ha| =0 £-0
" ha C (-1t

n

= (-1

konvergiert nicht.
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Satz 12.5 (Kettenregel) FEs seien f: D1 — R und g: Dy — R Funktionen
mit f(D1) C Ds. Die Funktion [ sei differenzierbar in a € Dy und g sei diffe-
renzierbar in b := f(a) € Dy. Dann ist go f: D1 — R differenzierbar in a und
es gilt

(g0 f)(a) =g (f(a)f'(a)

Beweis. Es gilt

f(@) = fla)+R(z)(x —a)  (z€ D),
gly) = gb)+Sy)(y—-b)  (y€ D),

wobel R(x) bzw. S(y) die Differenzenquotientenfunktionen von f bzw. g bzgl.
a bzw. b = f(a) sind. Also ist

g9(f(x)) = g(f(a)) + 5(f(2)) - R(z)(x — a),

und T'(z) := S(f(z)) - R(x) ist die Differenzenquotientenfunktion von go f bzgl.
a. Nach Voraussetzung ist R stetig in @ und S stetig in b = f(a). Nach Satz 11.14
und 11.1 ist deshalb auch T stetig in a und es gilt

O

Satz 12.6 (Ableitung der Umkehrfunktion) Es seia < b und f: [a,b] —
R streng monoton steigend und stetig, f: [a,b] — [c, d] bijektiv. Auferdem sei f
in xg € (a,b) differenzierbar und f'(xq) # 0.

Dann ist f=1: [e,d] — [a,b] in f(zo) differenzierbar und es gilt

—1y/ _

Bemerkung 12.4 Wiissten wir schon, dass f~! in f(xo) differenzierbar ist,
dann ist die Formel klar: Man wendet die Kettenregel auf f~! o f = id an:

1= (f71)'(f(x0)) - f'(xo0)-

Insbesondere gilt also: Aus f differenzierbar in xy und f~! differenzierbar in
f(xo) folgt f'(xo) # 0. Also ist die Voraussetzung f’(zo) # 0 notwendig.

Beweis des Satzes. Es sei yo = f(z0), y € [c,d]\{yo}. Dann gilt

Yy — o) 1 _ 1
_ - Y=y T Of(f! —f(z
Y=Y ey L )

Lassen wir y eine beliebige Folge (yn)neny mit lim y, = yo durchlaufen, so ist
n—oo

nach der Stetigkeit von f~1:

lim ' (yn) = £~ (y0) = 0.
nﬁoow—/

=z,



12 Differenzierbarkeit 86

Also gilt:
i ) = T o _ 1 _ 1
im = = .
n—oo Yn — Yo lim fEn)=f@o)  f'(z)
n—o0 Tn=%o0

Beispiel 12.4 z — z3:

Man beachte den Nullpunkt.

Bemerkung 12.5 (Notation) Die Leibnizsche Notation fiir f/(x) ist
df (x)

dxr

Diese Schreibweise wird gerne benutzt und hat den folgenden Ursprung: In klas-
sischer Notation schreibt man auch y = f(z), wenn man von einer Funktion f
spricht. Einen Differenzenquotienten schreibt man klassisch wie folgt:

f(x) = lim flath) = flz) =: lim Ay =: @
h—0 h Az—0 Az dx
Diesen letzten Quotienten nennt man Differentialquotient, und dy und dx nennt
man Differentiale. Die Symbole dy und dz werden als infinitesimal kleine Diffe-
renzen aufgefafit. Rechnen darf man damit wie mit reellen Zahlen.
Diese klassische Notation bringt zwar gewisse begriffliche Schwierigkeiten
mit sich, ist aber ungemein praktisch, weil formales Herumrechnen zum richtigen
Resultat fiihrt.

Beispiel 12.5 Der obige Satz liest sich dann so: y = f(x), also x = f~1(y).
Dann ist

dx 1
— =
dy ﬁ

Das ist die richtige Formel und obiger Beweis ist ihr nachgebildet.

Beispiel 12.6 Ein Rechenbeispiel: y = f(z) = 22 (fiir > 0). Dann ist z =
VY= y%, also

de 1 1 11
dy v 20 2y 2
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Um den Punkt anzugeben, in dem der Differentialquotient gebildet wird,

sind folgende Notationen iiblich:

d d d
Beispiel 12.7 (7) In: R} — R,
1 1 1

In’ = = = —,
(v0) exp/(Inyg) exp(lnyg)  yo

(8) z — z%, o €R,

dz® — / d _ « _ .« « _ a—1
I = oXP (alnx)%(alnx)—exp(alnx);—x — = ot
(9) arcsin: [—1,1] — R.
Setze y = arcsin a:
d 1 1 1
I = fiir x € (—1,1),

T dzx
dx & cos(y) 1-—ax2
da siny = z und cosy = v/1 — x2. Also

1
arcsin’(r) = ——— fiir —1 <2 <1.

V1—22

(10) arctan: R — R.
Setze y = arctan z. Es gilt

dy 1
el cos?(y).
dy
Nun gilt aber
. 2
22 = tan?y = sin"y 1 —cos?y _ 1 1
cos?y cos?y cos?y
also
cos?(y) = L
1+ 22
Deshalb gilt
arctan’(z) = !
N

Wir kommen jetzt zu den ersten Anwendungen der Differentiation.

Definition Essei f: (a,b) — R eine Funktion. Man sagt, f habe in 2 € (a,b)
ein lokales Maximum (bzw. Minimum), wenn ¢ > 0 existiert, so dass (xo—9, xo+

0) C (a,b) und f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xo)) fir alle z € (xo — d, 20 + 9).

Man sagt f habe in g € (a,b) ein isoliertes lokales Mazimum (bzw. Mini-
mum), wenn ¢ > 0 existiert, so dass (xg — 0,20 + 0) C (a,b) und f(z) < f(xo)

(bzw. f(x) > f(xo)) fiir alle x # xg, € (xg — §,20 + 9).

FExtremum = Maximum oder Minimum.
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Satz 12.7 Die Funktion f: (a,b) — R besitze im Punkt xo € (a,b) ein lokales
Extremum und sei in xo differenzierbar. Dann ist f'(xo) = 0.

Beweis. Wir betrachten wieder die Differenzenquotientenfunktion von f an der
Stelle xq:
R(z) %ﬁsz(’) falls x # xq
xTr) =
1 (x0) sonst.

Nach Satz 12.1 ist R stetig in xg. Die Funktion f habe etwa ein lokales Maximum
in zg. Dann ist in einer J-Umgebung von xzg

> 0 fiir alle z < x,
< 0 fir alle x > =z,

also wegen der Stetigkeit von R in g

R(LBQ) = f/(SU()) =0.

O

Bemerkung 12.6 (1) Die Bedingung f’(z) = 0 ist nur eine notwendige, aber
nicht hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum: Fiir f(x) = 22 gilt z.B.
f'(0) = 0, diese Funktion besitzt aber in 0 kein lokales Extremum.

(2) Wichtig ist in Satz 12.7, dass dort das offene Intervall (a,b) betrachtet
wird. Nach Satz 11.5 nimmt jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige
Funktion f: [a,b] — R ihr absolutes Maximum und ihr absolutes Minimum an.
Liegt ein Extremum jedoch am Rand, so ist dort nicht notwendig f'(z¢) = 0,
wie man schon an f: [0,1] = R,z — =z, sieht.

Definition Es sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion. Ein Punkt
xo € (a,b) mit f'(zo) = 0 heifit kritischer Punkt von f. Der Wert f(zo) von f
an der Stelle xg heifit kritischer Wert.

Wir werden spéter eine Bedingung dafiir angeben, wann ein kritischer Punkt
ein lokales Extremum ist.

Satz 12.8 (Satz von Rolle) Esseia < bund f: [a,b] — R eine stetige Funk-
tion mit f(a) = f(b). Die Funktion f sei in (a,b) differenzierbar. Dann existiert
ein zo € (a,b) mit f'(zo) = 0.

Bemerkung 12.7 Der Satz von Rolle besagt insbesondere, dass zwischen zwei
Nullstellen einer differenzierbaren Funktion eine Nullstelle der Ableitung liegt.

Beweis. Weil f stetig auf [a, b] ist, nimmt f Maximum M und Minimum m auf
[a,b] an.

1. Fall: Maximum und Minimum werden am Rande angenommen, also M =
m = f(a) = f(b), also f konstant, also f'(z) = 0 fiir jedes = € (a,b).

2. Fall: M oder m werden in (a,b) angenommen. Dann hat f ein Extremum
xo € (a,b). Nach Satz 12.7 gilt f'(x0) = 0. O
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Satz 12.9 (Mittelwertsatz) Esseia <b, f: [a,b] — R stetig und f: (a,b) =
R differenzierbar. Dann gibt es ein xg € (a,b), so dass

J0) = f(@)

f'(wo) = b—a

Bemerkung 12.8 Geometrisch bedeutet der Mittelwertsatz, dass die Steigung
der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) gleich der Steigung der
Tangente an den Graphen von f an einer gewissen Zwischenstelle (zg, f(z0))
ist.

Beweis des Satzes. Wir definieren eine Hilfsfunktion g: [a,b] — R durch

o@) = fla) - LD o)

Die Funktion g erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, also gibt es ein
xo € (a,b), so dass

d

Korollar 12.1 FEs sei f: [a,b] — R eine stetige, in (a,b) differenzierbare Funk-
tion. Fir die Ableitung gelte

m < f'(z) < M fir alle z € (a,b)

mit gewissen Konstanten m, M € R. Dann gilt fir alle x,y € R mit a < z <
y < b die Abschitzung

m(y —z) < f(y) — f(z) < M(y — x).
Beweis. Umformulierung des Mittelwertsatzes. O

Korollar 12.2 FEs sei f: [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar mit
f'(x) =0 fiir alle x € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis. Dies ist der Fall m = M = 0 von Korollar 12.1. O

Als Anwendung geben wir nun eine Charakterisierung der Exponentialfunk-
tion durch ihre Differentialgleichung.

Satz 12.10 Es sei ¢ € R eine Konstante und f: R — R eine differenzierbare
Funktion mit

' (x) = cf(x) fir alle z € R.
Es sei A:= f(0). Dann gilt

f(x) = Ae®® fiir alle z € R.
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Beweis. Wir betrachten die Funktion

gw) = flw)eer.

Nach der Produktregel fiir die Ableitung ist

g'(x) = fl(x)e” " —cf(x)e” = (f'(z) — cf(x))e” " =0

fiir alle z € R, also ist g nach dem obigen Korollar konstant. Da ¢g(0) = f(0) = A,
ist g(z) = A fiir alle x € R, also

f(z) = Ae fur alle z € R.

O

Bemerkung 12.9 Speziell erhélt man aus Satz 12.10: Die Funktion exp: R —
R ist die eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion f: R — R mit f' = f
und f(0) = 1. Satz 12.10 kann man auch so ausdriicken: Die Menge der diffe-
renzierbaren Funktionen f: R — R mit f’ = ¢f bildet einen eindimensionalen
Unterraum des Vektorraums aller differenzierbaren Funktionen von R nach R.

Satz 12.11 Es sei f: [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Fiir alle
x € (a,b) gelte
f(x) >0 (bzw. f'(x) < 0).

Dann ist f streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis. Wir behandeln nur den Fall, dass f/(x) > 0 fiir alle z € (a,b) ist.
Es seien also x1,z2 € [a,b] mit 27 < z2. Nun ist (x1,22) C (a,b) und daher

erfiillt f: [z1,22] — R die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes. Es gibt also
ein z¢ € (1, x2), so dass

T2 —T1

= f'(z0) > 0.

Dies ist aber nur moglich, wenn f(z2) — f(z1) > 0, also f(z2) > f(z1).
Der andere Fall ist analog zu behandeln. O

Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium fiir ein Extremum.

Satz 12.12 Es sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion und xo € (a,b)
ein kritischer Punkt von f, d.h. f'(xg) = 0. Auflerdem gebe es ein 6 > 0, so
dass (xg — 6,29 +0) C (a,b) und

f(x) >0 fir zy—0<x<x,
f(x) <0  fir =zy<z<zo+0.

Dann hat f in xo ein isoliertes lokales Maximum.

Bemerkung 12.10 Entsprechend ist der umgekehrte ,, Vorzeichenwechsel“ von
f/ hinreichend fiir ein isoliertes lokales Minimum.
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Beweis. Falls xg — 6 < x < xq, so ist

f(xo) — f(z)

To— T

also f(x) < f(xo), da f'(§) > 0.

Falls zg < < zg + 6, so ist

= f'(¢) fiir ein € € (z,79),

f(xx) : iixO) = f/(n) fiir ein n € (x9,x),
also auch f(x) < f(zo), da f'(n) < 0. O

Satz 12.13 (Zweiter Mittelwertsatz) FEs seien f,g: [a,b] — R stetig und in
(a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein xg € (a,b), so dass

g'(xo) - (f(b) = f(a)) = f'(x0) - (9(b) — g(a)).

Bemerkung 12.11 Fiir g(z) = z ergibt sich der erste Mittelwertsatz. Der
zweite Mittelwertsatz ist vor allen Dingen fiir die Ermittlung von Grenzwerten
niitzlich. Zur Quotientenform gelangt man unter zusétzlichen Voraussetzungen:
Aus g(b) — g(a) # 0 folgt

f(b) — f(a)
g9(b) — g(a)
Falls zusétzlich f/) ¢’ keine gemeinsame Nullstelle in (a,b) haben, folgt
F) = fa) _ f'(ao)
9(b) —g(a)  g'(zo)

Insbesondere sind beide Voraussetzungen erfiillt, wenn ¢’(z) # 0 fiir alle z €
(a,b) (Beweis als Aufgabe).

g' (o) - = f'(wo)-

g'(z0) # 0 und ,a<zo<b.

Beweis. Wir definieren eine Hilfsfunktion h: [a,b] — R durch

hz) = (f(b) = f(a))(g(z) — g(a)) = (9(b) — g(a))(f(z) — f(a)).

Die Funktion h erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, da h(a) =
h(b) = 0. Also gibt es ein xg € (a,b) mit

0= 1 (o) = (f(b) = f(a)) - g'(x0) — (g(b) — g(a)) - ' (o).
O

Eine Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes ist die Regel von de I’Hospi-
tal. Wenn lim f(z) und lim g(z) existieren und lim g(z) # 0 ist, dann gilt
Tr—ra r—a r—a

lim = giﬁa .
r—a
g(x)  lim g(z)
Wenn aber liin g(z) = 0 ist, dann wissen wir im Falle li_r>n f(z) # 0, dass f;gi;

an der Stelle a keinen Grenzwert hat. Es bleibt also die Aufgabe, unter der
Voraussetzung
lim f(z) =0 und lim g(z) =0
r—a

T—a
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die Frage nach der Existenz des Grenzwerts

lim —f(x)

a—a g(x)
zu beantworten. Es geniigt den Fall des rechtsseitigen Grenzwerts zu beantwor-
ten. Fiir differenzierbares f und g gilt

Satz 12.14 (Regel von de L’Hospital) Die Funktionen f und g seien fiir

x > a definiert und differenzierbar und es sei lim f(x) = lim g(x) = 0 sowie
r—a T—a

g(x) # 0 und g'(x) # 0.

(=)

Wenn ;13; i)

existiert, dann existiert auch lim % und es gilt:
r—a

lim M = lim f’(:c)
v=ag(z)  a—ag(z)

Beweis. Die Funktionen f und g konnen stetig nach a fortgesetzt werden, so
dass wir f(a) = g(a) = 0 annehmen konnen. Auf [a, 2] werden wir den zweiten
Mittelwertsatz an: danach gibt es ein y mit a < y < z, so dass gilt

fl@) _ ')

9(z)  gy)
Wir zeigen, dass fiir jede Folge (x,)nen mit =, # a und lim, o z, = a die
Folge ch Ei:; konvergiert.

Zu jedem x, wéhlen wir nach dem zweiten Mittelwertsatz ein y, mit a <
Yn < Tp; es gilt lim,, - y, = a. Nach Voraussetzung existiert

/
lim f/(yn).
n—o00 g'(yn)
Aus ,
faa) _ £(w)
g(@n)  g'(yn)
folgt somit die Behauptung. O

13 Taylorentwicklung

Wir definieren zunéchst hohere Ableitungen. Es sei f: D — R eine differen-
zierbare Funktion. Dann bezeichnet man die Ableitung mit f': D — R. Ist f’
wiederum differenzierbar — das braucht nicht zu sein —, so nennt man

f"="Y:D=R

die zweite Ableitung von f. Allgemein definiert man die héheren Ableitungen von
f rekursiv: Ist f(*): D — R erklirt (d.h. £, f/,..., f*#~1 sind differenzierbar)

und nochmals differenzierbar, so setzt man
FOERD = (£

Man beachte, dass bei der Definition von f*)(a) die Existenz der Ableitungs-
funktion f/, f,..., f#~1) vorausgesetzt wird; wenn nur f*~1(a) vorhanden
ist, kann die k-te Ableitung an der Stelle a € D bei unserem Vorgehen nicht
definiert werden.
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Definition Die Funktion f heiit k-mal differenzierbar genau dann, wenn f, f”, ..., f*¥)
existieren.
Nach Satz 12.2 sind dann alle Funktionen f, f/,..., f*~1 stetig, fiir f*)
braucht das jedoch nicht zuzutreffen. Ist auch f*) noch eine stetige Funktion,
so nennt man f k-mal stetig differenzierbar.
Die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktion f: D — R bezeich-
nen wir mit C*(D); sinngemiB setzen wir C°(D) = C(D). Alle C*(D) sind
reelle Vektorrdume; es gilt

coD)y2C' (D)2 ---2CHD) D -

Existiert die Ableitungsfunktion f®*) fiir jedes k € N, so heiit f unendlich oft
differenzierbar. Die Menge aller dieser Funktionen wird mit C°° (D) bezeichnet;
auch sie ist ein Vektorraum iiber R.

Beispiel 13.1 f(z) = z”
fP@)y=v-v=1)-...-(v—k+1Dz"""

Es soll nun die Frage untersucht werden, ob und wie eine vorgegebene Funk-
tion f als Potenzreihe geschrieben werden kann:

fx) =3 cle—a).
v=0

Die rechte Seite bezeichnet man als die Potenzreihenentwicklung von f um den
Punkt a.
Wir betrachten zunéchst ein Polynom

flx) = Z .
v=0

Dieses kann man schon als seine Potenzreihenentwicklung um den Nullpunkt
a = 0 auffassen: Setzt man némlich ¢, := 0 fiir v > n, so ist

o0

flx) = Z cpx?.

v=0

Es sei nun a irgendeine reelle Zahl. Dann suchen wir Koeffizienten b,, so dass

Die erste Methode besteht darin, in f(z) = Y )2, c,z” fiir die Variable
x = (z — a) + a einzusetzen, mit Hilfe des Binomischen Satzes nach Potenzen
von x — a zu sortieren und die Koeflizienten abzulesen.

Die zweite Methode verwendet die Differentialrechnung. Da f ein Polynom
ist, ist sicher b, = 0 fiir v > n. Polynome sind beliebig oft differenzierbar. Setzen
wir kurz g, (z) = (z — a)¥, so ist nach der Kettenregel

g @) = v =1 =2)-- (v =k + 1)@ —a) "
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Diese Formel gilt fiir alle k£ € N. Insbesondere folgt
g (z) =0 falls k > v,

da die 0 als Faktor auftritt. Also ist
o0
fE() = "by vy =1 =2)-(v—k+1)(z—a)"
v=0

Insbesondere ist
F®(a) = by - k.

Wir erhalten damit:

Satz 13.1 Die Koeffizienten b, der Potenzreihenentwicklung

eines Polynoms f(x) =>.""_ c,a” lauten

) _ IV

v!

Fiir jedes Polynom hochstens n-ten Grades gilt also die Gleichung

f'(a)
1!

" (n)
f(z) = f(a)+ (x —a) + ! 2('(1) (x—a)*+--+ / n'(a) (x —a)".
Es ist zu vermuten, dass der rechts stehende Ausdruck auch fiir nicht ganzratio-
nale, aber geniigend oft differenzierbare Funktionen eine ,,gute Approximation®
in der Umgebung von a darstellt. Entsprechend wie beim Mittelwertsatz stellt
sich die Frage nach dem Fehler, der gemacht wird, wenn man f(z) durch diese
Approximation ersetzt.

Die Anwendung des Satzes von Rolle auf eine geeignet gew#hlte Hilfsfunktion
zeigt, dass man den Fehler mit Hilfe der (n+1)-ten Ableitung an einer geeigneten

»Zwischenstelle“ darstellen kann.

Satz 13.2 (Taylorsche Formel) Die Funktion f: [a,b] — R sei n-mal stetig
differenzierbar und in (a,b) existiere auch die (n + 1)-te Ableitung. Dann gibt
es ein ¢ € (a,b) derart, dass gilt:

= fY(a) ft(e) n
f(b)—kZ:O 7l (b—a)k+m(b—a) i

Beweis. Wir wenden den Satz von Rolle an auf

@)

n!

b—2x)"—m

Es gilt g(b) = 0. Die Zahl m € R sei so gewihlt, dass g(a) = 0.
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Die Funktion g ist stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b).

g@) = —fl@)+f(x) = f'@)b—a)+
) (4 (n+1) (5 o
(n+1) T — )"
S il PR U

Nach dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ € (a,b) mit ¢'(c) = 0. Aus

(n+1) b—c)"
0= _f7|(c)(b — o +m#
n! n!
folgt daher
m = ) (e).
Einsetzen von z = a und m = f"*1(¢) in die Gleichung fiir g(z) liefert dann
die Taylorsche Formel. O

Andere Formulierungen des Taylorschen Satzes:

f(z) = z": f(k];(a) (x—a)k—l—f((:—r)l()z‘)(x—a)”H (a<z<zoderz<z<a)
k=0 ’ ’

FOFY (z + 9h)
(n+ 1!

nof(k)
fa+ny) =3 L@y

k=0

R (0< 9 < 1)

Das Polynom

— f¥)(a)
Z o (z —a)*
k=0
nennt man auch das Taylorpolynom n-ter Ordnung der Funktion f an der Stelle
a. Den Ausdruck w
— f®)(a)
Rn = f(l‘) - Z K (SL' - a‘)k

nennt man auch das Restglied der Taylorentwicklung von f an der Stelle a von
der Ordnung n. R, hingt von x und a ab und gibt den Fehler an, den man
macht, wenn man f durch sein Taylorpolynom n-ter Ordnung ersetzt.
Satz 13.2 liefert fiir die Zahl R,,:
i (z)

anm(x—a)"H (a<z<zoderz<z<a)

Da von der Stelle z nur bekannt ist, dass sie zwischen a und b liegt, kann man
R,, i.A. nur abschétzen.

Beispiel 13.2 Logarithmusfunktion In: R} — R. Fiir f(z) = Inz berechnet
man

@) =D k=Dl (k> 1)
(



13 Taylorentwicklung 96

Nach der Taylorschen Formel folgt fiir alle A > —1 mit 0 < ¢ < 1:

1n(1+h)—§n:( S LA T S
- - 1. - n+1 :
2 k o) ntl

Wir untersuchen das Restglied

N 1 hn+1 9
R, =(-1) Ao ngl’ 0<¥<l.

Fiir o > 0 folgt
hn+1

R,| < .
[l n+1

(Eine bessere Abschitzung ist zunichst nicht moglich, da ¢ beliebig nahe bei 0
liegen kann.)
Fir —1 < h < 0 folgt

1 V”n+1

|Rn| < nt 1 (1— |a)et

da 14+ 9¥h > 1 — |h| (auch hier ist eine bessere Abschiitzung zunéchst nicht
moglich, da ¢ beliebig nahe bei 1 liegen kann).

Diese Abschétzung fir |R,| kann sehr schlecht sein, z.B. ergibt sich fiir

2

h = _§
2n+1
n+1’
also etwa |Rg| < 1924, Tatsichlich gilt aber sogar |Rg| < 0,005, wie ein direkter
Vergleich zeigt. )

Wir wollen nun unsere Uberlegungen auf die Berechnung von In 2 anwenden.
Setzen wir h = 1, so finden wir

|R,| <

n

m2=> (-1)*". % +R,
k=1

mit |R,| < n%rl Wegen lim,, ,o, R, = 0 folgt hieraus das theoretisch interes-

sante, numerisch aber nicht brauchbare Ergebnis

1 1 1
In2=1--+-—--+
" 27371
Fiir die numerische Berechnung von Werten der Logarithmusfunktion besser
geeignet ist die folgende Taylor-Formel:
Fir -1 <z <1 gilt

1+z 3 ad x?n—t
1 - 9. I AT
" (”SJF?,JF5Jr M T

x2n+1 1 1
R T ((1 o) (1= 1995)2"“)

mit 0 <9 < 1.
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Beuweis. Fiir f(z) =In 132 ergibt sich

e (BE=11  (E=1)

(da f'(z) = 132 (%) = 117 + 125, und Induktion) also

F®)(0) = 0 falls k£ gerade
2-(k—1)! falls k ungerade.

Weiter folgt

1 1
FED (W) = (2n)! ((1 S RN T MW)

und damit nach Einsetzen die Behauptung. O
Zur Berechnung von In 2 setzen wir x = % und erhalten dann fiir das Rest-
glied

_— 1 1 N 1
2n (2n + 1)32n+1 (1 T %ﬁ)Qn—o—l (1 B lﬂ)2n+l

mit 0 < ¥ < 1.
Wegen (1 + %19) > 1 und (1 — %19) > % folgt die Abschitzung

i 1 1 1
2 S o1 \ 2zt g )

AuBlerdem gilt Rs, > 0.
Fiir n = 5 ergibt sich

0 < Ri1p < 0,00005.
Die rationale Zahl
1 1 1 1 1
2-( = =0,693146047 - - -
<3+3~33+5-35+7-37+9-39> N~

ist deshalb ein Naherungswert, der von In 2 hochstens um 5-10~° abweicht. Wir
erhalten also

0,693146 <1In2 < 0,693197
N ~

Taschenrechner: In 2 = 0,6931472.

Wir geben noch eine weitere Anwendung des Taylorschen Satzes. Satz 13.2
liefert in einfacher Weise hinreichende Bedingungen fiir innere lokale Extrema
geniigend oft stetig differenzierbarer Funktionen.

Satz 13.3 (Minimaxkriterium) Die Funktion f: (a,b) — R sei n-mal stetig
differenzierbar, und es gelte fiir ein xo € (a,b):

o) = f"(x0) = = f VD (20) = 0 und T (x0) # 0.

Ist n ungerade, so hat [ in xg kein lokales Extremum. Ist n gerade, so hat f
in xo ein lokales Minimum, falls ™ (x0) > 0, und ein lokales Mazimum, falls
f(n)(l‘o) < 0.
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Beweis. Wegen f'(xg) = --- = f*~1(20) = 0 lautet die Taylorsche Formel

()

n!

f(x) = f(zo) +

(x —x)"

und z < z < x¢ oder g < z < z. Nach Voraussetzung ist f(™ stetig und
) (20) # 0; deshalb gilt (™) (z) # 0 fiir alle 2 aus einer geeigneten Umgebung
von zg. Die Zahlen f(™(z) und f(™ (x() haben dort dasselbe Vorzeichen.

Ist nun n ungerade, so hat f(xz) — f(xo) fiir £ > x ein anderes Vorzeichen
als fiir x < zg, d.h. zg kein Extremum.

Ist aber n gerade, so folgt fiir alle = aus der Umgebung von z(

f(@) = f(w) > 0 falls £ (wg) >0

bzw.
f(x) — f(xo) <0 falls f™)(z0) < 0.

O

Bemerkung 13.1 Selbst wenn f unendlich oft differenzierbar ist, liefert Satz 13.3
nicht immer eine Entscheidung, da f*) (xg) = 0 fiir alle k > 1 gelten kann.

Ubungsaufgabe 13.1 Die Funktionen f und g seien n-mal stetig differenzier-
bar in (a,b), und es gelte fiir zg € (a, b):

F®(x0) = g™ (20) =0 fiir k=0,1,...,n—1,

jedoch
9" (xo) # 0.
(x)

Dann existiert limy_,, % und es gilt

i L) _ (@)

ws0 gl@) | g0 (x0)

Es sei nun a < b und f € C*((a,b)). Fiir beliebiges z¢ € (a,b) existieren
dann alle Ableitungen und man kann zu f die folgende Potenzreihe bilden:

oo
F®) (o)
Z T(fﬁ - fo)k~
k=0
Man nennt sie die Taylorreihe von f beziiglich xg.
Zwei Fragen miissen geklart werden:
1. Fiir welche = konvergiert die Taylorreihe?

2. Wenn die Taylorreihe konvergiert, konvergiert sie dann gegen f(z)?

Es ist moglich, dass die Taylorreihe nur fiir x = xg konvergiert. Die Antwort
auf die zweite Frage ist i.A. nein. Denn z.B. gehort zu

flz) = {exp (—ﬁ) fiir x # 0,
0 firx =0
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und zg = 0 die Potenzreihe, deren samtliche Koeffizienten gleich 0 sind, als
Taylorreihe. Fiir x # 0 konvergiert sie daher nicht gegen f(z).

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass f durch die zu-
gehorige Taylorreihe dargestellt wird, ist die folgende Bedingung: Wir betrach-
ten die Folge (R, )nen der Restglieder:

") (g
Ra(@) = f@) - 30 L0 g

k=0

Dann gilt:
f wird durch Taylorreihe dargestellt < lim R, (z) = 0.

n— oo

Mit Hilfe der Darstellung des Restgliedes

B f(n+1)(z)

B () (n+1)!

(x —20)" (2 < 2 < o baw. 29 < 2 < x)

( ,Restglieddarstellung von Lagrange®)

nach Satz 13.2 gelingt in manchen Féllen der Nachweis, dass lim,, o, R,,(z) = 0,
aber nicht immer. So zeigen die Restgliedabschétzungen fiir In(1 + k)

fir —1<h<0,

n+1
fii
[Ru(h)] < —— fiix h >0
1 |h‘n+1

|Rn ()] <

n+1 (1—|h])n+!
dass die Gleichung

o 1yk—1
Inz = Z %(m — 1)k
k=1

in den Intervallen [1,2] und [3,1] besteht. Tatséchlich ist jedoch diese Potenz-
reihenentwicklung fiir In im Intervall 0 < x < 2 giiltig.

Wir wollen deshalb noch andere Darstellungen fiir das Restglied in der Tay-
lorschen Formel herleiten.

Satz 13.4 Die Funktion f: [a,b] — R sei n-mal stetig differenzierbar und in
(a,b) existiere auch die (n + 1)-te Ableitung. Es sei xq € [a,b] und

n ek)
Ra(@) = f@) - 30 L0 g,
k=0
Dann gilt:

(i) Zu jedem p > 0 und x # xo, x € [a,b], gibt es ein z mit x < z < zp bzw.
20 < z < x und

Ry (z) = i ( — >n_p+1 Az — xo)" !

p-n! T — g

(,Restglieddarstellung von Schlomilch®)
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(i1) Zu jedem x € [a,b], x # xo, gibl es ein z mit xo < z < x bzw. © < z < Xg

und
Ro() = 0. ( — ) (= o)™,

n! T — xo

( ,Restglieddarstellung von Cauchy*)

Beweis. Anstelle des Satzes von Rolle beim Beweis von Satz 13.2 verwenden
wir den zweiten Mittelwertsatz und kénnen damit eine weitgehend willkiirlich
wéhlbare Funktion h ins Spiel bringen.

Es sei x9 = a und ¢ die im Beweis von Satz 13.2 eingefiihrte Hilfsfunktion
mit m = 0. Somit gelten

) (g
o@) = £0) - S LDy
k=0

g(a) = Rn(b), g(b) =0,
AR C))

n!

g'(w) = (b— )"
Weiter sei h: [a,b] — R irgendeine streng monotone differenzierbare Funktion
mit A'(z) # 0 fiir € (a,b). Nach dem zweiten Mittelwertsatz gibt es dann ein
¢ € (a,b) so dass

(@) _ g'(¢)

-9
h(b) — h(a) W (c)

Daraus folgt
Fr(e) hb) — h(a)
n! (o)

Wir wihlen nun speziell h(z) = (b — x)P mit p > 0. Dann folgt

R,(b) = (b—c)".

(n+1) (¢ —a)P
Rn(b) _ f p ( ) (b . ) (b_c)n—p+1.

Durch Umbenennung folgt daraus

(n+1) _ n—p+1
Bule) = fp.n!(Z) . (; :Ezo> (= xo)"H!

mit < z < xg bzw. 2y < z < x. Dies ist die Restglieddarstellung (i).
Die Restglieddarstellung (ii) erhiilt man daraus fiir p = 1. O

Bemerkung 13.2 Setzt man p = n+1 in der Restglieddarstellung von Schlémilch,
so erhélt man die obige Restglieddarstellung von Lagrange.

Beispiel 13.3 Mit dem Cauchyschen Restglied 148t sich zeigen, dass die an-
gegebene Potenzreihe den natiirlichen Logarithmus im Intervall 0 < = < 1
darstellt:

Fiir 2o = 1 gilt wegen ("1 (z) = (—1)" 2

R, (z) = (Z_ni)l (H>n Sz — 1)

rz—1
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Aus 0 < z < z < 1 folgt

T-z
z(x — 1)

und damit ) 1
|Rn(z)| < =|z — 1" < =|z — 1",
z T

Also gilt lim,, oo Ry(x) =0 fir 0 <z < 1.

14 Funktionenfolgen, gleichméiflige Konvergenz

Fiir die Einfithrung des Integrals ben6tigen wir den Begriff der gleichméfigen
Konvergenz von Funktionenfolgen.
Fiir jedes n € N sei eine Funktion

fn:D—=R

gegeben; dann nennen wir die Folge (f,,)nen eine in D erklidrte Funktionenfolge.
Fiir festes © € D entsteht aus der Funktionenfolge (f,,) durch Einsetzen von
x die Zahlenfolge (f,(x)).

Definition (a) Die Funktionenfolge (f,) heifit punktweise konvergent gegen
die Grenzfunktion f, wenn fiir jedes x € D die Zahlenfolge (f,(z)) gegen den
Grenzwert f(z) konvergiert, d.h. wenn gilt:

Zu jedem z € D und € > 0 existiert ein ng = ng(x,e) € N, so dass fiir alle
n > ng gilt

[fn(z) = f(@)] <e.

(b) Die Funktionenfolge (f,,) heifit gleichmdifSig konvergent gegen die Grenz-
funktion f, wenn gilt:
Zu jedem e > 0 existiert ein ng = ng(e) € N, so dass fiir alle 2 € D und alle
n > ng gilt

|fn(z) — fx)| <e.

In Quantorenschreibweise:

(fn) punktweise konvergent gegen f

= Ve e DVe>03ng e NVn>ng |fu(z) — f(z) <e.
(fn) gleichmifig konvergent gegen f

& Ve>03ngeNVr e DVn>ng |fulz) — fz) <e.

Der Unterschied ist also der, dass im Fall gleichméfiger Konvergenz ng nur von
€, nicht aber von x, abhingt. Konvergiert eine Funktionenfolge gleichméfig, so
auch punktweise und die Grenzfunktionen stimmen iiberein. Die Umkehrung
gilt jedoch nicht, wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 14.1 Es sei D = [0,1] und f,(x) = ™. Die Funktionenfolge (f,) ist
punktweise, aber nicht gleichméfig konvergent gegen die Funktion f wobei

0 firo<z<l,

f(“"):{ 1 fiir o = 1.
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0 1

Beweis. Fiir 0 < x < 1 gilt lim,, o, 2™ = 0. Fiir x = 1 erhélt man die konstante
Folge 1,1,... mit Grenzwert 1.

Wir bestimmen bei vorgegebenem € > 0 zu jedem = € D das kleinst mégliche
ng. Fir x = 0ist ng = 1 und fiir x = 1 ist ng = 0. Flir 0 < =z < 1 ist ng die

kleinste natiirliche Zahl mit
Ine

ng > —
Inx

Ine
exp mlnm =e).

Man sieht daran, dass man bei gegebenem ¢ > 0 kein von x unabhéngiges ng
finden kann, dass also (f,,) nicht gleichméBig konvergiert. O

(denn fiir n > ng gilt:

2" < ‘xlhﬁ

Beispiel 14.2 Es sei D = [0,2] und (fiir n > 1)

Die Folge (f,) konverglert punktwelse, aber nicht gleichmifig gegen die Null-
funktion auf [0, 2].

2

Beweis. (a) Fiir x = 0 ist f,(z) = 0 fiir alle n € N.
(b) Zu jedem x € (0, 2] existiert ein ng > 1, so dass

2
— <z fiir alle n > ng.
n

Es ist daher fiir n > ng die dritte Zeile in der Definition von f,, zutreffend, d.h.
es gilt f(z) = 0 fiir n > ng.
(c) Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert nicht gleichméifig gegen 0, denn fiir
kein n > 1 gilt
|fn(z) — 0] < 1 fur alle x € [0,2].
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Beispiel 14.3 Es sei D = R und

fu(x) =

n
iz b

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichméflig gegen die Nullfunktion in R.
Denn fiir n > 1 folgt némlich:

22\ !
=5 (1+5) <

Anstatt fiir jedes x € D das kleinst mogliche ng aufzusuchen, kann man auch
bei festem n das Supremum der Wertemenge der Funktion | f,, — f| bestimmen.
Man erhilt dann eine Folge (e,,) nicht negativer Zahlen mit der Eigenschaft

|fn(z) — f(z)] <&, firallex e D.

Wenn (g, )nen eine Nullfolge ist, konvergiert (f,,) gleichmifBig, und umgekehrt.

Diese Uberlegung fithrt dazu, den Begriff der Norm einer beschrinkten Funk-
tion zu erkléren:

Definition Es sei f: D — R beschriankt. Die nicht negative reelle Zahl
[f]] := sup |f(z)|
zeD
heifit Norm von f.

Bemerkung 14.1 Wird das Supremum von f in D angenommen, so schreibt
man auch

I£]l = max | f ()]
Die Norm besitzt folgende Eigenschaften:
Satz 14.1 Es seien f,g: D — R beschrinkt, A € R. Dann gilt:
D) IFI =0, 1f =0« f(z) =0 fir alle z € D.
2) IS = AL LA
) If + gl < IIf1I =+ llgll-
Beweis. Zu (1): || f]] > 0 ist klar,

£l =0« sup |f(z)] =0« f(z) =0 fiir alle z € D.
€D

Zu (2):

A sup [Af(z)| = sup |Al[f(z)]
zeD xzeD

[Al'sup | f ()] = [AlILf]]-
zeD

Zu (3): Fiir alle € D gilt nach Definition:

[f(z) < |IfIl und  [g(z)] < lg]l-
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Daraus folgt

((f +9)(@)| = (@) + g(2)| < [f(@)] + lg(@)| < [[fI + llgll;

also auch
f+gll = Slelgl(f +g)@)| < [fII + llgll-

O

Bemerkung 14.2 Ist V ein reeller Vektorraum und || || : V' — R eine Ab-
bildung mit den Eigenschaften (1), (2), (3) von Satz 14.1, so nennt man || ||
eine Norm auf V. Die von uns hier betrachtete Norm ist eine Norm auf dem
Vektorraum aller beschriankten Funktionen f: D — R.

Satz 14.2 Die Funktionenfolge (f,) konvergiert genau dann gleichmdfig gegen
f, wenn gilt

lim || f, — f[| = 0.

n—oo

Beweis. "=": Wenn (f,) gleichméBig gegen f konvergiert, so gibt es zu jedem
e > 0ein ng € N, so dass fiir alle n > ng und = € D gilt

[fn(z) = f(@)] <,

d.h. aber fiir n > ng

[fn = fIl = sup | fu(z) = f(z)| < e.
zeD

"<”: Wenn lim,,, || fn. — f]| = 0, dann existiert zu jedem ¢ > 0 ein ng € N,
so dass fiir n > ng gilt:

[fn = fll <,

d.h. fiir alle n > ng und fiir alle z € D gilt

[fnlz) = f(z)] <e.

O

Satz 14.3 Die Funktionenfolge (f,) konvergiere gleichmajSig gegen f und alle
fn seien stetig in a € D. Dann ist auch f stetig in a.

Beweis. Wir schreiben f(z) — f(a) in der Form

f(@) = fa) = f(x) = fn(@) + ful(z) = fula) + fu(a) — f(a).

Zu vorgegebenem ¢ > 0 wihlen wir ein n € N, so dass
€
=Sl < =

Die Stetigkeit von f,, an der Stelle a liefert ein § > 0, so dass fiir alle x € D mit
|z — a|] < 0 gilt:

[fal@) = fula)| < 5.
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Fiir € D mit | — a| < ¢ hat man also nach der Dreiecksungleichung

[f (@) = fla)] < [f(@) = fo(@)[ + [fu(z) = fala)] + [fna) = fla)| <e.
O

SchlieBlich fithren wir noch den Begriff der gleichmdfsigen Stetigkeit ein. Wir
erinnern zunéchst an den Begriff der Stetigkeit:

f: D — R ist stetig
& Ve DVe>036>0Vz e D (Jx—xo| <= |f(x) — f(mo)] < &)

Nun heif3t:

f D — R gleichmafig stetig
S Ve>030>0Ve e DVrg €D (Jz—xo| <0=|f(x) — flzo)| <e).

Der Unterschied ist der, dass bei der Stetigkeit § von € und zy abhingen
darf, bei der gleichméfligen Stetigkeit aber nur von e. Zur Deutlichkeit fassen
wir die Definition noch einmal in Worte:

Definition Eine Funktion f: D — R heiflt gleichmdf$ig stetig genau dann,
wenn es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle x € D und alle zo € D
gilt: Aus |z — zo| < 0 folgt |f(z) — f(mo)| < e.

Hélt man xg fest, so ergibt sich die Stetigkeit der Funktion f an der Stelle
xg € D. Aus der gleichméfligen Stetigkeit folgt also die gewthnliche Stetigkeit.
Die Umkehrung gilt i.A. nicht, aber:

Satz 14.4 Jede auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall stetige Funk-
tion f: [a,b] = R ist dort gleichmdfSig stetig.

Beweis. Angenommen, f sei nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0, so
dass zu jedem n € N, n > 1, Punkte z,,y, € [a,b] existieren mit

o =l < 5 wnd ) = )| 2

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die beschriinkte Folge (z,)nen
eine konvergente Teilfolge (2, )ren. Fiir ihren Grenzwert gilt (nach Satz 5.10)

lim z,, =:c¢€ [a,b].
k—o0 )

Wegen |2, — Yn,| < T%k ist auch

lim y,, =ec
k— o0

Da f stetig ist, folgt daraus
lim (f(2n,) = f(yn,)) = f(c) = fc) = 0.

k—o0

Dies ist ein Widerspruch zu |f(zy,) — f(yn, )| > ¢ fiir alle k € N. O
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15 Integration

Wir wollen nun den Integralbegriff einfithren. Zweck dieser Einfithrung ist es,
Flachen auszumessen:

Wir gehen aus von einer Funktion f: [a,b] — R mit f(z) > 0 fur alle
x € [a, b]. Es interessiert uns die Fliche

M = {(z,y) | = € [a,0],0 <y < f(z)}.

B

Welchen Inhalt hat diese Flache? Man kann den Flicheninhalt zu bestimmen
versuchen, indem man M durch Rechtecke approximiert.

Dazu nun einige Vorbereitungen. Es sei im Folgenden [a, b] immer ein Inter-
vall mit a < b.

Definition Eine endliche Menge von Intervallen

3={J1,...,Jq}

mit den Eigenschaften
q
U Ji = [a,b] und J, N J,, =0 fiir [ #m
k=1

heifit Zerlegung von [a, b].

Die Intervalle von 3 kénnen abgeschlossen, halboffen oder auch offen sein. Es
ist zugelassen, dass Intervalle auftreten, die nur aus einem Punkt bestehen. Auch
die leere Menge ist als Intervall zugelassen. Also haben wir folgende Intervalle

(fiir o < B): [a, B], (o, B, [, B), (a, B), 0.

Beispiel 15.1 (1) Aquidistante Zerlegung mit ¢ Teilintervallen:

h—
Teilpunkte: zp :==a+ k a, k=0,1,....q,
q

J = [ep—1,28), k=1,...,9—1

b

Jy = [rg-1,74].
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(2) Offene Intervalle und einelementige Intervalle:
a:q;o<g;1 <...<xn:b7
J2k:(xk,1,xk), k=1,2,...,n,

Jok+1 = {xx}, k=0,1,...,n.

Definition Eine Funktion ¢: [a,b] — R heifit Treppenfunktion iiber [a, b], wenn
es eine Zerlegung 3 = {Jy, Ja, ..., Jy} von [a, b] und reelle Zahlen ¢y, . .., ¢, gibt,
so dass gilt

t(x) = ¢ fir jedes x € Ji.

Ji Jo  J3 Jy Js

Eine Treppenfunktion ist also ,intervallweise konstant“. Die zur Treppen-
funktion ¢ gehorende Zerlegung 3 ist keineswegs eindeutig bestimmt.
Wir wollen nun stetige Funktionen durch Treppenfunktionen approximieren.

Satz 15.1 Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es zu jedem
e > 0 eine Treppenfunktion t: [a,b] — R fiir die gilt:

F =t <e.

Beweis. Da f im abgeschlossenen und beschrénkten Intervall [a, b] stetig ist, ist
f nach Satz 14.4 dort gleichméBig stetig.
Daher gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle z,y € [a,b] mit

[z —yl <0 gilt: [f(z) = fy)| <e.

Es sei also € > 0 gegeben. Dann wéhlen wir eine Zerlegung 3 wie in Bei-
spiel 15.1(2), so dass |zx—1 — x| < d fur k =1,2,...,n. Nun definieren wir eine
Treppenfunktion ¢: [a,b] — R wie folgt:

t(z) = f(xp_) fir ¢ € (vp—1,21),

t(wg) == f(zp).

Wir untersuchen jetzt | f(z) — t(z)| fiir € [a, b].
Falls x = x, fiir ein k:

|[f (@) = t(x)| = |f(zx) = f(xx)] = 0.

Falls © € (xp—1, zx) fiir ein k:

[f(z) = t(x)] = |f(z) = flzr-1)| <e,



15 Integration 108

da |z — x| < xp — 2—1 < 0.
Wir haben also fiir jedes z € [a, b]

() —t(x)| <e

erhalten. Daraus folgt

IIlf =t = sup |f(z)—t(z)] <e.
x€[a,b)

Ubungsaufgabe 15.1 Warum darf im Satz das <-Zeichen stehen?

Satz 15.2 Es sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt es eine Folge (tn)nen von
Treppenfunktionen, die gleichmdf$ig gegen f konvergiert.

Beweis. Setze € := %L und wahle nach Satz 15.1 eine Treppenfunktion ¢,, mit

||f —tu|| < &= L. Diese so gewihlte Folge tut es. O

n

Um das Integral einer stetigen Funktion zu erklédren, gehen wir nun wie folgt
vor. Zunéchst definieren wir das Integral einer Treppenfunktion. Das Integral
einer stetigen Funktion f definieren wir, indem wir f durch Treppenfunktionen
gleichméfig approximieren, deren Integrale das Integral von f approximieren.

Dazu definieren wir als Lénge A(J) des Intervalles J mit den Endpunkten «
und 3, a < 3:

AMJ)=p8—«a.

Die Flédche eines Rechtecks ist das Produkt der Seiten.

Die Treppenfunktion ¢: [a,b] — R sei definiert mit Hilfe der Zerlegung 3 =
{J1,J2,...,Jg} von [a, b] und der reellen Zahlen ¢y, cs, ..., cq (t(z) = ¢ auf Ji).
Dann sei das Integral von ¢ beziiglich der Zerlegung 3

I3(t) = > er- A
k=1

Da die Zerlegung 3 zur Treppenfunktion ¢ nicht eindeutig bestimmt ist,
konnte das Integral I5(t) auch von 3 abhéngen.

Satz 15.3 Das Integral I5(t) hingt nicht von 3 ab.

Beweis. Eine Zerlegung 3 des Intervalls [a, ] ist ja eine Zerlegung in disjunkte
Teilintervalle. Diese Zerlegung kann ,,verfeinert® werden, indem man die Inter-
valle Jy, der Zerlegung 3 weiter zerlegt:

9k B
Jo=JJ®.
=1

Dabei sind jl(k) ebenfalls disjunkte Intervalle.
Es gilt aber offenbar

dk
ek AJk) =D erA(Jf).
=1
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Ist also die Zerlegung 3’ durch Verfeinerung aus der Zerlegung 3 entstanden, so
ist
I5(t) = I3 (t);
3’ ist natiirlich auch eine Zerlegung zur Treppenfunktion ¢.
Zu zwei vorgelegten Zerlegungen 3 und 3 zur Treppenfunktion ¢ kann man

nun eine gemeinsame Verfeinerung 3 finden: Ist 3 = {J1,...,Jp},3 = {J:l, A S
SO -
3={JNJ|i=1,...k j=1,...,1}.

Also ist Is(t) = I3(t) = I::,’(t) O

Definition Es sei ¢t eine Treppenfunktion und 3 irgendeine Zerlegung zu t.
Dann ist

das Integral zur Treppenfunktion t.

Offenbar ist die Menge aller Treppenfunktionen ¢: [a,b] — R ein Vektorraum
iiber R und es gilt der

Satz 15.4 Fir alle Treppenfunktionen t1,to,t und jede reelle Zahl v gilt:
(i) I(tl + tg) = I(tl) + I(tz),
(i) I(at) = al(t),

d.h. I ist eine lineare Abbildung vom obengenannten Vektorraum nach R.

Beweis. Zu (ii): Ist ¢ eine Treppenfunktion beziiglich 3 = {Ji,..., J;}, so auch
« - t. Nimmt ¢ die Werte ¢ an, so at die Werte « - ¢;. Also ist

I(at) = Zack)\(Jk) = az e (Jg) = a- I(t).
% k

Zu (i): Wir wihlen — wie beim Beweis von Satz 15.3 — eine gemeinsame
Zerlegung 3 fiir 1 und t5. Dann gilt

I(t) + I(t2) = > exd(Je) + > drA(Ji)
k k
=D (ex +di) - A(Jr)
k

= I(t1 + t2),
wobei t; die Werte ¢, und t5 die Werte dj, annimmt. O

Eine Abschitzung:

Satz 15.5 Fiir jede Treppenfunktion t gilt:

(@) < (b—a) - |[t]].
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Beweis.
q
It = > er - AM(Jk)
k=1
q
<> ler] - A(Jk)
k=1
q
< max ek - Z)\(Jk)
k=1
= [|t]] - (b—a),
denn es ist
|[t]] == sup [|t(z)| = max|ck],
z€la,b k
da die Funktion ¢ nur die endlich vielen Werte ¢, annimmt. O

Satz 15.6 Wenn die Folge (t,)nen von Treppenfunktionen gleichmdiflig gegen
f konvergiert, dann konvergiert die zugehérige Folge (I(t,))nen.

Beweis. Es wird gezeigt, dass (I(t,))nen eine Cauchyfolge ist.
Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 ein ng, so dass fiir alle n > ng

IIf —tall <e.
Also gilt fiir n,m > nyg
[tn =t < [t = fIl + 11f = timl] < 2e.
Dabher ist

L(ta) = I(tw)| = [I(tn — t)|  (Satz 15.4)
< ||tn — tm]|(b — a) (Satz 15.5)
< 2(b—a)e.

Da der konstante Faktor 2(b — a) nicht stort, ist nachgewiesen, dass (I(t,))nen
eine Cauchyfolge und deshalb konvergent ist. O

Definition Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und (¢,)nen eine Folge
von Treppenfunktionen, die gleichméBig gegen f konvergiert. Wir definieren das
Integral fab f(z)dx von f iiber [a,b] durch

n—oo

b
/ f(z)dx = lim I(t,).

Wir miissen noch zeigen, dass diese Definition unabhéngig von der gewéhlten
Folge von Treppenfunktionen ist:

Satz 15.7 Konvergieren (t,)nen und (t,)nen gleichmdfig gegen f, so ist

lim I(t,) = nh—>Holo I(ty,).

n—roo
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Beweis. Auch die ,,gemischte* Folge von Treppenfunktionen
ti,t1,ta, o, ...
konvergiert gleichméfig gegen f, also konvergiert auch die Folge
I(t1), I(t1),I(t2), I(t2), ...,

deren Teilfolgen denselben Grenzwert haben. a

Bemerkung 15.1 Auf die dargestellte Art kann man das Integral fiir jede
Funktion f: [a,b] — R einfiihren, die gleichméBiger Limes einer Folge von Trep-
penfunktionen sind. Zum Beispiel kann f selbst eine Treppenfunktion sein.

Wir wollen nun zeigen, wie man aufgrund der Definition des Integrals die
Integrale einfacher Funktionen berechnen kann.

Definition Jede endliche Folge xg, 21, ..., 2, mit der Eigenschaft
a=x0<x < - <xq3=0

heifit eine Finteilung E von [a,b].
Die positive Zahl

o(E) = max (zy —xp—1)
k=1,...,q

nennen wir den Feinheitsgrad der Einteilung FE.

Zu einer Einteilung E von [a,b] haben wir bereits in Beispiel 15.1(2) eine
Zerlegung 3 angegeben.

Zu dieser Zerlegung und einer vorgelegten Funktion f kann man durch be-
liebige Wahl von Punkten

&k € [Tr-1, k]
eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R definieren durch
t(l‘): f(gk) fir z € (xk—laxk)a k:1,2,...,q7
flag) firz=u=, k=0,1,...,q.

Definition Die Zahl

S =" f(&)(xr —ar1) = 1(2)
k=1
nennt man eine zur Einteilung E gehorige Riemannsche Summe von f.
Die Riemannsche Summe héingt also von F und der Wahl der & ab.

Spezialfille:

(a) Riemannsche Untersumme von f zur Einteilung FE:

q
> mlwk — wr1),
k=1

wobeil my, := Minimum von f auf [zx_1,xy] (wird wegen der Stetigkeit
von f an einer Stelle &, € [rr_1, )] angenommen)
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(b) Riemannsche Obersomme von f zur Einteilung E:

q
ZMk(JIk — Tp—1),

k=1

mit M}, := Maximum von f auf [zx_1, zk].

Satz 15.8 Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion und (E,)nen eine Folge
von Einteilungen von [a,b] mit lim, . ¢(Ey,) = 0.
Dann gilt

dn b
Jim YA€) @~ o) = [ fa)da,
k=1 a

Bemerkung 15.2 Jede Folge von Riemannschen Summen zu den Einteilungen
E,, konvergiert also gegen das Integral von f, sofern nur die Feinheitsgrade der
Einteilungen eine Nullfolge bilden.

Beweis. Wir fithren Treppenfunktionen ¢,, ein durch

t (:L') = f(é.](cn)) falls ¢ € (xl(cn—)p aj](cn))7
' FE) falls 2 = 2{").

Es reicht zu zeigen, dass die Folge (¢,) gleichméBig gegen f konvergiert, denn
die Integrale I(¢,) sind ja gerade die angegebenen Riemannschen Summen.

Da f stetig ist, gibt es zu vorgegebenem ¢ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle
x,y € [a,b] mit |z —y| < d folgt | f(x) — f(y)] < e. Sei ng € N, so dass fiir n > ng
gilt: ¢(E,) < d. Dann ist

|f(z) —tu(z)| <&
fir alle z € [a,b]: Denn ist z = x,(cn) fiir ein k und ein n, so steht links 0. Ist

aber x € (J:,(;i)l,x,(cn)), so ist ja t,(z) = f( ](cn)) mit f,(cn) € [x,(c@l,x,(cn)]. Nun ist

& — €| < Jag — 2y < @(Bn) <,

also fiir n > nog
1f(@) — tu(@)| = |f(z) = FEX)] <e.

d

Wir fithren nun anhand von Beispielen die Integration einer stetigen Funk-
tion mit Hilfe von Riemannschen Summen vor.

Beispiel 15.2 (1) f: [0,a] — R, x — 22. Wir wiihlen eine dquidistante Eintei-

lung E,, mit dem Feinheitsgrad ¢(E,) = %:

n

n n n k
xg)zo,xg):%,...,xé):?a,...7w;”):a.
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Dann gilt lim,, o, ¢(E,) = 0. Die Obersumme zu E,, ist

)3. k2:(9)3'n(n+1)(2n+1)

Es gilt

3 a
lim S, = — =/ 2 dx
0

n—oo

(2) f:[a,b] = R,z L 0<a<b. Als n-te Einteilung wéhlen wir

2 " wobei ¢ i T b
@, aCn, Acy,, .., aCy, Wobei ¢y 1= 4/~

?

also x,(cn) = ack. Die Teilpunkte sind also Glieder einer geometrischen Folge, d.h.

man hat konstante Quotienten aufeinanderfolgender Glieder. Die Riemannsche
Obersumme ist

Was konnen wir iiber den Feinheitsgrad ¢(F,,) sagen? Die Intervallingen sind

k k=1 _ .k 1 :
ac, — ac, — = ac, (1 — a). Wegen ¢, > 1 ist

Cn Cn

1
cp(En):acZ—acZ_lzb—b:b(l—>,

also ist lim,, 00 ¢(E,) = 0.
Nach Satz 15.8 ist also

b)* _
x—0 €T
In(2) . (2)°
= lim M(de I"Hospital)
z—0 1

=Inb—Ina.

Die Berechnung des Integrals einer stetigen Funktion als Grenzwert von Rie-
mannschen Summen ist im allgemeinen mit groBem Rechenaufwand verbunden.
Das zeigen die vorherigen Beispiele. Deshalb wird man auch nach anderen Me-
thoden zur Berechnung von Integralen suchen. Dabei ist es vorteilhaft, bestimm-
te Eigenschaften des Integrals, die im folgenden hergeleitet werden, auszunutzen.
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Satz 15.9 (Linearitdt des Integrals) Fir alle in [a,b] stetigen Funktionen
f1, fo, f und jede reelle Zahl o gilt:

b

(a) [(fi + fo)(z)da = jb’fl(:c) dx—i—fbfg(x) dx.

a

b

(b) [a- f(z)de = aff(:v)dx.

a

Bemerkung 15.3 Dieser Satz besagt also, dass das Integral eine lineare Abbil-
dung vom Vektorraum C°([a,b]) der auf [a, b] stetigen Funktionen in die reellen
Zahlen ist.

Beweis des Satzes. Zu (a): Es sei (,) bzw. (f,) eine gleichmiflig gegen fi bzw.
fo konvergierende Folge von Treppenfunktionen. Nach Satz 15.4 gilt fiir alle
neN

I(t, + 1) = I(t,) + I(t,).

Wegen der gleichmiBigen Konvergenz der Folgen (,,) und (,) folgt daraus

b b
lim I(t, +%,) = lim I({,)+ lim I(%,) :/ fi(z) dx—i—/ fo(z) da.

n— oo n—00 n—oo

L&t sich beweisen, dass die Folge (£, 4 ,,)nen gleichmiBig gegen fi + fo kon-
vergiert, dann folgt

b b b
[t @de= [ n@de+ [ pawd.
Also ist noch zu zeigen:
nlgréo ||(f1 + f2) - (Ltn +£n)|| =0.

Nun sind (||f1 — tn|)nen und (||f2 — n||)nen nach Voraussetzung Nullfolgen.
Aus der Dreiecksungleichung

11+ f2) = (Ea + 8|l = I(F1 = ) + (f2 = ta)l| < [1f1 = Eall + [1f2 = &l

fiir alle n € N folgt daher, dass auch (||(f1 + f2) — (fn 4 tn)||)nen eine Nullfolge
ist.

Der Beweis zu (b) verlduft entsprechend, wobei man verwendet, dass ||af —
atnl| = [l [[f = ta|] ist. o

Satz 15.10 Fir jede in [a,b] stetige Funktion f gilt:

/a ' fa) do

Beweis. Nach Satz 15.8 gibt es eine gleichméflig gegen f konvergierende Folge
(t,,) von Treppenfunktionen, wobei alle Funktionswerte von ¢,, auch Funktions-
werte von f sind. Es gilt daher

< (b= a)ll£ll-

lltall < 11f]| fiir alle n € N,
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folglich auch fiir jedes n

Satz 15.5

L)l < lEa]l(0 = a) < [[f][(b - a).

/ fla
Satz 15.11 Wenn f stetig und f(x) > 0 fir alle x € [a,b] ist, dann gilt

/abf(x)d:vzo.

Beweis. Man bestimme ff f(z) dx als Grenzwert einer Folge von Riemannschen
Summen. Diese sind alle > 0. O

Also ist auch

lim I(t

n—oo

= lim |1(t,)| < |If]|(b—a).

Korollar 15.1 (Monotonie des Integrals) Sind f; und fo stetig auf [a,b]
und ist f1(z) < fo(z) fir alle x € [a,b], dann folgt

/abfl(af)dxé/abfz(w)dx

(x) — f1(x) > 0 fiir alle z € [a, b]

Beweis.

:>/ (fo(z (z))dz > 0 (Satz 15.11)

é/ fa(x)dx — / fi(x)dr > 0 (Linearitét)

b b
é/ fl(x)dmg/ fa(z) dx
Satz 15.12 Fir jede in [a,b] stetige Funktion f gilt:

< / ') da.

Beweis. Aus der Stetigkeit von f folgt die Stetigkeit von (—f) und |f|. Es gilt

[f (@) = f(2) und |f(z)] > —f(2) fir = € [a,].

Wegen der Monotonie und Linearitét des Integrals gilt auch

/ablf(x)ldmz/abf(x)dx, /alf(m)ldarz—/abf(x)dx

x)dx
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also

/a ' fayda| < / @) de.

Ein zweiter Beweis mit Riemannschen Summen und Dreiecksungleichung ist
moglich. O

Satz 15.13 Wennm das Minimum und M das Mazximum der stetigen Funktion
fin [a,b] ist, dann gilt:

b
(b—a)-mg/ fl@)yde < M- (b—a)

Beweis. Aus
m < f(z) < M fiir alle x € [a, b]

folgt wegen der Monotonie
b b b
m(b—a) :/ mdx §/ f(z)dx S/ Mdx = M(b - a).
a a a
O

Korollar 15.2 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Fiir jede in [a,b] ste-
tige Funktion f existiert ein £ € [a,b] mit

/ f(z)do = (b= a)F(€).

Beweis. Aufgrund von Satz 15.13 gilt

1
b—a

m <

/abf(:c)dng.

Weil m das Minimum und M das Maximum von f in [a,d] ist, existiert nach
dem Zwischenwertsatz ein £ € [a, b] mit

b
1O =5 [ 1@

O

Im Folgenden soll der Zusammenhang zum Riemannschen Integral kurz an-
gedeutet werden. Zu jeder Einteilung a = xg < x; < --- < 24 = b haben wir die
Obersumme und Untersumme von f erklért:

q
My (z — xp—1) und ka(xk — Tp_1).
k=1 k=1

M=

Nimmt man nun eine Folge von Einteilungen E, mit lim, . ¢(E,) = 0, so
dass FE, eine Verfeinerung von FE,_; ist fiir jedes n, so bilden die Untersummen
eine monoton steigende, die Obersummen eine monoton fallende Folge: Denn
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geht man von der gegebenen Einteilung zu einer neuen iiber, indem man einen
Punkt u etwa zwischen x;_1 und xj einfiigt, so gilt

min _ f(z) < min f(z), min f(z),
TE[TK—1,Tk) TE€[TR—1,u] z€[u,zr]

max f(z), max f(z) < max f(x),
TE€[T)—1,u] z€[u,xk] TE[TR—1,Tk]

also

mg(zr — Tp—1) < mg)(u —Tp-1) + ml(f)(xk —u),

Mlgl)(“ — Th-1) + M1§2)($k —u) < My(vg — zp-1)-

Beide Folgen konvergieren gegen das Integral von f (Satz 15.8).
Es folgt

b
Untersumme §/ f(z)dx < Obersumme.

Insbesondere gilt

b
/ f(z)dx = Supremum aller Untersummen bzgl. aller Einteilungen
= Infimum aller Obersummen bzgl. aller Einteilungen.

Die rechte Seite ist genau die Definition des Riemannschen Integrals von f.
Man beachte insbesondere, dass m(b — a) und M (b — a) die primitivsten
denkbaren Unter- und Obersummen sind.
Wir wollen die Integraldefinition noch etwas erweitern.

Definition Es sei f: [a,b] — R stetig und ¢, d € [a, b]. Man setzt

d
d / flie,q (@) da falls ¢ < d,
/ fl@)dz = {0 falls ¢ = d,
- / f(x)de  fallsd <c.
d

Im Fall ¢ < d bedeutet dies lediglich, dass man f auf [c, d] einschrinkt und die
alten Definitionen verwendete. Die Definition im Fall d < ¢ ist plausibel: Eine
Seite mit umgedrehter Orientierung wird negativ gezéhlt.

Satz 15.14 (Additivitédt bzgl. des Intervalls) Wenn f: [a,b] — R stetig
ist, dann gilt fiir alle ¢,d, e € [a,b]

/cdf(x)dm—k/def(x)dx: /:f(m)dx.

Beweis. 1. Fall: ¢ < d < e:

Es sei (tg)) eine auf [c,d] gleichméBig gegen f konvergierende Folge von
Treppenfunktionen, (tg)) entsprechend auf [d, e].

Die Funktion ¢,,: [c,e] — R mit

b () t%l)(:c) fir x € [c, d],
n\T) =
t2(z)  fir x € (d, e,
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ist Treppenfunktion auf [c, €], und (¢, )nen konvergiert gleichmiflig gegen f. Nun
gilt
I(t,) = I(tV) + 1(tP) fiir jedes n € N,

fiir die Grenzwerte also

/:f(x)dxz/Cdf(x)da;-s-/:f(x)dx'
2. Fall: d < ¢ < e:
/dcf—’—/:f:/defnachFall 1,

Dann ist
e e c e d
[r=[a-[s=[s+][1
c d d d c
nach Definition.

Analog zeigt man die anderen Félle, bei denen alle drei Zahlen ¢, d, e von-
einander verschieden sind. Sind nicht alle drei Zahlen verschieden, so ist nach
Definition eins der Integrale gleich 0 und die Behauptung folgt. O

also

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen der Differential- und Integral-
rechnung darstellen und gleichzeitig eine weittragende Methode zur Berechnung
von Integralen angeben. Zunéchst fithren wir den Begriff der Stammfunktion ein.

Ist das Integral fab f(x) dz der stetigen Funktion f zu berechnen, so kann man
wie folgt vorgehen, wenn F' ein Funktion ist, deren Ableitung f ist (F' = f):

Man wéhlt eine beliebige Einteilung ¢ = a,21,...,24 = b. Dann ist nach
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

F(xy) — F(zr-1) = f(§) (v — Tp-1)

fiir eine Zwischenstelle &, € [z_1, 2] Die zugehorige Riemannsche Summe ist
also bei dieser Wahl der &

> FE) @k = 2p-1) =Y F(aw) — Fzg-1) = F(b) — F(a).

Nimmt man nun irgendeine Folge von Einteilungen F,,, fiir die die Feinheit
©(Ey) gegen 0 konvergiert, und wihlt man Riemannsche Summen auf die oben
geschilderte Weise mit dem Mittelwertsatz fiir F', so ist nach Satz 15.8

b
/ f(@)dz = lim [F(b) — F(a)] = F(b) — F(a).

n—oo

Man kann also das Integral ff f(z) dz einer stetigen Funktion berechnen, indem
man eine Funktion F' sucht, deren Ableitung f ist. Eine solche Funktion heifit
Stammfunktion von f.

Dabei soll F' = f auf dem ganzen Intervall [a,b] gelten. Wir miissen also
auch erkldren, wann eine Funktion g¢: [a,b] — R differenzierbar ist. Deswegen
miissen wir unsere Definition der Differenzierbarkeit noch etwas erweitern: Es
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sei g: [a,b] — R eine Funktion. Die Funktion g heifit rechtsseitig differenzierbar
an der Stelle ¢ dann und nur dann, wenn

i 9@+ h) —g(a)
h—0 h
h>0
existiert.
Die Funktion g heifit linksseitig differenzierbar an der Stelle b dann und nur
dann, wenn

i 90+ 1) —g(0)
h—0
h<0

existiert. (Man bildet nur einseitige Grenzwerte, damit die Quotienten iiberhaupt
definiert sind.)

Eine Funktion g: [a,b] — R heifit differenzierbar genau dann, wenn g diffe-
renzierbar in (a, b), rechtsseitig differenzierbar in a und linksseitig differenzierbar
in b ist. Ist obendrein die Ableitung stetig, so heifit g stetig differenzierbar in
[a, b].

Definition FEine in einem Intervall J differenzierbare Funktion F heifit Stamm-
funktion von f auf J, wenn F'(x) = f(z) fiir alle z € J gilt.
Dabei kann J wie gesagt ein beliebiges Intervall sein.

Bemerkung 15.4 Ist F' Stammfunktion von f auf J, und ist k eine konstante
Funktion auf J, dann ist auch F + k eine Stammfunktion von f auf J.

Satz 15.15 Sind F und G Stammfunktionen von f auf J, so ist F — G eine
auf J konstante Funktion.

Beweis. Auf J gilt fiir die Ableitung der Funktion F' — G
(F —G) = f— f=0 (Nullfunktion).
Nach Korollar 12.2 folgt, dass F' — G konstant auf J ist. O

Aus Satz 15.15 folgt, dass man aus einer Stammfunktion von f auf J jede
andere durch Addition einer konstanten Funktion erhalt.

Wir wollen nun zeigen, dass jede stetige Funktion eine Stammfunktion be-
sitzt. Das ist der berithmte Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Satz 15.16 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Fiir je-
de stetige Funktion f: [a,b] — R ist die auf [a,b] durch

F(z) = / f(t) dt mit ¢ € [a,b]
definierte Funktion F eine Stammfunktion von f auf [a,b].

Beweis. Fiir h # 0 gilt

. _ T z+h T
F(+2 H):i<l f@ﬁ_Lf@ﬁ>
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1 x+h
— E/ f(t)dt (nach Satz 15.14).

Ist nun h > 0, dann gilt nach dem Mittelwertsatz

z+h
2| e = s,

wobel &, eine Zwischenstelle aus [z, z + h] ist. Im Fall h < 0 ist

1 z+h 1 T o
E/@ ft)dt = ~ /x+h f(t) dt (nach Definition) = f(&),

wobel &, € [z + h,z] ist (ebenfalls nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung).

Durchléuft also h ein Nullfolge, so durchlaufen die zugehorigen &}, eine gegen
2 konvergente Folge; wegen der Stetigkeit von f durchlaufen die f(&;,) dann eine
gegen f(z) konvergente Folge. Also ist

li 1
m —
h—0 h

x+h
[ swa=rw.
O

Aus dem Hauptsatz ergibt sich unmittelbar der folgende Satz, der auch oft
Hauptsatz genannt sind.

Satz 15.17 Die Funktion [ sei auf [a,b] stetig. Dann gilt fir jede Stammfunk-
tion F von f auf [a,b]:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Beweis. Nach dem Hauptsatz ist

:v»—)/;f(t)dt

eine Stammfunktion von f auf dem Intervall [a, b]. Wenn F' irgendeine Stamm-
funktion von f ist, muss es also eine Konstante k geben mit

F(x):k:—i—/mf(t)dt.

Durch Einsetzen von z = a erhilt man F'(a) = k, so dass fiir alle z € [a, b] die
Gleichung

[ 1wit=r@ - @
bestehen muss, insbesondere auch fiir z = b. O
Bemerkung 15.5 Statt F'(b) — F'(a) schreibt man auch

[F ()]s oder F(z)[g.
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Eine Stammfunktion F von f nennt man auch ,unbestimmtes Integral® und

schreibt dafiir
/ f(x)dx.

Die Zahl f; f(x) dz nennt man dann im Gegensatz dazu ,, bestimmtes Integral®.

Mit dem Hauptsatz haben wir nun ein Mittel in der Hand, um die Integrale
vieler elementarer Funktionen bequem zu berechnen. Aus jedem in der Differen-
tialrechnung gewonnenen Resultat (sofern die Ableitung stetig ist) ergibt sich
eine entsprechende Aussage tiber Integrale. Man kann Tabellen von Funktionen
und ihren Stammfunktionen aufstellen, z.B. findet man solche Tabellen in

Bronstein-Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik.

Aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung lassen sich

Aussagen der Differentialrechnung in Aussagen der Integralrechnung iibertra-

gen. So erhélt man auch weitere Methoden zur Berechnung von Integralen.
Fiir in [a, b] differenzierbare Funktionen w und v gilt die Produktregel

(uv)’ = u'v + uv'.

Es ist also uv eine Stammfunktion von (v'v+wuv’) auf [a, b]. Falls v/ und v’ stetig
sind, gilt nach Satz 15.17:

b b
[u(z) - v(z)] = / o (z)v(z) dz —|—/ u(x)v' (z) dz.

Hieraus gewinnt man die folgende, auch Produktintegration oder partielle Inte-
gration genannte Regel:

Satz 15.18 (Partielle Integration) Sindu undv stetig differenzierbare Funk-
tionen dber [a,b], so gilt

Beispiel 15.3 a) [/ @ - sinx da:
Wihle u(z) = z,v'(x) = sinz,u'(z) = 1,v(z) = — cosz. Nach Satz 15.18

/ x-sinxdr = [x(—cosx)|] — / 1-(—cosz)dr =m+ [sinz]j = 7.
0 0

b) f()% cos? x du:

Wiéhle u(x) = cosz, v'(z) = cosz, v/ (x) = —sinz, v(r) = sinx.

Nach Satz 15.18

™

3 x 3
/ cos? v dx = [coszsinz]F — / (—sinz)sinz dx
0 0

jus
2 . 9
:/ sin“ x dx
0

:/ (1 — cos® x) dx
0

5 Bl )
= dr — cos” dx.
0 0

VB
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Also

jus jus
2 2 T
2~/ cos2xdx:/ de = —
0 0 2
5 5 T
cos? xdr = sinxdr = =
0 0 4

b b
/lnxdm:/ Inz-ldr mit nz=u,1=v,v:==x

b
:[x~lnm]2—/ T dx

X

und damit

=[z-lnz -2z ab>0.

Die Kettenregel der Differentialrechnung iibertrégt sich in die Integralrech-
nung wie folgt:

Satz 15.19 (Substitutionsregel) Es sei f: [a,b] — R stetig, und ¢: [a, 5] —
[a,b] C R stetig differenzierbar. Dann gilt

©(B) B
/ f(x)dz = / F(o(w)) - ¢ () du.
o(a) &

Bemerkung 15.6 Diese Regel kann man sich wie folgt merken: fr,? f(z)dx ist
zu bestimmen. In welchen Grenzen? Wir setzen = = ¢(u), dann ,ist* dz =
¢’ (u) du (Kettenregel). Bei dieser Ubersetzung geht der linke Integrand in den
rechten Integrand iiber. Hat man dann die rechten Grenzen, liuft also u von «
bis 3, so lduft x = ¢(u) von p(a) bis ¢(8).

Beweis von Satz 15.19. Da f stetig ist, gibt es zu f eine Stammfunktion F'. Dies
ist eine differenzierbare Funktion auf [a, b], so dass die Hintereinanderschaltung
F oy erklirt und differenzierbar auf [« 8] ist. Nach der Kettenregel gilt nun fiir
alle u € [a, f]

(Fop) (u) = F'(p(u) - &' (u).
Wegen F/ = f ergibt sich

O

Bemerkung 15.7 Die Umkehrbarkeit von ¢ ist fiir die Giiltigkeit der Substi-
tutionsregel nicht erforderlich. Wenn zusitzlich vorausgesetzt wird, dass ¢~}
existiert, kann man die Substitutionsregel auch in der Form

b e 1 (b)
x)dr = w)) - ¢’ (u) du
[ s@a= [ stet) ot
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schreiben.

Beispiel 15.4 (a) ff(pu + ¢)" du mit p # 0 und n # —1.
Ansatz: o(u) = pi + g, }(z) = 2 ¢ (1) = p.
Also gilt nach der Substitutionsregel

b
/ (pu+q)" p du
a flp) ¢ (u)

pb+q
/ z" dzx
patq f(@)
|:xn+1 rb-ﬂl
n+1 pa+q

1 [(pquQ)”“K.

T p n+1

b
/ (pu+q)" du =

"R "B= Q8=

—_

(b) [y Vr? — a2 dx (Fliche eines Viertelkreises mit dem Radius r).
Wir setzen © = @(u) = r - sinu, also de = r cosu du. Deshalb

r 5
/ \/r2—x2dx:/ Vr2 —r2gin?u - rcosudu
0 0

ﬂ
5
= / r? cos® udu
0

= 7‘2/ cos® udu
0
o
4

B

(nach Beispiel (b) zur partiellen Integration).

r

Nun versuchen wir fox \/12 — £2 d€ zu bestimmen, also eine Stammfunktion

zu Vr?2 — 2 fiir |z <.

Wir setzen £ = rsinu, also d€ = r cosu du. Deshalb
x v v
/ \/r2—§2d§:/ \/Tz—TZSiHQU-TCOSUdu:T‘Q/ cos? u du,
0 0 0

x = rsinw, also v = arcsin 7. Die Definitionsbereiche sehen dabei so aus: z €
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[—7,7], also v € [-F, §]. Dann ist aber

xz v
/\/r2—§2d§:r2/ cosu cosu du
0 0
v
= r?[sinu cos u]y + r2/ sin? u du
0
v
:’I"QSiIl’UCOS’U+7’2/ (1 — cos®u) du
0

v
= r2sinvcosv + r2v —7’2/ cos® udu
0

1
= §r2(sinv cosv + v)

1, (x 2 .z
=—-r"| —4/1—- — 4+ arcsin —
2 r r2 r

1 1
=3 7’2—902—1—51"2

Dieses Integral kénnen wir auch als Fldcheninhalt interpretieren:

A
N

. X
arcsin —.
r

8

Der Term iz+/r? — 2?2 ist der Flicheninhalt des Dreiecks (A) und der Term
sr?cosarcsin £ der Flidcheninhalt des Kreissektors (B). Letzterer ist némlich
gleich Radius mal halber Bogenlédnge, die Bogenlénge aber ist gleich Radius
mal Winkel ; da sina = 7, ist a = arcsin 7.

Durch den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wird die Berech-
nung von Integralen fiir stetige Integranden zuriickgefiihrt auf die Bestimmung
von Stammfunktionen. Fiir die elementaren Funktionen ist zwar die Existenz
von Stammfunktionen (aufgrund des Hauptsatzes) gesichert, doch gehoren diese
Stammfunktionen selber in vielen Fldchen nicht mehr zu den elementaren Funk-
tionen, wie z. B. das ,elliptische Integral® fow V1 —E2sin?tdt (mit 0 < k < 1).

Wir geben nun noch eine Anwendung der Regel der partiellen Integration.

Dazu sei J ein offenes Intervall und f: J — R eine (n + 1)-mal stetig diffe-
renzierbare Funktion. Ferner sei a,b € J,n > 1. Dann ist offenbar

b
1) = @+ [ F@)d.

Das sieht schon wie die Taylorsche Formel aus, auf die wir hinaus wollen. Der
Punkt a spielt dabei die Rolle des Entwicklungspunktes, wenn f(b) zu bestim-
men ist. Das Integral wird das Restglied sein, das wir nun mittels partieller
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Integration weiter umformen:

/ f'(z (v(z):=b—1x)

u(w v (z

b
- @O - / ()b -
b
—f(a)(b—a) - / (@) - ) de

b
() = f(a) + Fa)(b—a) + / £7() (b -

Allgemein gilt nun

Also ist

Satz 15.20 (Taylor-Formel mit Restglied in Integraldarstellung) Es
sei f: J =R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, und a,b € J. Dann ist

n k) (g b op(nt1)
=0 a

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n, den Induktionsanfang
haben wir bereits gemacht. Induktionsschritt von n — 1 nach n:

/ F) — )T; dx (v(z) == —(b—z)"/n!)

v’ (z)

- [f“”()bx ] / s @ = g

- @l / f("“)(x)i(b_x)n da.

n! n!

Nach Induktionsannahme ist die Behauptung richtig fiir n — 1, also ist sie auch
richtig fiir n. O

Damit haben wir eine vierte Restglieddarstellung hergeleitet.

16 Funktionenfolgen und Potenzreihen

Wir kehren nun zu der Untersuchung von Funktionenfolgen zuriick und studie-
ren, wann Integration und Differentation von Funktionen mit der Limesbildung
vertauschbar sind. Wir behandeln dann systematisch Potenzreihen.

Satz 16.1 FEs sei f,: [a,b] = R, n € N, eine Folge stetiger Funktionen, die
gleichmdflig gegen f: [a,b] — R konvergiert. Dann gilt

n—oo

b b
/ f(z)dx = lim fn(x)da.
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Beweis. Nach Satz 14.3 ist f stetig. Deshalb ist das Integral definiert. Es gilt
nun
b b
/ f(x) dx—/ fn(x)dx

b
g/ (@) = ful@) dz < (b—a) - |1 — full-

Da (||f — full)nen eine Nullfolge bildet, folgt, dass auch die Integraldifferenzen
eine Nullfolge bilden. O

b
/ (@) - fula)) do

Bemerkung 16.1 Satz 16.1 gilt nicht fiir punktweise Konvergenz: Fiir n > 2
sei fr: [0,1] = R definiert durch

n

0}

fu(x) = max{n—n2 . ‘x _ %

b 12
Wie in Beispiel 14.2 kann man zeigen, dass (f,,) punktweise gegen die Nullfunk-
tion auf [0, 1] konvergiert. Es gilt

1
/ fn(x)dx =1 fir alle n > 2,
0

1
/ 0dx = 0.
0

Satz 16.2 Es seien f,: [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen (n € N),
die punktweise gegen die Funktion f: [a,b] — R konvergieren. Die Folge der Ab-
leitungen f! : la,b] — R konvergiere gleichmdfSig gegen eine Funktion g: [a,b] —
R. Dann ist [ differenzierbar und es gilt

fl(x) = Jim [ (x) fiir alle z € [a,b].

aber

Beweis. Nach Satz 14.3 ist g stetig. Nach Satz 16.1 gilt fiir alle x € [a, ]
[ aterae =t [ rioae
= lim [fn(x) — fn(a)] (Hauptsatz)
n—oo
= f(x) = f(a)
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Differentiation ergibt:
f'(@) = g(x)

fiir alle € [a,b] (nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
|

Bemerkung 16.2 Selbst wenn (f,) gleichmifig gegen eine differenzierbare
Funktion f konvergiert, gilt i.A. nicht, dass die Folge (f/) gegen f’ konvergiert,
wie folgendes Beispiel zeigt:

frniR=>R, fu(x) = %sinnw (n>1).

Da ||fn]| = % konvergiert die Folge (f,) gleichméBig gegen die Nullfunktion.
Die Folge der Ableitungen f!(xz) = cosnx konvergiert jedoch nicht gegen die
Nullfunktion.

Man kann nun auch Funktionenreihen Y 7 f,, betrachten.

Definition Eine Funktionenreihe Y~ f,, heiit gleichmdfig konvergent, wenn
die Folge (s, )nen ihrer Partialsummen gleichmifig konvergent ist.

Satz 16.3 (Konvergenzkriterium von Weierstrafl) Gegeben seien Funk-
tionen fn: [a,b] — R, n € N. Wenn ||fo]| < ¢ fir alle n € N gilt und
die Reihe Y77 cn konvergiert, dann konvergiert die Funktionenreihe Y o fn
gleichmdfig.

Beweis. a) Wir zeigen zunéchst, dass Y . f, punktweise gegen eine gewisse
Funktion F': [a,b] — R konvergiert.
Es sei z € [a,b]. Da

[ fr(@)] <||fnl] < ¢, fiir alle n € N,

konvergiert nach dem Majorantenkriterium die Reihe >~ f,(z) absolut. Wir
setzen

n=0

Damit ist eine Funktion F': [a,b] — R definiert.

b) Es sei F}, = > 1 _, fr- Wir beweisen jetzt, dass die Folge (F),) gleichméBig
gegen F' konvergiert.

Sei e > 0 vorgegeben. Aus der Konvergenz von > || f,|| folgt, dass es ein
ng € N gibt, so dass fiir alle n > ng

oo

> il <e

k=n+1

Dann gilt fiir alle n > ng und = € [a, b]

[Fa(@) = F@)| = | Y fil@)|< Y 1@< Y lfull<e
k=n-+1 k=n-+1 k=n+41
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Beispiel 16.1

o0
Z cosnx
2
n=1 n
Diese Reihe konvergiert gleichmiiiig auf R, denn fiir f,(z) :=

1 =1
| fall = ) und 27
n=1

cos nxe
n2

gilt

n

konvergiert,.

Wir wollen nun Potenzreihen betrachten.
Es sei eine Folge (a,,) und eine reelle Zahl =y gegeben, a,, € R fiir alle n € N,
x sei eine beliebige reelle Zahl. Dann heifit die Reihe

o0
Z an(x — )"
n=0

Potenzreihe mit der Koeffizientenfolge (a,) und der Entwicklungsstelle xq.
Die wichtigste Frage ist zun#chst, fiir welche = die Reihe konvergiert. Fiir
dieses Problem geniigt es, denn Fall 2y = 0 zu betrachten.

Satz 16.4 Wenn die Potenzreihe Y . a,z" fir x = x1 # 0 konvergiert, so
konvergiert sie fir jedes x mit |x| < |z1| sogar absolut.

Beweis. Da die Reihe in x; konvergiert, bilden die Glieder a,x7 eine Nullfolge,
sind also insbesondere beschrinkt. Fiir alle n € N ist also

lanxt| < M.
Es folgt fir n e N
lanz"| < M - xz
T

=z

Die geometrische Reihe Y07 /M - ¢" mit ¢ =

ZZO:O lana™|. U

ist also eine Majorante fiir

Definition Essei ) - a,z" eine Potenzreihe. Dann heifit

7= sup {Q ‘ 0> 0und Z lan|o™ konvergent}
der Konvergenzradius der Potenzreihe, falls das Supremum existiert. Andern-
falls setzen wir r := co. Das Intervall (—r,r) heifit das Konvergenzintervall der
Potenzreihe.

Bemerkung 16.3 Es gilt r € R, U {oo}.

Satz 16.5 Ist |z| <7, d.h. x € (—r,1), so ist > - a,x™ absolut konvergent.
Ist |z| > r, soist Y o a,z" divergent.
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Bemerkung 16.4 Uber x = +r werden keine Aussagen gemacht: Fiir = +r
ist sowohl Divergenz wie auch Konvergenz moglich: Z.B. ist der Konvergenzra-
dius von ) 7 jz™ gleich 1. Man hat Divergenz an beiden Réndern des Konver-
genzintervalls.

Auch der Konvergenzradius von Zzozl(—l)”%" ist gleich 1 (Taylorreihe von
In(1 + z), siehe §13). Die Reihe konvergiert fiir = 1 nach dem Leibnitzkrite-
rium, aber nicht fiir x = —1 (harmonische Reihe).

Beweis von Satz 16.5. Ist |z| < r, so gibt es — weil |z| nicht das Supremum
der obengenannten Menge ist — ein o, so dass |z| < o < r und Y7 a,0"
konvergiert. Nach Satz 16.4 konvergiert dann Zio:o an,x™ absolut.

Ist hingegen > ° ; a,z™ konvergent fiir ein « mit |z| > r, so findet sich ein
0, |z| > 0> r, fiir das Y .- |an|0™ konvergiert. Widerspruch, da r Supremum.
O

Satz 16.6 Jede Potenzreihe Y - anx™ ist in jedem abgeschlossenen und be-
schrinkten Teilintervall — etwa in [—c, ¢] — des Konvergenzintervalls der Potenz-
rethe gleichmdf$ig konvergent.

Beweis. Aus

lanz™| < |an|c” fir |z] <c<r
folgt wegen iifr absoluten Konvergenz von ZZOZO anc” die gleichméfBige Konver-
genz von » .~ an,x’™ im abgeschlossenen Intervall [—c, c]. O

Bemerkung 16.5 Eine Potenzreihe )~ ja,z" braucht im offenen Intervall
(—r,r) — wobei r der Konvergenzradius ist — nicht gleichméfig zu konvergieren:
Man vergleiche die geometrische Reihe ZZOZO z".

Satz 16.7 Die durch formales, gliedweises Differenzieren aus einer Potenzreihe
Yoo gana™ entstehende Reihe

oo
E n-anpz” !
n=1

hat denselben Konvergenzradius wie die urspringliche Reihe.

Beweis. Fiir 1 # 0 konvergiere Y~ j anay. Sei |a,zt| < M, dann ist

n

In-ap - 2" <nM -
1

Also ist ZZCZO n-q" mit ¢ = konvergente (nach dem Quotientenkriterium)

.

z1

Majorante. Also konvergiert die Reihe > >° | na,z™ ! fiir |z| < |z1| absolut.
Umgekehrt: 0 na, - 27 konvergiere. Wie oben ist fiir n > 0

n
xT

lana”| <|n-apa™| =n-ap -V |—| ,

n
also ist 35,7 o M - | =| konvergente Majorante zu 3 % |a,a"|.
Folglich haben Y~ jan,z™ und Y 7 | na,z™ ! denselben Konvergenzradius

(falscher konstanter Faktor |z| stért nicht). O
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Satz 16.8 Gegeben sei eine Potenzreihe Y - anx™ mit Konvergenzradius r >
0. In (—r,7) sei f(x) :=> " anz™. Dann ist f in (—r,7) differenzierbar und
fir alle x € (—r,r) gilt:

o0
flx) = Z napx™ L.
n=1

Bemerkung 16.6 Man driickt dies auch so aus: Eine Potenzreihe darf glied-
weise differenziert werden.

Beweis von Satz 16.8. Die Teilsummen

k
sp(x) = Z anz"”
n=0

sind in R und damit auch im Konvergenzintervall der Potenzreihe differenzierbar
und es gilt

k
sp(z) = Z na,z" .
n=1

Die Potenzreihe Y~ | na,z" ! hat nach Satz 16.7 denselben Konvergenzradius
wie die Potenzreihe > 7 a,z", nach Satz 16.6 konvergiert sie gleichméBig in
jedem abgeschlossenem Teilintervall von (—r, 7). Nach Satz 16.2 konvergiert sie
dort gegen die Ableitung f’.

Sei # € (—r,r). Dann kann man ein ¢ € R finden, so dass 0 < |z| < ¢ < r
ist. Dann ist [—g, g] ein abgeschlossenes Teilintervall von (—r,r), das = enthélt.
Also gilt

o0
flx) = Znanxnfl.
n=1
O

Korollar 16.1 Es sei f(z) =Y.~ a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius . Dann ist f: (—r,7) — R beliebig oft differenzierbar und es gilt

_ f(0)

n!

n

Beweis. Wiederholte Anwendung von Satz 16.8 ergibt

) (z) = i nn—1)---(n—k+ ay,z"*.
n==k

Insbesondere folgt daraus

F(0)

F*®(0) = klag, dh. a = o

O

Korollar 16.2 Es sei f(z) :== >~ a,z™ eine Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius r. Dann stimmt die Taylorreihe von f um 0 mit Y - ap,a™ dberein und
konvergiert gegen f.
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Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Taylorreihe und Korol-
lar 16.1. O

Mit dem Satz iiber die gliedweise Differenzierbarkeit steht uns ein neues
Hilfsmittel zur Verfiigung, mit dem wir fiir manche unendlich oft differenzier-
baren Funktionen die Darstellbarkeit durch ihre Taylorreihen beweisen kénnen,
ohne direkt eine Restgliedabschitzung durchfiihren zu miissen.

Beispiel 16.2 In: R} — R.
Wir haben bereits gesehen, dass die Taylorreihe von In bzgl. zq = 1 lautet:

X 1\yn—1
fla)=>" Eo (z —1)"

n

Wir wollen noch einmal auf andere Weise zeigen, dass die durch diese Potenz-
reihe dargestellte Funktion f in ihrem Konvergenzintervall 0 < z < 2 mit In
iibereinstimmt. Dazu bilden wir die Ableitung:

1 oo
1/ gt — - _ _1n—1 _1n—1
e = @)= = S e
1 1 1 1
=——r—F——==-———=0.
x 14+(x—-1) =z =z
Es muf} also fiir 0 < x < 2
fx)=lnz+c

gelten. Einsetzen von x = 1 zeigt, dass ¢ = 0 ist. Damit haben wir

= (-

lnmzz

n=1

(x—=1)" 0<z<2).
Dass diese Gleichung auch fiir z = 2 noch richtig ist, haben wir schon frither

bewiesen.

Beispiel 16.3 (Arcus-Tangens-Reihe)
Wir berechnen die Taylorreihe von arctanz fiir |z| < 1 nach Satz 16.1:

o1
arctanz = / dt
0

1+1¢2
:/ (Z(n”t?”) dt
0 n=0
0 T & x2n+1
=) (-D)" [ rdt=) (-1)" .
S =3

Als weiteres Beispiel betrachten wir die binomische Reihe.
Fiir a > 0 und b € R war a® = exp(bIna). Wir koénnen also fiir z > —1 und
i € R die Funktion (14 z)# betrachten. Ist 4 € N, so ist nach dem binomischen

Lehrsatz p
I
1 B n.
(=3 (1)

n=0



16 Funktionenfolgen und Potenzreihen 132

Wir suchen nun ein Analogon fiir nichtnatiirliche p. Dazu definieren wir zunéichst

(u) _Hp—1)(p—ntl)

n ] fir p € R,n € N.

(Ein Produkt von 0 Faktoren ist per definitionem gleich 1. Also (‘6) =1)
Es gilt nun

Satz 16.9 (Binomische Reihe) FEs sei u € R. Dann gilt fiir |z| <1
— (1
1+a)k = ",
o=y (1)

Beweis. a) Berechnung der Taylorreihe von f(x) = (1 + )" mit Entwicklungs-
punkt O:

f @) =pp=1)- (g —n+ D1 +z)"
:7u<g>(1+ﬂmuw

Da also % = (Z), lautet die Taylorreihe von f
i (ﬂ) z".
n=0 n

b) Wir zeigen, dass die Taylorreihe fiir || < 1 konvergiert mit dem Quoti-
entenkriterium. Wir diirfen annehmen, dass p ¢ N und x # 0. Es sei

. (u) n
Ay = x'".
n

Dann gilt
Gnt1| _ (nil)xn+1 = |z| - H—=n
@ (n)zn nt 1]
Da
lim |22+ = || - lim . n‘ =|z| < 1,
n—oo | G n—oo |n + 1

existiert zu ¢ mit |z| < ¢ < 1 ein ng, so dass

An+1
an

< ¢ fiir alle n > ng.

Also konvergiert die Taylorreihe fir |x| < 1.
¢) Wir beweisen jetzt, dass die Taylorreihe gegen f konvergiert.
Wir setzen

Die Ableitung von g ist

-5 (S (5

n=0
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Multiplikation mit (1 + ) ergibt

- (2 ()¢
—MZ()ﬂC ~ ig(z).

Wir betrachten nun die Funktion h, die definiert ist durch

g(z)

—— fir —1l<z<l1.
(l-i-l‘)” ur X

h(z) =
Die Funktion h ist differenzierbar und es gilt

(1+2)"g'(z) — p(1 + 2)"tg(2)

=0.
(1+2)2p

B (z) =

Die Funktion h muss also konstant sein. Einsetzen von 2 = 0 zeigt, dass h(z) = 1
fiir alle x € (—1,1) gelten muss. O

Beispiel 16.4 (1) p=1:

Da
-1\ (-1 (-1-1)---(=1-n+1) (—1)"
w) n! N ’
ergibt sich fiir 4 = —1 aus der binomischen Reihe

= Z(—l)”m" fiir x| < 1.
n=0

Die geometrische Reihe ist also ein Spezialfall der binomischen Reihe.
(2) n=—3

Nach Satz 16.9 gilt

/1
(1+2)2= Z ( nQ)x" fir |x| < 1.

n=0

Mit |z| < 1ist | — 22| < 1, also erhalten wir durch Einsetzen

n

n=0
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In jedem kompakten Teilintervall von (—1, 1) ist die rechts stehende Potenzreihe
sogar gleichméBig konvergent, so dass fiir |z| < 1 iiber das Intervall [0, z] bzw.
[x,0] gliedweise integriert werden kann. Also

xr
1
arcsinxy = —dt
/0 Vi

1-3-5---(2n—1) [*,
= S Pt
S

n=0

oo

1:3-5--(2n—1) 0y .
= . | < 1.
;2-4~-~2n~(2n+1)x i f2]

Ohne Beweis notieren wir, dass die Gleichheit dieser Reihe und arcsin auch an
der Stelle z = 1, also auch in x = —1 gilt. Einsetzen von x = 1 liefert

E_i1-3-5~--(2n—1) 1
2 4 2-4---(2n) 2n+1’

eine bekannte Entwicklung fiir 5.

17 Uneigentliche Integrale

Bei der Definition des Integrals fiir stetige Funktionen war die Voraussetzung
wesentlich, dass das Integrationsintervall beschrankt und abgeschlossen ist. Wir
wollen nun die Integraldefinition auf den Fall ausdehnen, dass das Integrations-
intervall unbeschrénkt ist. Man spricht dann von einem uneigentlichen Integral.

Definition Es sei f : [a,00) — R eine stetige Funktion. Falls der Grenzwert

n

lim flx)dzx

n— oo

existiert, heiflt das Integral faoo f(z) dz konvergent und man setzt

/00 f(@)dz := lim nf(gs) dx.

n— oo a

Beispiel 17.1 Das Integral [~ L dx konvergiert fiir s > 1. Es gilt nidmlich
1 =z

/" 1 p 1 1" 1 ) 1
—dr = |— . = — .
. x® s—1 xs71],  s—1 ns—1

Da lim,, s ﬁ = 0, folgt

*1 1
/ —dx = fir s > 1.
1 ].

xs s —

Fiir s =1 gilt

"1
/ —dx=Inn—Inl,
1 T°
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und fiir s < 1 gilt

Daher gilt

o0

1

/ — dx konvergiert nicht fiir s < 1.
1 X

Mit Hilfe eines uneigentlichen Integrals kann man manchmal einfach ent-
scheiden, ob eine Reihe konvergiert oder divergiert.

Satz 17.1 (Integralkriterium fiir Reihen) Es sei f : [1,00) — (0,00) eine
monoton fallende stetige Funktion. Die Rethe

> fn)

konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral

/100 f(z)dx

Beweis. Fiir jedes k € Nfolgt aus k <z <k+1
fk+1) < f(z) < f(k)

konvergiert.

und daraus
k+1

flh+1) < / f(@)de < F(k).

k
Hieraus ergibt sich durch Addition:

FQ) et f) < [ fa)dn < FQ) 4 S D).
1
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. O
Beispiel 17.2 Aus dem Integralkriterium folgt:

0 .

Z 1 st konvergent fiir s > 1,
n° divergent fiir 0 < s < 1.

n=

Bemerkung 17.1 Betrachtet man die Summe der Reihe als Funktion von s,
so erhélt man die Riemannsche Zetafunktion.

o0

1
C(s):=>_ — (s>1)
n=1
Euler wusste schon, dass
2 v 76
2) = 4) = — 6) = —, etc.
) CW)=75, C(6)= = ete

Ka

In der Vorlesung Funktionentheorie wird diese Funktion ins Komplexe fort-
gesetzt. Die Riemannsche Vermutung ist eine beriihmte, bisher ungeloste Ver-
mutung, wie die komplexen Nullstellen dieser Funktion aussehen.
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