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1 Der R” als normierter Vektorraum
Den R™ kennen Sie aus der linearen Algebra.

T
R" .= ; T1,...,Tn €R

Ln

Der R” ist ein reeller Vektorraum der Dimension n mit der Addition und Ska-
larmultiplikation wie folgt:

Die Vektoren

1 0
0 .
€1 = . yeeeyCp 1= .
: 0
0 1

bilden eine Basis des R™; sie wird als Standardbasis bezeichnet.

Wir wollen nun Normen auf dem R™ betrachten. Wir hatten bereits die
Norm einer Funktion betrachtet, dies war eine Norm auf dem Vektorraum der
beschrankten Funktionen.

Definition Es sei V ein reeller Vektorraum. Unter einer Norm auf V' versteht

man eine Funktion
l: v — R

z =l
mit folgenden Eigenschaften:
(i) [lz|l = 0, ||zl = 0 & = =0,
(ii) [|Az]| = |A| - ||z fir alle A e R,z € V.
(i) [z +yl| < ||lz|| + ||y]| fur alle z,y € V.

Ein normierter Vektorraum ist ein Paar (V|| ||), das aus einem Vektorraum V'
und einer Norm || || auf V' besteht. Ist klar, um welche Norm es sich handelt,
schreibt man meist nur V statt (V|| ||)-
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Definition Es sei X eine Menge. Unter einer Metrik auf X versteht man eine
Abbildung
d: XxX — R

(z,y) = d(=,y)

mit folgenden Eigenschaften:
() d(zy) =0z =y
(ii) d(z,y) = d(y,z) fir alle z,y € X (Symmetrie)
(iii) d(z,2) <d(z,y)+d(y, z) fur alle x,y, z € X (Dreiecksungleichung).

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), X Menge, d Metrik. Man nennt d(z, y)
den Abstand oder die Distanz der Punkte x und y bzgl. d.

Bemerkung 1.1 Aus den Axiomen folgt, dass d(z,y) > 0 fiir alle 2,y € X.

Beweis. Wende Dreiecksungleichung auf x,y, x an:

02 d(z,z) < d(z,y) + dly,z) L 2d(z, ).

Satz 1.1 Es sei (V|| ||) ein normierter Vektorraum. Dann wird durch
d(z,y) = |l —yl| firz,y eV

eine Metrik d auf V definiert.

Beweis.
(i) dz,y) =0z —y||=0cz-y=0&2=y.
(i) d(z,y) = lle —yll = | = U]z = y|l = [ly — 2| = d(y, ).
(iii) d(z,z) = [z —z|| = e —y+y—=2|l < o =yl + [y — 2] = d(z,y) +d(y, ).

O

Beispiel 1.1 Die Mazimumsnorm auf dem R"

T
||2]|max = max{|z1],...,|z,|} firz = | : | € R™

Tn
Aufgabe 1.1 Man zeige, dass die Maximumsnorm eine Norm auf dem R™ ist.

T

Beispiel 1.2 Im R? berechnet sich die Lénge eines Vektors z = <x
2

||z|| = /22 + x3. Es liegt daher nahe, die Norm

) durch

llell = y/af + - +af
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zu betrachten. Dies ist die sogenannte euklidische Norm. Sie kann mit Hilfe des
Standardskalarprodukts (oder euklidischen Skalarprodukts)

(T,y) == 2191+ + Tnyn
(fir z = (z1,...,2n),y = (Y1,- .-, Yn) € R™) eingefithrt werden durch

|z]] = V/{z, z).

Wieder sind die Eigenschaften (i) und (ii) unmittelbar einzusehen. Beweis von
(iii): Um die Dreiecksungleichung

Viet+yz+y) <V + V()

zu beweisen, geht man durch Quadrieren zu der dquivalenten Ungleichung

(@ +y,x+y) <(z,z) +2(z,2)(y,9) + (v, 9)
iiber, die gleichbedeutend ist mit
(x,2) +2(z, ) + (y,9) < (z,2) + 2/ (2, 2)(y, y) + (¥, v)-
Diese Ungleichung ist dquivalent mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(@,9)* < (z,2)(y,y)

die Gegenstand des néchstens Lemmas ist.

Lemma 1.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir alle x,y € R™ gilt
(@,9)* < (2, 2)(y, )
Beweis. Wir betrachten das quadratische Polynom
(tx +y, tx +y) = (z,2)t* + 2(z, y)t + (y,y).

Fiir z # 0 kann dieses Polynom keine zwei verschiedenen reellen Nullstellen
besitzen. Daher muf} fiir die Diskriminante

(z,9)% — (z,2)(y,y) <0

gelten. O
Beispiel 1.3 Es sei p > 1. Die [,-Norm auf R” ist erkldrt durch
1
2llp o= (lza " + - |zal?) >

Beweis, dass dies eine Norm ist, als Aufgabe. Die [5-Norm ist die euklidische
Norm; die Maximumsnorm kann als Grenzfall ,p = oo betrachtet werden.

Wir wollen nun den Begriff der Konvergenz von Folgen vom R! auf den
R™ iibertragen. Da es fiir n > 2 jeweils beliebig viele Normen gibt, kénnte die
Definition von der Wahl der Norm abhéngen. Tatséichlich ist dies aber nicht
der Fall, wie wir zeigen werden. Zunéchst verwenden wir zur Definition der
Konvergenz die Maximumsnorm.
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Definition Die Folge (), 2 € R™ heifit konvergent gegen a € R™, wenn
lim ||z — @||lmax =0
k— o0

gilt. Man schreibt dann auch

lim z, = a.

k—oco
Bemerkung 1.2 Wie im eindimensionalen Fall zeigt man, dass eine Folge (xy)
nicht gegen zwei verschiedene Elemente a und b konvergieren kann. Wenn es ein
a gibt, so dass (x) gegen a konvergiert, dann sagt man kurz, die Folge (zy) sei
konvergent.

Satz 1.2 Die Folge (xy) ist genau dann konvergent, wenn jede der n Kompo-
nentenfolgen (xy;) konvergiert.

Beweis. Dies ergibt sich aus der Abschétzung

|zki — ai| < |2k — allmax < |21 — a1 + -+ + |Tek — an
firi=1,...,n. O

Auch den Satz von Bolzano-Weierstrafl kann man auf den R™ iibertragen.

Definition FEin Folge (xy) heifit beschrdnkt, falls es ein r € R gibt mit

[|Zk|lmax < r fiir alle k € N.

Satz 1.3 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge (xy,) besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

Beweis. Betrachte die n Komponentenfolgen der Folge (zy), diese sind jeweils
beschrankte Zahlenfolgen. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} fiir R besitzt
xp1 eine konvergente Teilfolge (z,.1). Ebenso besitzt (xy, o) eine konvergente
Teilfolge (%, 2) usw. Nach n Schritten erhalten wir so eine Folge von Vektoren
mit der Eigenschaft, dass jede Komponentenfolge konvergiert. O

Um zu zeigen, dass wir die Konvergenzdefinition statt mit der Maximums-
norm || ||max €bensogut mit einer beliebigen Norm || || hétten fassen konnen,
beweisen wir

Satz 1.4 Zu jeder Norm || ||: R™ — R gibt es positive Zahlen o und B so, dass
fiir alle x € R™ gilt

I2]| < af|2]lmax und [[z]|max < Bllx]].

Bemerkung 1.3 Aus diesen beiden Abschitzungen ergibt sich unmittelbar,
dass gilt:

hm ||xk7 - aHmax == 0 = hm ka — a|| = O

k—o0 k—o0
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Beweis des Satzes.
(a)
lz]] = l|z1e1 + - + znen]|
< lzallleall 4+ [zalllen]| (i), (iii))
< @ max|ler]] + - + [[#n]|max|€n]]
< (llexll + -+~ + llenID || max-

Also konnen wir a = ||eq|| + - - - + ||en|| wihlen.
(b) Die Abschiitzung rechts beweisen wir indirekt. Angenommen, es gibe
kein derartiges S > 0. Dann koénnte man zu g = 1,2,...,k,... jeweils einen

Vektor zj finden, so dass
|2k lmax > K|kl

Nach (ii) wiirde dann fiir £k = 1,2,3,... gelten

’ T < 1
||xk||max k
Fiir y, = waflﬁ hétten wir also
1
lyell < 7. (4

Wegen ||yk|lmax = 1 ist die Folge (yx) beschrinkt; nach Satz 1.3 gibt es also
eine konvergente Teilfolge (yg, ), die gegen ein z € R™ konvergiert, d. h. es gilt

lim ||yk, — 2||max = 0.
=00
Aus der bereits bewiesenen Abschitzung ||z — yk, || < allz — Yk, ||max ergibt sich

2l = 112 = g + vkl < Mz = wrll + [lym | < allz = Yo max + |ym I

Wegen (*) folgt
llinl ||ykl | ‘ 07
—00

also ||z|| = 0, also z = 0 nach (i).
Andererseits gilt

L= gk, Imax = [|yk, = 2 + 2llmax < [k, — 2llmax + [|2]|max-
Hieraus folgt ||2||max > 1, also z # 0, ein Widerspruch. O

Definition Die Norm || ||": V' — R heifit dquivalent zur Norm || ||: V — R,
wenn es positive Zahlen «, 8 gibt, so dass fiir alle x € V gilt:

allzl| < [l < Bll«|l-

Satz 1.5 Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis. (i) Jede Norm ist zu sich selbst dquivalent: Setze o = § = 1.
(ii) Symmetrie: Aus
allzl] < [l=[|" < Bll«l|

folgt die Ungleichung
Lhellr < 11zl < Lyjar
6} - T '
(iii) (Transitivitdt) Aus
allell < |lll’ < Blle]

und
o [[z]]” < =" < B']]|

folgt
ad/[|z]| < ||l2||" < BBl|«]l.

Korollar 1.1 Je zwei Normen auf R™ sind dquivalent.

Beweis. Satz 1.4 besagt, dass eine beliebige Norm zur Maximumsnorm dquivalent
ist. Damit folgt die Behauptung aus Satz 1.5. O

Beispiel 1.4 Fiir die Maximumsnorm und die euklidische Norm gilt:
|2llmax < [2] < v/nl|2|lmax-

Beweis als Aufgabe.

2 Topologie des R"
Im folgenden sei || || eine Norm auf R™.

Definition Es sei r > 0 und a € R". Die Menge
B(a,7):={z e R" | ||z —a|| < r}

heifit offene Kugel um a vom Radius r beziiglich der Norm || ||. Allgemeiner fiir
metrischen Raum (X, d):

B(a,r) :={x | d(z,a) <r}.

Beispiel 2.1 1) Man skizziere offene Kugeln beziiglich der Maximumsnorm in
R? und R3!
2) In der euklidischen Norm sind die offenen Kugeln gewohnliche Kugeln.
3) In der /;-Norm?

Definition Eine Teilmenge U C R"™ heifit Umgebung des Punktes z € R™,
falls ein € > 0 existiert, so dass

B(z,e) C U.

Insbesondere ist B(z,¢) selbst eine Umgebung von . Man nennt B(z,e) auch
die e-Umgebung von .
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Bemerkung 2.1 Der Umgebungsbegriff ist unabhéingig von der gewéhlten
Norm: Es sei || ||" eine weitere Norm mit

allzl] < [l < Bll«|l

fiir geeignete positive Zahlen o und 8 und alle x € R™. Wir bezeichnen mit
B'(a,¢) die Kugel um a bzgl. || ||'. Dann gilt

Blas)cB(a>), Bla5)cBlae).

(a,e) C a, aﬁ C B'(a,¢)
Denn:

, €

[lz — all <5:>a||x—a||<€:>\|x—a|\<a

£

5

Die Definition der Konvergenz einer Folge (bzw. Reihe) kann jetzt auch mit
Hilfe des Umgebungsbegriffes formuliert werden.

|z —al| < == pBllz—al|<e=|lz—al <e.

Satz 2.1 Fine Folge (xy) aus R™ konvergiert genau dann gegen ein a € R™,
wenn gilt: Zu jeder Umgebung U von a existiert ein kg € N, so dass fiir alle
k > ko gilt

xp € U.

Bemerkung 2.2 Dass eine Folge nur einen Grenzwert haben kann, ergibt sich
daraus, dass zwei verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen (R™ ist
ein sogenannter Hausdorff-Raum).

Definition Eine Teilmenge U C R™ heifit offen, wenn sie Umgebung jedes
ihrer Punkte ist, d. h. wenn zu jedem = € U ein € > 0 existiert, so dass

B(z,e) C U.

Beispiel 2.2 Es seien a,b € R, a < b. Das Intervall (a,b) ist offen in R, denn
es gilt fiir « € (a,b):

B(z,e) C (a,b) fir e = min(|a — z|, |b — z|).

Ebenso sind die uneigentlichen Intervalle (a, 4+00), (—o0,a) offen. Sind die In-
tervalle [a, b] und [a,b) offen?

Aufgabe 2.1 Es sei a € R" und r > 0. Man zeige, dass B(a,r) offen ist.

Satz 2.2 Fliir die offenen Mengen des R™ gilt:
(a) O und R™ sind offen,
(b) Sind U und V offen, so ist auch der Durchschnitt U NV offen,

(c) SeiU;,i € I, eine Familie offener Teilmengen von R™. Dann ist auch die
Vereinigung | J,c; U offen.
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Beweis. a) R™ ist offen, da fiir jeden Punkt = aus R™ auch eine Kugel um z in
R"™ enthalten ist. Die leere Menge ist offen, da es keinen Punkt x € ) gibt, zu
dem es eine e-Umgebung B(x,¢) C () geben miisste.

b) Seix € UNV. Da U,V offen, gibt es &1 > 0,9 > 0 mit

B(z,e1) C U und B(z,e2) C V.
Fiir ¢ = min(eq, €2) gilt dann
B(z,e) cUNV.

Also ist U NV offen.
c) Ist x € U;¢; Ui, so gibt es ein ig € I mit x € Uy,. Da U, offen ist, existiert
ein € > 0 mit
B(l‘,f) C Uio C U U;.
i€l
O

Bemerkung 2.3 Aus Satz 2.2(b) folgt durch wiederholte Anwendung, dass ein
Durchschnitt von endlichen vielen offenen Menge wieder offen ist. Dies gilt nicht
mehr fiir Durchschnitte von unendlich vielen Mengen:

- (-)

n=1

Definition FEine Teilmenge A C R™ heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
R™\ A offen ist.

Beispiel 2.3 1) Fiir a,b € R,a < b, ist das Intervall [a, b] abgeschlossen, denn

sein Komplement

R\ [a,b] = (—o0,a) U (b, c0)
ist nach Satz 2.2(c) offen. Ebenso sind die Intervalle [a, c0) und (—o0, a] abge-
schlossen.

2) Sind 4, C R und Ay C R™ abgeschlossen, so ist auch A; x Ay C RFF™
abgeschlossen. Denn sei (z,y) € R¥ x R™, (x,y) € A; x Ay. Dann gilt x ¢ A,
oder y &€ As. Sei etwa x ¢ A;. Da Ay abgeschlossen ist, gibt es ein € > 0, so
dass B(x,e) C R¥\ A;. Daraus folgt

B((z,y),e) C RF+™ \ (A1 x Ag),

das Komplement von A; x As ist also offen.
Insbesondere folgt daraus, dass die Quader

Q:={(x1,...,7,) €ER" | a; <w; <byi=1,...,n}.

a;,b; € R, a; < b;, abgeschlossen im R™ sind.

3) §,R™ sind abgeschlossen, da Komplemente von R™, ).

4) Fiir a,b € R, a < b ist das Intervall [a,b) C R weder offen noch abge-
schlossen.

Definition Es sei M C R”. Dann heifit x € R"™ innerer Punkt von M, wenn
es eine Umgebung U von z gibt mit U C M.
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Definition Es sei M C R"™. Dann heifit z € R™ Hdufungspunkt von M, wenn
in jeder Umgebung U von x ein y € M liegt mit = # y.

Definition Es sei M C R". Dann heifit x € R Randpunkt von M, wenn in
jeder Umgebung von & mindestens ein Punkt von M und mindestens ein Punkt
von R™ \ M liegt.

Die Menge aller Randpunkte von M bezeichnen wir mit OM.

Satz 2.3 Fine Teilmenge U C R"™ ist genau dann offen, wenn sie nur aus
inneren Punkten besteht.

Beweis. folgt unmittelbar aus der Definition. O

Bemerkung 2.4 Ein innerer Punkt von M gehort stets zu M; ein Haufungs-
punkt von M dagegen braucht nicht zu M gehoéren. Ein innerer Punkt von M ist
stets auch Haufungspunkt von M; das Umgekehrte braucht offensichtlich nicht
der Fall zu sein; z. B. sind a,b Hidufungspunkte von (a,b), aber nicht innere
Punkte. Was sind Hiufungspunkte und innere Punkte von Q C R?

Satz 2.4 Fiir eine Teilmenge A C R"™ sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) A ist abgeschlossen,
(ii) Jeder Hiufungspunkt von A gehért zu A,

(iii) Ist (xg)ken eine Folge von Punkten xy € A, die gegen einen Punkt x € R™
konvergiert, so liegt x schon in A.

Beweis. (i) = (ii): Es sei A abgeschlossen. Dann ist R\ A offen. Angenommen,
es gibe einen Hiufungspunkt = von A, der nicht zu A, also zu R™ \ A gehort.
Da z Héufungspunkt von A ist, liegt in jeder Umgebung von z ein Punkt von
A. Also kann z € R™ \ A nicht innerer Punkt von R™ \ A sein, Widerspruch zu
R™\ A offen.

(ii) = (iii): Es sei (xy)ken eine Folge von Punkten z, € A, die gegen einen
Punkt & € R™ konvergiert. Dann ist  Hiufungspunkt von A, denn nach Defi-
nition der Konvergenz liegt in jeder Umgebung von z ein z; € A. Nach Voraus-
setzung gehoren alle Haiufungspunkte von A zu A, also gilt « € A.

(iii) = (i): Das Folgenkriterium sei erfiillt; wir miissen zeigen, dass dann A
abgeschlossen ist. Sei x € R™ \ A. Falls fiir jedes € > 0 gilt B(z,e) N A # ), so
kénnen wir zu jedem k > 1 ein 2 € A mit ||z — 2| < % finden. Dann gilt
limg 00 2 = © € A, Widerspruch zu z € X \ A. Also gibt es doch ein € > 0
mit B(z,e) N A =10, d.h. B(z,e) C R"\ A. Also ist R™ \ A offen. O

Beispiel 2.4 1) Im R" ist der Rand der Einheitskugel
B={zeR" ||z <1}

die Einheitssphire
OB = {x e R" | ||z|| = 1}.

2) Was ist der Rand von Q in R?



2 Topologie des R™ 10

Satz 2.5 Es sei M C R"™. Dann gilt:
(a) Die Menge M \ OM ist offen,
(b) Die Menge M UOM ist abgeschlossen,
(¢) Der Rand OM ist abgeschlossen.

Beweis. (a) Sei a € M \ OM Dbeliebig. Dann gibt es ein € > 0, so dass
B(a,e) N (R™\ M) =0,
denn sonst wére a ein Randpunkt von M. Dann gilt auch
B(a,e)NOM =0,

denn wire y € B(a,e)NOM, dann B(a,e)N(R™\ M) # 0, da B(a,e) Umgebung
von y. Insgesamt also
Bla,e) C M\ M.

Also ist M \ OM offen.
(b) Wir setzen M’ := R™ \ M. Aus der Definition des Randes folgt OM =
OM’. Nach Teil (a) ist M’ \ OM’ offen, also ist

R™\ (M'\ dM') = (R" \ M) UdM' = M UM

abgeschlossen.
(c) Es gilt OM = (M UOM) \ (M \ OM), also

R\OM = R\ (MUOM))U (M \ OM).
Nach Teil (a) und (b) ist dies offen, also 9M abgeschlossen. O

Definition Ist M Teilmenge des R", so heiit M := M \ M das Innere oder
der offene Kern von M und M := M U JM die abgeschlossene Hiille von M.

Man kann die oben definierten Begriffe in einen noch abstrakteren Rahmen
stellen. Alle bisherigen Definitionen benutzen nur die Existenz einer Metrik
auf dem R™ und sind auch giiltig, wenn man den R™ durch einen beliebigen
metrischen Raum ersetzt. Ebenso gelten auch die entsprechenden Sétze fiir einen
beliebigen metrischen Raum.

Tatséchlich kann man aber sogar auf die Metrik verzichten und die offenen
Mengen als Grundbegriff nehmen.

Definition Es sei X eine Menge. Ein System 7 von Teilmengen von X heifit
Topologie auf X, falls gilt:

(i) 0. XeT,
i) O,VeT=UNVeT,

(iii) Ist I eine beliebige Indexmenge und U; € T fiir alle ¢ € I, so gilt |J
T.

ierUi €
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Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T), bestehend aus einer Menge X und
einer Topologie T auf X. Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn sie zu T
gehort. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement X \ A
offen ist.

Nach Satz 2.2 bildet das System der offenen Mengen des R™ oder allgemeiner
eines metrischen Raumes eine Topologie im Sinne der obigen Definition. Ein
metrischer Raum ist also in natiirlicher Weise auch ein topologischer Raum.

Definition Es sei (X, 7) ein topologischer Raum und z € X ein Punkt. Eine
Teilmenge V' C X heiit Umgebung von x, wenn es eine offene Menge U C X
mit x € U C V gibt.

Mit der Definition der offenen Kugel
B(a,r) :={zx € X | d(a,z) < r}

im Falle eines metrischen Raumes (X,d) ist diese Definition mit der friiher
Gegebenen dquivalent.

Definition Ein topologischer Raum (X, 7)) heiflt Hausdorff-Raum, falls zu je
zwei Punkten z,y € X, x # y, Umgebungen U von x und V von y existieren
mit UNV = 0.

Satz 2.6 Fin metrischer Raum (X, d) ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis. Es seien z,y € X mit x # y. Setze ¢ := %d(m,y). Dann ist € > 0, und
U := B(z,¢), V := B(y,¢)

sind Umgebungen von x bzw. y. Diese Umgebungen sind disjunkt, denn gébe
es z € UNYV, so wiirde folgen

2¢e = d(z,y) < d(z,2) +d(2,y) < +e,
also 2e < 2¢, Widerspruch! O

Wir stellen noch einmal alle Begriffe zusammen: die Reihenfolge entspricht
dem Abstraktheitsgrad:

R’I’L
|

normierter Vektorraum

metrischer Raum

Hausdorff-Raum

topologischer Raum

Wir wollen nun noch einige spezielle Eigenschaften des R™ studieren.
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Definition Eine Folge (%)reny von Punkten aus dem R™ heifit Cauchyfolge,
wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein kg € N, so dass fiir alle k,m > k¢ gilt

|z — xm]| < e.

Bemerkung 2.5 Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge (Beweis wie fiir
n = 1, oder mit Satz 1.2).

Satz 2.7 Im R" konvergiert jede Cauchyfolge.

Beweis. Es sei 2, = (g1, Zk2,- -, Trn), k € N, eine Cauchyfolge im R™. Da

|xk:i - xmi‘ S ||Ik - xm”max:

ist fiir jedes i € {1,...,n} die Folge (zk;)ren eine Cauchyfolge in R, also wegen
der Vollstandigkeit von R konvergent. Nach Satz 1.2 konvergiert dann die Folge
(k) gen im R™. O

Definition Fiir eine Teilmenge M C R"™ nennt man

3(M) = sup Iy~
RIS

den Durchmesser von M. Die Menge M heifit beschrinkt, falls 6(M) < oco.

Bemerkung 2.6 M beschrinkt < Es existieren a € R™ und r € R, so dass
M C B(a,r).

Aufgabe 2.2 Man gebe eine Abschiitzung fiir §(B(a,r)) an.

Satz 2.8 (Schachtelungsprinzip, Satz von Cantor) Es sei
AyD A1 DAD -
eine Folge von beschrankten nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen des R™ mit
klggo d(Ax) = 0.

Dann gibt es genau einen Punkt x € R™, der allen Mengen Ay angehdrt:
oo
() Ax = {=}.
k=1

Beweis. Wihlt man aus jeder Menge Ay beliebig viele Punkte x aus, so erhélt
man eine Cauchyfolge: Denn fiir k,m > k¢ gilt wegen Ay C Ay, A C Ag,

|z — 2| < 6(Ar,)-

Nach Satz 2.7 konvergiert die Folge (xf); ihr Grenzwert sei x. Da x,, € Ay, fiir
alle m > k, folgt aus Satz 2.4, dass x € A.

Aus limg_,o §(Ax) = 0 folgt, dass = der einzige Punkt des Durchschnitts
aller Ay, ist. O

Wir kommen nun zu dem wichtigen Begriff der kompakten Menge.
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Definition Es sei M ein Teilmenge des R™. Unter einer offenen Uberdeckung
von M versteht man eine Familie (U;);es von offenen Teilmengen U; C R™ mit

Mc|JU.
el

Dabei ist I eine beliebige (endliche oder unendliche) Indexmenge.

Definition Eine Teilmenge M C R" heifit kompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung (U;);e; von M eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d. h. es endlich
viele Indizes i1, ..., € I gibt, so dass

MCUZ‘1UUi2U"'UU,'k.
(, M hat die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft.“)

Warnung Dies besagt nicht, dass M kompakt ist, wenn M eine endliche offene
Uberdeckung besitzt (so was gibt es immer!).

Satz 2.9 Fs sei (z)ken eine Folge im R™, die gegen den Punkt a € R™ kon-
vergiert. Dann ist die Menge

A:={zxy | ke N} U{a}
kompakt.

Beweis. Es sei (U;);¢cr eine offene Uberdeckung von A.
Daa € A, gibt es ein i* € I, so dass a € U;». Da U;» offen, ist U;» Umgebung
von a. Wegen lim_. T = a gibt es also ein kg € N, so dass

xp € U fiir alle k > k.
Auflerdem liegt jedes xj, in einem gewissen U;, . Es gilt dann
ACUi, VU, U---UU;,, UUsx.
Wir haben also eine endliche Teiliiberdeckung gefunden. O

Bemerkung 2.7 Der Satz gilt i. a. nicht mehr, wenn man aus A den Grenzwert
der Folge weglésst: Es sei

1
A::{k ’ keN\{O}}CR.
Behauptung: A ist nicht kompakt.

Beweis. Wir setzen

1 1 1
=1 =,2 = ——, —— | fi > 2.
e (5). e () e

Jedes Intervall Uy ist offen, also ist (Uy)r>1 eine offene Uberdeckung von A.

Jedes Uy enthilt genau einen Punkt von A, ndmlich % Deshalb wird A von

keinem endlichen Teilsystem (Uy,, Uk,, . .., U, ) iiberdeckt. O
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Satz 2.10 Es seien a,,b, € R, a, < b,, firv =1,...,n. Dann ist der abge-
schlossene Quader

Q:={(z1,...,2z,) ER" | a, <2, <b,}
kompakt.
Beweis. Es sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von Q. Wir fithren einen indi-
rekten Beweis.
Annahme: @ kann nicht durch endlich viele U;, iiberdeckt werden.

Konstruieren durch vollstdndige Induktion eine Folge von abgeschlossenen
Teilquadern

QoDQ1DQ2D -

mit

(i) Qm kann nicht durch endlich viele U;, iiberdeckt werden,

(i) 6(Q@m) =27"0(Q).
Setze Qg = Q. Sei @, schon konstruiert,

Qm =151 xIy x---x1I,, I, €R abgeschlossene Intervalle.
Zerlege
=IO VIR, 510) =6(P) = 15(L,)

und setze
Qgrslh-..,sn) — Ifsl) « 12(82) N quva).

Qm

1[G [ @
1
{7 g

—— Y=
e @
1 1

Wir erhalten so 2™ Quader mit
U e =an
51,.0055n

Da @, nicht von endlich vielen U;, iiberdeckt werden kann, gibt es mindestens

einen der Quader QE#’“"S“), der nicht von endlich vielen U;, iiberdeckt werden
kann. Dieser sei @,,+1. Es gilt

5(Qmin) = £0(Qu) = 27"15(Q)

Deshalb hat Q,,+1 wieder die Eigenschaften (i) und (ii).

Nach Satz 2.8 gibt es a € Q mit a € @y, fiir alle m € N. Da (U;);cs eine
Uberdeckung von Q ist, gibt es ig € I, so dass a € Ui,. Da U, offen ist, gibt es
ein € > 0, so dass

B(a,e) C Uy,.
Sei m so groB, dass §(Q,,) < e. Da a € Q, gilt

Qm C B(a,e) C Uy, Widerspruch zu (i).
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Satz 2.11 Jede kompakte Teilmenge A C R"™ ist beschrinkt und abgeschlossen.

Beweis. (a) Es sei a € R™ beliebig. Da

R" = | ) B(a,k),
k=1
ist (B(a, k))g>1 eine offene Uberdeckung von A, es gibt also ki, ..., ky, mit
Ac | Blaky).

j=1

Fiir kK = max{ki,...,kn} gilt also A C B(a, k), d.h. A ist beschrinkt.
(b) Es sei z € R™\ A beliebig. Fiir k > 1 setze

1
Ur:={y €R" [ |ly — =]l > }.

Die Menge Uy, ist offen und es gilt

U Uk =R"\{z} > 4.
k=1

Da A kompakt ist, gibt es ki, ...,k mit

Fiir K = max{ky,...,kn,} gilt daher
1
Also ist R™\ A offen, also A abgeschlossen. O

Satz 2.12 Es sei K C R™ kompakt und A C K abgeschlossen. Dann ist auch
A kompakt.

Beweis. Es sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von A. R™\ A ist offen und es
gilt
KcR"=R"\A)ul U
iel
Da K kompakt, gibt es i1,...,4; € I mit

ACKC(RNAUU;, U---UU,,.

Daraus folgt
ACUZ'1 U"'UUZ',C.
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Satz 2.13 (Heine-Borel) FEine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt,
wenn sie abgeschlossen und beschrdankt ist.

Beweis. ”=-": Dies ist Satz 2.11.

"<": Ist A beschrinkt und abgeschlossen, so ist A in einem (abgeschlos-
senen) Quader @ enthalten. Der Quader @ ist nach Satz 2.10 kompakt. Nach
Satz 2.12 ist dann A kompakt. O

Satz 2.14 (kompakt = folgenkompakt) Eine Teilmenge A C R™ ist genau
dann kompakt, wenn gilt: jede Folge (x)ren in A besitzt eine konvergente Teil-
folge mit Grenzwert in A.

Beweis. "=": Es sei A kompakt. Nach Satz 2.13 ist A beschrinkt und ab-
geschlossen. Es sei (zy)ren eine Folge in A. Dann ist diese Folge beschriinkt,
besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 1.3) eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert a € R™. Da A abgeschlossen ist, folgt aus Satz 2.4:
a€ A

7<": Die Menge A erfiille das Folgenkriterium. Es sei (zj)ren eine Folge
in A, die gegen = € R™ konvergiert. Da jede Teilfolge einer konvergenten Folge
gegen denselben Grenzwert konvergiert, muss x in A liegen. Also ist A abge-
schlossen.

Angenommen, A ist nicht beschrénkt. Dann géibe es zu jedem k € N ein
T € A mit

k|l > k.

Die Folge (x)ren besitzt aber keine konvergente Teilfolge, Widerspruch! O

3 Stetige Abbildungen

Wir wollen uns nun mit Abbildungen aus dem R™ in den R™ befassen.
Es sei D C R” beliebig,

I D — R™
T fi(@)
e= | = fla)=] :
Ln fn()
Ausfiihrlich
filxy, ..o xn)
flx) = :
fm(1, ..., Tn)
Fiir eine Funktion f: R — R haben wir auch geschrieben:
y = f(x).

Entsprechend wird eine Abbildung f: D C R™ — R™ durch m Abbildungsglei-
chungen
U1 :fl(xla"wxn)
: (z € D)
ym :fm('rlv"'7xn)
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beschrieben.
Beispiel 3.1 (1) Lineare Abbildungen
y=Az, A= (a”)igg? m X n-Matrix,

U aix - Aip X1

Ym m1 ** Gmn Tn
(2) m = 1: Normfunktion
Fiir m = 1 spricht man von einer (reellwertigen) Funktion f,
f: D — R
Ty
— fz1,.. @)

Tn
Der Graph von f ist die Menge

Ly={(z,y) €D xR |y=f(z)} CR".
Beispiel 3.2 n =2: D = {(21,22) | 2% + 22 < 1}

f: D — R
(x1,22) +—— 1—a2?—a3 "

Man skizziere den Graph dieser Funktion!

Die Menge
Ni(c)={z e D[ f(z) =}

fiir ¢ € R nennt man die zu ¢ gehorende Niveaumenge ( Niveaukurve, Niveaufliche)
von f.

Wie sehen in Beispiel 3.2 die Niveaumengen aus?

Wir definieren nun die Stetigkeit einer Abbildung f: D — R™.

Definition Es sei D C R"™, f: D — R™ eine Abbildung. Dann heifit f stetig
in a € D, wenn gilt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € D
mit ||z — al| < J gilt:

If(z) = fa)ll <e.

Bemerkung 3.1 Es kommt bei dieser Definition nach § 1 nicht darauf an, wel-
che Normen im R™ und R™ verwendet werden; beide Normen werden mit dem
gleichen Symbol bezeichnet.

Satz 3.1 FEine Abbildung f: D — R™ ist genau dann stetig in a € D, wenn
gilt: Zu jeder Umgebung V wvon f(a) gibt es eine Umgebung U von a, so dass
gilt:

f{UND)CV.
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Beweis. 7<": Es sei ¢ > 0 gegeben. Zu V = B(f(a),e) gibt es dann eine
Umgebung U von a, so dass f(U N D) C V. Wihle § > 0 so, dass B(a,d) C U.

"=7: Es sei V eine Umgebung von f(a). Dann gibt es ein & > 0 mit
B(f(a),e) C V. Da f stetig, gibt es ein § > 0 mit f(B(a,d)ND) C B(f(a),e) C
V. Man kann also U = B(a, J) setzen. O

Um zu zeigen, dass man die Stetigkeit auch mit Hilfe von konvergenten
Folgen definieren kann, fithren wir einen Grenzwertbegriff fiir Abbildungen ein.

Definition Essei D C R™, f: D — R™ eine Abbildung, und a ein Hiufungspunkt
von D. Man schreibt
lim f(z) = b,

r—a

falls fiir jede Folge (xk)ken, Tk € D, xp # a, mit limg_,o zr = a gilt:
lim f(zx) =b.
k—o0

Satz 3.2 Fine Abbildung f: D — R™ ist in a € D stetig genau dann, wenn
gilt:
lim f(2) = f(a).

T—a

Beweis. Genau wie im eindimensionalen Fall, siehe I, Satz 11.2. O

Bemerkung 3.2 Wie im eindimensionalen Fall folgt: lim,_,, f(z) = b < Zu
jedem € > 0 gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle z € D mit 0 < ||z — a|| < § gilt:

[1f(z) = bl| <e.

Beispiel 3.3 Betrachte die durch

2oy fir 22 4+ 42 >0
fla,y) =4 7F7 oo
0 firz =0,y =0,
definierte Funktion f: R? — R. Die Funktion f ist stetig in (z,y) # (0,0), wie
sich aus den Rechenregeln ergeben wird.
Die Funktion f ist nicht stetig in (0, 0):

f(07y) = f(l‘,O) =0,
222 .
f(x,x) = lefurx;éO
In jeder Umgebung von (0,0) gibt es Punkte, in denen f den Wert 1 annimmt
(Aus ,partieller Stetigkeit®, d.h. Stetigkeit der Funktionen x — f(z,y0), y —
f(zo,y), folgt nicht die Stetigkeit von f!).

Bei Abbildungen kann man die Stetigkeit dadurch nachweisen, dass man
priift, ob die m Komponentenfunktionen stetig sind.

Satz 3.3 Die Abbildung f: D = R™, f = (f1,..., fm) ist genau dann in a € D
stetig, wenn die reellen Funktionen fi,..., f,, in a stetig sind.



3 Stetige Abbildungen 19

Beweis. Entweder mit Hilfe von Satz 3.2 und Satz 1.2, oder mit Hilfe der fol-
genden Abschitzung fiir i = 1,...,m:

[fi(x) = fila)l < [[f(2) = f(@)|lmax < |f1(2) = fr(a@)] + - + [fm(2) = fin(a)l-

O

Definition Eine Abbildung f: D — R™ heifit stetig, wenn f stetig in a ist fiir
alle a € D.

Es gibt nun fiir solche stetigen Abbildungen eine Kennzeichnung, die auch als
Definition fiir stetige Abbildungen zwischen topologischen Rdumen genommen
werden kann:

Satz 3.4 FEs sei D C R™ offen. Eine Abbildung f: D — R™ ist genau dann
stetig, wenn gilt: Das Urbild jeder offenen Teilmenge des R™ ist eine offene
Teilmenge des R™.

Beweis. "=": Es sei B C R™ offen, A := f~'(B),a € A, d.h. f(a) € B. Da f
in a stetig ist, gibt es zu jeder Umgebung V von f(a) eine Umgebung U von a
mit f(U N D) C V. Wéhlen wir nun V C B (méglich, da B offen), dann gilt

unbDc f~YV)c f1(B)=A4,

d. h. die offene Umgebung U N D des Punktes a ist in A enthalten. Deshalb ist
A offen.
"<": Es sei V offene Umgebung von b = f(a). Nach Voraussetzung ist
U = f~1(V) eine offene Teilmenge des R™, somit auch Umgebung von a. Es gilt
U C D und
fu)cv,

d.h. f ist in a stetig. O
Definition Ist D eine beliebige Teilmenge des R"™, so heiflen die Durchschnitte

von D mit offenen (bzw. abgeschlossenen) Mengen des R™ relativ offen (bzw.
relativ abgeschlossen) beziiglich D.

Satz 3.5 FEs sei D C R™ eine beliebige Teilmenge. Eine Abbildung f: D — R"
ist genau dann stetig, wenn gilt: Das Urbild jeder offenen Teilmenge des R™ ist
relativ offen beziiglich D.

Die folgenden Regeln gelten sowohl fiir die Stetigkeit an einer Stelle a € D
wie auch fiir die Stetigkeit in ganz D.

Satz 3.6 Mit f: D — R™ und g: D — R™ sind auch die Abbildungen f + g
und A\f (A € R) stetig.

Beweis. (a) Der Beweis fiir f + g ergibt sich aus der Abschitzung

I1(f +9)(@) = (f + 9)(a)l 1f(z) — f(a) + g(x) — g(a)]|
1f () = f(@)l] + [lg(z) — g(a)]|:

IN
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Es sei € > 0 gegeben und § > 0 so gewéhlt, dass fiir alle z € D mit ||z —al| < §
gilt
€
1/ (@) = fa)ll < 5. llg(z) - g(a)ll <
Dann gilt auch [|(f +g)(z) — (f + g)(a)|| <e.
(b) Der Beweis fiir Af ergibt sich analog aus der Gleichung

AN (@) = MA@ = A f () = fla)l]-

m\m

O

Satz 3.7 Sind f: D — R, g: D — R stetig, so ist f - g uberall und 5 an allen
Stellen, in denen g nicht den Wert O annimmt, stetig.

Beweis. (a) Es sei a € D und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Nach Voraussetzung
gibt es dann ein (fiir f und g zugleich brauchbares) § > 0, so dass fiir alle x € D
mit ||z — al| < 0 folgt:

[f(z) = f(a)] < e und |g(z) - g(a)| <e.

Damit ergibt sich fiir diese x

[/ (2)g(z) = fa)g(a)|

[f(2)g(x) — fla)g(z) + fa)g(x) — f(a)g(a)]
lg(@)| - [f(x) = fla)l + | f(a)] - l9(x) — g(a)]
(lg(a)l +&)-e+f(a)l-&

e(|f(a)] +lg(a)] + ).

Daraus folgt die Stetigkeit von f - g.

(b) Wegen (a) geniigt es, die Stetigkeit von % zu zeigen. Fir a € D gelte
g(a) # 0. Dann gilt

IN A

[y e
g) gla)] lg@)l-lg(a)l ~ (g(a)l =€) - lg(a)|
Daraus folgt die Stetigkeit von %. O

Beispiel 3.4 Ein Monom auf dem R™ vom Grad r ist eine Funktion R™ — R

der Gestalt
1
— mlflxéw e e
Tn

wobei k1, ..., k, € Nund k1+- - -+k,, = rist. Eine Polynomfunktion F': R® — R
vom Grad < r ist eine Linearkombination von Monomen vom Grad < r,

k k
F(xy,...,x,) = E Chyookey LYY oo T
klw--akn
i+ +kn <r
wobei c¢g,...k, € R. Da die Koordinatenfunktionen (z1,...,z,) — z, und die

konstanten Funktionen stetig sind, folgt durch wiederholte Anwendung von
Satz 3.6 und Satz 3.7, dass alle Polynomfunktionen auf dem R™ stetig sind.
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Aufgabe 3.1 Man zeige, dass die Menge U C R"™ aller n x n-Matrizen A mit
det A # 0 offen ist.

Auch das Hinteranderausfiithren von stetigen Abbildungen ergibt wieder eine
stetige Abbildung (wie fiir m =n = 1):

Satz 3.8 FEsseien f: D1 — RP, g: Dy — R™ stetige Abbildungen mit Do C RP,
f(Dy) C Dy. Dann ist go f stetig.

Beweis. Es sel a € Dy und b := f(a) € Dy. Es sei (zk)ken, ok € D1, 2 # a,
eine beliebige Folge mit limg_, xx = a. Da f stetig ist, gilt

Jim f(a) = f(a).
Aus der Stetigkeit von g folgt
Jm g(f(zk)) = g(f(a)),

also
lim (g0 f)(wx) = (g f)(a).
—00
Die Behauptung folgt somit aus Satz 3.2. O

Wir betrachten nun Eigenschaften von stetigen Abbildungen.

Satz 3.9 FEs sei f: D — R™ eine stetige Abbildung. Ist D C R™ kompakt, so
ist auch f(D) C R™ kompakt.

Beweis. Es sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von f(D). Nach Satz 3.5 ist
F7YH(U;) relativ offen in D, d.h. es gilt f~1(U;) = DNV fiir eine offene Menge
V; und
Dcl v
iel
Da D kompakt ist, gibt es endlich viele Indizes i1,...,ix € I, so dass D C
Ufnzl Vi, Daraus folgt

k
f(p)c | Ui

m=1

|

Satz 3.10 Es sei D C R™ kompakt und f: D — R stetig. Dann ist die Funktion
f beschrinkt und nimmt ihr (absolutes) Mazimum und Minimum an, d.h. es gibt
a,be D mit

fla) =mf{f(z) [ x € D}, f(b) =sup{f(z) | = € D}.

Beweis. Nach Satz 3.9 ist A := f(D) kompakt. Nach Satz 2.11 ist A beschrinkt
und abgeschlossen. Da A beschrinkt ist, sind sup(A4) und inf(A) endlich. Es
existieren Folgen z, € A, yp € A (kK € N) mit limg_,oo zx = sup(A) und
limg 00 yx = inf(A). Da A abgeschlossen ist, folgt aus Satz 2.4:

inf(A),sup(4) € A.



3 Stetige Abbildungen 22

Aufgabe 3.2 Es sei A C R" und = € R". Der Abstand von z zur Menge A
wird definiert als
dist(xz, A) := inf ||z — y||.
it 4) 1= it [0 —

(i) Essei f die durch f(z) = dist(z, A) auf R™ definierte Funktion. Man zeige,
dass f stetig ist.

(ii) Fiir eine weitere Teilmenge K C R"™ sei

dist(K, A) := inf dist(z, A) = inf —yll.
ist(K, A) == inf dist(z,4) = _inf_ [lo—y]]
Man beweise: Ist A C R™ abgeschlossen und K C R™ kompakt und A N
K =10, so gilt
dist(K, A) > 0.

Gilt dies auch unter der schwicheren Voraussetzung, dass K nur abge-
schlossen ist?

Aus Satz 3.10 folgt natiirlich noch nicht, dass tatséchlich alle Werte zwischen
f(a) und f(b) angenommen werden. Damit dies der Fall ist, braucht man andere
Voraussetzungen iiber D. Fiir n = 1 reicht es, D als Intervall, d. h. als ,zusam-
menhéngend“ anzunehmen (Zwischenwertsatz). Diesen Begriff wollen wir nun
einfithren.

Definition Essei M C R". Ein Weg in M ist eine stetige Abbildung v: [0,1] —
M. Man sagt, 7(0) und (1) sind durch den Weg ~ miteinander verbunden.

Eine Teilmenge M C R™ heifit wegzusammenhdngend, wenn je zwei Punkte
aus M durch einen Weg in M miteinander verbunden werden kénnen.

Beispiel 3.5 (1) Intervalle in R.
(2) Einheitskugel, Einheitssphére, Kreisring.

Satz 3.11 Es sei f: D — R™ eine stetige Abbildung. Ist D C R™ wegzusam-
menhingend, so ist auch f(D) wegzusammenhdngend.

Beweis. Es seien a,b € f(D), «, 8 Urbilder von a, b. Nach Voraussetzung kénnen
a und B durch einen Weg v in D verbunden werden. Nach Satz 3.8 ist f o
~v:[0,1] — f(D) stetig, also ein Weg, der a und b verbindet. O

Bemerkung 3.3 Speziell sind die Bildmengen von Funktionen f: D — R, D
wegzusammenhéngend, immer Intervalle.

Auch I, Satz 14.4 ldsst sich verallgemeinern.

Definition Eine Abbildung f: D — R™ heif3it gleichmdfsig stetig, wenn gilt:
Zu jedem & > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle z,y € D mit ||z —y|| < 0 gilt

1F(z) = F)ll <e.

Satz 3.12 Ist D C R™ kompakt und f: D — R™ stetig, so ist f gleichmdfSig
stetig.
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Beweis. Der Beweis von I, Satz 14.4 kann woértlich iibertragen werden (wobei
die Absolutbetrége durch entsprechende Normen zu ersetzen sind).

Alternativ: Es sel € > 0 vorgegeben. Dann gibt es zu jedem £ € D ein
d(&) > 0, so dass fiir alle n € B(&,6(€)) N D gilt:

17 = Ol < 5.

1
U B (5, 26(5)) 5D
I35
und D kompakt ist, gibt es Punkte &;,...,&; € D mit

0 (o boe)) >

Sei 0¢ = 7m1n( (&1),...,0(&k)). Seien x, 2’ € D mit ||z — 2'|| < §p. Dann gibt
esein j € {1,...,k} mit z € B(&;,16(&;)). Dann gilt ' € B(&;,6(;)). Es folgt

1£(@) = £E) < 5 und [If(@) = £ < 5,

also || () — f(2')]] < =. 0

Die Umkehrabbildung einer stetigen Abbildung — falls sie existiert — braucht
nicht wieder stetig zu sein.

Definition Eine injektive stetige Abbildung f: D — R™, fiir die auch die
Umkehrabbildung

ft f(D) = R"
stetig ist, heiit Homdomorphismus von D auf f(D). Die Mengen D und f(D)
heiflen dann zueinander homdomorph.

Aufgabe 3.3 Man zeige, dass die Abbildung

1

ffR*"> B, z—~-——Fuzx,
L+ |||l

ein Homoomorphismus von R” auf B = {y € R™ | ||y|| < 1} ist.

Satz 3.13 Ist f: D — R™ eine injektive stetige Abbildung mit kompakter Defi-
nitionsmenge D, dann ist auch f~! stetig, d.h. f: D — f(D) ist ein Homomorphismus.

Beweis. Es sei U C R” offen. Wir miissen zeigen, dass das Urbild von U unter
f7Y, nimlich f(U), relativ offen in f(D) ist.

Setze A := R™\U. Dann ist A abgeschlossen, nach Satz 2.12 AN D als
abgeschlossene Teilmenge von D kompakt und nach Satz 3.9 daher auch f(AND)
kompakt, also insbesondere abgeschlossen. Daher ist R"\ f(A N D) offen. Nun
gilt aber

f(U) = R™f(AND)) N f(D),
also ist f(U) relativ offen in f(D). O

Die gleichméflige Konvergenz von Abbildungsfolgen wird entsprechend wie
im eindimensionalen Fall eingefiihrt.
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Definition Essei f: D C R® — R™ eine beschrinkte Abbildung. Die Zahl
1] := sup [[f(2)]]
z€D

heifit Norm von f.

Dies ist eine Norm auf dem Vektorraum aller beschrinkten Abbildungen von
D in R™, dieser Raum wird damit zu einem normierten Vektorraum. Der Beweis
verlduft wie im Fall n =m =1 (I, Satz 14.1).

Ist D kompakt und f stetig, so gilt

[If1] = max || f(2)]].

Definition Es sei (fi)ren eine Folge von Abbildungen fr: D C R™ — R™.
Dann heifit (fx) gleichmdifig konvergent gegen f: D — R™, wenn gilt

Tim £y~ £l =0.
—00

Bemerkung 3.4 (i) Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dass die Abbildungen
fr — f beschrinkt sind.

(ii) Die Eigenschaft einer Abbildungsfolge, gleichmiflig konvergent zu sein,
héngt nicht von der gewahlten Norm im R™ ab.

Satz 14.3 aus Analysis I kann samt Beweis auf den Fall von Abbildungen
iibertragen werden, d.h. es gilt

Satz 3.14 Wenn die Abbildungen fi.: D — R™ stetig sind und die Folge (f1.)ren
gleichmdfig gegen f: D — R™ konvergiert, dann ist f stetig.

Fiir lineare Abbildungen f: R™ — R™ ist die Norm zun#chst nicht erklért,
da f auf R™ nicht beschrénkt ist, falls f # 0. Man kann aber trotzdem in
zweckméfBiger Weise eine Norm einfithren. Fiir eine lineare Abbildung gilt

f(Ax) = Af(z) fir alle A € R,z € R" (Homogenitét).

Deswegen ist f durch seine Werte auf der Einheitskugel ||z|| = 1 schon vollsténdig
festgelegt. Da die Einschriankung von f auf diese kompakte Menge stetig ist, exi-
stiert fiir sie die Norm geméf obiger Definition. Deswegen definiert man

Definition

11l = sup (1)l = sup LD
=1 w0 |l2]

Satz 3.15 (i) Durch obige Definition wird eine Norm auf dem Vektorraum
Hom(R™, R™) aller linearen Abbildungen von R™ nach R™ erklirt.
(ii) Es gilt fir f € Hom(R™,R™) und alle © € R™:

F @] < [1f1] - {]]-
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Beweis. (ii) folgt direkt aus der Definition.
(i) Zum Beweis der Dreiecksungleichung: Es seien f, g € Hom(R", R™). Dann
gilt fiir alle z € R™:

I(F +9) @) = [[f () + 9@ < [[f @) + [lg(@)[] < (I/1] + lglDIl=],

also auch
If +gll = sup [[(f+9)(@)|| < IIf]] + [lgll-

lzl|=1

4 Kurven im R"

Es sei I C R ein beliebiges (eigentliches oder uneigentliches) Intervall, das mehr
als einen Punkt enthélt. Wir wollen nun zunéchst stetige Abbildungen von [ in
den R™ betrachten. Man bezeichnet solche Abbildungen als Wege oder Kurven.

Definition Eine Kurve im R"™ ist eine stetige Abbildung
~v: I — R".
Beispiel 4.1 (1) Es sei r > 0.
v: [0,27] — R2?
(7“ cos t)
t — .
rsint
Das Bild von ~ ist ein Kreis vom Radius r.
(2) Es sei a € R, v € R™\0.

v: R — R”
t — a+t+tv

Das Bild von 7 ist eine Gerade im R™ durch a mit Richtungsvektor v.
(3) Es seien 7 > 0 und ¢ # 0, r, ¢ € R. Die Schraubenlinie ist definiert durch

v: R — R3
7 cost
t rsint
ct

Man skizziere das Bild von +!
(4) Es sei f: I — R stetig. Der Graph dieser Funktion ist eine Kurve im R?:

7:]%1&2

o (4):

(5) Kurven konnen sehr kompliziert sein: Es gibt zum Beispiel eine Kurve,
die ein Dreieck ausfiillt (Peano-Kurve). Zur Konstruktion sieche Barner/Flohr,
Analysis 11, p. 40f.
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Kinematische Interpretation einer Kurve ~y: I — R™: Man fasst die Variable
t € I als Zeit und v(t) € R™ als Ort auf. Die Kurve beschreibt dann die zeitliche
Bewegung eines Punktes im R” (manchmal sehr niitzlich).

Da die Bildmengen von Kurven recht kompliziert sein kénnen, wollen wir nun
einschrinkende Bedingungen an ~ stellen, die garantieren, dass die moéglichen
Bildmengen der anschaulichen Kurvenvorstellung besser gerecht werden. Wir
wollen nun definieren, wann eine Kurve differenzierbar heifit.

Definition Eine Kurve v: I — R"™ heifit differenzierbar in ty € I, falls der

Grenzwert
m v(t) —~(to)
t—to t —_ to

existiert.

Wie im Falle n = 1 kann man zeigen, dass, falls der Grenzwert existiert,
dieser eindeutig bestimmt ist.

Definition Ist y: I — R" differenzierbar in #¢, so heifit

. t) —(to)
/t =1 ’}/(7
7' (to) = Jim r—

der Tangentialvektor von v zum Parameterwert ¢o. Falls v/(tp) # 0, so heifit der
auf den Betrag 1 normierte Vektor

7' (to)
[y (to)l|’

wobei || || die euklidische Norm darstellt, der Tangenten-Einheitsvektor von
in to.

Geometrische Interpretation: ' (to) 148t sich als Limes von Sekanten auffassen
(Bild!).

Physikalische Interpretation:

%g(t") Vektor der Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen den Zeitpunk-
ten t und tg,

~'(to) momentaner Geschwindigkeitsvektor,

17 (to)|| = /174 (t0)|? + - - - + |74 (to) | Momentangeschwindigkeit.

Um die allgemeine Definition der Differenzierbarkeit vorzubereiten, geben
wir auch noch eine ,,quotientenfreie“ Charakterisierung der Differenzierbarkeit
einer Kurve.

Satz 4.1 FEine Kurve v: I — R" ist genau dann differenzierbar in to € I mit
Tangentialvektor v (to), wenn es eine in ty stetige Abbildung o: I — R™ gibt, so
dass gilt:
Y(t) = (o) + 7/ (to)(t — to) + o(t)(t — to)
und
o(tg) = 0.
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Beweis. Setze

o(t) =

77(2:20“0) —'(tg) fiir ¢ # to,
0 fiir ¢ = t.

Die Kurve v ist genau dann differenzierbar in ¢y mit Tangentialvektor +/(¢o),
wenn o stetig ist. O

Die Bedingung von Satz 4.1 kann so interpretiert werden: Durch

g(t) = ~(to) +'(to)(t — to)

ist die Parameterdarstellung einer Geraden gegeben, die in der Umgebung von
to die Kurve ~ gut approximiert, d.h.

() —g(t)

lim =0.
t—to t— to

Satz 4.2 Fine Kurve v = (71,...,7): I — R™ ist genau dann differenzierbar
in tg, wenn alle Funktionen ~y; differenzierbar in ty sind.

Beweis. Dies ist klar. O

Bemerkung 4.1 Eine Kurve v: I — R" braucht nicht notwendig injektiv zu
sein. Gilt y(t1) = y(t2) =: z fiir t1 # ta, so heifit @ Doppelpunkt von +. In = hat
v 1.A. zwei verschiedene Tangentialvektoren.

Aufgabe 4.1 Es sei
v R — R?

b 2 -1\ .
3 —t

Man zeige v(R) = {(z,y) € R"|y? = 2? + 23} und skizziere v(R). (Die Kurve
heifit kartesisches Blatt.)

Definition Die Kurve v: I — R™ heif3t stetig differenzierbar, wenn

~v: I — R
to= ()

stetig ist.
Definition Es sei v: I — R"™ eine stetig differenzierbare Kurve. Ein Parame-
terwert ¢ € I mit v/(t) # 0 heifit regulir, einer mit 7/ (¢) = 0 heifit singulir. Die

Kurve « heifit reguldr, wenn alle Parameterwerte ¢ € I regulér sind.

Aufgabe 4.2 Man zeige, dass 0 ein singulirer Parameterwert der Kurve (Neil-
sche Parabel)

ist. Man zeige v(R) = {(z,y) € R? | y? = 23}.
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Bogenlinge

Es sei I = [a,b] C R, a < b, ein abgeschlossenes Intervall und v: [a,b] — R”
eine stetig differenzierbare Kurve. Wir wollen die Lénge der Kurve beschreiben.
Dazu approximieren wir die Kurve durch Streckenziige.

Nehmen wir zu diesem Zweck eine Einteilung E:a =ty <t; < --- < t; =
b des Intervalls [a.b]. Zu dieser gehért ein Streckenzug mit den Eckpunkten

"y(tk),kzo,...,q.

Definition Die Ldnge des Streckenzuges beziiglich E ist die Zahl
q
ME) =Y [Iv(tk) = v(tk-1)]|
k=1

Definition Es sei (F,,) eine Folge von Einteilungen, deren Feinheitsgrade
©(Fm) gegen 0 konvergieren. Dann heifit die Zahl

L(y) == lim A(En)

m—00
die (Bogen)linge der Kurve .
Aus dem n#chsten Satz folgt, dass dieser Grenzwert immer existiert und

nicht von der gewéhlten Folge von Einteilungen abhéngt.

Satz 4.3 Fiir die Linge L(vy) einer stetig differenzierbaren Kurve v: [a,b] —
R™ gilt
b
L) = [ I (@l

Zum Beweis von Satz 4.3 benttigen wir einen Hilfssatz.

Lemma 4.1 Es sei~y: [a,b] — R™ stetig differenzierbar. Dann gibt es zu jedem
e>0eind >0, sodass

H V() (1)

— A~ <
- 7()H_€

fir alle t,7 € [a,b] mit 0 < [t — 7| < 4.

Beweis. (a) Zunéchst n = 1: v': [a,b] — R ist nach Voraussetzung stetig, also
sogar gleichméBig stetig. Zu € > 0 gibt es also ein § > 0, so dass fiir s,t € [a, b]
mit |t — s| < § gilt

V') =+ (s) <e.
Sei nun ¢, 7 € [a,b] mit 0 < |t — 7| < §. Nach dem MWS gibt es ein s zwischen
t und 7, so dass

Also ist
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(b) Nun n beliebig und v = (y1,...,79s). Nach Beispiel 1.4 gilt

1) =) vit) —vilr)
L7 Rl < - LAY T R
| ) < v e |22 ),
also folgt die Behauptung aus Teil (a). O

Beweis von Satz 4.3. Wir versuchen zunéchst den gleichen Beweis wie in Ana-
lysis I. Es gilt

v(tk) — y(te-1)
tp — tp—1

ANE)=>"

k=1

(tn — ta1).

Diese Summe miissen wir mit einer Riemannschen Summe der Funktion |7/ (¢)]|
beziiglich E vergleichen:

DI )t = )
k=1

fiir Zwischenstellen 7, € (tx—1,t). Fiir n = 1 kénnen wir einfach den MWS
anwenden. Fiir beliebiges n ist das nicht mehr méglich, da die Zwischenstellen
i.A. fiir jede Komponentenfunktion verschieden sind.

Wir werden aber zeigen, dass bei geniigend kleinem Feinheitsgrad der Ein-
teilung E die Linge A(FE) einer Riemannschen Summe der obigen Art beliebig
nahe kommt.

Es sei € > 0 vorgegeben. Nach dem Lemma existiert ein § > 0 mit folgender
Eigenschaft: Hat die Einteilung

Eia=ty<ti < ---<ty=b
einen Feinheitsgrad ¢(E) < 4§, so gilt

Hv(tk) — y(te-1)
th— to_1)

g

- 'Y/(tk) < m

fir k=1,...,q. Daraus folgt

D I = =)l = D Iy @)l — tea)
k=1

k=1
q
< >

o) - )

P te — th—1

: 5 €
< — (tp —tp—1) = <.
< Yty et =

Nun sei (Fy,) eine Folge von Einteilungen mit lim,, o ¢(E,,) = 0. Nach I,
Satz 15.8, gilt dann

dm b
. 1/,(m) (m)  ,(m)y _ !
Jim SN ) = / I/ (1)) dt.
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Also gibt es ein mg € N, so dass fiir alle m > mg gilt:

P(En) <0
und
[ - Z\w M — 4| < 5.
Dann folgt aber
dm b
> ™)~ - | na <

also .
: (m) (m)
Jim > (e =671 = / I (1) de.

=A(Em)

Aufgabe 4.3 Man berechne die Linge des Kreisbogens des Einheitskreises.

Aufgabe 4.4 Lafit man einen Kreis auf einer Geraden abrollen, so beschreibt
ein beliebig auf der Peripherie gewahlter Punkt eine Zykloide.

(a) Man zeige, dass die Zykloide die Parameterdarstellung
v: [0,27] — R2
¢ N t —sint
1 —cost
besitzt.
(b) Man berechne die Linge der Zykloide.

Aufgabe 4.5 Man berechne die Liange der Schraubenlinie.

Aufgabe 4.6 Es sei f: [a,b] — R stetig und

v: la,b] — R2

b <fft>>'

b
N = / VIT(FOR d.

Man zeige
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Parametertransformation

Es sei f: [a,b] = R" eine Kurve, [a, 5] C R ein weiteres Intervall und
¢ [a, f] = [a, 0]
eine bijektive stetige Abbildung. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung
gi=fop:[a,f] >R

wieder eine Kurve im R™. Man sagt, dass die Kurve g aus f durch die Parame-
tertransformation ¢ hervorgeht. Sind

v: o, B] = [a,b]
und
¢t [a,0] = [o, ]

stetig differenzierbar, so nennt man ¢ eine C'-Parametertransformation.

Die Bildmengen von f und g sind dieselben, da g(t) = f(p(¢)) fiir alle
t € [a, B], aber sie werden i.A. verschieden durchlaufen.

Da ¢: [a, 8] — [a,b] stetig und bijektiv ist, tritt genau einer der beiden
folgenden Fille auf:

1. ¢ ist streng monoton wachsend. Man nennt ¢ dann orientierungstreu.
2. @ ist streng monoton fallend. Dann heifit ¢ orientierungsumkehrend.

Ist ¢ eine C''-Parametertransformation, so folgt aus ¢~ *

Kettenregel
(@) (e®) - #'(t) =1,
d.h. ¢'(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, 5]. Es gilt

o ¢ = id mit der

 ist orientierungstren < ' (¢) > 0 fiir alle .
¢ ist orientierungsumkehrend < ¢'(¢) < 0 fiir alle .

Die Bogenlinge bleibt unter C'-Parametertransformationen invariant: Es
sei v: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve, ¢: [, 8] — [a,b] eine C'1-
Parametertransformation. O.B.d.A. sei ¢ orientierungstreu, d.h. ¢'(7) > 0 fiir
alle 7 € [a, 5]. Es sei

Y=70¢:[o,f] = R™
Dann gilt:
L(7) = L(7)

Dies folgt aus der Substitutionsregel wie folgt
N 8 . o 1(b) ) ) b )
L) = / 17 ()l dr = / o, eI = / I/ (0l dt = L().
« e a a

Jede regulidre Kurve besitzt eine ausgezeichnete Parameterdarstellung, ndm-
lich eine solche, fiir die der Geschwindigkeitsvektor iiberall den Betrag 1 hat: Es
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sei y: [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Wir versuchen eine orien-
tierungstreue C*-Parametertransformation ¢: [a, 8] — [a,b] so zu bestimmen,
dass ¥ = v o ¢ die gewiinschte Bedingung

7l =1

erfiillt. Dies fiihrt auf
7 (e(s)]l - ¢'(s) = 1.
Die Umkehrfunktion ¢ = ¢! von ¢ muss daher der Bedingung

Pp(s)) ¢'(s) =1, @(s)=t, ()=
geniigen, d.h.

szww=%+/Wwwwm.

Die frei wiahlbare Konstante sg kann man z.B. gleich 0 setzen, so dass ¢t = a
dem Punkt s = 0 entspricht.

Wegen der Voraussetzung ||/ (¢)|| > 0 ist ¢ streng monoton wachsend, besitzt
also eine Umkehrfunktion ¢, die ebenso wie 1 stetig differenzierbar ist.

Da s = ¢(t) die Lange der zum Intervall [a,¢] gehtrenden Kurve ist, wird s
als Bogenldngenparameter bezeichnet, und man sagt, die Kurve

i [0,L()] - R
s - A(s)

ist durch die Bogenlinge parametrisiert.

5 Differenzierbare Abbildungen

Wir fithren nun den Begriff der Differenzierbarkeit einer Abbildung f: R™ — R™
ein. Dabei setzen wir voraus, dass die Definitionsmenge von f offen ist. Diese
Vorausetzung ist ausreichend fiir die Anwendungen.

Die Grundidee der Differentialrechnung besteht darin, eine beliebige Abbil-
dung in der Umgebung eines festen Punktes durch eine lineare Abbildung zu
approximieren.

Definition Es sei U C R"” offen. Eine Abbildung f: U — R™ heifit differen-
zierbar in a € U, wenn es eine lineare Abbildung 7: R” — R" und eine in a
stetige Abbildung r: U — R™ gibt, so dass fiir alle z € U gilt

f(@) = fla) + T(x — a) + r(x)[|z — o]

und

r(a) = 0.

Wann ist f: U — R™ also differenzierbar in @ € U? Es muss eine lineare
Abbildung T geben und die Abbildung

f(@)—f(a)=T(z—a) -
r(z) = Me—all fir x # a
0 firx=a
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muss in a stetig sein, d.h. es muss gelten (diese Bedingung ist unabhéngig von
der Norm!)

alrll}}z r(z) =0.

Wie man so ein T findet, werden wir gleich studieren. Zunéchst zeigen wir:

Satz 5.1 Zu der Abbildung f: U — R™ gibt es hichstens eine lineare Abbildung
T:R™ — R™ und eine in a stetige Abbildung r: U — R™, so dass fiir alle x € U
gilt

f(x) = fla) + T(x — a) + r(z)||z — o
und r(a) = 0.

Beweis. Angenommen, es gibe lineare Abbildungen 77,7, mit entsprechenden
Abbildung ry, 72, so dass

f(@) = f(a) + Ta(z — a) + ri(z)]|x — all,

f(z) = f(a) + Ta(z — a) + r2(z) ||z — al|,
also

(Th — T2)(z = a) = (r2(z) — r1(2))[|z — a|
und

;13}1 ri(z) = ;13}1 ro(z) = 0.

Waéhle nun h € R™ beliebig und betrachte x mit x — a = th, ¢ > 0 geniigend
klein. Dann gilt

(T} — To)h = (ro(a + th) — ri(a + th))||h|]-
Wegen lim;_,o(r2(a + th) — r1(a + th)) = 0 folgt daraus
(Th — Tp)h =0 fiir alle h € R™.

Also folgt T = T». O

Definition Ist f in a € U differenzierbar, gilt also

f(x) = fla) + T(z — a) +r(z)||lz — al|
mit lim,_,, r(z) = 0, so heifit die lineare Abbildung T' die Ableitung von f in a.
Bezeichnung: T = f'(a).

Nun betrachten wir zunéchst den Spezialfall m = 1, d.h. f: U — R. In
diesem Fall ist die Ableitung eine Linearform; sie wird durch einen Vektor,
den Gradienten, grad f(a) € R™ unter Verwendung des Skalarprodukts gegeben
durch

f'(a)h = (grad f(a), h)
fir alle h € R™. Nach Definition gilt

fla+h) = f(a) = (grad f(a), h) +r(a+ h)|[R]]
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mit
lim r(a + h) = 0.
h—0

Fiir hinreichend kleines ||h|| ist der Zuwachs f(a + h) — f(a) daher durch
(grad f(a), h) gut wiedergegeben. Es ergibt sich:

Der Gradient grad f(a) steht senkrecht auf der Niveaufliche f(x) = const.
durch a und zeigt in die Richtung des grifiten Anstiegs der Funktion f.

Denn diejenigen Vektoren h, die orthogonal zu grad f(a) sind, fithren zu
Nachbarpunkten von a, in denen sich die Funktionswerte nur wenig von f(a)
unterscheiden. Andererseits nimmt das Skalarprodukt (grad f(a), h) als Funkti-
on von h seinen grofBten Wert an, wenn h ein positives Vielfaches von grad f(a)
ist.

Eine weitere Deutung des Gradienten: Betrachte Graph I'y der Funktion
f: U — R als Hyperfliche im R"*!:

Ty
Ff: : € R z=f(a:1,...,xn)
Tn

z

In der Umgebung von a € U wird die Hyperfliche durch die Hyperebene

TaFf = { (i) c Rn—&-l

approximiert: dies ist die Tangentialhyperebene an I'y in a.
Fiir den Vektor (_ gra;l f(a)) gilt

()

= —(grad f(a),z —a) +z — f(a) =0 fiir alle <§> € T,Ty.

2 = fla) + {grad f(a),x - a>}

—grad f(a)
1
Anderer Speziallfall: n = 1, m beliebig. In diesem Fall ist die Ableitung eine
lineare Abbildung von R nach R™. Sie wird durch einen Vektor des R™ gegeben.
Damit erhalten wir die alte Definition aus §4.
Wir bestimmt man nun die lineare Abbildung f’(a)? Die lineare Abbildung

Also ist der Normalenvektor an T,I'f.

T = f'(a) ist festgelegt, wenn man ihre Bildvektoren fiir eine Basis v1, v, ..., v,
des R™ kennt. Wir wollen zunéchst fiir einen beliebigen Vektor v € R™ mit
[lv]| = 1 den Bildvektor T'(v) berechnen: Setze dazu & = a + tv ein:

fla+tv) = f(a) + T(tv) + r(a+tv)lt] - ||v]]-
Es folgt fiir ¢ # 0:

T(v) = w _ r(athv)%,

also
T(v) = tim 29T =@ p gy,

t—0 t
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Den rechts stehenden Grenzwert nennt man die Richtungsableitung D, f(a) von
f in a beziiglich v.

Der Vektor D, f(a) ist der Tangentialvektor zum Zeitpunkt ¢ = 0 der Kurve
f(a+ tv) (Skizze!).

Die lineare Abbildung T ist also durch die Richtungsableitungen beziiglich
der Vektoren vy, ..., v, einer Basis des R™ festgelegt. Wahlt man speziell die
Standardbasis eq, ..., e, des R™, so heiflen die betreffenden Richtungsableitun-
gen auch partielle Ableitungen.

Statt D, f(a) schreibt man auch

of

Dif(a)a 8.%‘7

fai-

Es gilt also:
D, f(a) = lim fla+ tei) — fla)

Die partiellen Ableitungen einer Funktion f: U — R kann man als gew6hnliche
Ableitungen von Funktionen einer Verénderlichen interpretieren: Sei

a=(ay,...,a,) €U.
Fiiri = 1,...,n betrachten wir die Funktionen (Schnitte durch Graphen von f)

fl—) fl(f) = f(al,...,ai_l,f,ai_,_l,...,an)

Es gilt
_ o Jilai ) — fila)
D’Lf(a) _%E}I}) h _fi(al)
Die partielle Ableitung beziiglich der i-ten Koordinatenrichtung ist also nichts
anderes als die gewohnliche Ableitung beziiglich der i-ten Variablen bei Fest-
haltung der {ibrigen n — 1 Verédnderlichen.
Hat man nun eine beliebige differenzierbare Abbildung f: U — R™, so exi-
stieren alle partiellen Ableitungen und es gilt fiir h = Z?’:l hie;:

F@)(h) = hif'(a)(e;) = Y _ hiD;f(a).
=1 i=1

Die Ableitung f’(a) ist also durch die partiellen Ableitungen D; f(a) festgelegt.
Stellt man weiter die Vektoren D; f(a) mittels der Standardbasis des R™ dar,
d. h. zerlegt

fi
=11
fm
so ergibt sich die folgende Matrixdarstellung von f/(a):
Difi(a) Dzfi(a) -+ Dpfi(a)

P e e

Difm(@) Dafm(a) - Dyfu(a)
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Diese m x n-Matrix heiflt Jacobi-Matriz der differenzierbaren Abbildung f in a
(oder Funktionalmatriz).
Fiir den Gradienten von f in a gilt

grad () = (DuS(@) .. Do) = (5L 3o @)

Demnach Vorgehen beim Nachweis der Differenzierbarkeit:
1) Untersuche zunéchst, ob partielle Ableitungen D; f;(a) existieren.
2) Falls diese existieren, setze T' = (D; f;(a)) und priife, ob

lim fla+h)—f(a)—Th

=0
h—0 [|h]]

gilt.

Warnung Allein aus der Existenz der partiellen Ableitungen folgt die Diffe-
renzierbarkeit noch nicht, siehe das folgende Beispiel (4).

Beispiel 5.1 (1)
f: R2 - R?

1 z3 — 23
T2 2x19
. 2a1 —2&2
T= (2@2 2&1 >
Mit diesem T erhélt man fiir r(a + h):

r(a+h) = (”(a N h)) ,

ro(a + h)
ar + hi1)? = (as + ho)? — a® + a2 — 2a1hy + 2a5h
m(a+h):(1 1)” — (a2 + ha) IIhHl 2 — 201 2h2
_hi—n3
[|A|
2(&1 + hl)(CLQ + hg) — 2a1a9 — 2ash1 — 2a1hs
7"2((1+h): Hh”
- 2h1ho
[|A]|

Verwendet man die Maximumsnorm, so ergibt sich
[ri(a+h)| < 2[[A]],  |ra(a+ h)| < 2[|A]],

d.h. limy, o7 (a+h) =limp_gra(a+h) = 0. Also ist f differenzierbar in ¢ mit

D) — <2a1 2a2>

2&2 2&1
(2) Es sei f eine affine Abbildung vom R™ nach R™, d.h.

fl@)=Az+c¢ (zeR™)
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mit A € Hom(R"™,R™), ¢ € R™ konstant.
Dann gilt
fla+h)=Ala+h)+c
=Aa+ Ah+c
=Aa+c+ Ah
= f(a) + Ah.

In diesem Fall ist also r(a + h) = 0 fiir alle h € R", also f differenzierbar in
jedem a € R™ und

Df(a)=A

(3) Es sei g: R x R® — R™ eine bilineare Abbildung (nicht notwendig
symmetrisch), f: R” — R™ definiert durch

f(x) = g(z,x) fir alle z € R™.
Dann ist f in jedem a € R™ differenzierbar und es gilt
f'(a)(h) = g(a,h) + g(h, a).
Beweis.

fla+h)=gla+h,a+h)
=g(a,a) +g(a, h) + g(h,a) + g(h, h)
= f(a) + f'(a)(h) 4 g(h, h).

Es bleibt zu zeigen:

tim 28R _
h—0 ||h]|
Es sei
llgl] :== I‘Sﬂgl llg(z, )]
Es folgt
o (e )| < s
R 1IRI ]~
also
g (h, I < lgll - [1R]]>.
Daher gilt
tim 20 _ g
h—0 ||h]|

Spezialfall: Fiir f(z) = (x,x) ergibt sich

f'(a)(h) = (grad f(a), h) = (2a, h),

also
grad f(a) = 2a.
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(4) Es sei f: R? — R definiert durch

0 fiir (z1,22) = (0,0)
Fla1,22) =9 _zyma fiir (x1,22) # (0,0)
\z3+a3 ’ ’
Ist f in a = (0,0) differenzierbar?
Wegen
f(z1,0) =0 fir alle z; € R
f(0,z2) = 0 fiir alle zo € R

gilt
D1f(0) =0, Dyf(0) =0,
d.h. die partiellen Ableitungen existieren. Wire nun f an der Stelle a = 0
differenzierbar, so miisste T' die Nullabbildung sein. Aber
hlhg 1 hl h2
rla+h)=— — =
e A R

(mit euklidischer Norm). Setzt man h; = hg, so sieht man, dass limj,_o7(a +
h) = 0 nicht gelten kann. Deshalb ist f nicht in 0 differenzierbar.

Satz 5.2 Ist f: U — R™ in a differenzierbar, so ist f dort stetig.

Beweis. Aus
f(@) = f(a) + f'(a)(x — a) + r(z)|lz — al
folgt
(@) = fla)ll < [1f ()l - [lz = all + [|r(2)]] - []& — al|.
Wegen lim,_,, 7(x) = 0 ergibt sich hieraus weiter mit einer geeigneten Konstan-
ten c:

1f () = fla)ll < cllz —al|.
Hieraus folgt die Stetigkeit von f. O

Wir haben gesehen, dass aus der Existenz der partiellen Ableitungen allein
noch nicht die Differenzierbarkeit folgt. Es gilt aber:

Satz 5.3 Wenn die Funktion f: U — R sdmtliche partiellen Ableitungen D1 f, ...

besitzt und diese an der Stelle a € U stetig sind, dann ist f in a differenzierbar.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass

i F(@+R) = fla) = 350, Dif(@hi _
h—0 ||h||

gilt. Es sei h € R™ ein Vektor mit a + h € U. Setze 2(9 = a, 2(") = a + h und
fiihre Zwischenpunkte ein durch

DO = e
JHC) B CD R

() _ Hn=1) hpéen.

» Dn f
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Dann gilt
flat+h) = fla) = (f(z") = )+ 4+ (£(21) = £(2O)).

Die Punkte 20~ und zU) unterscheiden sich nur in der j-ten Koordinate.
Nach dem Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen einer Variablen gibt
es deshalb ein 6; € [0, 1], so dass fiir

€W = ;U= 4 0jhje;

gilt: _ ‘ A
FE) = f(z07Y) = D f(€9)h;.
Daraus folgt

fla+h) = fla) =3 Dif(7)h;.

Damit erhalten wir

fla+h) = f(a) = 3 D;f(a)h; = 3 (Dif(€7) = D;f(a)hs,

Jj=1

fla+h) = f(a) = > D;f(a)h;| < Z 1D, f(§9) = D; f(a)||hy]

< |Inl1- Y 1D;£(€9)) = D f(a)l,

j=1
also auch
fla+h) = fl@)= Y5, Dif@h,| @ |
T <> D f(€Y)) = Djf(a).
j=1
Wegen der Stetigkeit von D1 f,..., D, f folgt die Behauptung. O

Aufgabe 5.1 Man zeige, dass die Funktion f: R"\{0} — R, f(z) = (22 +---+
22)% (s € R fest), iiberall differenzierbar ist und berechne die Ableitung.

Wir wollen Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen herleiten.

Satz 5.4 Die Abbildungen f: U — R™ und g: U — R™ seien beide in a € U
differenzierbar. Dann sind auch f + g und \f (A € R) in a differenzierbar und
es gilt

(f +9)(a) = f'(a) + g'(a)

(Af)'(a) = Af'(a)
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fla+h) = f(a) + f'(a)(h) + ri(a + )[[A]| mit lim ri(a +h) =0,

gla+h) = g(a) + ¢'(a)(h) + ra(a + h)||h|| mit Jim ro(a + h) = 0.
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Addition ergibt

(f +9)a+h) = (f+9)a) + (f'(a) + ¢'(a))(h) + (r1 +7r2)(a + h)||A]]

und
lim (ry + re)(a+ h) = lim 1 (a + k) + lim r3(a + h) = 0.
h—0 h—0 h—0

Entsprechend erhélt man die zweite Aussage, indem man die erste Gleichung
mit A multipliziert. O

Die Produktregel beweisen wir fiir Funktionen.

Satz 5.5 Die Funktionen f: U — R und g: U — R seien beide in a € U
differenzierbar. Dann ist auch f - g in a differenzierbar und es gilt

grad fg(a) = f(a) grad g(a) + g(a) grad f(a).
Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fla+h) = f(a) + (grad f(a), h) + ri(a + h)||h|| mit ’lliinorl(a—kh) =0,

o+ 1) = g(a) + (grad g(a). h) + ra(a+ ] [Al] mit Jim ra(a+h) = 0.
Ausmultiplizieren ergibt

(fg)(a+h) = (fg)(a) + f(a){grad g(a), h) + g(a){grad f(a), k)
+ (grad f(a), a)(grad g(a), h)
+ (9(a) + (grad g(a), h))ri(a + h)||A]
+ (f(a) + (grad f(a), h))r2(a + h)||h]|
+r1(a + h)ra(a+ h)||h]|*

Wegen

(grad f(a), h)(grad g(a), h) < || grad f(a)[ |[n]] || grad g(a)]| ||P]

folgt, dass das Fehlerglied in der Form r(a + h)||h||, imp—o 7(a + h) = 0, dar-
stellbar ist. O

Bemerkung 5.1 Es sei f: U — R in a differenzierbar und f(a) # 0. Dann
kann man zeigen (Beweis!):

1 1
?(a) = —W grad f(a).

Wie sieht die entsprechende Aussage fiir grad 4 (a) aus?

grad

Satz 5.6 (Kettenregel) FEsseiU CR", V C R™ offen; f: U > R™ ina € U,
g: V= RP inbeV differenzierbar; f(U) CV und b= f(a).
Dann ist go f in a differenzierbar und es gilt

(g0 f)(a) =g'(f(a)) o f'(a).
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fla+h) = fla)+ f(a)h+ri(a+h)||h|| mit }llii%rl(a—i—h)zo,
gb+k) = gb)+g(b)k+ra(b+k)||k] mit llii%rg(bﬂLk) =0.
Wir setzen

k:= f'(a)h +ri(a+ h)||n]|

und setzen dies in die zweite Gleichung ein:

(gofilat+h) = g(fla+h)
= g(f(a) + k)
= 9(0) +g'(®)f"(@h+ g (b)ri(a+ hAI| + r2(b + K)[[K]|-

Wir setzen fir h # 0

Rla+1) = oilg Oratas Wb+ rao+ D)
= gOrlatn)+ L

—ro(b+ k).
bR

Aus der Abschétzung
1B = 11" (@) +ri(a+ )R] < IR (@] +[[r(a + A)I])

folgt

lim R(a + h) = 0.
h—0

O

Aus der Kettenregel ergibt sich fiir die Jacobi-Matrizen von g, f und H =
gof:

D\Hy -+ DpH; Digs -+ Dmgr Difi -+ Dnh
Dal Dan a Dlgp Dmgp f(a) lem anm
d.h. es gilt

ag] afk
E?a:z Z ayk (f(a Oz, (a).

Korollar 5.1 Esseivy: [a,b] = U C R" eine differenzierbare Kurve und f: U —
R eine differenzierbare Funktion. Dann gilt fir die Funktion F := fo~: [a,b] —

R
F'(t) = f(v(1) (¥ (1) = (grad f(7(t)), 7' (1))-

Wir wollen nun die Aussage prézisieren, dass der Gradient einer differenzier-
baren Funktion f : U — R in einem Punkt a € U senkrecht auf der Niveauflache

f(x) = f(a) steht.

a
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Satz 5.7 Es sei U C R™ eine offene Menge, f : U — R eine differenzierbare
Funktion. Der Punkt a € U liege auf der Niveaufliche N, = {x € R"| f(x) = ¢},
¢ € R. Dann gilt fir jede differenzierbare Kurve v : (—e,e) — R™ (¢ > 0) mit
Y((—¢,€)) C Ne und v(0) = a:

(grad f(a),~'(0)) = 0.

Beweis. Es sei v : (—¢,e€) — R™ eine differenzierbare Kurve mit v((—e¢,€)) C Ne.

Dann gilt f(v(t)) = c fiir alle t € (—¢,¢). Also ist die Funktion F' := fo~:

(—e,€) — R konstant. Nach dem Spezialfall der Kettenregel (Korollar 5.1) gilt
0=F'(0) = f'(v(0)(7'(0)) = (grad f(a),7'(0))-

O

Aufgabe 5.2 Eine Funktion f: R™\{0} — R heifit positiv homogen von der
Ordnung o, wenn fiir alle ¢ > 0 gilt:

flta) =t f(a).

Man zeige
(grad f(z),z) = af(z)

(Eulersche Relation fiir homogene Funktionen).

Wir wollen nun als eine weitere Anwendung der Kettenregel die Ableitung
der Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung bestimmen.

Essei f: U —V C R", V offen, bijektiv und in a € U differenzierbar. Setzt
man voraus, dass f~1: V — U in b = f(a) differenzierbar ist, so kann man die
Kettenregel auf f~! o f = idy anwenden:

(f71)(f(a)) o f'(a) = idgo.

Es folgt also, dass f’(a) umkehrbar ist und fiir die Ableitung von f~1 gilt:

(f7H'(f(@) = (f'(a))~ "

Die lineare Abbildung f’(a) ist genau dann umkehrbar, wenn ihre Determi-
nante det f'(a) (Jacobi-Determinante oder Funktionaldeterminante) von Null
verschieden ist.

Wir zeigen nun, dass es fiir die Differenzierbarkeit von f~! im Punkte f(a)
schon geniigt, dass det f'(a) # 0 ist und f~! in f(a) stetig ist.

Satz 5.8 Esseien U,V C R" offen, f: U — V bijektiv, in a € U differenzierbar

und es gelte det f'(a) # 0. Weiter sei f=1:V — U in b= f(a) stetig.
Dann ist f~1: V — U in b= f(a) differenzierbar und es gilt

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+r(a+ h)||h]] mit }lli_%r(aJrh) =0.
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Es sei k € R™ so gewihlt, dass b+ k € V. Mit
b= TN R) - £
folgt daraus
btk=0b+f(a)f " (b+k) = f(a)f7H(0) +r(fH b+ k).

Wegen det f’(a) # 0 existiert (f’(a))~t. Wenden wir (f/(a))~! auf diese Glei-
chung an, so folgt

F7HO+ k) = F7H0) + (F() 7k = (' (@) "' (f7H b+ R))IAI-
Wir setzen fur k£ # 0

b ) =~ o )

Damit ergibt sich mit ¢ := [|(f'(a))™!]|
1F7H O+ k) = FHO) < e[k + (17 (b + F)|I[K]]-

Wegen limy_,o7(a + h) = 0 gibt es ein n > 0, so dass fiir ||| < n gilt:

< —.
Ira+m)| < 5

Wegen der Stetigkeit von f~1 in b gibt es ein § > 0, so dass fiir [|k|| < § gilt
IRl = 1lf 10+ k) = O < n.
Daraus folgt fiir ||k|| < o
O+ BIIEI < 117 6+ k) — 7B
Insgesamt ergibt sich fiir ||k|| < 6
IRl = 11710+ k) = FHO)] < 2¢][K]].
Damit erhélt man fiir 0 < ||k|| < &
17 (b + k)| < 2¢2[r(f (0 + K))].
Aus der Stetigkeit von f~! in b folgt damit
llii%r*(b + k) =0.
Beispiel 5.2 (Polarkoordinatenabbildung)
[+ R x(0,2r) — R*H\(Ry x{0})

(0
(7“) R (m _ (reose
¥ y rsin @
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Df( ) _ <095g0 —rsm<p>
® sinp rcosy
det D f (T) = %
sinp rcosy
AN

D
(os(3))

. x Y
_ clos.go 1Sln (0] _ \/1_2+y2 \/z?+y2
—Lsmme - Ccosp Y

_—Y _ -z _
x2 +y2 x2 +y2

<

cos@ TSy =r(cos®> p +sinp) =r #0

S

—
S~
L
~
/7~
< 8
N
I

Bisher haben wir die Ableitung einer differenzierbaren Abbildung f: U —
R™ an einer festen Stelle a € U betrachtet.

Definition Eine Abbildung f: U — R™ heifit differenzierbar, wenn f in allen
Punkten a € U differenzierbar ist.

Die Ableitung definiert dann eine Abbildung

f’ U — Hom(R" R™)
a — f'a)

Der Vektorraum Hom(R™, R™) ist isomorph zu R™™ (man fasse lineare Abbil-
dungen als n x m-Matrizen auf). Am Ende von §3 haben wir diesen Vektorraum
mit einer natiirlichen Norm versehen. Also kénnen wir f’ auffassen als Abbil-
dung
ffr U — R
a = fla)

Definition FEine Abbildung f: U — R™ heifit stetig differenzierbar (in Zeichen
f € CYU)), falls f differenzierbar und die Abbildung f’ stetig ist.

Wenn f eine stetig differenzierbare umkehrbare Abbildung R™ — R™ ist,
dann braucht die Umkehrabbildung nicht differenzierbar zu sein (z.B. n =
Lo+ a®).

Definition Essei f: U — R" stetig differenzierbar, injektiv und die Bildmen-
ge f(U) sei offen. Ist dann f~!: f(U) — U ebenfalls stetig differenzierbar, so
wird f (und auch f~1) als Diffeomorphismus bezeichnet.

Beispiel 5.3 Die Polarkoordinatenabbildung ist ein Diffeomorphismus von dem
Streifen R% x (0, 27) auf die ldngs der positiven z-Achse aufgeschnittene Ebene

{(i) ’ y # 0 oder y =0, x<0}.

Man sagt, dass diese beiden Mengen zueinander diffeomorph sind.

Wir wollen nun auch den MWS fiir differenzierbare Funktionen einer reellen
Variablen verallgemeinern.
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Satz 5.9 (Mittelwertsatz) FEs sei U C R™ offen, a,b € U, so dass die Ver-
bindungsstrecke von a und b

ab={1-t)la+tb|0<t<1}

in U enthalten ist, f: U — R differenzierbar. Dann gibt es einen Punkt ¢ € ab,
so dass gilt:

f(b) = f(a) = (grad f(c),b — a)
Beweis. Die Verbindungsstrecke von a und b wird durch die Kurve

v: [0,1] — U
t > (1—t)a+tb

beschrieben. Die Kurve « ist differenzierbar und hat konstante Ableitung
7 (t) =b—a.

Wende MWS in einer Variablen auf die Funktion F' = fo~:[0,1] — R an:
Demnach existiert ¥ € [0, 1], so dass

F(1) = F(0) = F'(9),
d. h. nach der Kettenregel
f(0) = f(a) = (grad f(v(9)),7'(9)).

Mit ¢ := ~(¢9) folgt
f(b) = f(a) = (grad f(c),b — a).

Bemerkung 5.2 Durch Umbenennung ergibt sich die Formulierung
flz+h)— f(z) = (grad f(z +Yh),h) mit 0 <Y <1
falls {zx +th |0 <t <1} CU.

Korollar 5.2 (Schrankensatz) Ist f: U — R differenzierbar, {x +th | 0 <
t<1}CU und

S := sup ||grad f(z +th)|| < oo,
t€(0,1]

so gilt
|f(z+h) = f(z)] < S[A]l.
Beweis. Es gilt fiir ein ¢, 0 <9 <1

|f(z+h) = f(z)] = [{grad f(z + Oh), h)|
< [[grad f(z + 0h)||[|h|
< Sl[nl].

d

Eine Anwendung des Mittelwertsatzes ist — wie in Analysis I — eine Kenn-
zeichnung der konstanten Funktionen.
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Satz 5.10 Es sei U C R™ offen und wegzusammenhdngend, f: U — R diffe-
renzierbar und grad f(z) = 0 fiir alle x € U. Dann ist f konstant.

Beweis. Es sei a,b € U und
ap = a,ai,qs,...,ap =b

ein Streckenzug zwischen a, b, der ganz in U verlduft. Wir wenden den Mittel-
wertsatz auf @;a; 1 an: Danach existiert ¢; € @;a;11 mit

flaji1) — f(a;) = (grad f(c;), ajt1 — a;) = 0,

also
flaji1) = flaj), j=0,1,...,k—1
Somit gilt auch f(b) = f(a). O

Der Mittelwertsatz 148t sich nicht auf Abbildungen iibertragen, da die Zwi-
schenstellen fiir die Komponentenfunktionen fi,..., f,, im Allgemeinen nicht
dieselben sind. Es gilt

fi(x +h) — fi(x) = (grad f;(z + V;h), h)

mit 0 < ¥; <1, 5 =1,...,m. Wendet man (bei beschrénkter Ableitung) den
Schrankensatz an, so erhélt man

[fi(@+h) = fi(@)| < SilAll,7=1,...,m.
Verwendet man im Zielraum R™ die Maximumsnorm und setzt
S =max{S1,...,Sm}

so folgt
1f(z +h) = f(@)]]| < S]]l

Satz 5.11 (Schrankensatz fiir Abbildungen) Ist f: U — R™ differenzier-
bar und f’ beschrinkt, so existiert ein S € R mit

f(z+h) = f(@)|| < Sl[A]]

fiir alle geniigend kleinen h.

Satz 5.12 Es sei U C R" offen und wegzusammenhdingend, f: U — R™ diffe-
renzierbar und f'(x) die Nullabbildung fiir alle x € U. Dann ist f konstant.

Beweis. Wende Satz 5.10 auf die einzelnen Komponentenfunktionen an. O
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6 Hohere Ableitungen, Taylorsche Formel, loka-

le Extrema
Wir wollen nun hohere Ableitungen definieren.

Es sei U C R" offen, f: U — R eine Funktion, deren sdmtliche partielle
Ableitungen existieren und stetig sind. Nach Satz 5.3 ist eine solche Funktion
dann differenzierbar. Wir nennen f eine stetig differenzierbare Funktion.

Sind alle partiellen Ableitung D;f: U — R selbst wieder (partiell) differen-

zierbar, so nennt man f zweimal partiell differenzierbar. Dann existieren die
partiellen Ableitungen 2. Ordnung

D, D;f.

Definition FEine Funktion f: U — R heifit (k + 1)-mal partiell differenzierbar,
wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen k-ter
Ordnung

Dik s DizDilf: U—->R

partiell differenzierbar sind.

Eine Funktion f: U — R heiflt k-mal stetig differenzierbar, wenn f k-mal
partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k
stetig sind.

Satz 6.1 (H. A. Schwarz) Es sei U C R" offen, f: U — R zweimal stetig
differenzierbar. Dann gilt fir alle a € U und allei,j=1,...,n

D]le(a) = DZD](G,)

Beweis. 0.B.d.A.n=2i=1,j =2,a = 0. Statt (z1, z2) schreiben wir wieder
(z,y). Es gibt ein 6 > 0, so dass

Ws = {(z,y) € R? | 2| < §,|y| < 8} C U.
Fiir |z|, |y| < § betrachte die Funktionen F,, G,: (—6,0) =+ R
Fy(z) = f('ray) - f(I,O),

Ga(y) = f(z,y) = f(0,y).
Nach dem MWS aus Analysis I gibt es &, 7 mit |£] < |z, |7| < |y| mit

Fy(z) = Fy(0) = Fy (),

Ga(y) — G2(0) = GL(M)y.
Nun gilt
F, (&) = D1f(&,y) — D1£(£,0),
G(1) = Daf (x,7) — D2f(0,7).
Nochmalige Anwendung des MWS, diesmal auf y +— D1 f(§,y) bzw. x +— Da f(x,7),
liefert 7,€ mit |g] < |y, |¢] < || und

le(fay) - le(f,O) = D2D1f(§777)ya
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Dsf(w,7) = Daf(0,77) = D1 D2 f(&, 7).
Insgesamt ergibt sich also
f(x,y) = f(2,0) = f(0,y) + £(0,0) = D2 D1 f (&, m)zy,
Fa,y) = f(0,9) = f(,0) + £(0,0) = D1D2 f (€, )y.
Daraus folgt fiir zy # 0
D>D1f(€,1) = DiDaf(§,7)-
((€,m) und (£,7) hingen von (x,y) ab!) Mit (,y) — 0 gilt auch
(€,m) — 0 und (€,7) — 0.
Aus der Stetigkeit von D1 Dy f und Do Dy f folgt damit
DyDy f(0,0) = D1D2£(0,0).
O

Korollar 6.1 EsseiU C R" offen, f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare

Funktion. Dann gilt
Di, ++Di,Diyf = Di -+ Di iy Doy, f

fiir jede Permutation 7 der Zahlen 1,... k.

Beweis. Durch Induktion iiber k unter Verwendung der Tatsache, dass jede

Permutation ein Produkt von Transpositionen ist.

Notation Andere Schreibweisen:

92 f 92 f
D;D;f = = foiw,» DiDif = 75 = [z,
J zf 6563(91’2 f:vz:vp 7 zf 81‘12 fa:ﬂ”
k
Dik"'Dilf: 8f W.

———— us
Ox;, - - 0y,
Fiir ein n-Tupel natiirlicher Zahlen
a=(a,...,a,) € N?
sei
la] == a1+ + an,
al = olag! - apl.
Ist f eine |a|-mal stetig differenzierbare Funktion, so setzt man

ololf

D°f i= D' D5 Do f = o,
1 n

D;

DY =D
——

a;-mal

Fir z = (21,...,2,) € R™ sei

o, 01,002 o
T =Ty Ty" X "

n -

O
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Satz 6.2 Es sei U C R" offen, f: U — R eine k-mal stetig differenzierbare
Funktion. Es sei x € U und h € R™, so dass die Strecke {x +th | 0 <t < 1}
ganz in U liegt. Dann ist die Funktion

g: [0, 1]
t

R

_>
—  f(x+th)

k-mal stetig differenzierbar und es gilt

g P (t) = Z gDaf(x+th)ha.

la|=k
(Zlalzk bedeutet: Die Summe erstreckt sich tiber alle n-Tupel
a=(a,...,a,) €N"
mit |a] = k.)

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst

000 = 3 Die D flot thhi by
Induktion iiber k: k=1
, d
g'(t) = ﬁf(xl +thy,...,z, +thy)

= Z D;f(x+th)h; (Kettenregel)

i=1

Induktionsschritt (k — 1) — k:

d n
g(k)(t) = % Z Dik—l Dtlf(x—i_th)hll .'.hik—l
i1yl
n n
=) D; Z Diy_y -+ Diy fx + th)hi, -+ iy, | hy
j=1 i1yt

ST Dy Dy fla o+ th)h, o hi,

i1yenin=1

(b) Nun fassen wir gleiche Indizes zusammen:

{i1,. iy ={1,...,1;2,...,2;..5m,...,n}
—— ——

g a2 Qn

Nach Korollar 6.1 diirfen wir die partiellen Ableitungen beliebig vertauschen.
Also gilt

Diy -+ Dy, f( 4 th)hi, - hiy = DY - D f (@ 4 th)hy" - - hy.
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Nun gibt es
k!
atlas! -y,
solcher k-Tupel (i1,...,17), bei denen ¢ genau «; mal vorkommt. Deshalb folgt
g®(t) = Z D;, -+ Dy, f(x 4+ th)hg, - hy,
’Ll, ,Zk 1
Z D“l DO f(x 4 th)hS - - hon
= Z B po f(x +th)he.
jal=k & '

O

Satz 6.3 (Taylor-Formel) Es sei U C R™ offen, x € U und h € R™, so dass
die Strecke {x +th | 0 <t < 1} ganz in U liegt, f: U — R eine (k + 1)-mal
stetig differenzierbare Funktion. Dann existiert ein ¥ € [0, 1], so dass

flx+h)= Z wh“_k Z wha

a! a!
|| <Kk la|=k+1

Beweis. Betrachte die Funktion von Satz 6.2,

g: [0,1] — R
t = flx+th) "

Nach Satz 6.2 ist g eine (k+1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Wir kénnen
daher auf g die Taylor-Formel fiir Funktionen einer Verdnderlichen anwenden:
Danach existiert ein ¢ € [0, 1], so dass

Egm) gt
o) =3 m!( ) +g(1<:+1()!)'

m=0

Nach Satz 6.2 gilt

$0) _ 5~ D)

m! a!
la|=m
(k+1) a
gk 1(19): Z D f(ac'Jrﬂh)ha.
(k+1) la|=k+1 o

O

Korollar 6.2 FEs sei U C R" offen, x € U und § > 0, so dass die Kugel B(z,0)
ganz in U liegt, f: U = R eine k-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fir alle h € R™ mit ||h|| < ¢

IR S LR I

|| <k

wobei limy, o r(x + h) = 0.
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Beweis. Nach Satz 6.3 gibt es ein von h abhiingiges 9 € [0, 1] mit

flath) = > Daj(x)h%r > Lf(;if 97) pe
jal<h-1 jol=h '

= > P ey vt i

«
lor| <k
wobei D 9h) — Do
r@+h) =Y I wafk I@) o iy £0.
la|=Fk ’
Nun gilt

Pt W< Y ID fa + 9h) — D*f(x)].
la|l=k

Aus der Stetigkeit von D f folgt daher

lim r(z + h) = 0.
h—0

O
Wir wollen die Formel von Korollar 6.2 ndher betrachten. Setze dazu
Def(z), o
P, (h) := | |Z h
Das Polynom P, ist ein homogenes Polynom m-ten Grades in h = (hy, ..., hy)

und es gilt
k
fl@+h) =" Pu(h)+r(z+h)h]*.
m=0
Wir sehen uns die Polynome P, fiir m = 0, 1,2 naher an:

m = 0: Es gibt nur ein n-Tupel o € N mit |a| = 0, ndmlich « = (0,...,0).

Daher Do
= DDy,

Py ist also eine Konstante, der Funktionswert von f in x.
m=1: o € N" mit |a| = 1:

Po(h)

j-te
Stelle

DY =D;, el=1, h% =h;
= Pi(h) = D;f(x)h; = (grad f(x), h)
j=1

Fiir eine einmal stetig differenzierbare Funktion lautet also die Formel von Ko-
rollar 6.2
f(@+h) = f(z)+ (grad f(z), h) + r(z + h)|[A]].
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Dies ist genau die Bedingung aus der Definition der Differenzierbarkeit.
m=2: o € N” mit |a| =2:

~—
i-te
Stelle
eite;=(0,..., 1 ..., 1 .0 (i<j)
i-te j-te
Stelle Stelle

D* =D7, (2e;)!=2, h* =h?
peite — DiDja (ei + ej)! =1, heitei — hihj (’L #* ])

= Py(h) = % S D2f(@)h2 + Y DD, f(@)hih;
=1

i<j
1~ o 2, 1
i=1 £

1 n
=3 Z D;D; f(x)h;h;

ij=1

(Jetzt laufen ¢, j unabhéingig voneinander.)
Das Polynom P, ist also eine quadratische Form mit der Matrix (1 D; D; f(x)).
Wir setzen

Q(h,h) = 2P2(h) = zn: DZD]f(I)hlh]

ij=1

Definition Es sei U C R™ offen, f: U — R zweimal stetig differenzierbar.
Dann heifit die n x n-Matrix

(Hess f)(z) = (DiD; f(2))15;2,
die Hesse-Matriz von f in x € U. Dies ist eine symmetrische Matrix, da
D;D;f(xz) = D;D,f(z) fir alle 1 <4,j <n nach Satz 6.1.
Die quadratische Form
Q(h,h) = h'Ah, A := (Hess f)(z)
heifit die Hesse-Form von f an der Stelle x € U.

Wir erhalten den folgenden Spezialfall von Korollar 6.2:

Korollar 6.3 Es sei U C R" offen, x € U, f: U — R zweimal stetig differen-
zierbar. Dann gilt

Fla ) = F@) + {grad £(2),h) + 5QUh, ) + r(a + )],

wobei QQ die Hesse-Form von f an der Stelle x ist.
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Die Hesse-Form wird bei der Bestimmung der lokalen Ezxtrema von differen-
zierbaren Funktionen eine Rolle spielen. Damit wollen wir uns nun befassen.

Definition Es sei U C R” offen, f: U — R eine Funktion. Ein Punkt a € U
heifit lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) von f, falls eine Umgebung
V C U von a existiert, so dass

fla) = f(z) (bzw. f(a) < f(2))

fir alle x € V.

Tritt in dieser Definition der Fall f(a) = f(z) nur fiir £ = a ein, so spricht
man von einem isolierten lokalen Maximum bzw. Minimum.

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder Minimum.

Satz 6.4 FEs sei f: U — R differenzierbar und a € U ein lokales Extremum.

Dann ist
grad f(a) = 0.

Beweis. Fir i = 1,...,n betrachten wir die Funktionen

gi(t) = f(a+ te;)

Die Funktion g; ist auf einem gewissen Intervall (—¢,e) C R, (¢ > 0), definiert
und dort differenzierbar. Hat f in a ein lokales Extremum, so hat g; in 0 ein
lokales Extremum. Nach I, Satz 12.7, gilt also

9:(0) = 0.
Wegen ¢;(0) = D, f(a) folgt
grad f(a) = (D1 £(a), ... Duf(a) = 0.

O

Definition Essei f: U — R differenzierbar. Ein Punkt a € U mit grad f(a) =
0 heiit kritischer Punkt von f. Der Wert f(a) von f an einem kritischen Punkt
a heifit kritischer Wert von f.

Sucht man die lokalen Extrema einer differenzierbaren Funktion f, so wird
man zunéchst alle kritischen Punkte von f ermitteln. Ob ein kritischer Punkt
dann wirklich ein lokales Extremum ist, mufl im einzelnen gepriift werden.

Aufgabe 6.1 Man bestimme die lokalen Extrema der Funktion f: U — R mit

(2120 -+ ) 7T

xTr) = )
/(@) 1421 +z0+---+2,

wobel U := {z € R" | 1 > 0,...,2, > 0}, und beweise die Ungleichung
zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel

y1+...y 1
n,+MST1n+

firy; > 0,...,yn41 > 0.
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Um hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von lokalen Extrema einer
Funktion f herleiten zu kénnen, miissen wir die Hesse-Form von f néher be-
trachten. Dazu brauchen wir einige Begriffe aus der Theorie der quadratischen
Formen, an die wir hier erinnern.

Definition Eine quadratische Form Q(z, z) heifit

positiv definit, falls Q(z,x) > 0 fiir alle x € R™\{0}.

positiv semidefinit, falls Q(x,x) > 0 fiir alle z € R™.

negativ definit, falls Q(z,z) < 0 fur alle x € R™\{0}

negativ semidefinit, falls Q(z, xz) < 0 fir alle z € R™.

indefinit, falls es z,y € R™ gilt mit Q(z,x) > 0 und Q(y,y) < 0.

In der Linearen Algebra II wird das folgende Kriterium von Hurwitz fiir die
positive Definitheit hergeleitet:

Satz 6.5 (Hurwitz-Kriterium) Fs sei
n n
Qz,z) = Z Zaijxixj.
i=1 j=1
Die quadratische Form Q ist genau dann positiv definit, wenn fir alle k =

1,...,n gilt

det | : D] >o0.

Satz 6.6 FEs sei f: U — R zweimal stetig differenzierbar und a € U sei ein
kritischer Punkt von f. Ist dann die Hesse-Form Q(h,h)

e positiv definit, so ist a ein isoliertes lokales Minimum von f,
e negativ definit, so ist a ein isoliertes lokales Maximum von f,

e indefinit, so ist a kein lokales Extremum von f.

Beweis. Nach Korollar 6.3 gilt in einer Umgebung von a, da grad f(a) = 0,
1
fla+h) = fla) + 5Q(h, h) +r(a+ h)[[A][* (*)

mit limy,,o7(a+ h) =0.
(a) Wir betrachten zuniichst den Fall, dass @ positiv definit ist.
Es gibt dann eine Zahl ¢ > 0, so dass

Q(h, h) = cl|n]|*

fiir alle h € R™ gilt, da das Minimum ¢ der quadratischen Form auf der Ein-
heitssphire {h € R™ | ||h|| = 1} nach Voraussetzung positiv ist.
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Wegen limp,_,or(a + h) = 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle h € R™ mit
[|h]] < 0 gilt
c
[r(a+ h)| < T

Dann folgt aus der Gleichung ()
Chianz — Siipli2
fla+h) = fla) = IRl = ZlIRIF,

d.h.
fla+h)— f(a) >0 fiir h # 0,

d.h. a ist isoliertes lokales Minimum.

(b) Ist @ negativ definit, so betrachte man statt f die Funktion — f. Damit
ist man im Fall (a).

(c) Ist @ indefinit, so gibt es einen Vektor h mit ||h|| =1 und

Q(h,h)=Co >0
und einen Vektor & mit ||k|| = 1 und
Q(k, k) =co < 0.

Dann gilt nach (x) fiir kleine ¢t € R
1
fla+th) = f(a) = §C’ot2 +r(a + th)t?.

Wegen limy,_,g7(a 4+ h) = 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle t € R mit |¢| < §

gilt:
Co

th —_—
|r(a+th)| < 1

Also folgt
fla+1th) > f(a) fir 0 < |t| < 4.

Ebenso zeigt man, dass
fla+tk) < f(a)

fiir gentigend kleine ¢ # 0 gilt. Der Punkt a kann daher in diesem Fall kein
lokales Extremum sein. O

Im Fall zweier Variablen lauten die bewiesenen Ergebnisse folgendermafien:
Wir betrachten Funktionen

f: R? - R
<Z) = flz,y)

Ist (zo, yo) kritischer Punkt von f, so setzen wir

a = f:cz(‘r07y0)7 b:= fzy(x07y0)> Cc:= fyy(x07y0)7

G )

so dass die Hesse Matrix die Form
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bekommt. Dann gilt nach dem Hurwitz-Kriterium
a>0,ac—b*> 0= (x0,y) Minimum,

a < 0,ac—b*> 0= (g, yo) Maximum,

ac —b* < 0= (x0,y0) Sattelpunkt.

Aufgabe 6.2 Man bestimme die Hesse-Form im Punkt (0,0) und die Art des
kritischen Punktes (0,0) bei den folgenden Funktionen und skizziere die Gra-

(1) flz,y) =2 +y?
2) f(z,y) = —2" —y?
(3) f(z,y) =2 —y?,
(4) fla,y) = a®+y,
(5) flz,y) =17,

(6) flz,y) =2 +y°

7 Lokale Umkehrbarkeit, implizite Funktionen

Fiir den Beweis der wichtigen Sdtze der Analysis, mit denen wir uns nun be-
schéftigen wollen, brauchen wir den Banachschen Fixpunktsatz. Dieser Satz gilt
fiir beliebige vollstdndige metrische Raume.

Es sei (X,d) ein metrischer Raum. Die Konvergenz einer Folge und der
Begriff der Cauchyfolge wird wie im R™ erklért:

Eine Folge (x)reny mit z, € X heifit konvergent gegen a € X, genau dann,
wenn limy_, o, d(zg,a) = 0.

Eine Folge (xg)ren aus X heilt Cauchyfolge, wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0
existiert ein kg € N, so dass fiir alle k, m > kg gilt

d(zg, zm) < €.

Zu einer Cauchyfolge (zj) gibt es aber i.A. nicht notwendig ein Element
a € X, gegen das die Folge (xj) konvergiert (z.B. hat nicht jede Cauchyfolge in
dem metrischen Raum Q C R einen Grenzwert in Q). Man definiert:

Definition Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn in ihm jede Cauchy-
folge konvergiert.

Beispiel 7.1 Der R"”, alle abgeschlossenen Teilmengen des R™, und die Rdume
stetiger Funktionen mit kompakter Definitionsmenge sind vollsténdige metrische
Réume.

Wie schon erwiihnt, ldsst sich auch der Begriff einer stetigen Abbildung auf
metrischen Rdume iibertragen.
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Definition Eine Abbildung ®: X — X heifit kontrahierend, wenn es eine reelle
Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 gibt, so dass fiir alle z,y € X gilt

d(®(z),@(y)) < c-d(z,y).

Satz 7.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Es sei (X,d) ein vollstindiger me-
trischer Raum. Jede kontrahierende Abbildung ®: X — X besitzt genau einen
Fizpunkt, d.h. es gibt genau ein z € X mit

D(z) = 2.

Beweis. a) Wir beweisen zunéchst, dass ein Fixpunkt z existiert. Dazu konstru-
ieren wir rekursiv eine Cauchyfolge, deren Grenzwert z die Gleichung ®(z) = z
erfiillt.

Wihle zy € X beliebig und setze

Th+1 = <I)(xk)

Um zu beweisen, dass (x3) eine Cauchyfolge ist, miissen wir d(2p4p, k) ab-
schitzen. Nach Voraussetzung gilt fiir alle j > 1:

d(zji1,75) = d(®(x)), ®(x;-1)) < ¢ d(zj,25-1)-
Durch Induktion erhalten wir daraus
d(zj41,7;) < dd(x1, 70).

Nach der Dreiecksungleichung gilt bei Einschub der Punkte xyip—1, Trip—2,
y Tht1t

d(@ktp, k) < d(Tppps Thpp—1) + -+ d(@pp1, Tk)
( k+p— 1+Ck+l7 2+...+0k+1 +Ck)d(x17x0)
_ (- cp)

T ———d(z1, %)

Da 0 < ¢ < 1 gilt, ergibt sich fiir beliebiges k£ und p die Abschétzung
k

C
d(@hp 2k) < T

d(x1, ).

Wegen limy,_, ¢¥ = 0 ist (z3) also eine Cauchyfolge.
Nach Voraussetzung ist (X, d) vollstéindig, also konvergiert (zy) gegen z € X.
Wir behaupten, dass die Folge (x1) auch gegen ®(z) konvergiert. Es sei ¢ > 0
vorgegeben, kg € N, so dass fiir alle k > kg gilt

d(zg,z) < e.

Dann gilt
d(zgs1,P(2)) < c-d(xg,2) <e.

Also konvergiert (xy) auch gegen ®(z), und wegen der Eindeutigkeit des Grenz-
werts ergibt sich ®(z) = z, d.h. z ist ein Fixpunkt von ®.
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b) Die Eindeutigkeit von z ergibt sich folgendermafien: Aus ®(z) = z und
O(2') = 2’ folgt
Az, 2') = d(@(2), 8(=))) < c- d(z, 7).

Wegen 0 < ¢ < 1 folgt hieraus d(z,2') =0, d.h. z = 2’. O

Der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes liefert auch ein Verfahren, die-
sen Fixpunkt zu bestimmen: Man startet mit einem beliebigen zo € X und
wendet darauf immer wieder ® an.

Man veranschauliche sich dieses Verfahren im einfachsten Fall, ndmlich der
kontrahierenden Abbildung eines abgeschlossenen Intervalls in sich!

Wir wollen nun den Banachschen Fixpunktsatz anwenden. Zunéchst betrach-
ten wir folgendes Problem:

Es seien Uy, U; C R" offene Mengen und f: U; — Us eine stetig differen-
zierbare Abbildung. Wir interessieren uns dafiir, ob die Abbildung f bijektiv
ist und eine differenzierbare Umkehrabbildung g: Us — U; besitzt. Wir haben
bereits eine notwendige Bedingung hierfiir abgeleitet, namlich die Bedingung

det f'(a) # 0.

Der néchste Satz zeigt, dass diese Bedingung fiir die Umkehrbarkeit auch hin-
reichend ist, wenn man eine Verkleinerung von U; und U, erlaubt.

Satz 7.2 (Satz von der lokalen Umkehrbarkeit) Fs sei U C R™ offen und
f: U — R"™ eine stetig differenzierbare Abbildung. Es sei a € U und f'(a) sei
umkehrbar, d.h. es gelte

det f'(a) # 0.
Dann gibt es eine offene Umgebung V' von a, so dass gilt

(i) flv ist injektiv,

(i) f(V) ist offen,

(iii) die Umkehrabbildung g von f|y ist stetig differenzierbar,
d.h. f bildet V diffeomorph auf f(V') ab.
Beweis. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass a = 0 und f(a) = 0 (dies kann
man erreichen, indem man statt x — f(x) die Abbildung x — f(x 4+ a) — f(a)

betrachtet).
AuBerdem konnen wir noch annehmen, dass gilt

£/(0) = idgn.

(Denn nach Voraussetzung ist f’(0) umkehrbar. Betrachtet man statt f die
Abbildung (f/(0))~! o f, so ist deren Ableitung die Identitét.)

Gesucht ist nun eine Umgebung W von 0, so dass jedes y € W genau ein
Urbild hat.

Dazu betrachte Abbildung ®, mit

Oy(z) =z — fz) +y. (%)

Fixpunkte von @, sind Urbilder von y.
Ziel: Bestimme r > 0, so dass fiir alle y € B(0,r) gilt
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(a) ®,(B(0,2r)) C B(0,2r) und

(b) ®,: B(0,2r) — B(0, 2r) kontrahierend.

Wegen f'(0) = idg~» und der Stetigkeit von f’ gibt es ein r > 0, so dass fiir
alle z mit ||z|| < 2r gilt

N =

1 £/(0) = f'(2)ll <
—
=idgn
Nun gilt
Do(x) =2 — f(z) = 4(x) = idpr — f'(2),

also folgt nach dem Schrankensatz 5.11 fiir x mit ||z|| < 2r:

. 1
[l = f@)| = [[Po(@)[| = [|®o(x) = Do(O)]| < [fidrn — f'(2)[| ]| < S l]l-
Falls ||y|| < r und ||z|| < 2r ergibt sich daher
1
18y (@)l = [lz = fz) + )l < llz = f@)l| + Iyl < 527 +7 = 2r.
Damit ist (a) gezeigt fiir alle y € B(0,r).
Wir zeigen nun, dass (b) fiir alle y € B(0,r) gilt. Es seien z1, 22 € B(0, 2r).
Dann gilt

1
19y (22) = @y (2l < (|24 |l |22 = 21 ]| = [ Dol |22 = 21]] < Sl — 2 ]].

Also ist @, B(0,2r) — B(0,2r) fiir jedes y € B(0,r) kontrahierend.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat ®, genau einen Fixpunkt z in

B(0,2r), d.h. es gibt zu jedem y € B(0,r) genau ein z € B(0,2r) mit f(z) = y.
Also ist
f: V= fHB(0,r)) = B(0,r)

bijektiv. Die Menge V ist offen, da f stetig ist. Damit sind die Aussagen (i) und
(ii) des Satzes bewiesen.

Zu (iii): Es geniigt zu zeigen, dass die Umkehrabbildung g von f|y stetig
ist, dann nach Satz 5.8 folgt daraus die Differenzierbarkeit von g und

g'(y) = (f'(gy))~" fiir y € f(V).

Aus der Stetigkeit von f’ ergibt sich dann die Stetigkeit von g¢'.
Beweis, dass g stetig ist: Es seien x1,z2 € B(0,2r). Dann gilt

Qo(w1) = 21 — f(21)
Po(z2) = 72 — f(22) } ~

= @3 — 71 = Po(w2) — Po(71) + f(22) — f(21)
= oo -z < %sz — o[ 4[| (z2) = f(z1)]]
= |lw2 — 1| < 2[f(22) — fz)ll.
Fiir y1 = f(x1), y2 = f(x2) folgt daraus
lg(y2) = gyl < 2lly2 — wall-
Aus dieser Abschitzung folgt die Stetigkeit von g. O
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Aufgabe 7.1 Man betrachte das Gleichungssystem

Y1 =21+ T2 + X3,
Y2 = T3 + T3T1 + T173,
Y3 = T1T2T3.
Man zeige: Wenn z = a Losung zu y = b und (a1 — as)(a; — as)(az — ag) # 0,

dann lassen sich die Gleichungen fiir alle y € f(V), f(V) geeignete Umgebung
von b, nach x auflésen:

T = 91(?/1,2/272/3)
T2 = g2(y1,y2,93)  (ye f(V))
r3 = g3(y1,Y2, Y3)
Dabei gilt
(xl - l‘2)(1‘1 — JJ3)(JJ2 — 333) 7é 0.

Fiir die kubische Gleichung
3 — y1t2 4+ yot —y3 =0 (*)

bedeutet das: Hat (x) fiir y; = by, y2 = ba, y3 = b drei verschiedene reelle Null-
stellen, so auch fiir y1,y2,y3 in hinreichender Néhe von by, bo, b3; die Losungen
sind (unendlich oft) differenzierbare Funktionen der Koeffizienten yi, Y2, ys-

Bemerkung 7.1 Im Fall n = 1 ist die Bedingung f’(z) > 0 fiir eine Funktion
f: [a,b] = R sogar hinreichend fiir die ,globale* Umkehrbarkeit. Fiir n > 2 gilt
die entsprechende Aussage nicht, wie folgendes Beispiel zeigt:

EsseiU—{<gyC)€]R2 0<x2+y2},
U - R2?
2 _ 2
()~ (o)
Y 2wy
Es gilt
r\ |2z —2y| 9 9
deth(y>_ o 2 =4(z“*+y°) >0

fiir (Z) € U. Nach Satz 7.2 ist f also lokal umkehrbar; jedoch ist f nicht global
umkehrbar, da f(z,y) = f(—z, —y).

Ein anderes Beispiel ist die Polarkoordinatenabbildung mit grofierer Defini-

tionsmenge
fi Ry xR — R2

(r) . (rqmgo) .
%) rsin @

Wieviele Punkte haben hier denselben Bildpunkt?



7 Lokale Umkehrbarkeit, implizite Funktionen 61

Satz tiber implizite Funktionen

Wir beschiftigen uns nun mit der Aufgabe, einen Uberblick iiber die Losungen
eines Systems von m Gleichungen in n Variablen

fl(l‘l,...,.lﬁn) =0
Do (m < n)
fm(ml,...,xn) = O
zu gewinnen. Voraussetzung: fi,...,f, stetig differenzierbar, Lodsung
(1,...,2n) = (c1,...,¢n) bekannt.

Wir orientieren uns dazu an dem linearen Gleichungssystem:

a1z + - +amr, = 0
Do (m < n)
Am1T1 + -+ GmpTn = 0
Angenommen, der Rang ist maximal, d.h. Rang = m und die ersten m Spalten

seien linear unabhéngig, dann kann das Gleichungssystem mit dem Gauflschen
Algorithmus auf die folgende Gestalt gebracht werden:

/ /

Z1 +a1,m+lxm+1 + o+ almxn 0
/ /

T2 +a27m+1xm+1 R a27n$n =0
/ /

Tm +a’m,m+1xm+1 + 4+ am,nx’ﬂ =0

Das bedeutet, dass bei geeigneter Nummerierung die ersten m Variablen durch
T4, -« -, Tn ausgedriickt werden konnen. Auflerdem folgt, dass eine Losung
existiert.

Im nichtlinearen Fall ist es nicht so leicht zu entscheiden, ob es iiberhaupt
eine Losung gibt. Wir setzen dies deshalb voraus. Wir werden dann zeigen:
Dann existiert eine von p := n — m Parametern abhéngige Losungsschar, falls
das Analogon der Rangbedingung erfiillt ist.

Dazu nummerieren wir die Variablen geeignet und bezeichnen sie mit 1, ..., Zm, U1, - - .

Untersucht werden soll das Gleichungssystem

filxr, ., xm,ut, . up) = 0

fom(z1, .. Tmyur, . up) = 0

unter der Voraussetzung

Dyfi(c) -+ Dmfilc)
" : # 0.
lem<c) Dmfm(c)

Die Moglichkeit, die beliebigen differenzierbaren Funktionen fi,..., f,, in
der Néahe der Losung ¢ durch lineare Funktionen zu ersetzen, berechtigt zu der
Vermutung, dass 1, ...,z als differenzierbare Funktionen von wy, ..., u, so
darstellbar sind, dass das Gleichungssystem fiir alle Werte von (us,...,u,) aus

einer geeigneten Umgebung des Punktes (¢pi1, ..., cp) erfiillt wird.

, Up-
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Notation Fiir die Formulierung des entsprechenden Satzes fiihren wir folgende
Bezeichnungen ein:

T a1 fl
=z, | =a, Sl =1
T am fm
Uy by
. a
=: u, | =0 (b) =:c,
Up by
on ... Oh
af B 6‘?1 aafnl
O Ofm .. Ofm
Oz, 0T,
ofr ... 9N
ouq ou
of B i
O N op | ofm
ouq Ouyp

Die Rangbedingung lautet also:

det g—i(a, b) # 0.

Satz 7.3 (Satz iiber implizite Funktionen) Es sei D C R™ xRP offen und
f: D — R™ sei stetig differenzierbar. Weiter gelte

f(a,b) =0 und det g—f(cub) # 0.

xX

Dann gibt es offene Umgebungen U C RP von b und V- C R™ vona mit VxU C
D und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Abbildung

p: U=V,

so dass fiir alle w € U gilt
flo(u),u) = 0.
Ist (z,u) € V x U mit f(x,u) =0, so folgt © = @(u).
Fiir die Ableitung von ¢ im Punkt b gilt

do = (Zan) oL,

Beweis. Wir wollen den Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit anwenden. Definiere

F: DCR™xRP — R™xRP
<x> = <f(x,u)>
u u

SL(zu) Gz,
— ox ’ ou ’
DF(x,u) ( 0 dgr ) )

Es gilt
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also

det DF(a,b) = det %(a, b) # 0.

a

Nach Satz 7.2 gibt es also eine offene Umgebung W von < b

) € D, so dass F|w
eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung
G:FW)—->W

besitzt. Die Abbildung G hat die Form
U
Gy, v) = (g(y )) ,

v

wobel g: F(W) C R™ x R? — R™ stetig differenzierbar ist.
Dieses g ergibt nun die gesuchte Abbildung ¢, indem man y = 0 einsetzt:

p(v) :==g(0,v).

Die Definitionsmenge von g ist die offene Menge F(W) mit <0> € F(W). Es sei

b
U eine offene Umgebung von b in R?, so dass fiir alle v € U gilt: (2) € F(W).

Dann ist ¢ auf U erklédrt und stetig differenzierbar.
Wegen F o G = idp(,, folgt

FOV) 5 (g) G (g(yva v)) F (f(g(y{}v)vv)) _ <g> 7

a0 =y far (¥) € PO

also
v
Mit y = 0 und v = w erhélt man also
flo(u),u) =0 fiir alle u € U.
Dass (u) die einzige Losung ist, folgt aus der Gleichung g(f(z,u),u) = x:
flz,u) =0=g(0,u) =z = z = p(u).
Die Ableitung von ¢ bestimmt man nach der Kettenregel: Wegen
flo(u),u) =0 firalleueU
folgt (betrachte u — f(p(u),u))

(S G (51) <o

idgr
also of of
éTx(W(u)’u) o ¢ (u) + %(w(u),u) =0,

wegen det %(a, b) # 0 also

o) = — (gi(a,b)>_1 0 %(a,b).
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Bemerkung 7.2 Der Beweis liefert fiir alle v € U die Formel

o= (Liew.n) o (L),

Beispiel 7.2 Nur eine Gleichung

flxy,...,x,) =0. (%)

Bilde grad f(z) und priife, ob eine der Komponenten von 0 verschieden ist. Gilt
etwa

an(Cl, ey Cn) 7& 0,

so kann die Gleichung (x) in einer Umgebung von (cy,...,¢,—1) nach z, auf-
gelost werden:
Tp =p(T1,...,Tpn_1)-

Man kann nun grad ¢ geméf der hergeleiteten Formel berechnen. Praktisch geht
man So Vvor:

f(mh'~-awn71a¢(‘rla"'7$n71)) =0

= N
anlf""_an'anl(P = 0
D D,_
= grady = (_let’,._,—D}f).

ZB. f(x) =23+ +22-1=0:

T Tn—1
grad p(x1,...,Tp_1) = (—,...,— ~ )

Tn Tn

(zn, < 0 und z, > 0 unterscheiden!)
n=2: f(x,y) = 0. Gilt etwa f,(xo,y0) # 0, f(x0,y0) = 0, so kann die ebene
Kurve, die durch obige Gleichung definiert ist, lokal durch

= p(y)

beschrieben werden. Es ergibt sich

cp/(y) - 7fw(x’y)

(wobei f(z,y) = 0 gilt).
Die Tangenten an die Kurve kénnen hiermit leicht bestimmt werden:
Gleichung der Tangente in (z,y) mit Koordinaten &, n:

__fy(xvy) _
=y Y

<~ fx(xvy)(g - 33) + fy(»’c,y)(n — y) =0.
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Ganz entsprechend fiir eine Hyperfliche

flx1,...,2,) =0
mit grad f # 0: Gleichung der Tangentialhyperebene in x:
&1
(gradf(x),ﬁ—x)z& £:
&n
Beispiel 7.3 Durch zwei Gleichungen

f(':Z:?y?Z) = 07
g(w,y,2) = 0.

wird im R? im Allgemeinen eine Raumkurve als Schnitt zweier Flichen be-
stimmt. Die Jacobi-Matrix ist
<fz y fz) |
9z Gy 9=

Ist nun etwa frgy(c) — fygz(c) # 0, f(c) = g(c) = 0, so kann man in einer
Umgebung von ¢ die Variablen x und y als stetig differenzierbare Funktionen
von z darstellen:

Es gilt
—1 fyg=—1f-9
<90j> = _ <fx fy) (f2> _ <J}Zgy§ygz>
29e—fz9: | °
(U 9z Gy 9= e lade

Dies erhilt man auch aus

durch Anwendung der Kettenregel:

fw"ﬂ/"'fy'w/“‘fz =
9o 0 + 9y + 92

Extrema unter Nebenbedingungen

Wir beginnen mit einem typischen Beispiel fiir die Aufgabe, Maxima und Mini-
ma unter Nebenbedingungen aufzusuchen.

Beispiel 7.4 Gesucht sind diejenigen Punkte der Ellipse

az? + 2bxy +cy* =1 (a > 0,ac —b* > 0),
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die von 8 maximalen bzw. minimalen Abstand haben (statt Abstand: Qua-

drat des Abstandes).
D.h.: Gesucht sind die Extrema der Funktion

fla,y) =2 +y°
unter der Nebenbedingung

g(z,y) = ax® + by + cy® — 1 = 0.

Die Funktion f hat in R? genau ein Minimum und zwar in <8>, dieser Punkt

interessiert aber nicht, da er der Nebenbedingung nicht geniigt.
Mdgliche Losung: Bestimme Parameterdarstellung

z=p(t),y =9(t)
fiir die Nebenbedingung g(z,y) = 0, und bestimme Extrema der Funktion
F(t) = f(e(t), ¥(1)).

Verfahren, dass die miithsame explizite Bestimmung einer solchen Parame-
terdarstellung vermeidet:
Die kritischen Punkte von F' geniigen der Gleichung

F'(t) = D1f(e(t), ¥ (1) - ¢'(t) + Daf(0(t),9(2)) - ¢'(t) = 0.
Wegen g(p(t),1(t)) = 0 gilt fiir alle ¢:

D1g((t), ¥(t)) - ¢'(t) + Daglep(t),1(t)) - ¥'(t) = 0.

Die Vektoren <D1f) und <Dlg> stehen also an jedem kritischen Punkt von

Dy f Dag
O\ L. . o x
F senkrecht auf dem Vektor (1)) sie sind also linear abhingig. Wenn y

kritischer Punkt von F ist, gibt es also ein A € R, so dass gilt
Dif(x,y) — AD1g(x,y) = 22 — 2X(ax + by) = 0,
Dy f(z,y) — AD2g(z,y) = 2y — 2A(bz + cy) = 0,
g(x,y) = ax® + 2bay +cy* — 1 =0.

Die verwendete Parameterdarstellung ist verschwunden: Die kritischen Punkte
von F sind die kritischen Punkte von

G=f—-Xg

mit g(z,y) = 0.
Nun gehen wir in unseren Beispiel wie folgt vor: Lose zunéichst das lineare
Gleichungssystem

(I=Xa)r—Nby = 0,
“Xzx+(1—X)y = 0.



7 Lokale Umkehrbarkeit, implizite Funktionen 67

Wegen ¢(0,0) = —1 interessieren nur die nichttrivialen Losungen; also muss A
der Gleichung

‘1_)\)\1)& 1 —)\ic‘ =(ac—b )N —(a+)\+1=0

geniigen. Wegen a > 0,ac — b? > 0 (damit auch ¢ > 0) hat diese quadratische
Gleichung zwei verschiedene reelle Losungen A1, Ao, falls (a — ¢)? +4b% > 0 gilt,
d.h. falls kein Kreis vorliegt.

Die Losungsmenge zu A1 (bzw. A2) ist eine Gerade durch den Nullpunkt; sie
schneidet die Kurve g(z,y) = 0 in zwei Punkten (x1,y1) und (—x1, —y1) (bzw.
(22, 92) und (—x2,y2)).

Es gibt also insgesamt 4 kritische Punkte von G mit g(z,y) = 0, die paar-
weise symmetrisch zum Nullpunkt liegen; dies sind auch wirklich Extrema von
f(x,y) = 2% + y*: Scheitelpunkte der Ellipse, Verbindungsstrecken mit dem
Nullpunkt sind Hauptachsen.

Das an diesem Beispiel erlduterte Verfahren l&8t sich nun analog auch fiir
Extremwertprobleme mit n Variablen und r Nebenbedingungen durchfiihren.

Satz 7.4 Es sei U C R™ offen, f,g1,...,9-: U — R stetig differenzierbare
Funktionen. Die Teilmenge M C U sei definiert durch

g1 (l’) = O

gr(z) = 0.
Die Ableitung der Abbildung g = (g1,-..,9+): U — R" habe iiberall den Rang r.

Hat dann die eingeschrinkte Funktion f|a in a € M ein lokales Extremum, so
gibt es reelle Zahlen A1, ..., \. mit

grad f(a) = A grad gi(a) + - - - + A, grad g, (a).
(Die Zahlen A1, ..., A, heiffen ,Lagrangesche Multiplikatoren ).

Beweis. Setze
il Tr41

Ly LTn

Wegen Rang Dg(a) = r kénnen wir noch eventueller Umnummerierung der Ko-
ordinaten annehmen, dass

dg
det 8—y(a) # 0.

Wir setzen
ay Qr41
a = . s a’ = . s pi=n-—r.

Qr QAnp
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Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 7.3) gibt es eine offene Um-
gebung V' C R? von a” und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare
Abbildung

p: V—=R"

mit p(a”) = ', so dass fiir alle v € V gilt

9(p(u),u) = 0.
Betrachte die Abbildung

®:. vV —- R”
. (@(U)) :
u
wobeil p: V = R", V C R, p=n—7r, p(b) = a. Aus ¢;(P(u)) = 0 und der
Kettenregel ergibt sich
0= Dj(gi0®)(a") =Y _ Drgi(a) - Dj®x(a") = {grad gi(a), D;®(a"))
k=1
firi=1,...,r,j=1,...,p.
Setzt man v; := grad g;(a), w; = D;®(a"), so gilt also
(vj,w;) =0firi=1,...,r,j=1,...,p.

Hieraus folgt, dass {v1,...,v,,w1,...,wy} eine Basis des R™ ist: Denn
r P
Zaivi—i—Zijj =0 (ai,ﬁj S R)
i=1 j=1
r p r r r
= <Zaivi+26jwj,2aivi> = <Zaivi,2awi> =0
i=1 j=1 =1 i=1 =1
.
= Z ;U0 = 0
i=1

= ay=--=a,=0,

da {vi,...,v,} linear unabhingig wegen Rang ¢’(a) = r.
Entsprechend folgt
P
> Bjw; =0
j=1

und daraus
r=-=8=0,

weil wegen Rang ®'(a”) = p auch {ws,...,w,} linear unabhéngig ist.
Also ist {v1,...,v,,w1,..., wp} eine Basis des R™ und der Vektor grad f(a)
erlaubt eine Darstellung

T p
grad f(a) =Y Aivi + > pjw;
i=1 j=1
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mit \;, Hi € R.
Weil F'= fo®: V — R in b einen kritischen Punkt hat, folgt

0=D;(fo®)(a")= ZDkf(a) - D;j®x(a”) = (grad f(a), w;)
k=1

firj=1,...,p.
Aus
T D p
OIVIED ST SN EL
i=1 j=1 j=1
folgt aber wie oben y1; = --- = p, = 0, so dass wir die Behauptung
grad f(a) = Z A; grad g;(a)
i=1
erhalten. a

Um also ein lokales Extremum der Funktion f unter den Nebenbedingungen

g1 = 0,...,9, = 0 zu bestimmen, hat man also das Gleichungssystem fiir die
n + r Unbekannten z1,...,Zn, A1,..., A, mit den n 4+ r Gleichungen
Dif(z) = MDigi(x)+-- +MDigr(z)
Dnf(x) = MDngi(z)+--+ A\Dngp(z)
gi(z) = 0
g’r(x) =0
zu losen. Ob dann eine Losung x4, ..., z, dieses Gleichungssystems wirklich ein

lokales Extremum von f|y; darstellt, muss auf andere Weise gepriift werden.
Definiert man F': U x R” — R durch

F(a,A) = f(2) = 3 Nigi(@),
=1

so ist das obige Gleichungssystem dquivalent zu
grad F(z,\) =0,

d.h. man sucht fiir F' die lokalen Extrema ohne Nebenbedingungen.

8 Gewohnliche Differentialgleichungen

Definition Es sei G ¢ R? und
f+ G - R

(2) = flz.y)
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eine stetige Funktion. Dann heifit

(1) y = f(z,y)

eine Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Lésung von (1) versteht
man eine differenzierbare Funktion

p: I =R (I C R Intervall)
mit
a) Der Graph von ¢ ist in G enthalten, d.h.
Ty ={(z,y) e IxR |y =p(2)} CG.
b) ¢ (x) = f(z,p(z)) fir alle z € I.
(a) ist fiir b) notig).

Bemerkung 8.1 Bei

y' = f(z)
einfach integrieren
=c+ / f(t)
(Im Allgemeinen p(z) = ¢+ f ft, o(t) )dt, c=p(xp).)
—~
ges. Funkt.

Geometrische Interpretation FEine Differentialgleichung y' = f(z,y) in ei-
nem Gebiet G C R? bestimmt ein Richtungsfeld: In jedem Punkt (z,y) € G
wird durch ¢y’ = f(z,y) eine Steigung vorgegeben (Skizze!). Gesucht sind diffe-
renzierbare Funktionen, deren Graphen in jedem ihrer Punkte die vorgegebene
Steigung haben.

Aufgabe 8.1 Man skizziere die Richtungsfelder und bestimme die Loésungen
der folgenden Differentialgleichungen

(1) ¥ =2in R} xR,
(2) y':—% in R x R%.
Definition Essei G C R x R™ und
f+ G - R"

x
— x,
<y> fz,y)
eine stetige Abbildung. Dann heifit

(2) v = flz,y)

ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung. Eine Lésung von (2)
ist eine differenzierbare Abbildung

p: I = R" (I C R Intervall)

mit
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a) Der Graph von ¢ ist in G enthalten.
b) ¢'(z) = f(x,¢(x)) fiir alle z € I.
Das Gleichungssystem (2) lautet ausgeschrieben

y/l = fl(xvyla"'vyn)v
yé = f2(x7y13'~'ayn)7

y’I/’L = fn(xvyh s ayn)'

Definition Es sei G C R x R™ und f: G — R eine stetige Funktion. Dann
heifit

(3) y™ = fla,y,y, ...,y Y)

eine Differentialgleichung n-ter Ordnung. Eine Ldsung von (3) ist eine n-mal
differenzierbare Funktion

p: I =R (I C R Intervall)
mit
(@) {90, yn-1) €I XR" |y, =¢W(x), 0<v<n—-1}CG,

(b) o™ (z) = f(x,0(x), ¢ (2),...,0" D (2)) fiir alle z € I.

Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung schreibt also eine Bedingung fiir
die n-te Ableitung der gesuchten Funktion ¢ vor. Diese Ableitung héngt sowohl
von z als auch vom Wert von ¢ und seiner Ableitungen bis zur (n — 1)-ten
Ordnung im Punkt x ab.

Reduktion auf ein System 1. Ordnung

Man kann eine Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung zuriickfithren. Dazu betrachten wir neben (3) das
Differentialgleichungssystem

y6 =Y,
yi =Y2,
(4) :

y;7,72 =Yn—1,

y;zfl :f(x7y07y17 s ayn—1)~

Das System (4) ist dquivalent zu
Yo Y1

Y =F@Y), Yi=| ° |, Fay)=| °:
Yn—2 Yn—1
Yn—1 f(JC,Y)
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Es sei nun ¢: I — R eine Losung von (3), d. h.

(@) = f(z,0(2),..., 0" V().

Dann ist durch

PV ()
eine Losung ®: I — R™ von (4) definiert.
Sei umgekehrt
%0
o= : I - R
Pn-1

eine Losung von (4). Dann ist ¢ := ¢g: I — R eine Losung von (3): Aus den
ersten (n — 1) Gleichungen von (4) folgt

Y1 =g ="V

Da ¢, _1 einmal differenzierbar ist, folgt daraus, dass ¢ n-mal differenzierbar
ist. Die n-te Gleichung von (4) liefert dann

o™ = f(z,0,¢, ..., D).

Aufgabe 8.2 Man bestimme zu der Differentialgleichung
mi = F(t,z, ) (m = Masse, F = Kraft)

(Newtonsches Bewegungsgesetz) ein zugehoriges System von Differentialglei-
chungen.

Wir werden jetzt eine Bedingung kennenlernen, die Existenz und Eindeutig-
keit der Losungen von gewohnlichen Differentialgleichungen garantiert.

Definition Es sei G C R x R™ und f: G — R" eine Abbildung. Man sagt,
f geniige in G einer Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten L > 0,
wenn fiir alle (z,y), (z,7) € G gilt

1f(@,y) = f(z, 9l < Llly — gll.

Man sagt, f geniige in G lokal einer Lipschitzbedingung, falls jeder Punkt (a, b) €
G eine Umgebung U besitzt, so dass f in G N U einer Lipschitz-Bedingung mit
einer gewissen (von U abhéngigen) Konstanten L € R, geniigt.
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Satz 8.1 FEs sei G C R x R" offen und
f+ G - R»

(Zj) = flz.y)

eine Abbildung, deren partielle Ableitungen nach den Variablen y1,...,Yn

of of
aiyl(xﬁg)aa@(mvy)

existieren und stetig sind. Dann geniigt f in G lokal einer Lipschitz-Bedingunyg.
Beweis. Es sei (a,b) € G. Es gibt dann ein r > 0, so dass
Vi={(z,y) eRxR" | |z —a| <r|ly—b|| <r} CG.

Die Menge V ist eine kompakte Umgebung von (a,b). Da nach Voraussetzung

alle Eintrige der n x n-Matrix g—g(a:, y) stetige Funktionen sind, gilt

L:= sup
(z,y)eV

ggm,y)H < o0,

Aus dem Schrankensatz folgt nun fiir alle (z,y), (x,9) € V:

f(zy) = f(@, )| < Llly — 7ll.
O

Satz 8.2 (Satz von Picard-Lindelsf) Es sei G C R xR™ offen und f: G —
R™ eine stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Dann gibt es zu jedem (a,c¢) € G ein & > 0, so dass das Differentialglei-
chungssystem
y = f(z,y) (x € la—4,a+4d])
genau eine Losung ¢: [a—0,a+ 0] = R™ auf dem Intervall [a — 6, a+ 6] mit der
Anfangsbedingung p(a) = ¢ hat.

Beweis. Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz anwenden.
a) Es gibt ein r > 0, so dass die Menge

Vi={(z,y) eRxXR" | |z —a| <7 [ly — | <7}

ganz in G enthalten ist und f in V einer Lipschitz-Bedingung mit einer Kon-
stanten L geniigt. Wihle

1
) i —
0 <94 <min (7’, 2L>

I:=[a—46,a+9]

und setze

b) Eine stetige Abbildung ¢: I — R™ geniigt genau dann der Differential-
gleichung

y/ = f(x,y)
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mit der Anfangsbedingung ¢(a) = ¢, wenn

plr) =c+ /I f(t, (1)) dt fiir alle x € I.

(Dies folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung.) Die Abbildung ¢ ist demnach Fixelement der Abbildung

U C(I) — C(I),

die erklért ist durch
(¥(p)(x) =c +/ F(t, o(t)) dt fiir alle = € I.

Da I ein abgeschlossenes Intervall ist, ist C(I) mit der Metrik
(o, %) = max|lp(x) — (a)|

ein vollstdndiger metrischer Raum. Wir zeigen nun, dass ® eine kontrahierende
Selbstabbildung dieses Raumes ist. Aus

(P @)~ (L)) = [ “(F(t o) — £t 3(0)) de
folgt

Wwwﬂhﬂ—ﬁﬂ@waSﬁ@&%ﬂﬂ/ﬂﬁ@&@”-f@@@ﬂmt

<

[ tlieto —¢<t>|dt\

a+d
s/ Ll lar
= 20L|[|p — &l
Also folgt
[[¥ () —W(@)|| <26L|[p — ||

Nach Wahl von ¢ gilt 20L < 1, also ist ¥: C(I) — C(I) kontrahierend.
¢) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es dann genau ein ¢ € C([) fiir
das gilt

o(x) = c+/ f(t,o(t))dt fiir alle x € T.
a
Da der Integrand stetig ist, ist ¢ sogar differenzierbar und es gilt
o'(x) = fte)
pla) = ¢

Also gibt es genau eine Losung ¢ der Differentialgleichung y' = f(x,y) mit der
Anfangsbedingung ¢(a) = ¢ im Intervall [a — §,a + §]. O
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Bemerkung 8.2 Beim Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes hatten wir ge-
sehen, dass man das Fixelement ¢ durch das Iterationsverfahren

o1 = Y(pr)

erhélt. In unserem Fall bedeutet das, dass man Abbildungen ¢ : I — R", k € N,
definiert durch ¢g(x) = ¢ fiir alle z € I und

punila) =+ [ "It ont)) dt.

Die Folge () konvergiert dann gleichmiiflig gegen die gesuchte Lésung . Dieses
Verfahren nennt man das Picard-Lindeldfsche Iterationsverfahren. In einfachen
Féllen kann man mittels dieses Verfahrens die Losungen einer Differentialglei-
chung explizit berechnen.

Aufgabe 8.3 Man bestimme mit dem Picard-Lindel6fschen Iterationsverfah-
ren eine Losung des Anfangswertproblems

y = 2xyin RxR,
e(0) = e

Wir wollen nun den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung

y(n) = f($7 y’ y/’ R ’y(n_l))

iibertragen, wobei f: G — R eine auf einer Teilmenge G C R x R™ definierte
stetige Funktion ist.

Man sagt, f geniige lokal einer Lipschitz-Bedingung, wenn es zu jedem Punkt
z € G eine Umgebung U und eine Konstante L € R, gibt, so dass

|f(2,Y) = f(z,Y)| < L|IY = Y|,

Yo Yo
fir alle (,Y), (z,Y)€GNU, Y= : |, Y=] :
Yn—1 Yn—1

Korollar 8.1 Es sei G C R x R™ offen und f: G — R eine stetige Funktion,
die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Dann gibt es zu jedem (a,cg,...,cn—1) € G ein 6 > 0, so dass die Differen-
tialgleichung

y" = f(@ oy oy Y)
genau eine Lisung ¢: [a — d,a+ 6] = R auf dem Intervall [a — 6, a + 8] mit der
Anfangsbedingung
@(a) = Co, (p/(CL) =Cly---, @(nil)(a) =Cn-1

hat.

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.2 durch Reduktion auf ein Differentialgleichungs-
system 1. Ordnung. O

Wir kénnen aus Satz 8.2 noch eine schiirfere Eindeutigkeitsaussage ableiten:
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Satz 8.3 Sei G C R x R™ offen und f: G — R™ eine stetige Abbildung, die
lokal einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Seien

e, : I - R"
zwei Losungen der Differentialgleichung

y' = f(zy)
Gber einem Intervall I C R. Gilt dann
p(a) =(a) fir eina €I,
so folgt
p(z) =¢(x) fir alle x € 1.

Beweis. a) Wir zeigen zuniichst
p(x) = () fir alle x € I mit z > a.
Es sei

S = sup{x el | Q0|[u,,r] = ,l/}‘[avz]}.

Falls s = co oder s = rechte Intervallgrenze, sind wir fertig. Andernfalls gibt es
ein € > 0, so dass [s,s + €] C I. Da ¢ und # stetig sind, gilt ¢(s) = ¢(s). Nach
Satz 8.2 gibt es ein § > 0, so dass

o(x) = (z) fur alle z € T mit | — s| < 4.

Dies steht aber im Widerspruch zur Definition von s. Daher gilt ¢(x) = ()
fir alle x € I mit x > a.
b) Analog zeigt man ¢(x) = ¢(z) fir alle x € I mit z < a. O

Korollar 8.2 Es sei G C R x R™ offen und f: G — R eine stetige Funktion,
die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien

p,p: I - R

zwei Losungen der Differentialgleichung

(n) —

y™ = fla,y,y, .., y"Y).

Fiir einen Punkt a € I gelte

pla) = P(a),¢'(a) =¥'(a),.... " V(@) =" D(a).

Dann gilt
p(x) = (x) fir alle x € 1.

Beweis. Dies folgt aus Satz 8.3 durch Reduktion auf eine System 1. Ordnung. O

Um eine Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung eindeutig fest-
zulegen, mufl man also nicht nur den Wert der Funktion an einer Stelle a des
Definitionsintervalls vorschreiben, sondern auch alle Ableitungen der Ordnung
<n-—11in a.
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Beispiel 8.1 Die Differentialgleichung 2. Ordnung
Yy +y=0
besitzt offenbar die auf R definierten Lésungen
y=-cosz und y =sinzx
Allgemeine Losung:
p(x) =cpcosx + ¢y sinx (co,c1 €R)
(einzige Losung mit ¢(0) = cg, ¢’(0) = ¢1, aber ¢, ¢; beliebig aus R).

Nicht immer kann man die Losungen einer vorgegebenen Differentialglei-
chung explizit angeben. Wir behanden nun einige einfache Fille, in denen das
moglich ist.

Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Es seien I,J C R offene Intervalle, f: I — R und g: J — R zwei stetige
Funktionen mit g(y) # 0 fiir alle y € J. Die Differentialgleichung

(5) y = f(x)g(y)in I x J

heiflt Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 8.4 Mit obigen Bezeichnungen sei (xo,yo) € I X J ein Punkt. Wir defi-
nieren Funktionen F: I — R, G: J — R durch

Flz) = /xf(t)dt, Gly) == /yg‘fi).

Es sei I' C I ein Intervall mit xzo € I' und F(I') C G(J).
Dann existiert genau eine Losung

o: I' - R
der Differentialgleichung (5) mit
¢(xo) = yo-
Diese Losung gentigt der Beziehung
(6) G(p(x)) = F(z) fir allex € I'.
Beweis. a) Wir zeigen zunéchst: Ist ¢: I’ — R eine Losung von (5) mit ¢(zq) =

Yo, so gilt (6). Aus

folgt

/x(, O / 1) d.
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Mit der Substitution u = ¢(¢), du = ¢'(¢) dt folgt daraus

/y j(x) = £t dt.

G(p(x)) = F(z).
b) Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Losung mit der gegebenen Anfangs-
bedingung, falls sie existiert.
Da G'(y) = ﬁ # 0, ist G streng monoton, besitzt also eine stetig differen-
zierbare Umkehrfunktion

Dies bedeutet aber

H:G(J) >R
Aus (6) folgt daher

(7) o(x) = H(F(z)) fiir alle z € I'.

Daraus folgt die Eindeutigkeit.
c¢) Wir zeigen nun die Existenz. Nehme (7) als Definition fiir ¢: I’ — R. Die
Funktion ¢ ist stetig differenzierbar und es gilt

¢(x0) = H(F(z0)) = H(0) = yo,

da F(z9) =0 = G(yo). Nun gilt

Daraus folgt

Differentiation ergibt

also

Also ist ¢ Losung von (5). O

Bemerkung 8.3 Man kann wie folgt formal rechnen und sich damit den eben
bewiesenen Satz merken: Man schreibt y' = f(z)g(y) als

= F@)ty).

Daraus ergibt sich

also

/;éz)z/f(x)dx+const.

Diese Gleichung hat man nach y aufzulésen, um eine Losung y = ¢(z) der
Differentialgleichung zu erhalten.



9 Lineare Differentialgleichungen 79

Aufgabe 8.4 Man bestimme die Losungen des Anfangswertproblems

y =y imR?
e(0) = ¢
(Fiir ¢ > 0 ist p(r) = % die eindeutig bestimmte Losung, die auf dem

Intervall (—oo, 1) definiert ist. Diese Losung ist nicht auf ganz R fortsetzbar. )

9 Lineare Differentialgleichungen

Es sei I C R ein Intervall und a,b: I — R seien stetige Funktionen. Dann nennt
man

y = a(x)y +b(x)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, und zwar homogen, falls b = 0,
sonst inhomogen.

Wir beschiiftigen uns zunéchst mit der Losung der homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung

(1) y' = a(x)y.

Satz 9.1 Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Sei xog € I und ¢ € R. Dann
gibt es genau eine Lisung ¢: I — R der Differentialgleichung y' = a(x)y mit

o(x0) = ¢, nimlich:
o(z) = ¢ - exp (Lja(t) dt) .

Beweis. (1) ist ein Spezialfall von §8 (5), man konnte also Satz 8.4 anwenden.
Hier aber folgt direkt aus der Definition von ¢:

¢'(z) =a(@)p(z), @) =c.
Da die Funktion f(z,y) = a(z)y in I x R stetig partiell nach y differenzierbar
ist, also die Lipschitz-Bedingung erfiillt, ist die Losung eindeutig. O

Aufgabe 9.1 Man bestimme die Lésungen der Differentialgleichung 3’ = ky
(k eR) in R.

Variation der Konstanten

Wir wollen nun den inhomogenen Fall
(2) y' = a(@)y + b(z)
behandeln. Es sei ¢p: I — R eine Losung der zugehorigen homogenen Differen-
tialgleichung, d. h.
¢'(z) = a(x)p().
Wir setzen voraus, dass ¢(zg) # 0. Daraus folgt nach Satz 9.1, dass ¢(z) # 0

fiir alle x € I. Daher ldsst sich eine beliebige Losung 1: I — R der Gleichung
(2) schreiben als
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mit einer stetig differenzierbaren Funktion w: I — R. Wir untersuchen jetzt,
welcher Bedingung u erfiillen muss, damit ¢ Losung von (2) ist: Es gilt

¢/::¢%l*’@uﬁ
a) +b=apu—+b.
Wegen ¢’ = agp folgt
*b(t)

W =ap+be ou =bs u(z :/ —Ldt+c,
W=, 20

wobei ¢ durch ¥(zg) = cp(xg) bestimmt ist.
Damit haben wir bewiesen:

Satz 9.2 FEs sei I C R ein Intervall und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann
gibt es zu g € I und ¢ € R genau eine Lisung v: I — R der Differentialglei-
chung

y' = a(x)y +b(z)

mit der Anfangsbedingung ¥ (xo) = ¢, ndamlich

¥(z) = olz) (+/i((gdt)

o(z) = exp ( / ja(t) dt> .

(,, Variation der Konstanten“: Ldsungen der homogenen Gleichung: o(x)c; er-
setze ¢ durch ,variable” Funktion u(z))

wobel

Aufgabe 9.2 Man bestimme die Losungen der Differentialgleichung 3/ = 2xy+

x3.

Wir betrachten nun den Fall eines Systems von linearen Differentialgleichun-
gen

Definition Es sei I C R ein Intervall. Die Gleichung

(3) y' = Alx)y,
air - Qin
A=1] : I = M(nxn,R)
Gn1 ot Opp

stetige Abbildung, heifit homogene(s) lineare(s) Differentialgleichung(ssystem,).
Weiter sei

b1
b=1|:]:1—=R"
bTL
eine stetige Abbildung. Dann heif3t
(4) y' = A(z)y + b(x)

ein inhomogene(s) lineare(s) Differentialgleichung(ssystem). Das System (3)
heifit das dem System (4) zugeordnete homogene Differentialgleichungssystem.
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Es ist zweckméfig, auch komplexe lineare Differentialgleichungen zu betrach-
ten. Dabei sind A und b stetige Abbildungen A: I — M(n x n,C), b: I — C",
und eine Losung ist eine differenzierbare Abbildung

@: 1 - C"=R*"
mit
o' (x) = A(z)p(x) + b(z) fiir alle z € I.

Wegen C = R?,C" = R, ist ein System von n komplexen Differentialgleichun-
gen dquivalent zu einem System von 2n reellen Differentialgleichungen.

Warnung Es sind zwar komplexe Werte zugelassen, die Variable x ist aber
immer reell (I C R)!

Es sei im Folgenden K = R oder K = C.

Satz 9.3 Es sei I C R ein offenes Intervall,
A: T —- MmnxnK), b:I—K"

stetige Abbildungen. Dann gibt es zu jedem xg € I und ¢ € K" genau eine
Lésung
p: I - K"

der linearen Differentialgleichung
y' = A(z)y + b(x)
mit der Anfangsbedingung o(xg) = c.

Bemerkung 9.1 L.A. kann bei einer Differentialgleichung v = f(z,y) eine
Losung nicht iiber dem ganzen Intervall I C R gefunden werden, selbst wenn
f auf I x R™ definiert und dort lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt, sieche

y/ — y2.
Beweis von Satz 3. Wir setzen
f(x,y) == A(x)y + b(x).

a) Wir zeigen zunéchst: Ist J C I irgendein kompaktes Teilintervall, so
geniigt f in J x K" einer globalen Lipschitz-Bedingung.

Beweis. Da A stetig, folgt

L :=sup||A(2)]] < 0.
zeJ

Damit erhélt man fiir x € J, y,y € K™

1 (2, y) = f(z, o)l = || A=) (y — 9)I] < Llly —gll.

b) Nach Satz 8.3 folgt aus a) die Eindeutigkeit der Losung.
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¢) Zur Existenz: Es sei J C I ein beliebiges kompaktes Teilintervall von I mit
xo € J. Nach Satz 8.2 existiert eine Losung ¢: [zg—J, 29g+d] — K™. Dabei hingt
nach dem Beweis dieses Satzes d nur von J und der zu J gehorigen globalen
Lipschitz-Konstante L ab. Indem man Satz 8.2 auf die Punkte xg — 0 und zg+ 9
mit den Anfangsbedingungen ¢(zo — d) bzw. @(xo + J) anwendet, erhilt man
eine und nur eine Losung im doppelt so langen Intervall [zg — 20, ¢ + 25]. Durch
mehrmalige Anwendung dieses Fortsetzungsprozesses kann man die Losung ¢
auf das ganze Intervall J fortsetzen.

Da J ein beliebiges kompaktes Teilintervall von I ist und wegen der Eindeu-
tigkeit erhélt man die Losung sogar auf ganz I. O

Satz 9.4 Es sei I C R Intervall,
A: T — M(n xn,K)

eine stetige Abbildung. Wir bezeichnen mit Ly die Menge aller Losungen ¢: I —
K™ der homogenen linearen Differentialgleichung

y' = Az)y
Dann ist Ly ein n-dimenstonaler Vektorraum tiber K. Fiir ein k-Tupel von
Losungen @1, ..., € Ly sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢1,..., 0k sind linear unabhingig iber K.

(ii) Fs emistiert ein o € I, so dass die Vektoren ¢1(xo),...,vr(xo) € K
linear unabhdngig tiber K sind.

(iil) Fir jedes xg € I sind die Vektoren v1(xo),...,vr(xo) € K™ linear un-
abhdngig tiber K.

Beweis. a) Wir zeigen: Ly ist Unterraum des Vektorraums aller Abbildungen
f: 1=K

1) 0€ Ly

2) g, € Ly = ¢’ = Ap, ¢ = Ay
= (p+¥) ="+ =Ap+ A = A(p +¢)
= Y+ ’(/J €Ly
3) pe Ly, ek
= (Ap) = A’ = Ay = A(Mp)
b) (iii) = (ii) = (i) trivial.
i) = (iii): Es seien 1, ..., ¢ € Ly linear unabhiingig und z( € I. Es seien

Alyeey A € K mit
A1pr(wo) + -+ + Aepr(z0) = 0.

Dann folgt
p:=Xp1+ -+ Mg € Ly,  ¢(z0) = 0.
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Wegen der Eindeutigkeit der Losung folgt daraus ¢ = 0. Da ¢1,..., ¢ linear
unabhéngig sind, ergibt sich

c) Wir zeigen: dim Ly = n.

Es sei {e1,...,e,} die kanonische Basis von K". Nach Satz 9.3 gibt es
Losungen 1, ..., 9, € Ly mit p;(xg) = e;. Nach b) sind diese Losungen dann
linear unabhéngig, d.h. es gilt dim Ly > n.

Gébe es n+1 linear unabhéngige Losungen 11, . . ., ¥, 41, so miissten nach b)
die Vektoren v (), ..., ¥n+1(zo) € K" linear unabhingig sein, Widerspruch
zu dim K" = n. Also dim Ly < n. O

Definition FEine Basis (¢1,. .., @) des Vektorraums der Losungen der Diffe-
rentialgleichung ' = A(z)y nennt man ein Lisungs-Fundamentalsystem dieser
Gleichung.

Hat man eine beliebiges n-Tupel von Lésungen (@1, ..., ¢,), so kann man
die Losungen ¢; als Spaltenvektoren

P1i

P2i )
Yi = . ) Z:17...7TL,

Sﬁni
schreiben. Dann ist ® = (p1,...,¢,),

P11 o Pin
o= e
Pnl " Pnn
eine n x n-Matrix. Nach Satz 9.4 gilt:
(¢1, ..., ¢n) Losungs-Fundamentalsystem

< det ®(z9) # 0 fiir wenigstens ein zo € 1
& det ®(z) #0 fur alle z € I.

Ist ® = (p1,...,¢0,) ein Losungs-Fundamentalsystem von 3y’ = A(x)y, so
erhélt man eine beliebige Losung ¢ durch

C1
p=cipr+--tcpop =0, c=|: | K"
Cn
Man kann die Matrix ® = (¢1,...,¢,) eines Losungs-Fundamentalsystems

selbst als Losung der Differentialgleichung auffassen:

' = (o), .. 0m),
AD = (Apy,..., Apy),
O = AD.
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Beispiel 9.1 Man bestimme ein Losungsfundamentalsystem des Differentials-
gleichungssystems

1 /
e ) =)0
<~ = s
Yy = wyi, Y2 w 0 ) \y2
wobei w € R eine Konstante ist.
Losungen: @;: R — R2:

COS WX

p1(a) = (Smwx> L pale) = (Ziif)

(I)(I) _ <COS wr —Ssin O.)Il?)

sinwx  coswx

Es gilt
det ®(x) = cos® wz + sin® wz = 1 fiir alle z.

Daraus folgt, dass (1, p2) ein Losungs-Fundamentalsystem ist.

Satz 9.5 Es sei I C R ein Intervall,
AT - MnxnK), b:I—K"

stetige Abbildungen. Wir bezeichnen mit Ly die Menge der Losungen ip: I — K"
der inhomogenen linearen Differentialgleichung

y' = Alx)y + b(x)

und mit Ly den Vektorraum aller Lésungen der zugehorigen homogenen Diffe-
rentialgleichung. Dann gilt fiir ein beliebiges 1 € Ly

Ly =15+ Lg.

Beweis. a) Ly C s+ Ly:
Sei i) € Ly. Setze p := 1 — 1.
= ¢ =¢ =Y, = (A +b) — (AYs +b) = A(Ys — ) = Ap
:>QD€LH
iﬂ):?ﬁs-ﬂpe%-f—LH
b) ws+LHCL12
Sei¢ews+LH
=¢Y=vs+¢, ¢€Ln
> =Y+ ¢ = (A, +b)+ Ap =AY+
=Y el O

Wie erhilt man nun eine spezielle Losung 15 der inhomogenen Gleichung?

Satz 9.6 (Variation der Konstanten) Mit den Bezeichnungen von Satz 9.3
gilt: Sei @ = (p1,...,0,) ein Lisungs-Fundamentalsystem des homogenen Sy-
stems

y' = A(x)y.
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Dann erhdlt man eine Losung : I — K™ des inhomogenen Systems
y' = A(z)y + b(x)

durch den Ansatz
Y(x) = ®(x)u(z).

Dabei ist u: I — K" eine differenzierbare Funktion mit

u(x) = /m ®(t)'b(t) dt + const.

0

Beweis.
P’ = ®'u + du

Y= du =
AYp+b =Adu+b
Wegen &' = AP gilt:

V=AY +be du =beu = / ®(t) " b(t) dt + const.

zo

O

Aufgabe 9.3 Man bestimme die Losungen des Differentialgleichungssystems

/ /
-0 D00
vy =1+ Y2 L 0/ \v x
Wir iibertragen jetzt die bewiesenen Resultate iiber lineare Differentialglei-
chungssystem 1. Ordnung auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Es sei I C R ein Intervall, ay: I — K, 0 < k < n — 1 stetige Funktionen,
b: I — K stetige Funktion. Die Gleichung

(5) Y™+ an 1 (2)y™ Y+ g (2)y + ao(x)y =0
heiflt homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung
(6) y ™+ ap a1 (2)y" Y 4 an @)y + ao(@)y = b(w)

heifit inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Die Gleichung (5)
heift die (6) zugeordnete homogene Gleichung.

Satz 9.7 Mit obigen Bezeichnungen gilt

(a) Sei Ly die Menge aller Losungen ¢: I — K der homogenen Differenti-
algleichung (5). Dann ist Ly ein n-dimensionaler Vektorraum.

(b) Es sei Ly die Menge aller Losungen v: I — K der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung (6). Dann gilt fiir ein beliebiges 15 € L

Ly =v,+ Ly.
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Beweis. Die Differentialgleichung (6) ist dquivalent mit dem inhomogenen linea-
ren Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:

Yo =Y
Vi =1
(7) :
Yn—2 =Yn—1
Yp—1 = —ao(x)yo —a1(x)y1 — -+ — an-1(x)yn—1 + b(z)

Jeder Losung ¢: I — K von (6) entspricht eine Losung

¥

(pl
f= ) I - K"®

4,0("_1)

von (7) und umgekehrt. Entsprechend fiir b = 0. Damit folgen die Behauptungen
aus den Satzen 9.4 und 9.5. O

Definition FEine Basis (¢1, ..., ¢n) von Ly heiit Losungs-Fundamentalsystem
von (5).

Definition Essei (¢1,...,v,) ein n-Tupel von Lésungen der homogenen Glei-
chung (5). Dann heifit

p1(x) pa(x) Pn ()
1z ¢h() o ()
W (z) := det . :
A @) e @) el @)
die Wronski-Determinante von (@1, ..., pn).

Satz 9.8 Fin n-Tupel (1,...,¢n) von Lisungen der homogenen Gleichung (5)
ist genau dann ein Losungs-Fundamentalsystem, wenn fir ein und damit fiir alle
x € I die Wronski-Determinante von Null verschieden ist.

Beweis. Dies folgt wie Satz 9.7 aus Satz 9.4. O

Aufgabe 9.4 Man bestimme die Losungen der Differentialgleichung

y//_iy/_i_ 1

57 ﬁyzoaqu:R+.

10 Lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten
Wir wollen nun eine Losungstheorie von linearen Differentialgleichungen n-ter

Ordnung mit konstanten Koeffizienten behandeln. Dazu betrachten wir zunéchst
Polynome von Differentialoperatoren.
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Es sei
CT={ao+ T+ -+ a,T" | ag,...,a, € C}

die Menge aller Polynome mit komplexen Koeffizienten. Betrachte ein Polynom

P(T) € C[T]
P(T)=ap+ a1 T+ +a,T"

Wir ersetzen hierin die Unbestimmte durch D = =
P(D)=ay+a1D+---+a,D".

Dadurch erhélt man einen Differentialoperator, d.h. eine Abbildung, die einer
n-mal differenzierbaren Funktion

f:1—C, I C R Intervall,
die neue Funktion
PD)f:=aof+a1Df +---+a,D"f
=aof +arf + -+ anf™

zuordnet.
Eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

y(n) + an—ly(nil) + e+ aly/ + apy = O7 a; e (C7

schreibt sich damit wie folgt:
P(D)y =0,

wobei P(T) € C[T] ein Polynom n-ten Grades mit hochstem Koeffizienten 1 ist.
Wir wollen jetzt zeigen, dass man mit Polynomen von Differentialoperatoren
ganz analog rechnen kann wie mit gewohnlichen Polynomen.

Satz 10.1 Seien P(T), P»(T) € C[T] und
P(T) := P (T) + P(T).
Dann gilt fiir jede geniigend oft differenzierbare Funktion f: I — C
P(D)f = P\(D)f + P(D) f.
Beweis. Sei

= iaiTi, Py(T) = ibﬂ“ﬂ'.
i=0 j=0

0O.B.d. A. m = n. (Falls etwa m < n ergénze by, 41 = -+ = b, = 0.) Dann ist

n

P(T) = (a; +b;)T"

=0

Damit

:Zn:aﬁb )D'f = ZalDf—i—ZbDl
=0 =0 =0

= Pi(D)f + R(D)f.
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Satz 10.2 Seien P(T), P»(T) € C[T] und
Q(T) == P (T)P(T).
Dann gilt fiir jede gentigend oft differenzierbare Funktion f: I — C
Q(D)f = Pi(D)(P2(D) ).
Beweis. Sei

P(T) =Y aT',  Py(T) =) bT7.
i=0 =0

Dann
n+m

k
Q(T) = Z Cka mit ¢ = Zaibk—i-
k=0 i=0
(Dabei ist a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir j > m zu setzen.) Damit

n+m

QD)f =Y exD*f
k=0

n+m k
= Z (Z aibk—i> D*f
k=0 \i=0
n+m
= Z Z (LibjDiJrjf
k=0 \i+j=k
ntm . .
=> | Y DD )
k=0 \i+j=k
:ialDi ibjpff
i=0 j=0
= P1(D)(P(D)f)

d

Wir beschiftigen uns nun mit der Wirkung von Differentialoperatoren P(D)
auf Funktionen der speziellen Gestalt f(z) = e*.

Lemma 10.1 Fir \ € C gilt

De?® = \e?®,
Beweis. Es sei
A=+ iw, u,w € R.

Dann ist
e = M (coswr + isinw).
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Also

De*® = D(eM coswz) + iD(eM sinwz)
= pe!® coswr — wel” sinwz + i(ue't € wr + wel® cosw)

= (p + iw)e'*(coswx + i sinwz)

= e,

O

Lemma 10.2 Fir jedes Polynom P(T) € C[T] und jedes A € C gilt

P(D)e* = P(\)e”.
Beweis. Es sei .
P(T) =Y aT".
=0
Dann gilt
P(D)e? = Z a;D'er = Zai)\ie’\x = P(\)e®.
=0 =0

O

Bemerkung 10.1 Insbesondere folgt aus Lemma 10.2: Ist A eine Nullstelle
von P(T), d.h. P(A\) = 0, so ist die Funktion ¢p(r) = e’ eine Losung der
Differentialgleichung P(D)y = 0.
Satz 10.3 Es sei

P(T)=T"+a, 1 T" ' +---4+ a1 T +ap € C[T].
Das Polynom P(T) habe n paarweise voneinander verschiedene Nullstellen

M, A € C.

Dann bilden die Funktionen ¢ : R — C,

ein Fundamentalsystem von Lisungen der Differentialgleichung
P(D)y = y(n) + an—ly(n_l) + -+ apy = 0.

Beweis. Dafl die Funktionen ¢ Losungen der Differentialgleichung sind, folgt
aus Lemma 10.2.

Zur linearen Unabhéngigkeit der ¢y: Wir berechnen die Wronski-Determi-
nante W von ¢1,...,¢,. Wegen

o () = A
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gilt

1 1 1

A1 A2 An

W(0) = det )
)\71171 )\727,71 . )\2—1
(Vandermondesche Determinante)
- H()‘Z - )‘]) 7£ 0,
i>j

da Ay,..., )\, paarweise voneinander verschieden sind. Nach Satz 9.7 sind die
Losungen ¢, ..., ¢, daher linear unabhéngig. O

Ein Polynom n-ten Grades
P(T)=ay+aT+ - +a,T" ' +T" € C[T]
ldsst sich stets folgendermaflen in Linearfaktoren zerlegen:
P(T) = (T = A\)"(T = M\)F2 - .. (T = \)Fr

mit paarweise verschiedenen \; € C und k; € N, k; > 1. Wir nennen die Zahl
k; die Vielfachheit der Nullstelle \;.

Es gilt > k; = n. Falls mindestens ein k; > 2, erhélt man mit den bisherigen
Methoden weniger als n linear unabhéngige Losungen der Differentialgleichung
P(D)y = 0. Um die noch fehlende Losungen zu erhalten, brauchen wir noch
einige Vorbereitungen.

Lemma 10.3 Es sei A € C und k € N. Dann gilt fiir jede auf einem Intervall
I C R k-mal differenzierbare Funktion f: I — C

(D = NE(f(2)er) = fP (z)e”

Beweis. (durch vollstéindige Induktion nach k)
Induktionsanfang: k = 0 trivial.
Induktionsschritt (k — 1) — k:

(D =N (f(@)eX) = (D = A(D = N1 (f(x)e)

D = N)(FED (@)e)

-D f(k—l)(x)e>w) _ )\f(k—l)(w)e)\w

_ f(k)(x)e)\m + /\f(kfl)(x)e)\x _ )\f(kfl)(x)e)\x

= f(k)(x)e)‘z.

=
=

Satz 10.4 Das Polynom

PT)=T"+a, 7" ' +---+a1T + ap € C[T)
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habe die paarweise voneinander verschiedenen Nullstellen \; € C mit den Viel-
fachheiten kj,1 < j < r. Dann bilden die Funktionen ¢, : R — C,

Qim(x) = MM 1<j<r, 0<m< ki —1
ein Fundamentalsystem von Lisungen der Differentialgleichung
P(D)y =0.
Beweis. a) Die Funktion ¢;,, sind Losungen der Differentialgleichung: Es gilt
P(T) = Q;(T)(T = A\j)*,  Q;(T) € C[T].
Also

P(D)pjm(x) = Q;(D)(D — X))k (x™e™)
= Q;(D)(D* z™)eN® =0,

da k]‘ >m.
b) Es ist noch zu zeigen, dass die Funktionen ¢;,, linear unabhéngig sind.
Eine Linearkombination der ¢;,, hat die Gestalt

,
Z 9; (x)eAjz7
j=1

wobei die g; Polynome vom Grad < k; — 1 sind.

Behauptung Diese Linearkombination stellt nur dann die Nullfunktion dar,
wenn alle g; = 0 sind.

Beweis. (durch Induktion nach r)
Induktionsanfang r = 1: g (z)eM® = 0 fiir alle € R = g; = 0.
Induktionsschritt 1 — r + 1: Es sei fiir alle z € R

T
Zgj (2)eN* + grya (z)e 1 = 0.
j=1
Multiplikation mit e~*r+1* ergibt
T
Zgj(x)eww + gr+1(z) =0
j=1

fir alle x € R, mit u; = A\j — A1 # 0. Anwendung des Differentialoperators
DFr+1 ergibt

T

> hj(w)ets® =0 fiir alle z € R.
j=1

Da die h; wieder Polynome sind, folgt nach Induktionsvoraussetzung, dass die
h; identisch verschwinden.
Dies ist aber nur moglich, wenn auch die g; identisch verschwinden, wegen

Dg(x)e'®  (g(x) Polynom # 0, u # 0)
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= (¢ (z) + pg(x))e"™) = h(z)e,

wobei h(x) Polynom mit grad h(z) = grad g(x), also h(x) auch nicht das Null-
polynom ist. O

O
Beispiel 10.1 Die Differentialgleichung der geddmpften Schwingung lautet:
Y+ 2uy +wiy =0, wy€ RY, peRy,

21 Dampfungsfaktor.

pn=0:
y' +wiy=0s P(D)y=0, P(D)=D?*+uwi.

Nullstellen von P(T):
PA) =0 X +w2=0e )= +iw.

Losungsfundamentalsystem:

p1(z) = €%, pa(a) = e
Reelles Fundamentalsystem:
1
Yi(z) = S(ei(e) + pa(x)) = coswoz,
1 .
Pa(x) = Z(gol(x) — po(x)) = sinwpz.

Hierbei ist wq die Kreisfrequenz der ungeddmpften Schwingung.
w > 0:

y' +2uy +wiy=0< P(D)y=0, P(D)= D?+2uD +w?.

Nullstellen von P(T):

P(/\):)\2+2u/\+w§:0@)\:_”im_

1. Fall: 0 < p < wo:

M2 =—ptiy/wd —p?=—p+iw mit w:=/wi — p.

Losungs-Fundamentalsystem:

iww’ 902(96) _ e—uwe—iwx.

p1(z) = e e
Reelles Fundamentalsystem:

Y1(x) = e coswe, Yo(x) = e " sinwz.

Physikalisch: Schwingungen mit abnehmender Amplitude, Kreisfrequenz w < wyq
(siehe Abbildung 1).
2. Fall: 4 = wp: P(T) hat Nullstelle A = —u mit Vielfachheit 2.
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/\
VAR

Abbildung 1: Schwache Dampfung: 1, (z) = e~ (/2 cos 5z

Abbildung 2: Starke Dampfung: ¢1(z) =e™*

Losungsfundamentalsystem:

pr(x) = e, pa(w) = weTH

)\1,2:—u:|:\/,u2—w(2j<0

Losungsfundamentalsystem:

3. Fall: p > wo

Alz )\221
)

pr(z) =e pa(z) = e

Physikalisch: keine echte Schwingung mehr (sieche Abbildung 2).
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