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1 Die komplexen Zahlen

Funktionentheorie ist die Theorie der komplex differenzierbaren Funktionen
komplexer Verédnderlicher. Die komplexen Zahlen wurden bereits in Analy-
sis | eingefiihrt. Man kann sie auf verschiedene Weise konstruieren. Um die
folgenden Ausfithrungen nicht ganz zur Wiederholung werden zu lassen, hier
eine andere Art:

Es sei ;
a —
e={(1 V)

Dabei ist M (2 x 2,R) der Ring der 2 x 2-Matrizen iiber R.
Fiir Matrizen sind bekanntlich Addition und Multiplikation erklart, damit
auch auf C.

a,beR} C M(2 x 2,R).

Satz 1.1 Mit diesen Operationen ist C ein Koérper. Er heifst Korper der
komplexen Zahlen.

Beweis. Die Abgeschlossenheit der Menge C gegeniiber den genannten Opera-
tionen kann man ohne Miihe nachrechnen. Die multiplikative Invertierbarkeit
von Elementen # 0 ergibt sich so: Es gilt

a2+b2:det<z _ab)#()ﬁir (Z _&b>¢o,
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also ist in diesem Fall die Matrix invertierbar. O

Offenbar ist C ein R-Vektorrraum und besitzt als solcher die R-Basis

=5 1) =1 )

Jedes Element von C kann also so geschrieben werden:

a —b 1 0 0 —1 .
(b a )—a(o 1>+b<1 0 )—a-1+b~z, a,beR.

Die Abbildung
v: R — C
a +— a-1

ist ein injektiver Koérperhomomorphismus. Deshalb ist ¢(R) ein zu R isomor-
pher Unterkorper von C. Wir fassen damit R als Teilmenge von C auf und
schreiben a statt a - 1.

Jede komplexe Zahl z lasst sich also auf eindeutige Weise schrieben als

z=z+y-i=x+1iy, z,y€eR

Aus dieser Definition lésst sich leicht berechnen, wie in der neuen Schreibwei-
se die Addition und Multiplikation aussehen: Fiir z; = x1 + iy, 20 = T2+ 1ys
ist

21420 = (214 x2) +i(y1 + 1y2),
220 = (1122 — Y1Y2) + (@192 + T2U1).

Insbesondere ist i? = —1.
Wir haben daher mit C einen R enthaltenden Korper konstruiert, in dem
die Gleichung 2% + 1 = 0 Losungen hat, nimlich +i.

Bemerkung 1.1 Die komplexen Zahlen wurden im 16. Jahrhundert von
Cardano und Bombelli eingefiihrt. Das Symbol i (fiir imagindr) stammt von
L. Euler (1707-1783). Der Korper C ist der (bis auf Isomorphie) eindeutig
bestimmte Korper, der R als Unterkorper enthélt und als R-Vektorraum
endliche Dimension hat.

Zur Bezeichnung komplexer Zahlen verwenden wir oft die Buchstaben z
oder w:
z=x+1y, x,y€R.

Die Zahl Re(z) := z heiit Realteil, Im(z) := y Imagindrteil von z.
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Geometrisch veranschaulichen lassen sich die komplexen Zahlen mit Hil-
fe der Gaufischen (oder komplexen) Zahlenebene. Die z-Achse représentiert
den Unterkérper R von C, sie heiffit daher auch reelle Achse; die y-Achse
reprisentiert die Zahlen von der Form iy mit y € R, die wir rein tmagindr
nennen; sie heilt die imagindre Achse. Der Addition komplexer Zahlen ent-
spricht die Addition der Ortsvektoren nach der Parallelogrammregel.

Der Korper R ist ein angeordneter Korper. Es gibt aber keine Ordnungs-
relation <, beziiglich der C ein angeordneter Korper ist. Denn: In einem
angeordneten Korper sind von Null verschiedene Quadratzahlen positiv (sie-
he Analysis I). Wire C beziiglich < angeordnet, so miisste 0 < 12 = 1 und
0 < > = —1 und damit auch 0 < 1+ (—1) = 0 gelten.

Dagegen lasst sich der Begriff des Betrages von R auf C iibertragen. Vor-
her fithren wir noch die komplexe Konjugation ein. Unter komplezer Konju-
gation versteht man die Abbildung

B C — C
z
Die komplexe Zahl Z heifit auch die konjugiert komplexe Zahl zu z. Geo-

metrisch bedeutet die komplexe Konjugation die Spiegelung an der reellen
Achse.

Satz 1.2 Die komplexe Konjugation hat folgende Figenschaften:
(i) - ist ein R-linearer Automorphismus von C.
(ii) Fiir alle z € C gilt zZ = z, d.h. ~ ist involutorisch.
(iii) Fir alle z € C gilt: Z= 2z <z € R.
(iv) Fiir alle z1, 2z € C gilt
Z1+Z2 = 21+ 2,

21'22 = Z1- Z9.

Bemerkung 1.2 Die Aussagen (iii) und (iv) besagen, dass - ein Korper-
automorphismus von C iiber R ist, d.h. einer, der R festléasst.

Weitere Eigenschaften:

Rez = =(z+2),

Imz = —(z2—-72).
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Falls z = x + 1y,
Zz=2+y* €R.

Wir setzen nun fiir z = x + 1y

2] = ||[(2, y)]]eurs = \/9C2+y =z Z

Die reelle Zahl |z| heifit der Betrag von z. Der Betrag in C hat die schon vom
Betrag reeller Zahlen bekannten Eigenschaften.

Satz 1.3 Fliir komplexe Zahlen z, z1, zo gilt:

(i)

(ii) |az| = |a||z| fir alle a € R.

(iii) |21 + 22| < |21| + |22| (Dreiecksungleichung).
)

(iv) |21 - 22| = |21] - |22].

Bemerkung 1.3 (i)-(iii) sind die Eigenschaften einer Norm, (i)-(iii) besa-
gen also, dass C ein normierter R-Vektorraum ist.

Beweis. (i)—(iii) gelten, da |z| = ||(z, y)|| euklidisch.
Zu (iv):

|2122|2 — Z129R1R9 — 21227122 = 21212222 = |Zl|2|22|2.

Wir halten noch fest:

Aufgrund der Eigenschaften der komplexen Konjugation kénnen Gleichungen
in x,y umgeschrieben werden in Gleichungen in z und Z.

Beispiel 1.1 Kreis um a = a; + ias vom Radius 7:

Dy(a) = {z€C||z—a*=1%
{zeC|(z—a)(zZ—a) =r%}
= {z+iycCl(x—a)?* + (y — ax)* =r?}



1 Die komplexen Zahlen )

In der Ebene kann man bekanntlich Polarkoordinaten einfithren (siehe
Analysis I). Punkte (z,y) € R? lassen sich in der Form

(x,y) = (rcosp,rsing), r=+/x2+1y2 ¢ Winkel zur x-Achse,

schreiben. Sieht man die Ebene als komplexe Zahlenebene an, so ergibt das
die Darstellung '
z =r(cosp +isiny) = re¥

Dabei fassen wir €? zuniichst als abkiirzende Schreibweise auf. Spéter werden
wir auch die komplexe Exponentialfunktion einfiihren.
Der Winkel ist leider nicht eindeutig bestimmt, denn fiir jedes k € Z ist

ez(<p+27rk) — .

Fiir z = ¢? # 0 definiert man das Argument
arg(z) := [p] € R/27Z.

Das Argument arg(z) ist also eine Restklasse und sie enthélt alle moglichen
Winkel ¢, fiir die z = re®” ist.

In dieser Schreibweise erhalten wir fiir das Produkt von z; = r1e*' und
2o = ToeiP2

2129 = 1T1r2(cos p1 + isin @) (cos ps + i sin @y)
= 1172(C0S 1 COS g — sin ¢y sin o
+ i(sin @1 cos ps + sin s cos 1))

= rire(cos(pr + @a) +isin(p + ¢2)).

Dabei wurden die Additionstheoreme verwendet. Damit ist auch die geome-

trische Interpretation der Multiplikation klar: Man multipliziert zwei komple-

xe Zahlen, indem man ihre Argumente addiert und ihre Betrdge multipliziert.
Fiir das Inverse einer komplexen Zahl z # 0 erhalten wir also

1
== o
||

arg(z™ 1) = —arg(z).

Als Anwendung bestimmen wir die n-ten Einheitswurzeln. Eine Losung
der Gleichung 2" = 1 nennt man eine n-te Einheitswurzel. Es sei z = re'?.
Es gilt

2 =r"e"™ =1 1" =1,dh.r =1, und ny € 277Z.
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Es gilt also

- 27k

{zeCl|"=1}={e" |k € Z}.

Die aufgezéhlten Elemente sind aber nicht alle paarweise verschieden; viel-
mehr ist

el = €2 & ) — py € 217,

Damit haben wir bewiesen:

Satz 1.4 FEs gibt genau n n-te Einheitswurzeln, ndmlich
e, k=0,1,....n—1.
Aufgabe 1.1 Man skizziere die n-ten Einheitswurzeln fiir n < 6!

Aufgabe 1.2 Wie sehen die Losungen der Gleichung
M=a, a=re¥#0,

aus?

2 Holomorphe Funktionen

Es sei U eine offene Teilmenge des R™. In Analysis II haben wir Abbildun-
gen f : U — R™ betrachtet. In der Funktionentheorie beschrinken wir uns
auf den Fall n = m = 2, und wir identifizieren R?* mit dem Kérper C der
komplexen Zahlen. Wir werden im Folgenden stets R? als C auffassen.

Wir kénnen damit alle Begriffe der Topologie fiir die Menge der komple-
xen Zahlen {ibernehmen. Ist U C C offen, so ist definiert, was eine stetige
Funktion f: U — C ist.

Andererseits kann man eine Funktion f : U — C nun als eine Funktion
einer komplexen Verdnderlichen auffassen und damit Begriffe aus Analysis I
auf solche Funktionen {ibertragen. Das geschieht beim Begriff der komplexen
Differenzierbarkeit, den wir nun betrachten wollen.

Es sei U C C eine offene Menge, f : U — C eine Funktion und z5 € U.

Definition Die Funktion f : U — C heifit in zq komplex differenzierbar

genau dann, wenn
1 1) = 1)

Z—20 Z — ZO

existiert.

Dabei ist der Grenzwert iiber alle z € U mit z # zg zu bilden. (Der Grenzwert
ist wohldefiniert, denn wir wissen ja, wie man Grenzwerte in R? = C bildet,
und der Quotient ist der Quotient zweier komplexer Zahlen.)

Existiert der genannte Limes, so wird er mit f’(zy) bezeichnet.
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Eine &dquivalente Formulierung ist: f ist in 2z, komplex differenzierbar
genau dann, wenn es ein o € C und eine in zy stetige Funktion r : U — C
gibt, so dass fiir alle z € U gilt

f(z) = f(z0) +a- (2 = 20) +7(2)(z — 20)

und
r(z0) = 0.

Diese Formulierung entspricht der Formulierung in Analysis II. Sie besagt,
dass es ein a € C geben muss, so dass die Funktion

z—20
0 fiir z = 2,

f()—f(20) _ -
r(z):{ a fiir z # 2z,

in zg stetig ist, d.h. es muss ein a € C geben, so dass gilt

li = 0.
Jim r(z) =0
Das ist aber gerade die Bedingung der obigen Definition.
Eine weitere Formulierung: f ist genau dann in z5 komplex differenzierbar,
wenn es eine in zg stetige Funktion A : U — C mit

f(2) = f(20) + (2 — 20)A(2)

fiir alle z € U gibt.
Diese Formulierung erhélt man, indem man

A(z) == a+r(z)

setzt.

Erinnern wir uns nun an die Definition der Differenzierbarkeit aus Ana-
lysis II. Es sei U C R"™ offen, f : U — R™ eine Abbildung. Dann heifit
f differenzierbar in zp € U genau dann, wenn es eine lineare Abbildung
T :R"™ — R™ und eine in zy stetige Abbildung r : U — R™ gibt, so dass fiir
alle z € U gilt

f(2) = f(z0) + T(z = 20) + 7(2)[|z = 20|

und
r(z) = 0.

Zum Vergleich mit der obigen Definition betrachten wir den Fall n =
m = 2. Der wesentliche Unterschied zu der obigen Definition (wenn man von
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der Norm absieht, die aber keine Rolle spielt) besteht darin, dass hier die
Existenz einer R-linearen Abbildung T': R? — R? gefordert wird.

Wir haben R? mit C definiert. Die Menge C ist ein 1-dimensionaler Vek-
torraum iiber C; jede C-lineare Abbildung C — C ist daher die Multiplikation
mit einem komplexen Skalar o € C (warum?). Komplexe Differenzierbarkeit
bedeutet also die Approximierbarkeit durch eine C-lineare Abbildung.

Wann ist eine reell differenzierbare Funktion f : U — C komplex differen-
zierbar? Dazu untersuchen wir die Frage, welche der R-linearen Abbildungen

R? — R?, also der Matrizen

a ¢

b d )’
C-linear sind.

Wir identifizieren im Folgenden die komplexe Zahl x + 7y mit dem Vektor

< N > € R2.
Yy
Die R-lineare Abbildung

()=o) () =)

ist C-linear genau dann, wenn fiir jede komplexe Zahl X + ip gilt:

(3) oo (1)) -om (28)

Dabei ist - die Multiplikation in C! Da das Herausziehen reeller Skalare un-
problematisch ist, reduziert sich das Problem auf: Wann ist

(o) [ ()] = (0 s)(7) mrane (2)em
G-

folgt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn gilt:

a c 0 -1 .
( b d> und <1 0 ) sind vertauschbar.

Damit erhalten wir:
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Lemma 2.1 Die durch die Matrix

(3 0)

beschriebene R-lineare Abbildung R? — R? ist genau dann C-linear, wenn
d=a und c = —b gilt.

Anders ausgedriickt: Die Menge der C-linearen R-linearen Abbildungen

R? — R? ist
(5 4)[eres)

Diese Menge ist gerade wieder C, siehe §1. Dies sind alle C-linearen Abbil-
dungen R? — R2, da jede solche C-lineare Abbildung automatisch R-linear
ist.

Durch Vergleich der Definitionen von komplexer und reeller Differenzier-
barkeit erhalten wir:

Satz 2.1 Fs set U C C offen, zo € U und f : U — C eine Funktion.
Dann ist f in zg € C genau dann komplex differenzierbar, wenn f in zy reell
differenzierbar und die Ableitung f'(z9) C-linear ist.

Es sei f: U — C in zj reell differenzierbar. Schreiben wir z = x + iy und

f(z) = u(z,y) +iv(z,y),

so lautet die Jacobimatrix von f in z:

( uz(20)  uy(20) )
vz(20) vy(20) )
Damit erhalten wir aus Lemma 2.2 den folgenden Satz.
Satz 2.2 Fs ses U C C, zg € U, f : U — C wie oben. Dann ist f genau
dann in zo komplex differenzierbar, wenn f in zy reell differenzierbar ist und
folgende Cauchy-Riemann-Gleichungen gelten:
uz(20) = vy(20),  uy(20) = —va(20)-
Definition Essei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit genau dann

holomorph in U, wenn sie in jedem Punkt von U komplex differenzierbar ist.

Satz 2.3 Es sei U C C offen, f : U — R? sei als reelle Funktion stetig
partiell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen

Uy = Uy und u, = —v; in ganz U.

Dann ist f holomorph in U.
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Beweis. Aus der Existenz und Stetigkeit aller partiellen Ableitungen folgt
die reelle Differenzierbarkeit (Analysis II). Damit folgt die Behauptung aus
Satz 2.2. O

Beispiele 2.1 (i) Konstante Funktionen f sind holomorph auf C.
(ii) Die Identitét f(z) = z = x + iy ist holomorph auf C.
(iii) Die Funktion

f(2) =2° = (z +iy)® = 2° — 3wy® +i(32%y — y*),
u(r,y) =2° — 3zy?, v(z,y) = 32’y — ¢,

ist holomorph auf C. Man rechnet nach, dass die Cauchy-Riemann-Differen-
tialgleichungen erfiillt sind.

(iv) Die Funktion f(z) = Z ist nirgends komplex differenzierbar: Es gilt
iberall u, # v,. (Die komplexe Konjugation ist R-linear, aber nicht C-linear.)

Die komplexe Fxponentialfunktion definieren wir wie folgt:
expz = e® = "W = %W .= e"(cosy + isiny).
Es gilt
Uy = e cosy, u, = —e’siny,
v, = e"siny, v, = e’ cosy.
Also ist exp holomorph in C.
Wir berechnen nun die komplexen Ableitungen. Wegen der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erhélt man als Ableitung einer holomorphen Funktion
f(z) = u+iv:
1(2) = ug + 1v,.

Beispielsweise ist
(2°) = 3(2® —y* + 2ixy) = 3(z + iy)* = 327,
(ez)/ — ez’

wie im Reellen.
Weiter definieren wir

1 . .
cosz = 5(6” +e ),
: 1 iz —iz
sinz = 2—2,(6 e ).
Nun ist
e” = e Y(cosx +isinw),

—1z

e = eY(cosz —isinz).
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Also ist
1 _ i, .
cosz = é(ey +e ) cosx + 5(6 Y —eY)sin,
1 :
sinz = E(e*y +e¥)sinz + %(ey —e Y)coszx.

Fiir reelle z ergibt sich damit die alte Definition. Die Funktionen cos und sin
sind holomorph in C und es gelten die iiblichen Regeln:

(cosz) = —sinz,

(sinz) = cosz.
Die folgenden Differentiationsregeln beweist man wie in Analysis I.

Satz 2.4 Die Funktionen f,g : U — C seien in zyg € U komplezx differen-
zierbar. Dann gilt:

(i) Die Funktion f + g ist in zy komplex differenzierbar mit
(f +9)(20) = f'(20) + ¢'(20)-
(ii) Die Funktion f - g ist in zy komplex differenzierbar mit
(f - 9)'(20) = f'(20) - 9(20) + f(20) - ¢ (20).

Satz 2.5 (Kettenregel) Es seien UV C C offen, f:U - C, g:V — C
Funktionen mit f(U) C V; f seiin zo € U und g in f(z) € V komplex
differenzierbar.

Dann ist go f in zg komplex differenzierbar und es gilt

(g0 f)(20) = g'(f(20)) - ['(Z0)-

Satz 2.6 Ist f : U — C in zy komplex differenzierbar und f(zo) # 0, so ist
% in einer Umgebung von zy erklirt, in zy komplex differenzierbar, und es

qilt
1Y /(%)
(?) )=
Beweis. Wir betrachten die Abbildung U = C\ {0} — C, z — 1. Ist z =
x + 1y, so gilt

1 xr— 1y

2 x4y
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also
T -y
u(r,y) = ma v(z,y) = m
Daher ist
22 + y? — 222 2xy
Uy = , = —"—
(22 +y?)? (#® +9?)?
Daraus leitet man sofort u, = v,, u, = —v, in U ab. Daher ist die obige
Funktion holomorph in U und es gilt
1\’ , y? — 22 + 2ixy
- = Ug T2, =
z (2 + y?)?
_ (y + iz)? 11
(y —iz)(y +iz)(y —ix)(y +iz)  2(z+iy)2 22
Die Behauptung des Satzes folgt daher aus der Kettenregel. a

Satz 2.7 (Quotientenregel) Sind f : U — C und g : U — C beide in 2
komplez differenzierbar und ist g(z9) # 0, so ist § n zo komplex differenzier-
bar und es gilt

(£)' e = 2 )= )

Korollar 2.1 Kompleze Polynome p(z) =7 _, a,z* sind auf ganz C holo-
morphe Funktionen und es gilt

p(z) = Z kayz*1.
k=1

Rationale Funktionen sind in threm jeweiligen Definitionsbereich holomorph;
die Ableitung einer rationalen Funktion ist wieder rational.

Bemerkung 2.1 Wir geben noch einen anderen naiven Beweis fiir die Cau-
chy-Riemann-Differentialgleichungen: Die Funktion f : U — C sei komplex
differenzierbar in z5 € U. Nach Definition gilt dann

i 1) = 1)

z2—20 zZ— 2

= f'(20).

Dies besagt: Durchlduft z irgendeine gegen z;, konvergente Folge in U, so
durchléuft der Differenzenquotient eine gegen f’(zy) konvergente Folge. Dabei
kann die gegen z; konvergente Folge ganz beliebig sein.
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1) Wir koénnen z.B. nur reelle Werte fiir die Differenz z — 2 zulassen:

oy — i Pt = flo) _Of  _ Ou v
fi(z) = lim (20) = 5(20) + 5 (20)-

h—0, h reell h - Ox

2) Wir konnen aber auch nur rein imaginére Werte fiir z — 2o zulassen:

f'(z0) = lim flzo + Zh) — f(20)  Ou ov

h—0, h reell ih dy

da aus zy = g + iy folgt: 2o + th = xo + i(yo + h). Ein Vergleich von Real-
und Imaginérteil der beiden Darstellungen von f/(zg) zeigt, dass in z die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Uy = Uy Und uy = —v,
gelten.

Wir brauchen fiir das Folgende einen Satz, der zur Linearen Algebra
gehort. Dazu noch eine Definition.

Definition FEine Funktion f : C — C heifit C-antilinear genau dann, wenn
fiir alle 21, 29, A\, pu € C gilt

FOz1 + pza) = Af(21) + 1S (22)-
Bemerkung 2.2 Aus
f(z) =f(z-1) =% f(1)

folgt, dass eine C-antilineare Funktion f : C — C von der Form f(z) = az
fiir ein a € C ist.

Satz 2.8 Jede R-lineare Abbildung

A:(ZE)JW%RZ

lasst sich auf genau eine Weise als Summe einer C-linearen und einer C-
antilinearen Abbildung schreiben, d.h.: Zu A gibt es eindeutig bestimmte kom-
pleze Zahlen Ay und Ay, so dass fiir alle z € R? gilt:

Az:Alz—i—AgE

(Dabei steht links die Anwendung der Matriz A auf den Vektor z und rechts
die Multiplikation in C.)
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Beweis. Sind A, Ay € C gegeben, so ist die Abbildung z — Ay -z + Ay - Z
R-linear:

Al')\Z = /\Al'Z,
AQ'E - )\AQZ

fir A € R, da A = \.
Eine R-lineare Abbildung R? — R? ist aber eindeutig bestimmt durch
ihre Werte auf einer Basis, z.B. auf

1=(1,0) und i = (0,1).
Die behauptete Gleichung gilt also genau dann wenn

a—l—zb = A1+A2,

Diese beiden Gleichungen sind dquivalent zu

a+d b-—c
Al = 9 +1 9 y
a—d b+ec
Ay = 5 +1 5

O

Bemerkung 2.3 Die Abbildung A ist offenbar genau dann C-linear, wenn
A2 = 0 ist.

Lemma 2.2 Ist A: R? — R? gegeben durch Az = Ay -z+Ay-Z, A, Ay € C,
B :R? = R? gegeben durch Bz = By-2+By-Z, By, By € C, so wird C = BoA
gegeben durch C'z = Cyz 4+ CoZ mit

Ci = BjA;+ ByA,,

Cg = BlAQ + BQZl.

Bewezs.

B(A2) = B(A,-2+ A5 -%)
= Bl(Al 'Z+A2 E)—i—BQ(Al 'Z+A_2'Z)
= (AlBl + BQZQ)Z + (BlAQ + BQZl)E.
(]

Wenden wir Satz 2.8 auf die lineare Abbildung 7" aus der Definition der
reellen Differenzierbarkeit von f : U — C an, so erhalten wir:
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Satz 2.9 Fine Funktion f : U — C st in zg genau dann reell differenzierbar,
wenn es Ay, Ay € C und eine in zg stetige Funktion r : U — C g¢ibt, so dass
r(z0) = 0 und fir alle z € U gilt:

f(2) = f(20) + A1+ (2 — 20) + A2+ (Z = Z0) +7(2)]2 — 20]-

Definition Die eindeutig bestimmten Zahlen A;, A; € C aus Satz 2.9 hei-
Ben Wirtinger-Ableitungen von f in zo und werden wie folgt bezeichnet:

of

0z

Mit der Jacobi-Matrix

a ¢\ [ up uy
b d ) v v

ergibt sich aus dem Beweis von Satz 2.8:

(20) := A1, —==(z0) := As.

af Up +Vy Uy — Uy 1

o= Bt (f—ify) 0
9, s — Vg 1 _
L Mt ity @)

Aus Satz 2.3 ergibt sich damit die komplexe Form der Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen:

Satz 2.10 Fir eine Funktion f : U — C ist dquivalent:
(i) f ist in zo komplex differenzierbar.

(i) f ist in 2o reell differenzierbar und es ist

of B

Zusatz Ist f in zy komplex differenzierbar, so ist

) = o) = 5 (G Go) — 5.

Man kann die obigen Gleichungen (1) und (2) auch noch anders einsehen:
Der Ubergang von x + ¢y nach z = x + iy, Z = = — iy entspricht einer
Koordinatentransformation mit Umkehrabbildung

1 _
r = é(z—l—z),
y = l(Z—E).

21
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Die obigen Gleichungen folgen dann aus der Kettenregel (z, z als reelle Va-
riable aufgefasst):

3_f_ ox

" ox @
0z * )

~—+u~@—|—i Ug " 7=+ Uy -
oz Y 0z oz Y oz

dr 1 0y 1
oz 20 9z 2
folgen dann die obigen Gleichungen.
Als Folgerung aus Satz 2.10 erhalten wir:

Aus

Satz 2.11 Ist f auf einer offenen und wegzusammenhdngenden Menge G
holomorph und gilt f' =0, so ist f konstant.

Beweis. Dann ist namlich nach Satz 2.10 nebst Zusatz

of _ . _ af _

%—f =0 und 83_0’
also sind die reellen Ableitungen von f alle Null, und f ist damit nach Ana-
lysis II, Satz 5.12, konstant. O

Rechenregeln fiir die Wirtinger-Ableitungen

1. %, a% sind lineare Operatoren.

2. Produktregel: Sind f,g: U — C in zj reell differenzierbar, so gilt

WD) = Sia) - gtea) + 220 10,
of -9) i 09

5% (20) = 5(20)'9(2’0)+£(20)'f(2’0)-
Beweis. Es gilt
f(z) = f(z0) + A1 (2 —20) + A2+ (Z—Z0) +7(2)]2 — 20,
g(z) = g(z0) +By1-(2—20)+ By (Z—Z0) + s(2)|z — 20l

Also ist

+[9(20) - A1 + f(20) - B1](z — 20)

mit R(zp) = 0, R stetig in z. O
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3. _
of _of of _of
0 0z 0z 0z
& 0 0 0z 0z
A A V4 z
PR =Rl Fa U -

(3. + 4. folgen aus den Gleichungen (1) und (2).)

5. Kettenregel: Gegeben seien f: U — C, g:V — C, f(U) C V und
20 € U. Ist f in zp und g in f(zo) reell differenzierbar, so ist g o f in zy
reell differenzierbar und es gilt

d(go f) - of dg af
5, (0) = 5-(f(20)) - 57(20) + 52 (f(20)) - - (=0),

d(go f) - of dg af
5 () = 5-(f(z0)) - 5=(20) + 5= (f(20)) - 5~ (20)-

Beweis. Dies folgt aus Lemma 2.2. O

Aus diesen Rechenregeln folgt: Wir konnen Polynome in z, Z betrachten:

k¢
E E ax2" 2
0 A=0

R=

Diese Funktionen sind reell-differenzierbar, also partiell nach z und z diffe-
renzierbar. Das Polynom f(z) ist genau dann holomorph, wenn

of
5—0

ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn Z nicht in f vorkommt.

3 Kurvenintegrale

Das wesentliche Werkzeug der Funktionentheorie ist der Kalkiil der Kurven-
integrale.
Bevor wir diese Integrale erkldren, stellen wir einige Tatsachen iiber die
Integration komplexwertiger Funktionen auf reellen Intervallen zusammen.
Es seien a,b € R, a < b. Gegeben sei eine stetige Funktion

g :la,b] — C.
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Wir erklédren das Integral von g durch

/abg(t) dt .= /ab Reg(t) dt —|—z‘/ab Im g(t) dt.

Allgemeiner konnen wir dadurch das Integral fiir eine stiickweise stetige
Funktion g : [a,b] — C definieren. Eine Funktion g : [a,b] — C heift
stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung a =ty < t; < ... <ty = b von [a, D]
gibt, so dass g|«,_, ;) stetig ist und auf [t;_, ;] stetig fortgesetzt werden
kann fiir jedes j = 1,..., k. Man setzt dann

/abg(t) it = Zi:/tt o(t) dt.

Das Integral hat folgende Eigenschaften: Es ist ein reeller C-linearer Opera-
tor: Fiir A, Ay € C und stiickweise stetige Funktionen g, g1, 9> : [a,0] — C
gilt:

/ Ougn(t) + dega() di = Ay / (0 dt 4 / " oa(t)

bﬁdt = bg(t) dt.
/ /

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bleibt giiltig: Ist ¢ :
[a,b] — C stetig und G : [a,b] — C eine differenzierbare Funktion mit
G' = g, so gilt

Man beweist diese Behauptungen leicht durch getrennte Betrachtung von
Real- und Imaginérteil. Auch die Substitutionsregel hat eine Verallgemeine-
rung. Eine Funktion g : [a,b] — C heifit stickweise stetig differenzierbar,
wenn ¢ stetig ist und es eine Zerlegung a = to < t; < ... < tx = b von [a,b]
gibt, so dass gli,_, ., stetig differenzierbar ist fiir j = 1,..., %k (d.h. Real-
und Imaginérteil sind in [¢;_1, ;] differenzierbar und ¢’ ist dort stetig).

Substitutionsregel: Ist ¢ eine reelle, monotone, stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion, ¢ : [a,b] — [c,d], und ist & : [c,d] — C stiickweise stetig,
so gilt

/ () (s) ds = / "ty dt.
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Lemma 3.1 FEs sei g : [a,b] — C stickweise stetig. Dann ist

nal < [ (o) de.

Bemerkung 3.1 Links steht der Betrag einer komplexen Zahl, rechts das
Integral einer nicht negativen reellwertigen Funktion. Daher ist die Behaup-
tung nicht restlos trivial.

Beweis. Wegen der Dreiecksungleichung fiir den Betrag reicht es, die Behaup-
tung fiir eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — C zu beweisen.

Nach Analysis I kann das Integral einer stetigen Funktion beliebig genau
durch Riemannsche Summen approximiert werden:

> 0(6) (e — )

a =1t <t <...<t, =0 Zerlegung von [a,b], t; < & < tj;1 Zwi-
schenstellen. Durchlduft nun die Zerlegung ¢y < ... < t,, eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge, deren Feinheit (:= max|t;;; — t;|) gegen 0 konvergiert, so
konvergiert jede Folge zugehoriger Riemannscher Summen gegen das Integral
der Funktion. Das gilt natiirlich auch, wenn die Funktion komplexe Werte
annimmt.

Aus der Dreiecksungleichung fiir den Betrag komplexer Zahlen folgt nun

n—1
Z (&) (41 — < Z 9(E)1 (i1 — £5)-
7=0

Hieraus folgt die Behauptung des Lemmas. a

Es sei nun wieder U offen in C, f : U — C eine Funktion. Es soll jetzt das
Integral von f iiber eine Kurve (oder einen Weg) definiert werden. Im Fol-
genden bezeichnen wir mit Weg (oder Kurve) immer einen stiickweise stetig
differenzierbaren Weg ~ : [a,b] — C, d.h. eine stiickweise stetig differenzier-
bare Abbildung 7 : [a,b] — C. Ein Weg in U ist ein Weg v : [a,b] — U.

Definition Es sei U C C offen, f : U — C eine stetige Funktion und
v : [a,b] = U ein Weg in U. Man setzt:

[ [ 1) A (.
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Der Integrand des rechten Integrals ist eine stiickweise stetige Funktion
auf [a,b], da v stiickweise stetig differenzierbar ist. Das rechte Integral ist
also wohldefiniert.

Die Funktion f interessiert in diesem Integral nur auf dem Bild von 7.
Aber bei der Definition des Integrals kommt es sehr wohl auf die Parametri-
sierung des Weges an und nicht bloB auf die Bildmenge ~y([a,b]). Wir wer-
den spéater zeigen, in welchem Sinne das Integral von der Parametrisierung
abhéngt.

Man beachte: Ausgegangen sind wir von einer komplexwertigen Funktion
einer reellen Variablen. Wir haben nun das Kurvenintegral einer komplex-
wertigen Funktion einer komplezen Variablen erklart!

Nun spalten wir f : U — C in Real- und Imaginéarteil auf:

F(2) = u(z) + iv(2).

AuBlerdem schreiben wir z = z + iy, x,y € R. Dann ist

V(1) = x(t) +iy(),
V() = (@) +iy'(0).

Durch Einsetzen erhalten wir
/ f(z)dz = / (u((t), y(1)) - 2/(t) — v(x(t), y(1)) - (1)) dit
b
i / (u(a(t), y(®) - o/ (8) + o(a(t), y(t)) - /(1)) dt.

Wir stellen nun Eigenschaften des Kurvenintegrals zusammen. Aus der
Linearitéit des gewohnlichen Integrals ergibt sich die Linearitat des Kurven-
integrals

L(A1f1(2)+A2f2(2))dzzA1/7f1(2) dz—i—)\z/vfg(z) dz.

Aus Lemma 3.1 erhalten wir die folgende Standardabschatzung:

Satz 3.1 Es sei vy : [a,b] — U ein Weg der Linge L(vy), f : U — C eine
stetige Funktion. Dann gilt

/7 f(z)dz

< L(y)- .
<L)~ max |f(2)]
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Beweis. Nach Lemma 3.1 gilt

dt‘ /|f (t)| dt.

Ist M das Maximum von f auf v([a,b]), so gilt

[FOy@ON ()] < MY (D),

und wir erhalten weiter

/!f ydth/w )| dt

= () (Analysis 11, Satz 4.3).
O

Wir untersuchen nun das Verhalten unter Parametertransformationen.

Es sei [d,b] ein weiteres Intervall und ¢ : [a,b] — [a,b] eine bijektive
Abbildung mit ¢(a@) = a, ¢(b) = b, und es seien ¢ und ! stetig differen-
zierbar. Eine solche Abbildung ¢ nennt man auch eine orientierungstreue
Parametertransformation.

Satz 3.2 (Verhalten bei Parameterwechsel A) Es sei v : [a,b] — U
ein Weg in U und ¢ : [a,b] — [a,b] eine orientierungstreue Parametertrans-

formation. Dann gilt:
/ f(z)dz:/f(z)dz

Beweis. Dies folgt aus der Substitutionsregel: Setze ¥ = v o ¢. Damit gilt

b

/~ fyd: = [ rGwF @

= FOre@))Y (p(t) - ¢'(t)dt  (Kettenregel)

= f(v(1)y (1)dr (Substitution 7 = ¢(t))

Ebenso beweist man:
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Satz 3.3 (Verhalten bei Parameterwechsel B) Ist ¢ : [a,b] — [a,b] ei-

ne bijektive Abbildung mit 1 (a) = b, ¥(b) = a, und ¥, Y= sind stetig diffe-

renzierbar, so gilt
/ f(z)dz:—/f(z)dz.
yoy Y

Wege kann man zusammensetzen: Sind v, : [a,b] — C und v, : [¢,d] — C
zwei Wege derart, dass der Endpunkt 7;(b) von 77 mit dem Anfangspunkt
72(c) von v, iibereinstimmt, so erklirt man den aus 7, und o zusammenge-
setzten Weg 17, durch

Ny la,b+(d—c)] — C

71(t) fir ¢ € [a, b,
t — {’yg(t+c—b) firt e [b,b+d— (|
Analog kann man n Wege 71, 72, ..., ¥, zusammensetzen, falls fiir £k =
1,...,n — 1 der Endpunkt von ~; mit dem Anfangspunkt von 7, zusam-

menfillt. Ohne (den einfachen) Beweis notieren wir:

Satz 3.4 FEs sei U C C offen, und vy, ..., 7o Wege in U, die sich zu einem
Weg ~v zusammensetzen. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f :U — C

/Wf(Z)dZZ/Wlf(z)dz—l—...—k/%f(z)dz_

Wir betrachten nun Stammfunktionen zu holomorphen Funktionen.

Definition Es sei U C C offen und f : U — C eine stetige Funktion. Eine
Funktion F': U — C heifit Stammfunktion von f, wenn F holomorph ist und
F' = f gilt.

Kennt man eine Stammfunktion von f, so kann man Kurvenintegrale iiber
f leicht berechnen:

Satz 3.5 FEs sei f : U — C eine stetige Funktion, die eine Stammfunktion
F besitzt, v : [a,b] — U ein Weg in U mit y(a) = 2o, 7(b) = 2z1. Dann ist

/f(z) dz = F(z1) — F(20).

(Das Kurvenintegral hingt also in diesem Fall nur von Anfangs- und End-
punkt des Integrationsweges ab, nicht von seinem sonstigen Verlauf.)
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Beweis. Es sei a =ty < t; < ... < t, = b eine Zerlegung von [a,b] derart,
dass y|i,_, 1, stetig differenzierbar ist (j = 1,...,n). Dann gilt

/ fyde = [ Foe) -y de

a

SN ARCORICT
= Z/tj (Fov)(t)dt

= Y (Foy)(t)) — (Fon)(tj-1)) = F(z1) — F(z).

Im letzten Schritt haben wir dabei den Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung benutzt. O

Korollar 3.1 Es sei f: U — C eine stetige Funktion, die eine Stammfunk-
tion besitzt. Dann gilt fiir jeden geschlossenen Weg ~ in U

[yf(z) dz = 0.

Beispiel 3.1 Ein Polynom iiber C,
f(Z):ZCLij, aje(ca ij,...,n,
=0

hat die Stammfunktion

J+1

F(z) = E a;z "
J=0

Fiir jeden geschlossenen Weg v in U = C ist also

/7 (=) dz = 0.
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Beispiel 3.2 Anders ist es bei rationalen Funktionen:

fe) =

hat in U = C \ {0} keine Stammfunktion: Es sei v : [0,271] — C\ {0},
t + e = cost +isint. Dann gilt

/dz_/27r
v ? 0

Wir setzen nun voraus, dass der Definitionsbereich U von f offen und
wegzusammenhéngend ist.

it

o dt = 2mi £ 0.
el

Definition Eine Menge G' C R? heifit wegzusammenhingend, wenn sich je
zwei Punkte aus GG durch einen Weg in G verbinden lassen. Eine offene und
wegzusammenhéngende Menge nennt man auch ein Gebiet.

In Umkehrung des Korollars haben wir:

Satz 3.6 FEs sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine stetige Funktion. Gilt
fiir jeden geschlossenen Weg v in G

L f(=)dz =0,

so hat f auf G eine Stammfunktion.

Beweis. Es sei a ein fester Punkt von G. Zu jedem z € G wihlen wir einen
Weg 7, : [0,1] — G in G von a nach z und setzen

P = [ 1O

a) Wir zeigen, dass die Definition dieser Funktion nicht von der Wahl von
7. abhéngt. Ist ndmlich 7, : [0, 1] — G ein anderer Weg von a nach z,

;72_1: [071] — G
t — (1=t

so ist 7,7, ! geschlossen, also

[ rodc [ rodc= [ rcrac=o
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b) Wir zeigen, dass I eine Stammfunktion von f ist, d.h. dass F'(z) =
f(z0) fiir beliebiges zy € G gilt.
Ist z ein hinreichend nahe bei zy gelegener Punkt, so ist die Verbindungs-
strecke
[20,2] 1 [0,1] — C
t — tz+(1—1)2

von 2o und z ganz in G enthalten, und v = v,,[20, 2], ! (7, der in umge-
kehrter Richtung durchlaufene Weg wie oben) ist ein geschlossener Weg in
G. Nach Voraussetzung gilt

0=/f<<>d<=/ foa+ | ]f(C)dC—/ £(¢) dc.

Daher ist
P - Fla) = [ fQdc- [ 7O
=) }f(C) d¢
= /Of(zo—l—t(z—zo))(z—zo)dt
= (2 —20)A(2)
mit

1
A2) ;:/ 20+ t(z — =) dt.
0
Es ist A(zo) = f(20). Noch zu zeigen: A ist stetig in zg. Dies folgt aus

[A(2) = Alz0)| < max | f(z0 + (2 = 20)) = [(20)]

0<t<
und der Stetigkeit von f. O
Wir beschéftigen uns nun weiter mit dem obigen Beispiel 3.2.
Es sei v ein geschlossener Weg in C\ {0}, v : [0, 1] — C\ {0}, v(0) = ~v(1).
Satz 3.7 (Umlaufszahl) Fir jeden geschlossenen Weg ~ in C\ {0} ist
1 dz

271 v 2

eine ganze Zahl.
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Beweis. Da wir vom Logarithmus einer komplexen Zahl noch nichts wissen,

behelfen wir uns so:
Es gilt nach Definition
1 7
/ % = / V(7 dr.
¥ z 0 ’7(7_)
Wir betrachten die Funktion
t
h(t) ::/ G dr.
0 ’Y(T)

Zu zeigen: h(1) ist ein ganzzahliges Vielfaches von 27i, d.h. h(1) € 2miZ.
Wiirden wir den Logarithmus einer komplexen Zahl kennen, so miisste
gelten

h'(t) = = (log (1)),

also
" =~(t), dh 1=e "V (1).

Deswegen betrachten wir die Funktion e "®~(t). Es gilt
(N = —H(e M) + Oy ()
V() _ne “h(t)
—— e y(t) + eI ()

(1)
0.

Also ist
e*h(t)y(t) = konst. = e*h(o)v(o) =7(0) =~(1),

da ~ geschlossen. Andererseits ist

e "Oy(t) = e7"Wry(1) = 5(1).

Daraus folgt
") = 1.

Wir haben aber bereits in §1 bemerkt, dass die einzigen Losungen w € C der
Gleichung e = 1 die Zahlen w = 2mik, k € Z, sind. O

Definition Fiir jeden geschlossenen Weg « in C\ {0} nennt man die ganze

Zahl . q
Uml(v,0) := — i

271 v %
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die Umlaufszahl des Weges v um 0.
Allgemeiner sei a € C und ~y ein geschlossener Weg in C\ {a}. Dann heift

die ganze Zahl
1 dz
Uml =
ml(y, ) 2mi ),z —a

die Umlaufszahl des Weges v um a.

Bemerkung 3.2 Satz 3.7 ergibt sich auch aus der folgenden Plausibilitéts-
betrachtung (vgl. Analysis I1I).

Schreiben wir z = re’? in Polarkoordinaten, so erhalten wir fiir das Dif-
ferential

dz dre' +ire'?dy

rew
d

= = + idep.
r

Man kann ¢ als wohldefinierte Funktion in C \ R erkldren, indem man
¢ € (0,2m) wihlt. Dann hat < in C\ R eine Stammfunktion, némlich

F(z)=Inr+ .

Das Integral
dz

v R

misst also unter anderem die Anderung des Winkels ¢, wenn man den Weg ~
durchlauft. Lauft der Weg z.B. einmal um 0 herum, so werden die ,, Winkel-
elemente dp*“ aufsummiert, bis man am Ausgangspunkt bei 27 angekommen
ist.

Wir wollen noch eine Folgerung aus Satz 3.7 notieren. Es sei U C C offen
und g : U — N eine Funktion mit Wertebereich in einer Menge N. Die
Funktion ¢ heilt lokal konstant, wenn jeder Punkt z € U eine Umgebung
besitzt, auf der g konstant ist.

Satz 3.8 Es sei vy : [0,1] — C ein geschlossener Weg. Dann ist Uml(vy, a)
ewne lokal konstante Funktion von a, wenn a tm Komplement des Bildes von
v variiert.

Bewers. Die auf dem Komplement des Bildes von ~ definierte Funktion a
Uml(y, a) ist stetig, da der Integrand von

/ dz
L Z—a
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stetig ist. Da sie nach Satz 3.7 nur ganzzahlige Werte annimmt, muss sie
daher lokal konstant sein. O

4 Der Cauchysche Integralsatz

Der folgende Satz mit seinen Konsequenzen ist grundlegend fiir die gesamte
Funktionentheorie.

Satz 4.1 (Satz von Goursat) Es sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine
holomorphe Funktion und R ein Rechteck, das ganz in G liegt. Dann gilt

f(z)dz=0.
OR

Wir geben zunéchst einen falschen Beweis mit Analysis I11:

RO /a (e — vdy) + / (vdz + udy).

OR

Der Satz von Stokes fiir das Rechteck, den wir in Analysis III bewiesen haben,

lautet nun 98
«

adx + Bd :/(———)dacd.

/8 R( Bdy) oz "oy y

Wenden wir diesen Satz an, so folgt

ov  Ou ou Ov
dz = _— ' — — — | dady.
ot /R( o1 8y)d”“"dy“/3(ax ay> "y

Aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt damit

f(z)dz =0.
OR
Was ist daran falsch?

Wir wissen iiberhaupt noch nicht, ob die Integranden iiberhaupt inte-
grierbar sind, ob beispielsweise u,, u,, v, v, stetig sind.

Dieses Problem hatten auch die Schopfer der Funktionentheorie Gaufl
(1811), Cauchy (1825) und Weierstra$l (1842). Sie setzten deshalb auch stets
zusétzlich die Stetigkeit von wu, und u, (und damit auch von v, und v,)
voraus. Erst Goursat gab 1900 einen Beweis, der ohne diese Voraussetzung
auskommt. Diesen Beweis wollen wir nun geben.

Beweis von Satz 4.1. Wir teilen das vorgegebene Rechteck R in 4 kongruente
Teilrechtecke Ri, ..., Rj. Der Rand jedes Rechtecks wird zum Weg in C,
wenn wir ihn gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.
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Dann ist )
f(z)dz = f(z)dz,
REIEWINE

denn die Wegintegrale iiber gemeinsame Randstiicke der Rechtecke R! heben
sich gegenseitig weg, da diese gegenldufig orientiert sind.
Insbesondere gilt also die Abschétzung

4

<D

=1

f(2)dz

OR!

f(z)dz

OR!

f(z)dz
OR

< 4mlax

Unter den Rechtecken R} wihlen wir eines aus, fiir das

f(z)dz

OR!

maximal ist; wir nennen es R;. Dann ist also

<4

f(z)dz
OR

f(z)dz

ORy

Auf Ry wenden wir nun die gleiche Konstruktion an; wir erhalten so ein

Rechteck Ry mit
f(z)dz

OR1

<4 f(z)dz

OR>

In dieser Weise fortfahrend erhalten wir eine Folge von Rechtecken
R=RyDR i DRy;yD...DOR, D ...

mit den Eigenschaften

< 4*

f(z)dz

ORy

?

f(z)dz
OR

L(OR,) = %L(aRk_l) . —2*L(OR).
Die Rechtecke bilden nun eine Intervallschachtelung. Genauer: Ist
Ry, = [ag, b % [ck, d],
so bilden die Intervallrénder Intervallschachtelungen

ag < a1 <o Sbp < by,
k<1 <o Zdpgr < dg,
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und es existieren

lim a;, = lim b, =: g,
k—o0 k—o0
lim ¢, = lim di =: yo.
k—oo k—o0

Wir setzen
20 = Tg + 1Yo.

Nach Voraussetzung ist f in zy komplex differenzierbar. Wir kénnen daher

f(2) = [(20) + f'(20)(2 — 20) +7(2)(2 — 20)

mit einer in z; stetigen Funktion r mit r(zy) = 0 schreiben.
Die Funktion f(zo) + f'(20)(z — 20) ist ein lineares Polynom in z und hat
daher eine Stammfunktion. Nach Korollar 3.1 ist daher

| ) + £z = ) dz =0,
ARy,
Wir erhalten also

f(z)dz

ORy,

/ (F(z0) + F/(z0)(z — z0)) d= + / r(2) (- 20) dz
ORy,

/8R r(2)(z — 2z0) dz
L(ORe) - max (|2~ zlr()

IN

< (LOR) - max [r(2)].

Es folgt also

r(L(OR))?
P max Ir(e)|
= (L(OR))*- max |r(2)].

zEORy,

f(2)dz

OR

IN

Wegen lim,_,,, r(z) = 0 gibt es nun fiir jedes € > 0 eine Umgebung U von
20, so dass fiir alle z € U gilt: |r(z)] < e. Da die Seiten der Rechtecke Ry
eine Intervallschachtelung bilden, kann man einen Index kq finden, so dass
fiir alle k > ko das Rechteck Ry ganz in U liegt. Daraus folgt

< (L(OR))? - e.

f(z)dz
OR
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Also kann das Integral nur verschwinden. a

Wir wollen den Satz von Goursat nun verallgemeinern und zeigen, dass
man auf die Holomorphie in endlich vielen Punkten verzichten kann.
Dazu sei G ein Gebiet in C, (3,...,(, € G und

f:G\{G,....¢.} = C.

Wir setzen voraus, dass fiir alle j = 1,...,n gilt
lim (= — ;) () = 0,
Z*)Cj

Dies gilt zum Beispiel fiir beschrankte Funktionen f. Man nennt einen sol-
chen Ausnahmepunkt, fiir den die obige Bedingung gilt, auch eine hebbare
Singularitdt, da der Riemannsche Hebbarkeitssatz, den wir spéter zeigen wer-
den, besagt, dass eine holomorphe Funktion f in solche Punkte holomorph
fortsetzbar ist, d.h. diese Ausnahmepunkte sind in Wirklichkeit gar keine.
Diesen Satz wollen wir jetzt aber nicht benutzen.

Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Satzes von Goursat.

Satz 4.2 FEs sei R C G ein Rechteck im Gebiet G, (i,...,(p E]q{, f:G\
{¢1,...,C} — C sei holomorph und es gelte

lim (= — )f(z) = 0

Z—>Cj

fir alle 5. Dann st

f(z)dz=0.
OR

Beweis. Es geniigt, die Behauptung nur fiir einen Ausnahmepunkt ¢ zu zei-
gen, denn das Rechteck R ldsst sich so in kleinere Rechtecke zerlegen, dass
jedes (; im offenen Kern eines solchen Teilrechtecks liegt.
Auflerdem konnen wir annehmen, dass der Ausnahmepunkt ¢ der Mittel-
punkt eines Quadrates Ry ist.
Wegen
lim(= — C)f(2) = 0

z—(

kann man zu € > 0 eine Umgebung U von ( finden, so dass fiir alle z € U
gilt
€

2 —¢|

[F(2)] <



4 Der Cauchysche Integralsatz 32

O.B.d.A. kann man weiter annehmen, dass das Quadrat Ry ganz in U
liegt: Es lésst sich ndmlich zeigen, dass, wenn man ein Quadrat R; mit Mit-
telpunkt ¢ in neun gleich grole Teilquadrate einteilt, wobei das mittlere R,
sei, gilt:

(2)dz = f(z)dz.
OR1 OR2
Also kann folgendermaflen abgeschétzt werden:

f(z)d=

ORg

dz 1
Sﬁ/ —— < eL(ORy) max ——.
o 7 — 0] = 1O B g

Es sei zg € ORy ein Punkt minimalen Abstands zu (. Dann gilt
1
<
|z = ¢l 7 20— ¢l

Wir erhalten also

und L(ORy) = 8|z — (.

f(2)dz

ORy
Da ¢ > 0 beliebig war, ist der Satz damit bewiesen. O

< &e.

Es ist nicht wahr, dass das Integral einer holomorphen Funktion iiber eine
geschlossene Kurve immer verschwindet. Wir haben z.B. gesehen, dass

dz
— = 2m.
g1 <
Um sicher zu gehen, dass das Integral immer verschwindet, muss man ge-
eignete Voraussetzungen an das Gebiet G, auf dem f holomorph ist und in
dem 7 liegt, stellen. Wir betrachten zunéchst einen ganz speziellen Fall: f

sei holomorph auf einer Kreisscheibe A, A = {z ||z — &| < p}, p < o0,

Satz 4.3 (Cauchyscher Integralsatz) FEs sei A eine (offene) Kreisschei-
be, f: A — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jeden geschlossenen

Weg v in A
/ (=) dz = 0.
8!

Beweis. Wir beweisen Satz 4.3, indem wir eine Stammfunktion von f ange-
ben:

E sei a = x, + 1y, der Mittelpunkt von A und v, der Weg zu z = x +iy €
A, den man erhélt, indem man erst horizontal zum Punkt z + iy, und dann
vertikal zu z lauft (Skizze!). Wir setzen

N@:/f@ﬂ.
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Es sei zg = z¢ + 1yg und h € R so gewahlt, dass das Rechteck R mit den
Eckpunkten

o+ e, To+h+iy,, z:=xz0+h+1iy, 20

ganz in A enthalten ist. Dann gilt nach Satz 4.1
[ t@ar [ rod- [ soa= [ rodc-o.
Yzo [20,2] vz OR

Aus dieser Gleichung folgt wie im Beweis von Satz 3.6, dass

oF
%(Zo) = f(20)-

Nach dem bereits zitierten Satz 3.1 gilt ebenfalls

F(z) = / Q= / O

wobei o, der Weg ist, der von a zunéchst vertikal zum Punkt z,+iy und dann
horizontal zum Punkt z verlauft. Betrachten wir nun Punkte zo, z = zo + ih,
h € R geniigend klein, so folgt wie oben

Also erfiillen die partiellen Ableitungen von F' = P + i) die Cauchy-Rie-
mannschen Differentialgleichungen, F' ist also holomorph und es gilt F’ = f.

Die Funktion F'ist also eine Stammfunktion von f. Satz 4.3 folgt damit aus
Korollar 3.1. O

Verallgemeinerung:

Satz 4.4 FEs sei A eine offene Kreisscheibe wie oben, (q,...,(, € A, f :
AN\ A{C, ..., } — C sei holomorph und es gelte

lim (2 — ¢;) f(2) =0

Z—}Cj

fur alle 3. Dann gilt

ny(z)dz:O

fiir jeden geschlossenen Weg ~v in A\ {C1,...,(u}-
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Beweis. als Ubung. O

Aus dem Cauchyschen Integralsatz mit Ausnahmepunkten erhalten wir
eine fiir den ganzen weiteren Aufbau der Funktionentheorie fundamentale
Aussage:

Satz 4.5 (Cauchysche Integralformel) Es sei A = {z € C||z — 2| <
p} eine offene Kreisscheibe, f : A — C eine holomorphe Funktion, v ein
geschlossener Weg in A. Dann gilt fiir jeden Punkt a € A, der nicht auf dem
Bild von ~ liegt,

R aic)

271 N2

f(a) - Uml(~,a) dz.

Dieser Satz besagt Folgendes: Eine holomorphe Funktion f hat eine Art
Fernwirkung. Der Wert von f an der Stelle a lédsst sich berechnen, wenn man a
nur mit einem Weg v umschlieft (mit Uml(y, a) # 0) und die Funktionswerte
von f nur auf diesem Weg bekannt sind. Ist z.B. v eine Kreislinie in A, so sind
bei einer holomorphen Funktion f alle Werte von f innerhalb der Kreislinie
durch die Werte von f auf der Kreislinie bestimmt.

Fiir eine reelle C'*°-Funktion stimmt das natiirlich nicht: Selbst wenn de-
ren Werte auf der Kreislinie vorgeschrieben sind, kann sie innerhalb der Kreis-
linie noch (fast) beliebig verbeult werden, ohne dass sich an den Randwerten
etwas dndert.

Beweis von Satz 4.5. Satz 4.5 folgt unmittelbar aus Satz 4.4: Wir wenden
Satz 4.4 auf die Funktion

z—a
an. Diese Funktion ist holomorph fiir z # a. Fiir z = a ist sie nicht definiert,
aber es gilt

lim g(2)(z — a) = lim(f(z) = f(a)) =0,

z—a

also ist die Bedingung von Satz 4.4 erfiillt. Es folgt

Oz[yg(z) dz:f(a)/7 = [1G),,

Z—a ,YZ—CL

Damit folgt die Behauptung aus der Definition der Umlaufszahl. O

Wir wollen nun Anwendungen der Cauchyschen Integralformel betrach-
ten. Zunéchst behandeln wir hohere Ableitungen. Wir wollen die Cauchysche
Integralformel

S
—z

¢

Unil(y, ) £(2) = /
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nach z differenzieren. Wenn man das Integral unter dem Integralzeichen dif-
ferenzieren kann, so erhélt man, da die Umlaufszahl konstant ist,

1
Uml(y,2) - f'(2) = %/ (gf_(cz)z dg.
¥
Durch Iteration erhalt man daraus
|
Uy, ) ) = oo [ LG e
¥

Die Rechtfertigung fiir dieses Vorgehen kommt aus einem allgemeinen Satz
iiber parameterabhéngige Kurvenintegrale, den wir nun beweisen wollen. Da-
zu benotigen wir ein Lemma.

Lemma 4.1 FEs seivy :[a,b] — C ein Weg und (f,) eine Folge stetiger Funk-

tionen f, : v([a,b]) — C, die gleichmdfig gegen eine Funktion f : ~([a,b]) —
C konvergiert. Dann gilt

lim [ f,(2) dz:/f(z) dz.

V—00
%

Beweis. Es ist

[ fulz) dz - / f(2) dz

Wegen der gleichméfligen Konvergenz gilt aber

[t~ 1))z

< L(v)- nax |fu(2) = f(2)].

i (s 17,(:) ~ ()1 ) =0

v—00 \ z€7([a,b])

O

Satz 4.6 (Parameterabhéingige Kurvenintegrale) Es seiy : [a,b] — C
ein Weg, M C C offen und f : v([a,b]) x M — C eine stetige Funktion.

(1) Dann ist die Funktion

F(z) = / £(C,2) d¢

stetig auf M.
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(i) Ist f(,2) fir jedes ¢ € ¥([a,b]) nach z komplex differenzierbar mit auf
v([a, b]) x M stetiger Ableitung f.((,z), so ist F(z) holomorph auf M
und es qilt

F@Z/ﬁ&@%

Beweis.

Zu (i): Wir miissen zeigen: Ist zp € M und (2,),-12
mit lim, o 2, = 20, so gilt lim, o, F(2,) = F(z0).

Es sei zp € M und (z,) eine solche Folge. Wir setzen

F(©) = F(¢z),  ¢erllab]).

Dann ist (f,) eine Folge stetiger Funktionen, die wegen der Stetigkeit von
f und der Kompaktheit von y([a, b]) gleichméfig gegen die Funktion fy mit
fo(¢) = f(C, z0) konvergiert. Aus Lemma 4.1 folgt

eine Folge aus M

gooe

i F(s) = lim [ £ dC= [ 76 d¢ = Fia).

V—00
Zu (ii): Es sei zgp € M und (z,) eine Folge aus M mit z, # z, fir
v = 1,2,... und lim,_, 2, = 29. Wir nehmen an, dass alle z, in einer

abgeschlossenen Kreisscheibe A um z, enthalten sind. Wegen der Linearitit
des Integrals gilt dann:

ﬂ%%www:/fmawwm%>

20

dc.

v —

Wir setzen

J};(C) _ f(C7Zl/> B f<<720).

Zy — R0

Dann ist (f,/,) nach Voraussetzung eine Folge stetiger Funktionen auf v([a, b)),
die gleichméfig gegen die Funktion ¢ — f.((, 29) konvergiert. Nach Lem-
ma 4.1 gilt: F' ist holomorph und

F'(z) = lim ﬁ@ﬂz/ﬁmwa.
v Y
O

Man beachte, dass der Beweis analog zum Beweis der entsprechenden
Satze der reellen Integrationstheorie verlief, die wir in Analysis III bewiesen
haben.
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Da in der Cauchyschen Integralformel der Integrand

f(¢)
(—z

nach dem Parameter z stetig komplex differenzierbar ist, konnen wir Satz 4.6
anwenden und sehen so, dass die obige Rechnung gerechtfertigt ist. Wir er-
halten damit:

Satz 4.7 (Cauchysche Integralformel fiir die hoheren Ableitungen)
Es sei A wieder eine offene Kreisscheibe und f : A — C holomorph. Dann
ist [ beliebig oft komplex differenzierbar. Ist auferdem v : |a,b] — A ein
geschlossener Weg und z € A ein Punkt, der nicht auf vy([a,b]) liegt, so gilt
fiir allen € N

Uy, ) = oo [ LG e

- 2mi
Insbesondere ist f™ wieder holomorph.

Satz 4.8 Fs sei U C C offen. Jede holomorphe Funktion f : U — C st
beliebig oft komplex differenzierbar. Jede ihrer Ableitungen ist wieder holo-
morph.

Beweis. Jedes z € U liegt in einer offenen Kreisscheibe A C U. Auf A kénnen
wir Satz 4.7 anwenden. a

Satz 4.8 zeigt wieder, wie stark sich reelle und komplexe Differenzier-
barkeit unterscheiden: In der reellen Analysis braucht die Ableitung einer
differenzierbaren Funktion nicht einmal stetig zu sein.

Wir wollen nun weitere Folgerungen aus diesen Sdtzen notieren.

Satz 4.9 (Satz von Morera) Es sei G C C ein Gebiet und f : G — C

stetig. Gilt
/f(z) dz=0
.

fiir jeden geschlossenen Weg v in G, so ist f holomorph.

Bewers. Gilt die Voraussetzung, so hat f nach Satz 3.6 eine Stammfunktion
F; F ist holomorph, daher nach Satz 4.8 beliebig oft komplex differenzierbar,
also ist auch f = F’ holomorph. O
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Wir erhalten damit eine neue Charakterisierung holomorpher Funktionen:
Essei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f : G — C ist genau dann holomorph,

wenn f stetig ist und
/f(z) dz=0
v

fiir jeden geschlossenen Weg v in G gilt. Als Folgerung erhalten wir eine
weitere Charakterisierung:

Definition Es sei U C C offen und f : U — C eine stetige Funktion.
Wir sagen, f besitzt lokale Stammfunktionen auf U, wenn es zu jedem Punkt
z € U eine Umgebung V' C U von z gibt, so dass f|V eine Stammfunktion
hat.

Satz 4.10 Es sei G C C ein Gebiet. Dann st f : G — C genau dann
holomorph, wenn f stetig ist und lokale Stammfunktionen besitzt.

Beweis.
"=7: Es sei z € G und A, eine ganz in G liegende Kreisscheibe mit
Mittelpunkt z. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt

Af@) dz = 0

fiir jeden geschlossenen Weg v in A,. Nach Satz 3.6 hat f in A, eine Stamm-
funktion.

"«<": Es sei z € G. Besitzt f in der Umgebung V' von z eine Stammfunk-
tion, so ist f holomorph in V' (nach Satz 4.8). Zu jedem z aus G gibt es also
eine Umgebung V von z, in der f holomorph ist. Folglich existiert fiir jedes

ze@G
i LG = ()
h—0 h

denn fiir geniigend kleines |h| liegt z + h in einer solchen Umgebung V. Also
ist f holomorph in G (Holomorphie ist eine lokale Eigenschaft). O

Es sei nun G ein Gebiet, f : G — C eine holomorphe Funktion, z € G.
Es sei r € R, so dass fiir

Ar(z) ={CeGll¢ -zl <}
gilt: A,.(z) C G. Bezeichnet nun C' den Rand der Kreisscheibe A, (2), genauer:
den Weg [0,1] — G, t — 2z + re?™ so ist Uml(C, z) = 1 und wir erhalten

aus der Cauchyschen Integralformel das Korollar:
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Satz 4.11 Mit diesen Bezeichnungen gilt
|
VPR B I (S N
JrE) 271 /C (¢ — z)nt! ¢

Daraus erhalten wir als weitere Folgerung:

Satz 4.12 (Cauchysche Ungleichungen) FEs sei f eine in einer Umge-
bung der abgeschlossenen Kreisscheibe

Ar(z) ={CeGlI¢ -2 <r}

holomorphe Funktion, M,(z) sei das Maximum von |f| auf dem Rand C' von
A, (2). Dann gilt fiir jedes n € N

£ ) < 2.

/ra’I’L

Beweis. Es ist nach Satz 4.11

und L(C) = 27r. 0
Folglich gilt

Satz 4.13 (Satz von Liouville) Ist f : C — C holomorph und beschrdnkt,
so ist f konstant.

Beweis. Ist f auf der ganzen komplexen Zahlenebene holomorph, so gelten
die Cauchyschen Ungleichungen fiir alle r. Ist f zusétzlich beschréankt, so gilt

M,.(z) < M = konst.
fiir alle  und 2. Also folgt |f'(z)| = 0, also f'(z) = 0, also ist f konstant. O

Definition Eine in der ganzen komplexen Zahlenebene holomorphe Funk-
tion heifit ganze Funktion.

Damit kann man Satz 4.13 auch so formulieren: Jede beschrinkte ganze
Funktion ist konstant.



4 Der Cauchysche Integralsatz 40

Beispiele 4.1 Die Funktionen exp, sin und cos sind ganze Funktionen. Die
Exponentialfunktion exp ist in C unbeschrénkt, da sie auch schon in R un-
beschrankt ist. Die Funktionen sin und cos sind in R beschrankt, aber in C
unbeschrénkt. Das folgt aus dem Satz von Liouville, man kann es aber auch
direkt einsehen: Fiir z = it, t € R, ist ndmlich etwa

1
cos z = Q(et +eh),

fiir groBe |t| also

cos it = 1e‘tl
5€ -

Der Satz von Liouville fithrt zu einem einfachen Beweis des Fundamen-
talsatzes der Algebra.

Satz 4.14 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom

p(z) = Z apz®,  a, #0,
k=0

das in C keine Nullstelle hat, ist konstant, also vom Grad 0.

Beweis. O.B.d.A. sei a,, = 1.
1

Wir zeigen: Hat p(z) keine Nullstelle in C, so ist ) holomorph in C

(klar!) und beschriankt. Nach dem Satz von Liouville folgt dann, dass 110 und
damit auch p konstant ist.
Nun zur Beschréanktheit von %: Es sei

M = max{1,2n - |ap_1],...,2n - |ao|}.
Da % stetig ist, ist é auf dem abgeschlossenen Kreis
{zeCl|z| < M}

beschréankt. Es sei daher |z| > M. Dann ist

n an—1 ap
P = e 2
z z
> M-t 2
z 2"
> M-<1— “’H‘—...— @>
z "
M 1
> da nach Voraussetzung | < — .
2 Zn—t 2n
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Also folgt fiir |z| > M
‘ 1

p(2)

2

< —.
- M

O

Korollar 4.1 Jedes komplexe Polynom p(z) = > _,arz®, a, # 0, n > 1,
zerfallt iiber C in n Linearfaktoren, d.h. es gibt &y, ...,&, € C, so dass

Zakzk = a, H(z —&).
k=0 1

Die & sind genau die Nullstellen des Polynoms.

Beweis. Wir beweisen das Korollar durch Induktion nach dem Grad n des
Polynoms.

Nach dem Euklidischen Algorithmus lésst sich fiir jedes & € C das Poly-
nom p(z) schreiben als

p(2) = 9(2)(z = §) + p(£), (3)

wobei ¢(z) ein Polynom vom Grad n — 1 ist. Ist & eine Nullstellle von p(z),
so gilt

p(z) = g(2)(z — &).
Nach Induktionsvoraussetzung gilt die Behauptung fiir g(z). Der Induktions-
anfang n = 1 ist trivial. a

Die verwendete Darstellung (3) ldsst sich auch aus der Taylorentwicklung
von p(z) gewinnen, die wir im néchsten Abschnitt diskutieren werden.

5 Potenzreihen

In Analysis I haben wir die reelle Exponentialfunktion und die reellen tri-
gonometrischen Funktionen durch Potenzreihen eingefiithrt. Wir werden nun
Potenzreihen im Komplexen betrachten. Zunéchst aber eine Wiederholung
aus Analysis I:

Dort war eine Potenzrethe ein Ausdruck der Form

o0

E anx”

n=0

mit Koeffizienten a,, € R. Fasst man x als reelle Variable auf, so hatten wir
zum Konvergenzverhalten Folgendes festgestellt:
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Satz 5.1 (i) Es gibt eine Zahl p, 0 < p < o0,
p = sup {x ‘ x>0 und Z la,|z" konvergent} )

Konvergenzradius der Reihe Y - a,x™ genannt, die folgende Eigenschaften
besitzt:

(a) Fir|z| < p konvergiert die Reihe "~ a,x™ absolut. Auf jeder kompak-
ten Teilmenge des Intervalls (—p, p) konvergiert sie sogar gleichmdfig.

(b) Fir |z| > p divergiert die Reihe.

(¢c) Am Rand des Konvergenzintervalls (—p, p) kann alles Mdogliche passie-
ren.

(ii) Angenommen, p > 0. Dann ist die Funktion f : (—p,p) — R mit
flx) = > janx™ fir x € (—p,p) differenzierbar (und somit auch stetig)
und hat die Ableitung

f(z) = Z na,z" .

Die Ableitung entsteht also durch gliedweises Differenzieren der Reihe. Die
abgeleitete Rethe hat denselben Konvergenzradius wie die Reihe selbst.

Korollar 5.1 Die oben definierte Funktion f ist beliebig oft differenzierbar

und es ist o )
(0
f) =3 U
n=0 ’

n

Wir wollen noch eine Formel zur Berechnung des Konvergenzradius p
nachtragen.

Definition Fiir eine Folge (bn)nen reeller Zahlen definieren wir den Limes
supertor lim b,, durch

limb,, := lim (sup{bn,bps1,---})
n—oo

Satz 5.2 (Formel von Cauchy-Hadamard) Fiir den Konvergenzradius p

der Reihe Y >, an,x™ gilt
1 N
— = lim {/|a,|.
p
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Bewers. Die Behauptung folgt aus dem Wurzelkriterium.
Satz 6.12 aus Analysis I lautete: Es sei > a, eine Reihe. Gibt es ein
q, 0 < q < 1, so dass fiir fast alle n € N

Vlan| <gq

ist, dann ist Y~ a, absolut konvergent.
Mit dem Limes superior erhalten wir folgende dquivalente Formulierung:

Wurzelkriterium Ist lim {/|a,| < 1, so ist >°°  a,, absolut konvergent.

Das Wurzelkriterium wurde aus dem Majorantenkriterium durch Ver-
gleich mit der geometrischen Reihe abgeleitet. Wie wir bereits damals be-
merkt haben, erhilt man aus dem Majorantenkriterium auch ein Divergenz-
kriterium und daraus den folgenden Zusatz zum Wurzelkriterium:

Zusatz Ist lim {/]a,| > 1, so ist o0 a, divergent.
Das Wurzelkriterium samt Zusatz wenden wir nun auf eine Potenzreihe
o
Z a,x", a, € R,
n=0

an. Es sei

a = lim {/|ay|.
Vlanan| = |z /]an]

folgt nun: Wenn |z| - a < 1, liegt Konvergenz, wenn |z|-a > 1 Divergenz vor.
Also gilt fiir den Konvergenzradius

Wegen

1 1
" T
O
Noch eine Erinnerung: Ist U C R offen, so heifit eine Funktion f : U — R
reell analytisch genau dann, wenn es zu jedem zy € U eine Umgebung V' von

xo gibt, in der sich f in eine Potenzreihe entwickeln lésst, d.h. es gibt a,, € R,
so dass fiir alle x € V' gilt:

flz) = Z an(z — x0)".
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Nach Korollar 5.1 stimmt diese Potenzreihe mit der Taylorreihe von f um
den Entwicklungspunkt xq iiberein:

> £ (g,
f(:v)zzf (' )(m—xo)”.

n

Klassisches Beispiel fiir eine nicht reell analytische Funktion ist die Funktion

g : R — R mit
_ ) e =l fiir x #£0,
g(x)—{ 0 firz=0.
Ihre Taylorreihe im Nullpunkt ist

i 0z" =0,
n=0

denn samtliche Ableitungen von ¢ in 0 verschwinden. Dieses Beispiel wirft
die Frage auf, welche (wie ¢g) unendlich oft differenzierbaren Funktionen reell
analytisch sind.

Als reell analytisch haben wir bereits kennengelernt:

o0 n

x
eXp('IL') = ZF) p = 00,
n=0
) o 2+l
sin(z) = Z(—l)nm, p = 00,
n=0
cos(r) = (=" . p =00,
|
— (2n)!
- nflxn
(L ta) = (-0 =1,
n=1
f: L2+
arctan(zr) = (=" , p=1:
e 2n+1

Obwohl arctan auf ganz R erkldrt und sogar reell analytisch ist, hat die
Taylorreihe im Nullpunkt nur ein beschrinktes Konvergenzintervall!

Nun wollen wir komplexe Potenzreihen betrachten. Zunéchst zu Reihen
komplexer Zahlen:

Eine Reihe Y~ b,, b, € C, von komplexen Zahlen heifit konvergent
gegen die komplexe Zahl b, wenn die Folge der Partialsummen ZZ:O b, gegen
b konvergiert. Man schreibt dann

n=0
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Eine Reihe Y ° (b, heiit absolut konvergent, wenn die reelle Reihe >~ |b,|
der Betriage konvergiert.

Wenn > b, konvergiert, bilden die b, eine Nullfolge, sind also be-
schriankt. Konvergiert die Reihe absolut, so konvergiert sie auch. In einer
absolut konvergenten Reihe kann man die Summanden umordnen, ohne dass
sich der Wert der Reihe &ndert.

Alle Beweise verlaufen wortlich wie in Analysis .

Da > |bs| eine Reihe nichtnegativer reeller Zahlen ist, hat man als
Tests fiir absolute Konvergenz die iiblichen Tests fiir reelle Reihen, z.B. das
Quotientenkriterium und das Wurzelkriterium.

Eine komplexe Potenzreihe ist ein Ausdruck der Form

Z an(z — 20)",

n=0
wobei 2y € C, jedes a,, € C und z als komplexe Variable aufzufassen ist. Der
Punkt 2y heifit Entwicklungspunkt der Potenzreihe.

Wir interessieren uns natiirlich fiir die Menge derjenigen z € C, fiir die
die Reihe konvergiert. Fiir dieses Problem geniigt es, den Fall 2z, = 0 zu
betrachten.

Lemma 5.1 Fir z; € C konvergiere >~ anz7. Dann konvergiert die Po-

tenzreihe
oo
g an 2"
n=0

fiir jedes z mit |z| < |z1| absolut. Die Konvergenz ist absolut gleichmdfig auf
allen kompakten Teilmengen von

A|Zl‘ = {Z c C| ‘Z’ < ‘le}

Beweis. O.B.d.A. sei z; # 0.

Da > 7 a,2? nach Voraussetzung konvergiert, ist die Folge a,z]" be-
schriankt. Also gibt es ein M € R, so dass |a, 27| < M fiir alle n. Nun ist fiir
2] < |zl

z
— | =r<l,
21
und es gilt
= n
la, 2" = l|ap2l - | —
<1
z
n
= lanzf| - |—
1
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Aus dem Majorantenkriterium folgt die absolute Konvergenz von y >~ o a,,2"
wegen 7 < 1 durch Vergleich mit der geometrischen Reihe.
In dieser Abschéitzung taucht z iiberhaupt nicht mehr auf, es wurde nur

< 1 verwendet.

2
Ist also r irgendeine feste Zahl < 1, so konvergiert die Potenzreihe gleichméfig

in {z] |z| < r|z|}. Da man jede kompakte Teilmenge von A | in eine solche

Kreisscheibe einschlieflen kann, ist der Beweis vollsténdig. a

Aus diesem Lemma folgt
Satz 5.3 Es sei y .~ a,2" eine kompleze Potenzreihe. Dann gibt es ein p,
0 <p< o0, so dass gilt:

(a) Fir z mit |z| < p konvergiert Y ", a,z™ absolut, und die Konvergenz
ist absolut gleichmdifig auf kompakten Teilmengen von A, = {z||z| <

P}
(b) Auf {z]||z| > p} divergiert die Reihe Y - ja,z".

Definition Die Zahl p heiBit der Konvergenzradius der Reihe Y7 a,2".

Beweis. Es sei .
p = sup{|z| | Z a,z" konvergiert}.
n=0
Dieses p hat nach Lemma 5.2 die gewiinschte Eigenschaft (a). Gébe es ein
z mit |z| > p, fiir das die Reihe ) a,2" konvergiert, so wére p nicht das
Supremum obiger Menge, also gilt auch (b). O

AuBlerdem gilt fiir p

p = supq{|z|| Zanz” konvergiert }

n=0

= sup{|?|| Z |a,||z|" konvergiert}
n=0

Insbesondere ist dieses p also der Konvergenzradius der reellen Potenzreihe
> o lan]z™. Automatisch haben wir also das

Korollar 5.2 (Formel von Cauchy-Hadamard)

B 1
P T lan]



5 Potenzreihen 47

Beispiel 5.1 Die geometrische Reihe
>
n=0

Fiir die Partialsummen s, = Zfz:o 2" gilt:

S = 1—|—z—|—...+zk,

28, = 24224+
also .
]__
sk:—z, falls z # 1.
1—=z2

k+1 — 0, also hat man

G 1
"= —— fi < 1.
;z T, fir ||

Aus der Formel von Cauchy-Hadamard erhélt man den Konvergenzradius

Fiir |z] < 1 ist limg_,o0 2

p=1
Eine konvergente Potenzreihe definiert auf ihrem Konvergenzkreis eine

stetige Funktion. Fiir die Funktionentheorie von Interesse ist nun der folgende
Satz:

Satz 5.4 Es sei Y . a,2z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0.
Dann ist die Funktion f: A, — C, z — Y > a,z", holomorph in A,; ihre
Ableitung berechnet sich durch gliedweise Differentiation:

f'(z) = i na,z""".
n=1

Der Konvergenzradius der abgeleiteten Reihe ist ebenfalls p.

Beweis.

(a) Dass der Konvergenzradius der abgeleiteten Reihe ebenfalls p ist, folgt
aus der Formel von Cauchy-Hadamard zusammen mit dem entsprechenden
Teil des Satzes vom reellen Analogon:

e

(b) Die Funktion fi(z) := S2F_ a,2" ist ein Polynom, also holomorph.
Die Folge (fx) konvergiert punktweise gegen f. Auf kompakten Teilmengen
des Konvergenzkreises ist die Konvergenz nach Satz 5.3 sogar gleichméfig.
Die Behauptung folgt also aus dem folgenden Satz. a
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Satz 5.5 (Satz von Weierstrafl) Es sei (f,) eine Folge holomorpher, auf
einem Gebiet G definierter Funktionen, die punktweise und auf kompakten
Teilmengen von G sogar gleichmdflig gegen eine Funktion f : G — C kon-
vergiert.

Dann ist f holomorph, und die Folge der Ableitungen (f),) konvergiert in
G punktweise und auf kompakten Teilmengen von G gleichmdf$ig gegen f.

Beweis.

(a) f ist holomorph:

Jedenfalls ist f stetig, wie aus der gleichméfligen Konvergenz folgt.

Nach Satz 4.10 ist nur noch zu zeigen, dass f lokale Stammfunktionen
besitzt. Zu jedem z € G gibt es aber eine Kreisscheibe A, die samt Rand
in G liegt. Dort gilt die Cauchysche Integralformel fiir die f,,. Ist nun ~ ein
geschlossener Weg in A, so ist die Konvergenz von (f,,) auf dem Bild von ~
gleichméfig, also gilt

[ ez =t [ i)z =0,
g gl
was hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion in A ist.

(b) (f!) konvergiert punktweise gegen f’:

Es sei z € G und A eine Kreisscheibe um z mit A C G. Aus der Cauchy-
schen Integralformel fiir die f, erhalten wir

by L fa(€)

AuBerdem gilt

i L /a 1O g

2w a (€ —2)?
Da 0A kompakt ist, ist auf A die Konvergenz f,, — f und somit auch die
Konvergenz

WQ) Q)

(€—=2?  ((—2)
gleichméBig (warum?). Daher folgt

FO o [ O
/a <c—z>2d¢_nlﬁoo/a -2 %

was zu zeigen war.
(¢) (f!) konvergiert auf kompakten Teilmengen von G sogar gleichméBig

gegen f:
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Da man jede kompakte Teilmenge von G mit endlich vielen kompakten
Kreisscheiben iiberdecken kann, geniigt es, die Behauptung fiir kompakte
Kreisscheiben A, die ganz in G liegen, zu zeigen.

Es sei also eine offene Kreisscheibe A mit A C G gegeben. Dann gibt es
eine konzentrische offene Kreisscheibe A', fiir die

AcANcAcG

gilt. Der Radius von A’ ist also grofler als der von A. Die Radiendifferenz sei
d, also d > 0. o
Fiir ¢ € 0A' und z € A gilt also

fn(Q) = f(C)‘ < MaXecon /(&) = f()]

=2 Z B

Deshalb gilt

/2 (2) = f1(2)] < L(OA') - Ky,
und die rechte Seite geht gegen 0 _fiir n — o0o. Da K, unabhéngig von z ist,
konvergiert (f!) gleichméfig auf A gegen f’. O

Durch Iteration erhalten wir als Folgerung:

Korollar 5.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5 gilt fiir die hoheren
Ableitungen fy(Lk), f®): Die Folge (fT(Lk)) konvergiert auf G punktweise und auf
kompakten Teilmengen von G gleichmifig gegen f*).

Eine Illustration zum unterschiedlichen Konvergenzverhalten von Folgen
holomorpher bzw. beliebig oft differenzierbarer Funktionen: Die Folge (f,)
mit ]

fo(x) = —sinnz
n

konvergiert auf ganz R gleichméflig gegen 0, aber die Folge der Ableitungen
(f!) mit f!(x) = cosnx konvergiert nicht einmal mehr punktweise fiir jedes
x, z.B. nicht fiir x = 7.

Wir wollen nun (komplex) analytische Funktionen betrachten. Ist U C
C eine offene Menge, so heifit eine Funktion f : U — C um 2y € U n
eine Potenzreihe entwickelbar, wenn es eine Umgebung V' von 2, und eine

Potenzreihe
o0
Z an(z — 29)"
n=0

mit Entwicklungspunkt 2, gibt, so dass

f(z) = Z an(z — 2)" fir alle z € V

n=0
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gilt. Eine Funktion f : U — C heifit analytisch genau dann, wenn sich f um
jeden Punkt zy € U in eine Potenzreihe entwickeln lasst.

Da Potenzreihen gliedweise differenziert werden diirfen, kommt als Po-
tenzreihenentwicklung um einen Punkt zg nur die Taylorreihe in Frage. Also:
Wenn f analytisch ist, dann ist lokal

<) (2
fey =S L)

n!
n=0

Das reelle Analogon des folgenden Satzes ist wieder falsch.

Satz 5.6 FEs sei G C C ein Gebiet, f : G — C sei holomorph und zy € G.
Ferner sei A(zy) eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt zo, die ganz in G liegt.
Dann gilt fir alle z € A(zp)

(n

0o )Z[)
f = Ty

n=0

Der Satz besagt also: Jede holomorphe Funktion ist analytisch, und die
zu zp € G zu findende Umgebung kann als (offene) Kreisscheibe gewéhlt
werden, die ganz bis an den Rand von G heranragt.

Korollar 5.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 5.6 ist der Konvergenz-
radius der dortigen Taylorreithe

p = sup{r| A.(z) C G}
= dist(20,0G) = Cle%fa\g — 2o

(A, (z0): offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt zy und Radius 1)

Beweis von Satz 5.6. Es sei also z € A(zy) gegeben und es sei A’ eine Kreis-
scheibe mit Mittelpunkt z, fiir die

ze€ N C A CAz)
gilt. Nach der Cauchyschen Integralformel ist also

fo [ S©

_27TZ aA/C—Z

dc.

Nun ist
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und es gilt fiir ¢ € A’
zZ— 20

¢— 2o

Aufgrund der Summenformel fiir die geometrische Reihe erhalten wir

11 Sz—=\"
C—Z_C—Zonz(g—zo)

< 1.

Also ist
1 f(<)

27TZ aA/

—ZO 1—

B 1/ > (Z—ZO)
271 Jonr C —ZOZO ¢— 20

n=

1 o
= —Z/ /—(C f(Q)nH dC'(Z—Zo)n,

271 2
— 0

da die geometrische Reihe fiir ( € A’ gleichméfig konvergiert. Nach der
Cauchyschen Integralformel fiir die hoheren Ableitungen ist also

Z 0G0 (o,

O

Damit haben wir eine neue Charakterisierung holomorpher Funktionen
gefunden:

Satz 5.7 FEs sei G C C ein Gebiet, f : G — C eine Funktion. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i

) f ist holomorph.

(ii) f ist analytisch.

(iii) f ist stetig und besitzt lokale Stammfunktionen.
) f

f ist reell differenzierbar und geniigt den Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen.

(iv
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Um diesen Satz zu beweisen verwendeten wir also im Wesentlichen die
Cauchysche Integralformel, die eine leichte Folgerung aus dem Cauchyschen
Integralsatz war. Dieser wiederum beruhte auf dem Satz von Goursat. Dieser
ist also die Basis der bisherigen Theorie.

Wieso hat die Reihe von arctan nur den Konvergenzradius 17 Man sieht
es an der Ableitung

1
tan'(z) = :
arctan’(z) T
Die Reihe
LTy
t —r— =+
arctan(z) = x 5 Tz

lésst sich analytisch auf die offene Einheitskreisscheibe , fortsetzen®, also auch
die Ableitung arctan’(z). Diese ldsst sich aber nicht in die Punkte +i der
Einheitskreisscheibe fortsetzen. Also ist p = 1 der Konvergenzradius der
abgeleiteten Reihe und damit auch der Potenzreihe von arctan.

Wir wollen nun Potenzreihenentwicklungen zur systematischen Untersu-
chung holomorpher Funktionen benutzen.

Satz 5.8 Fs sei G ein Gebiet, f : G — C sei analytisch und nicht identisch
0. Dann besitzt f nur isolierte Nullstellen, d.h. ist f(zo) = 0, so hat zy eine
Umgebung V', so dass fir z € V \ {z} f(z) # 0 ist.

Beweis. Es sei f(z9) = 0. Da f analytisch ist, konnen wir in einer Umgebung

von zg schreiben:
— /™ (20) n
):z:l n!o(z—zo).

Es sei nun
ny := min{n | f™(z) # 0},

die Ordnung der kleinsten in zy nicht verschwindenden Ableitung von f. Es
ist also 1 < n; < oo nach unseren Voraussetzungen. Dann gilt

f n1+n)
f(z)=(2—2 ”12 n1+n z—zo)” = (2 — 20)"g(2).

Nach Wahl von n; ist g(zo) # 0, also verschwindet g auf einer Umgebung V'
von zp nicht. Das Polynom (z — z)™ hat nur zo als Nullstelle, also ist 2z die
einzige Nullstelle von f in V. O
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Korollar 5.5 (Identititssatz fiir Potenzreihen) Es seien >~ a,z"
und Y7 by 2" zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien py, ps > 0. Die Men-

ge
{z Zanz" = anz”}
n=0 n=0

habe einen Hiufungspunkt ¢ € A, NA,,. Dann ist a, = b, fir alle n.

Beweis. Wir betrachten die Menge der Nullstellen von

Z(an —b,)2".

n=0
Nach Voraussetzung hat sie den Haufungspunkt (. Wegen der Stetigkeit der
obigen Potenzreihe in ¢ ist auch ¢ eine Nullstelle von Y >° (a, — b,)2", aber
sie ist nicht isoliert. Also bleibt nur 0 = a,, — b,, fiir alle n iibrig. O

Beispiel 5.2 Die Definitionen, die wir fiir exp(z), cos(z) und sin(z) als kom-
plexe Funktionen gegeben haben, mégen anfangs sehr willkiirlich ausgesehen
haben. Jetzt zeigt sich aber, dass dies die einzig moglichen Fortsetzungen der
reellen Funktionen exp(x), cos(x) und sin(x) waren, um analytische Funk-
tionen auf C zu erhalten: Je zwei in C analytische Funktionen, die auf R
iibereinstimmen, miissen ndmlich gleich sein: Thre Taylorreihen im Nullpunkt
stimmen auf R iiberein, und R hat mehr als genug Haufungspunkte.

Beispiel 5.3 In jeder gelochten Umgebung des Nullpunkts (d.h. Umgebung
ohne den Nullpunkt) ist nach dem Identitdtssatz die Funktion

1
Z — exp (——2)
z

die einzige analytische Fortsetzung der entsprechenden C'*°-Funktion R \
{0} — R. Sie ist aber nicht analytisch, ja nicht einmal stetig nach 0 fortsetz-

bar, da
I 1 i 1y 40
te[[é,rtrl)O exp e) " lim exp ) = 00 .

Wir beweisen nun als Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes:

Satz 5.9 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) FEs sei G C C ein Gebiet,
a € G, f:G\{a} = C sei holomorph und es gelte

lim /(2)(z @) =0,

Dann ezistiert im,_,, f(z). Setzt man f(a) := lim,, f(2), so ist die so
definierte Fortsetzung von f auf ganz G holomorph.
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Beweis. Es sei A eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt @ und A C G.
(a) Wir zeigen zunéchst, dass die Cauchysche Integralformel fiir f in

A\ {a} gilt:
Es sei z € A, z # a. Die Funktion

f(Q) = f(z)
(—z

ist in A\ {z,a} definiert und holomorph und es gilt

g9(¢) =

lim g(¢)(¢ —2) = 0,

(—z
| L HOK—a) ) _
ting(©)c o) = tim (HNEZD - TE ) o

Nach dem Cauchyschen Integralsatz mit Ausnahmepunkten (Satz 4.4) gilt
also fiir jeden geschlossenen Weg v in A\ {z, a}:

0= [s©dc = [ KL ac— g -2ri- vy, ).

Ist insbesondere v der Rand einer kleineren konzentrischen Kreisscheibe A/,
die z und a enthalt, so ist

f<z>:2im/£d<.

(b) Durch

L9 . 5
ZH%/WC—Z(K_.JC(Z)

wird eine in A’ holomorphe Funktion erkldrt, die nach (a) fir z # a mit f
iibereinstimmt. Daher existiert

lim /(=) (= Iim f(2) = Fla))
und die Fortsetzung ist holomorph. O

Definition Wegen dieses Satzes bezeichnet man einen Punkt a wie in Satz 5.9
als eine hebbare Singularitit.

Die Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen soll nun verwendet
werden, um Nullstellen und Pole zu klassifizieren.
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Dazu sei wie immer GG C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und z, € G.
In einer gewissen Umgebung von zq ldsst sich f(z) schreiben als:

— /¥ () F®(20)
f(Z):Z k,!o(z—zo)k, C '= k!O-
k=0
Nach Definition ist zy genau dann eine Nullstelle von f, wenn f(zg) = 0 ist,
d.h. ¢g = 0 ist.

Definition Die Funktion f hat in zy eine Nullstelle der Ordnung v, wenn
co=c1=...=¢,_1=0und ¢, #0

ist. Die Zahl v heifit auch Vielfachheit der Nullstelle zj.

Hat f in zg eine Nullstelle der Ordnung v, so gibt es eine holomorphe
Funktion f, auf G mit f,(zy) # 0 und

f(z)=(z—=2)"f,(2) in G.
Denn z; ist eine hebbare Singularitiat von

= —f(z) =c,+c z—z
fu(z) T (Z—Zo)y vt l/+1( O)+

o0
= Z cr(z — 20)".
k=v

Definition Es sei zp € G und f sei definiert und holomorph in G \ {z}.
Dann heiflt 2y isolierte Singularitit von f. Der Punkt zy heifit Pol von f
genau dann, wenn

lim [f(z)| = o0
Z—r20
ist, d.h. wenn es fiir alle M > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € G \ {2}
gilt
|z — 20| <0 =|f(2)] > M.

Ist U eine (offene) Umgebung von zj, so nennen wir U \ {2} auch eine
punktierte Umgebung von zj.

Ist zo Pol von f, so gibt es eine punktierte Umgebung U \ {2} von z,
auf der f nicht verschwindet. Auf U\ {zo} ist % definiert und holomorph und
es gilt

i 1
lim — = 0.

2—20 f(z)
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Insbesondere ist also zy eine hebbare Singularitiat von %; also ist % holomorph
fortsetzbar und man hat in U \ {2} die Darstellung

1
f(z)
mit einer in U holomorphen, in 2y nicht verschwindenden Funktion A und

einer eindeutig bestimmten Zahl v > 1. Die Zahl v ist dabei die Ordnung der
Nullstelle von % Wir konnen dafiir auch schreiben

= (2= 20)"h(2), h(z) #0,

f(z) = (z = 20) h(2),

wobei holomorph in einer Umgebung von z ist und E(zo) # 0 gilt. Formal
sieht also ein Pol wie eine Nullstelle der Ordnung —v < 0 aus.

Definition Die Zahl v heifit die Ordnung des Pols zy.

Bevor wir zur Klassifikation von Singularitéten kommen, miissen wir noch
einen kleinen Exkurs in die Topologie machen:

Es sei U C C eine offene Teilmenge. Wir hatten definiert: U heifit weg-
zusammenhdngend, wenn je zwei Punkte von U durch einen Weg verbindbar
sind.

Definition Die Menge U heifit (mengentheoretisch) zusammenhdngend ge-
nau dann, wenn aus U = U; U Uy, Uy, U, offen, Uy N U, # 0, folgt U; = ()
oder Uy = () (wenn es also unmoglich ist, U als disjunkte Vereinigung zweier
nichtleerer offener Mengen zu schreiben).

Satz 5.10 Ist U C C offen, so ist U genau dann wegzusammenhdngend,
wenn U mengentheoretisch zusammenhdngend ist.

Zunichst einige Vorbemerkungen zum Beweis dieses Satzes.

Bemerkung 5.1 Eine Menge U ist genau dann nicht mengentheoretisch
zusammenhéngend, wenn es eine stetige surjektive Funktion U — {0, 1}
gibt. Dabei habe {0, 1} die Teilraumtopologie von R, d.h. insbesondere sind
{0} und {1} offene Mengen.

Es sei U C C offen. Wir sagen, a,b € U seien verbindbar, wenn es einen
Weg v : [0,1] — U gibt, der a und b verbindet.

Lemma 5.2 , Verbindbar ist eine Aquivalenzrelation in U und alle Aqui-
valenzklassen sind offen.
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Beweis. Dass ,,verbindbar“ eine Aquivalenzrelation in U ist, ist klar.

Ist a € U, so sei U, die Aquivalenzklasse von a, also die Menge aller mit
a verbindbaren Punkte. Ist nun b € U, und B eine offene Kreisscheibe mit
Mittelpunkt b, die ganz in U liegt, so ist auch B C U,. O

Definition Die Aquivalenzklassen nennt man auch die Wegekomponenten
von U.

Beweis von Satz 5.10.

»,=": Angenommen, U sei nicht mengentheoretisch zusammenhéngend.
Dann existiert eine stetige surjektive Funktion f : U — {0,1}. Es gibt also
a,b € U mit f(a) = 0 und f(b) = 1. Dann sind a und b nicht verbindbar.
Denn andernfalls gébe es einen Weg v : [, 8] — U mit y(a) = a und
v(B) = bund for: [a,f] — R wire eine stetige Funktion, die genau die
Werte 0 und 1 annimmt. Dies steht im Widerspruch zum Zwischenwertsatz.

»<="“: Angenommen, U sei nicht wegzusammenhéngend. Dann hat U min-
destens zwei Wegekomponenten. Ist also U; eine Wegekomponente und U,
die Vereinigung aller iibrigen Wegekomponenten, so sind U; und U, nicht leer
und offen und es ist U = U; U Us, also U nicht mengentheoretisch zusam-
menhéngend. O

Satz 5.10 besagt also, dass fiir offene Teilmengen von C die Begriffe ,, weg-
zusammenhédngend“ und ,,zusammenhéngend* dquivalent sind. Ein Gebiet ist
demnach eine offene zusammenhéngende Menge.

Es sei nun G ein Gebiet in C und f : G — C holomorph. Ist f # 0, so
sind nach Satz 5.8 die Nullstellen von f isolierte Punkte, d.h. jede Nullstelle
von f besitzt eine Umgebung, in der keine weiteren Nullstellen von f zu
finden sind. Ist nun zy eine Nullstelle von f der Ordnung v, so verschwinden
die ersten v Ableitungen von f in zy. Verschwinden alle Ableitungen von f
in 2g, so ist f nicht blo in einer Umgebung von zj, sondern sogar in ganz G
identisch 0.

Satz 5.11 Es sei G ein Gebiet, f : G — C holomorph. Dann gilt
entweder fiir alle z € G

(1) f™(z) =0 fiir alle n >0,
oder fiir alle z € G gilt:

(2) fiir mindestens ein n > 0 ist f™(z) # 0.
Beweis. Es sei

U ={2eG|(1)}, Us:=1{zecG|@2))
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Dann sind U; und U, offen und es gilt U; UU,; = G. Da G zusammenhéngend
ist, ist entweder U; = () oder U, = . O

Es sei nun G ein Gebiet und z; € G eine isolierte Singularitit von
f G\ {2z} — C, f # 0. Als Singularititen haben wir bereits hebbbare
Singularitdten und Pole kennengelernt. Bei Polen und Nullstellen lasst sich
stets eine Potenz der Form (z—zp)" ausklammern, es war v < 0 bei Polstellen.
Wir kénnen also so klassifizieren:

(i) Hebbare Singularitéten:
Dort ist f holomorph fortsetzbar.

(ii) Pole:

Dort ist lim,_,,, | f(2)] = oo und % hat eine Nullstelle in 2.
(iii) Wesentliche Singularititen: alle iibrigen.

Definition Eine isolierte Singularitdt zp einer holomorphen Funktion f :
G\ {20} — C heiit wesentlich, wenn zy weder hebbare Singularitit noch Pol
von f ist.

Fiir das Verhalten einer Funktion in der Ndhe einer wesentlichen Singu-
laritdt hat man:

Satz 5.12 (Casorati-Weierstrafl) Es sei G ein Gebiet und zy € G eine
wesentliche Singularitit der Funktion f : G\ {z0} — C. Dann kommt f in
jeder Umgebung von zo jeder komplexen Zahl beliebig nahe, d.h. es gibt zu
jedem wy € C, zu jedem § > 0 und zu jedem € > 0 ein z € G\ {20}, so dass

|z — 20| <0 und |f(z) —wo| < e.

Beweis. Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es ein wy € C,
ein § > 0 und ein € > 0, so dass fiir alle z € G\ {20} gilt

|z — 20] <0 =|f(2) —wy| > e.
Dann wire fiir z € G\ {20} mit |z — 2| < 0

VeE

1
§_7
e

also
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auf Ay \ {20} beschrinkt, also zy hebbare Singularitét von g. Dann hat

in zy eine hebbare Singularitét (falls lim,—,,, g(z) # 0) oder einen Pol (falls
lim, ., g(z) = 0), aber jedenfalls keine wesentliche Singularitéit im Wider-
spruch zur Voraussetzung. O

Zusatz Die Funktion f kommt auch in jeder Umgebung der wesentlichen
Singularitiat dem ,, Wert“ oo beliebig nahe, d.h. fiir alle 6 > 0 und alle M > 0
gibt es ein z € G\ {20}, so dass |z — 29| < 6 und |f(2)| > M gilt.

Beweis. Andernfalls wiirde gelten: Es gibt ein 4 > 0 und ein M > 0, so dass
fir alle z € G\ {2} gilt:

|2 =20l < 0= [f(2)] < M,

f wére also in einer Umgebung von zp beschrinkt und damit 2z, hebbare
Singularitét. a

Die Behauptung des Satzes von Casorati-Weierstrafl kann auch wie folgt
formuliert werden:

Wir erinnern zunéchst an einige Begriffe aus der Topologie: Es sei M eine
Teilmenge von C. Ein Punkt z € C heifit Hdufungspunkt von M, wenn in
jeder Umgebung von z ein Punkt von w € M liegt mit w # z. Die Menge

M :={z € C| z ist Haufungspunkt von M}

heiBt die (abgeschlossene) Hiille von M. Ist M = C, so sagt man: M liegt
dicht in C. Demnach gilt

Bemerkung 5.2 Ist z; eine wesentliche Singularitidt der Funktion f : G\
{z0} — C, so gilt fiir jede Umgebung U von z, U C G:

fUNA{z}) =C,
d.h. das Bild jeder punktierten Umgebung von 2, liegt dicht in C.

Beispiel 5.4 Wir zeigen, dass 0 eine wesentliche Singularitit der in C\ {0}
holomorphen Funktion f(z) = e'/* ist:

Man beachte zunéchst, dass aus der im Satz von Casorati-Weierstrafl
angegebenen Eigenschaft bereits folgt, dass 2y eine wesentliche Singularitit
ist (warum?).
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Wir zeigen also:
Ywy € C V8> 0Ve >0 3z € C\ {0} (J2] <6 und |e* — wp| < &).
Aquivalent dazu ist:
Vwy € CVM >0Ve >03z¢€C (]z] > M und |e* —wp| < ¢).
Nun gilt:

(a) e* hat die Periode 27, denn

e” = " = e"(cosy + isiny) = e* T2,

(b) Auf jedem Streifen
Ty ={x+i(y+2rk)| € Rund 0 <y <27}, keZ,
liefert e* eine Bijektion T}, — C\ {0} (Polarkoordinaten).

Ist uns also ein wy € C gegeben, so kommt die Funktion e* beliebig weit
drauflen dem Wert wy beliebig nahe, nimmt sogar jeden Wert wy # 0 beliebig
oft an.

6 Der Cauchysche Integralsatz fiir beliebige
Gebiete

Es sei G ein Gebiet in C und f : G — C sei holomorph. Auflerdem sei v ein
geschlossener Weg in G. In diesem Abschnitt soll uns die Frage beschéftigen,
welche Werte [ f(z)dz annehmen kann.

Frage Fiir welche geschlossenen Wege v ist fy f(2)dz = 0 fur jede in G
holomorphe Funktion f?

Zu a € G betrachte man die holomorphe Funktion —-. Ist nun 7 so ein
Lguter Weg, fiir den fv f(2)dz = 0 fiir jede holomorphe Funktion f gilt, so
gilt insbesondere

zZ—a

/ dz_ _ 0 = 2mi - Uml(y, a).
v

Wir sehen also: Ist 7 ,,gut, so ist Uml(y,a) = 0 fiir alle a € G.
Gute Wege bekommen einen Namen.
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Definition FEin geschlossener Weg v heifit nullhomolog in G, wenn fiir jeden
Punkt a ¢ G gilt: Uml(~, a) = 0.

Nur nullhomologe Wege haben also {iberhaupt die Chance, dass fiir sie
der Cauchysche Integralsatz in voller Allgemeinheit gilt. Tatséchlich ist diese
Bedingung auch hinreichend.

Da jeder Weg in der Kreisscheibe nullhomolog ist, taucht dieser Begriff
im frither bewiesenen Cauchyschen Integralsatz nicht auf.

Nun also Vorarbeiten fiir den Cauchyschen Integralsatz in allgemeiner
Form.

Als Verallgemeinerung des Begriffs Weg fithren wir jetzt Ketten ein.

Eine Kette ist eine formale Summe

fyzzqu/ja ijZ,
j=1

wobei die 7; (stiickweise stetig differenzierbare) Wege sind.
Die Summe zweier solcher Ketten, in denen genau dieselben Wege ~;

vorkommen,
n n
_ r_
T = E mi%i, 7 = E UINED
=1 j=1

n

T+q' = Z(mj +15)7;-

Jj=1

st

Man kann stets erreichen, dass in zwei Ketten dieselben Wege auftreten:
Fehlt etwa in einer Kette 7, so addiere man On.

Beispiel 6.1
=% = ln—1Iyn+0y,
(11—72)+(2—313) = (11—72+0%)+ 07+ —373) =71 — 3.

Die Menge aller Ketten hat also eine Gruppenstruktur. Die Gruppe heifit
die von den Wegen erzeugte freie abelsche Gruppe.
Das Integral iiber eine Kette v = > m;~; ist wie folgt definiert:

L )z =3 m / @)

Unter dem Tréiger der Kette v = ) m;7; versteht man die Menge

Tr~y:= U Bild ;.
m;#0
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Eine Kette heifit geschlossen, wenn alle v; geschlossene Wege sind.
Es sei 7 eine geschlossene Kette und a ¢ Tr+~. Dann ist die Umlaufszahl
von v um a gegeben durch

Uml(vy,a) = ijUml(fyj,a) L/

= o

dz

z—a

Ist G ein Gebiet und v = > m;~; eine Kette mit Tréger in G, so heifit
nullhomolog in G, wenn ~ geschlossen und

Uml(v,a) =0

ist fiir alle a € G.

Zwei Ketten v und n heiflen homolog in G (in Zeichen v ~ n), wenn ihre
Differenz v — n nullhomolog in G ist.

Ist v ein Weg, v : [a,0] & G und ag = a < @y < ... < a, = b eine
Zerlegung des Intervalls [a,b], so heifit jede Kette der Form Z?;é n; eine
Unterteilung von v, sofern jedes 7; aus 7|4, ,q,,,) durch endlich viele Prozesse
folgender zwei Typen hervorgeht:

@j+1

(i) Durch Umparametrisierung

(ii) Durch Ersetzung eines so entstandenen 7; durch —nj_l, worin nj_l aus
n; durch Orientierungsumkehr entsteht: Ist 1 : [, 5] — C gegeben, so
ist 71 : [, ] = C durch n7'(¢) = n(a + B — t) definiert.

Ist allgemeiner v = Z§:1 m;7; eine Kette, so nennen wir jede Kette der

Form
V4 kj
n= E m; E :ij
j=1 k=1

eine Unterteilung von v, sofern alle Ketten Z’,?: 1 Vi Unterteilungen der Wege
7; sind.

Bemerkung 6.1 Ist die Kette n eine Unterteilung der Kette ~, so gilt fiir

stetige f
/n f(=)dz = / f(2)dz

Es soll nun eine neue Methode zur Berechnung von Umlaufszahlen dar-
gestellt werden.

nach Definition.
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Es sei v : [a,b] = G ein Weg und 2y ¢ Tr~y. Wir betrachten einen Strahl
S mit Fulpunkt zg, d.h.

S ={z+tw|t>0},

wobei w € C die Richtung von S definiert. Wir nehmen nun an, dass es nur
endlich viele Punkte a < t; < ... < t, < b gibt, fir die v(¢;) auf S liegt.
Allen Punkten ¢; sollen nun Indizes 7; zugeordnet werden, aus denen sich
Uml(7y, z) berechnen lasst. Dazu setzen wir

7; = +1, fallsesein e > 0 gibt, so dass fiir alle 6 > 0 gilt:

w w
;= —1, falls es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle § > 0 gilt:
ti+9)— t;—9)—
w w
=0, sonst.

Satz 6.1 Unter den genannten Voraussetzungen gilt
Uml(~, 2o) Z T,

d.h. die Umlaufszahl ist die Summe der Schnittpunktindizes.

Beweis. O.B.d.A. sei z5 = 0.

Es sei € > 0 so klein gewéhlt, dass die Intervalle [t; — ¢, t; + €] paarweise
disjunkt sind und die Punkte a, b nicht enthalten.

Nun ist

dz
y 2
Die Idee des Beweises besteht darin den Weg an den Punkten ¢; —¢ und ¢;+¢
zu unterteilen, die Integrale iiber die Teilwege zu betrachten und dann den

Grenziibergang £ — 0 zu vollziehen:

dz

27i - Uml(v,0) =

z

d
TR0 o7 NS0 ) B A
7|[ | tj—e,tj+el ol ’7|[tn+5,b]

In C\ S besitzt % eine Stammfunktion, ndmlich einen Zweig des Logarithmus

o

a,t]—e] ‘[t et —el

log(z) :=1In|z| 4+ targ z,
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wobei
Yo <argz < o+ 2w, w =re¥°

Damit erhalt man

T = loglr(t — ) ~ log(r(a)) +log(2(b)) — log(3(tn + <))
+ uogm s — ) — log(1(t; + ) +Z/ z

Da die Umlaufszahl ganz ist, ist das Integral f £ rein imaginédr. Also folgt

dz . /dz

— = idm [ —

4 2 v 2
dz

= 0> Jarg((t; — <)) — arg(r(t; + )] + ilm 3 / oz

j=1 j=1 '7‘[tjfs,tj+e]

n

Beim Grenziibergang ¢ — 0 konvergieren die Integrale gegen 0, da die
Wegléngen gegen 0 konvergieren. Die Argumentsdifferenzen konvergieren ge-
gen 277;. Daraus folgt die Behauptung. O

Korollar 6.1 FEs sei v = Z?Zl m;y; eine geschlossene Kette, zy ¢ Try.
Weiter sei S ein in z, beginnender Strahl, der jeden der Wege ~v; mit m; # 0
nur zu endlich vielen Zeitpunkten tj1, ... t;,, trifft, die nicht Anfangs- oder
Endpunkt des Weges definieren. Definiert man nun wie oben Schnittpunktin-

dizes Tj 1, so gilt
Uml(~, 29) Zm] (Z j, k> :

Satz 6.2 (Cauchyscher Integralsatz fiir nullhomologe Ketten) FEs
sei G ein Gebiet und v eine geschlossene nullhomologe Kette in G. Dann
gilt fiir jede holomorphe Funktion f: G — C

A f(z)dz =

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Ubergang zu immer schoneren Ketten.
Schliellich brauchen wir nur noch den Satz von Goursat anzuwenden!
(a) Zunéchst ersetzen wir die Kette v = Zjvzl a;7; durch eine Rechtecks-

kette n = Zjvzl a;n;, d.h. eine, in der alle auftretenden Wege 7; aus endlich
vielen achsenparallelen Geradenstiicken bestehen:
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Wir ersetzen jeden Weg v; durch einen Rechtecksweg. Die folgenden
Uberlegungen gelten fiir einen beliebigen Weg v, : [a, b] — G.

Da das Bild von «; kompakt ist, gibt es ein € > 0, so dass jede Kreisscheibe
A (;(t)) fiir ¢ € [a,b] noch ganz in G liegt. Da [a,b] kompakt ist, ist ;
insbesondere gleichméfig stetig. Zu obigem € > 0 gibt es also ein § > 0 , so
dass fiir alle t,t' € [a, b] gilt:

t =] <6 = |y;(t) —%(t)] <e.
Wir unterteilen nun das Intervall [a,b] in endlich viele Punkte
lh=a<t;<...<t,=0,

so dass |tgp1 —tx| <6 fiir £ =0,1,...,n — 1, und wir setzen aj := v;(tx).
Nach Konstruktion kann man fiir £ = 0,...,n — 1 einen achsenparallelen
Weg 7§ von aj nach ayy; finden, der ganz in A(ay) verlduft (Skizze!). Es
sei n; der Weg von ag nach a,, der durch Zusammensetzung aller Wege 77;-“
entsteht.
Es sei nun f eine holomorphe Funktion in GG. Wegen des Cauchyschen
Integralsatzes fiir die Kreisscheibe gilt fiir alle k&

/n ) dz = / e

]|[tk,tk+1]

Aﬂ@m_éﬂgw

Ist 7; geschlossen, so auch 7;. Aus der obigen Formel folgt, dass dann v; —n;
in G nullhomolog ist, d.h. v; und 7n; sind homolog in G, und es ist v genau
dann nullhomolog in GG, wenn 1 nullhomolog in G ist.

(b) Es bleibt nur noch zu zeigen:

lf@y&:o

fiir jede in GG nullhomologe geschlossene ,,Rechteckskette® v und jede in G
holomorphe Funktion f.

Dazu sei v = Zj\le a;7y; eine geschlossene Rechteckskette. Wir konstruie-
ren nun ein Rechtecksnetz, indem wir durch jeden Eckpunkt von v Geraden
parallel zu den beiden Koordinatenachsen zeichnen (Skizze!). Dabei treten
sowohl echte Rechtecke R; als auch einige unbeschriankte Gebiete Ry, auf, die
wir als unbeschrinkte Rechtecke ansehen kénnen.

und damit auch

In jedem Rechteck R; wahlen wir einen inneren Punkt a; € R;. Wir setzen
m; = Umnl(y, a;).
Wir zeigen nun
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(i) Ist m; #0, so ist R; C G.

(ii)) Durch geeignete Unterteilung entsteht aus der Kette v die Kette
> - m;O0R;. (Man beachte, dass fiir ein unbeschridnktes Rechteck Ry
mp = 0 iSt.)

Aus (i) und (ii) folgt der Satz, denn dann ist
/f(z)dz: Z f(z)dz=0
v m;#0 OR;

nach dem Satz von Goursat.
Zu (i): Es sei R; ein Rechteck mit m; # 0. Ist z € R; \ Tr, so ist

Uml(’% Z) = Uml(’% aj) = my 7é 0,

da die Verbindungsstrecke von z und a; den Trager von v nicht trifft. Da ~
nullhomolog in G ist, folgt 2 € G. Ist z € R; N Tr+, so gilt natiirlich auch
z €.

Zu (ii): Nach Unterteilung konnen wir sowohl v als auch alle OR; als
Ketten von lauter Wegen auffassen, die alle Seiten irgendwelcher Rechtecke
sind. Die Seiten der Rechtecke seien wie folgt orientiert: stets nach oben oder
nach rechts.

Wir zeigen nun die Identitét

v =Y moR,
durch Koeffizientenvergleich. Es sei ¢ ein Geradenstiick von ~, so dass also
v=1Llo+7,

wobei v eine Kette ist, in der ¢ nicht mehr vorkommt. Die Rechtecke R;
und Ry seien die beiden wohlbestimmten Rechtecke des Rechtecknetzes, die
o als gemeinsames Randstiick haben. Dabei sei

OR, = o + iibrige Randstiicke,
OR; = —o+ iibrige Randstiicke,

wodurch die Indizierung der Rechtecke festgelegt ist. Also ist
Z m;jOR; = mio — meo + n,

wobei 1 eine Kette ist, in der o nicht mehr auftritt.
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Wir miissen also nur noch zeigen, dass m; — my = ¢, d.h. dass gilt:
Uml(y,a1) = Uml(y, as) + £.

Das ist aber nach Konstruktion klar: Es sei .S der von a; ausgehende Strahl,
der durch den Punkt as geht. Nach Korollar 6.1 ist Uml(~, a;) — Uml(~, as)
die Summe der Indizes von Schnittpunkten auf der Verbindungsstrecke ayas
von a; und as. Nach Konstruktion schneidet die Kette v die Strecke ayas
aber nur in ¢ mit Schnittpunktindex +1, die genannte Summe von Schnitt-
punktindizes von v = fo + 7/ ist also £.

Damit ist Satz 6.2 bewiesen. O

Korollar 6.2 (Allgemeine Cauchysche Integralformel) Es seiG ein Ge-
biet, v eine geschlossene nullhomologe Kette in G , f : G — C eine holo-
morphe Funktion. Dann gilt fiir jedes a & Tr~y

Unml(y, a)f(a) = — [ L&)

271 N2

dz.

Beweis. Wende Satz 6.2 an auf die Funktion

z)— fla
PRCEYI0)
z—a
die nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph in G ist. a

Der Cauchysche Integralsatz kann auch so formuliert werden:

Satz 6.3 FEs sei G ein Gebiet in C und vy ein geschlossener Weg in G. Gilt
f,y f(z)dz = 0 fir alle ,Musterfunktionen® f(z) = —=, a & G, so gilt
f,y f(2)dz =0 fiir jede in G holomorphe Funktion.

7 Der Residuensatz

Der Residuensatz ist die Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes
auf Funktionen mit isolierten Singularitdten.

Es sei U C C offen, a € U und f sei eine in U\ {a} holomorphe Funktion.
Fiir die Kreisscheibe A = {z ||z — a| < 7} gelte A C U. Der Rand 0A der
Kreisscheibe habe die iibliche Parametrisierung.

Definition Unter dem Residuum von f an der Stelle a versteht man die

Zahl |
Res,f(z) == — f(2)d=.

211 A
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Da f im Allgemeinen nicht holomorph in ganz in U ist, sondern nur in
U \ {a} konnen wir nicht erwarten, dass Res,f(z) = 0 ist! Beispielsweise ist

1
Resg— = 1.
z

Wir miissen noch zeigen, dass das Residuum unabhéngig von der Wahl
der Kreisscheibe A ist.

Dazu seien Ay, Ay zwei Kreisscheiben um a, die mit ihrem Abschluss in
einer Kreisscheibe A’ um a mit A’ C U enthalten sind. Dann ist die Kette
O0A; — 0A, nullhomolog in A"\ {a} und f ist holomorph in A’ \ {a}. Nach

dem Cauchyschen Integralsatz ist also

0= / f(z)dz= (2)dz — f(z)dz.
GINEGYN 0A; B2

Das Residuum ist also unabhéngig von der gewihlten Kreisscheibe.
Wir betrachten nun ein Beispiel fiir die Berechnung des Residuums: f
habe in a einen Pol der Ordnung m. Dann wissen wir, dass

lim f(z)(z —a)™ #0

zZ—a

ist und die Funktion f(z)(z — @)™ in U holomorph ist. Aus der Potenzrei-
henentwicklung von f(z)(z —a)™,

fR)(z—a)"=ay+a(z—a)+ay(z—a)*+...,
erhalten wir durch Division durch (z —a)™ die in U \ {a} giiltige Entwicklung
f(2)=com(z—a) ™ +cpmyi(z—a) ™+ .+ q(z—a) "t +g(2).

Darin ist offenbar ¢; = a4, c_p # 0, und die Funktion ¢(z) ist holomorph
inU.

Definition Der Teil

Com(z—a) ™+ cpmyi(z—a) ™+ e q(z—a)t = f(2) - g(2)
heifit auch Hauptteil von f um a.
Satz 7.1 Ist a ein Pol der Ordnung m der holomorphen Funktion f : U\

{a} = C, so gilt
Res,f(z) = c_1.
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Beweis. Wir brauchen nur zu integrieren: Da g holomorph in U ist, gilt

/aAg(z) dz = 0.

Fir v = —m,...,—2 hat ¢,(z — a)” eine Stammfunktion in U \ {a}, also ist
auch in diesen Fillen

c,(z—a)’dz=0.

A
Also gilt
1 1 dz
— dz = — _ =c_1Uml(0A,a) =c_;.
2mi aAf(Z) “ 7 9 3AC e ml(9A, a) = e

Satz 7.2 Hat f(z) in a einen Pol der Ordnung 1, so gilt

Res, f(z) = lim f(2)(z — a).

z—a

Beweis. Der Hauptteil hat in diesem Fall die Form c¢_;(z —a)™': f(2)(z — a)
ist unter den genannten Voraussetzungen holomorph und es existiert

lim f(2)(z —a) = lig}z(c_l +9(2)(z —a)) = c_1 = Resa f(2).

zZ—a

Wir formulieren nun den Residuensatz.

Satz 7.3 (Residuensatz) Es sei G ein Gebiet, a,...,a, € G, f : G\
{ai,...,a,} = C holomorph und ~ eine geschlossene nullhomologe Kette in
G, deren Trdger keins der a; trifft. Dann gilt

/f(z) dz = 2mi i Uml(y,a;) - Resy, f(2).
v j=1

Man beachte dabei, dass v als nullhomolog in GG vorausgestzt ist und nicht
in G\ {ai,...,a,}. In letzterem Fall wére fﬂ{ f(z)dz = 0!

Beweis. Wir bilden die neue Kette

n=ry- Z Uml(y, a;)04;,

j=1
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wobei die A; kleine Kreise in G mit Mittelpunkt a; seien. Alle A; seien
paarweise disjunkt. Wir zeigen, dass 7 nullhomolog in G’ := G\ {a4, ..., a,}
ist.

Zu zeigen ist also: Uml(n,a) = 0 fiir a € G'.

Es sei zunéchst a = a;, j = 1,...,n. Dann gilt:

/ k£
o]

Akz—aj

Also folgt schon

/ dz :/ dz —Uml(%aj)/ dz _o
nZ = § 2= on; = — 4

Ist nun a ¢ G, so gilt Uml(y,a) = 0 (da v nullhomolog in G) und
Uml(0A;,a) = 0 (da 9A; nullhomolog in G), j = 1,...,n. Also ist auch
Uml(n,a) = 0.

Da 1 nullhomolog in G’ ist und f : G — C holomorph ist, gilt nach dem
Cauchyschen Integralsatz

1
0 = 2—m/nf(z)dz

1 n
= o= [Lf(z) dz—j;Uml(’y,aj)/aAj f(2) dz]

]_ n
= oy /7 f(z)dz — ]Z:;Uml(% aj) . ReSajf(z)
nach Definition des Residuums. -

Die schon in §6 bewiesene Cauchysche Integralformel kann auch als Spe-
zialfall des Residuensatzes angesehen werden:

Es sei G ein Gebiet, f : G — C holomorph, v eine geschlossene nullhomo-
loge Kette in GG, deren Tréger einen bestimmten Punkt a € GG nicht enthélt.
Dann besagt die Cauchysche Integralformel

1 [ f(z)
Uml . = — [ 2222z,
wl(,a) - fla) = 5 [ s
Zum Beweis dieser Formel betrachten wir die Funktion

g: G\{a} — C
2 — L&

zZ—a
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Sie ist in G \ {a} holomorph und hat im schlimmsten Fall in a einen Pol
1. Ordnung.
Laut Residuensatz gilt nun

1
5 : %dz = Uml(v, a) - Res,g(z).
Hat also g in a einen Pol, so hat dieser die Ordnung 1, da f in G holomorph
ist. Nach Satz 7.2 gilt damit

Resag(2) = lim g(2)(= — a) = lim f(2) = (a)
zZ—a zZ—a
und damit die obige Formel.
Hat g keinen Pol in a, so kann das nur daran liegen, dass f(a) = 0 ist.
Dann ist a eine hebbare Singularitit von g und ¢ ist holomorph nach a
fortsetzbar. Damit folgt

Res,g(z) = 0 = f(a)

und damit ebenfalls die obige Formel.

Mit dem Residuenkalkiil lassen sich reelle Integrale ausrechnen. Das Prin-
zip dabei ist, das reelle Integrationsinterval in Beziehung zu setzen zu einem
geschlossenen Integrationsweg in der komplexen Ebene, fiir den sich dann
Integrale mit Hilfe des Residuensatzes auswerten lassen. Wir geben nun Bei-
spiele an.

Beispiel 7.1 [ ljﬁg =T.
Dazu betrachten wir die in C\ {7, —i} holomorphe Funktion f(z) = H% In
¢ und —i hat sie Pole 1. Ordnung.

Nach Satz 7.2 ist demnach

. . ] ]
Res; f(2) —lim— & =lm-—— ' =lim—— = _.

=i 1422 =i (z—d)(z+1) —iz4id 20

Analog erhélt man
1
Res_;f(z) = ~5

Als Weg nehmen wir den Rand eines Halbkreises vom Radius R um O:

yr: [0,27r] — C
P Re' fir 0 <t <m,
B2t —3m) firw <t < 2m
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Der Weg ~g ist nullhomolog in C. Also gilt nach dem Residuensatz
1
f(2)dz =2mi— = .
/YR 27/

Es sei nun v der obere Halbkreisbogen. Dann ist

R
/f(z)dz:/ d:z:2+/ dzzzw.
- _rl+z v 142

Nun lassen wir R gegen oo gehen:

/ dz
A 1+ 22

/°° dzx ) / dz
——— = lim =T.
o L+ 22 Rooo 1+ 22

(Dieses einfache Beispiel hétte man natiirlich auch dadurch erschlagen kénnen,
dass man sich erinnert, dass arctan z eine Stammfunktion von ﬁ ist.)

1 TR
L(v; = 0.
s (73)&2’&,1_’_22’ R_1

Also ist

Mit Hilfe des Residuensatzes sollen nun weitere Integrale rationaler Funk-
tionen bestimmt werden.

Im Folgenden sei R(z) eine rationale Funktion, d.h. ein Quotient aus zwei
Polynomen P(z) und Q(z). Wir zeigen folgenden Satz:

Satz 7.4 Es sei R(z) eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat; der
Grad des Nennerpolynoms von R sei um mindestens zwei grifSer als der Grad
des Zdihlerpolynoms.
Dann existiert das Integral ffooo R(z)dx im Sinne von Lebesque und es
qilt .
/ R(z) dx = 2mi Z Resq, R(2).
> a;€H

In der genannten Summe durchliuft a; die (endlich vielen) Pole von R(z) in
der oberen Halbebene H = {z |Im z > 0}.

(Weil das Polynom @(z) im Nenner nur endlich viele Nullstellen hat, hat
R(z) nur endlich viele Pole!)
Zum Beweis von Satz 7.4 brauchen wir einen Hilfssatz.

Lemma 7.1 Unter den Voraussetzungen von Satz 7.4 gilt: Es gibt eine Kon-
stante ¢ > 0 und ein M > 0, so dass fiir jedes z € C gilt:

|z| > M = |R(2)] < c|z|_2.
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Beweis. Es sei

a,z" + ...+ ag

R = > 2
_ Pt
Zm—n [bm+—b'"z—1 fot
)
o Zm—n

Fiir 2 — oo gilt aber

F(z):=2""R(z) — ;—n,
also ist I’ insbesondere beschriankt. Also gibt es ein ¢ > 0 und ein M > 0, so
dass fiir alle z mit |z| > M gilt:

1

sm—n !

[R(z)[ < ¢

Da nach Voraussetzung m > n + 2, gilt dann auch

[R(2)] < cl2] 72

Beweis von Satz 7.4.

(a) Wir zeigen zunéichst die Existenz von [ R(z) dx:

Nach Lemma 7.1 existieren ¢ > 0 und M > 0, so dass auf [M,00) C R
gilt: |R(z)| < cx™2. Ist N > M, so gilt also

N N dx * dx 1
‘/MR(a:)dx §C/M ﬁgc/M F:cﬂ.

(Nach Analysis I existiert fiir jedes s > 1 auch

/Oodaz_ 1 1 )
v xS s—1Ms1

Nach dem Satz von Lebesgue (Analysis 111, Satz 5.2) folgt, dass auch

/OO R(z)dx = lim 3 R(z) dx
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und damit auch

/OO R(z)dx = lim N R(z) dx

00 M—oo | _

existiert.

(b) Die im Satz angegebene Formel fiir das Integral ffooo R(z) dx beweisen
wir wie die Behauptung in Beispiel 7.1:

Wie dort withlen wir einen Halbkreisweg vy, (M ist jetzt der Radius), der
alle Pole a; von R in der oberen Halbebene umfasst. Mit v}, bezeichnen wir
wieder den oberen Halbkreisbogen. Nach dem Residuensatz gilt dann

/ R(z)dz = 2mi » _ Resy R(2) = / N R(z)dx + / R(z)dz.

™M ajEH M PY?W
Ist ¢ wie in Lemma 7.1 und M geniigend grof3, so gilt

A R(z)dz

/
M

Cc

SWMMQ.

Fiir M — oo gilt also fv’ R(z)dz — 0. Der Grenziibergang M — oo liefert
M
also die Behauptung. a

Beispiel 7.2 [ irdr = Z.

Die Funktion

ZQ

R =
(2) 24+ 1
erfiillt alle Voraussetzungen des Satzes. Die Pole sind genau die Nullstellen

des Nenners.
Wie sehen die Nullstellen des Nenners aus? Es gilt

7

zs—lzn(z—ozj),

J=0

wobel _ ) )
o =eF = cosds° + ¢sin45° = 5\/5—1— 25\/5

eine 8-te Einheitswurzel ist. Nun ist 22 —1 = (2*+1)(2* — 1), also ist offenbar

A 4l=(z—0a)(z—a*)(z—a")(z —a").
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Von diesen 4 Nullstellen liegen nur o und o in der oberen Halbebene H.
Da dies Pole erster Ordnung von R sind, kénnen wir zur Berechnung der
Residuen Satz 7.2 heranziehen:

R 2 Y 22(z — ) 22 1
es = lim ——— = = lim = —
& 4 +1 z—a A4+ 1 z—a % 4o’
. 4 4_ 4 . . . .
enn es ist === = === nichts anderes als ein Differenzenquotient von z*.
d t =L = 2= pjichts and Is ein Diff tient 4
22 . 2Zz—-a%) o
Resqas— = lim ——— = —.
25+ 1 z—ad z*4+1 4

Also ist

/°° 7 p 2mi 1+ 5 2 (1 T
r=—|—4a")=—|——a| =—7.
oo L2 4 \« 4 \« V2

Wir betrachten nun Integrale der Form ffooo R(z)e™ dx, wobei R eine
rationale Funktion ist.

Satz 7.5 Es sei R(z) eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat, der
Grad des Nenners sei grofier als der Grad des Zdhlers. Dann existiert das
reelle Integral [~ R(x)e™ dx und es gilt

/OO R(x)e™ dx = 2mi Z Res,, (R(z)e"),

o0 a;€H
wobei a; die Pole von R(z) in H durchlduft.

Bemerkung 7.1 (fiir Horerinnen und Hérer der Vorlesung Analysis I11) Das
Integral ffooo R(z)e™ dx braucht nicht im Sinne von Lebesgue zu existieren:
Denn wenn R(z)e™ iiber R Lebesgue-integrierbar ist, so muss nach Analysis
I11, Satz 3.7, auch |R(x)e"®| = |R(x)| iiber R Lebesgue-integrierbar sein, also

das Integral
| i@ds

oo dx

existieren. Das Integral ffoo 11, existiert aber beispielsweise nicht.

Deshalb definieren wir hier:

T2

/ R(x)e™ dv := lim R(x)e™ dx.
—00 71,r2—00 -
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Das Integral hinter dem Limes existiert, da der Integrand stetig ist. Der
Beweis des Satzes wird zeigen, dass der Limes in der Tat existiert und den
verlangten Wert hat.

Beweis von Satz 7.5. Es seien ry,7r5,s positiv und so grof3, dass alle in H
gelegenen Pole von R(z) in dem von den folgenden Wegen eingeschlossenen
Rechteck liegen:

mo: [0s] = m(t) =re +it,

Y2 o[- rl,TQ] — (C Yo(t) = (ro — 1y — t) + s,
3 [0,s] = C, ~3(t) =—r1 +i(s—1),

V4 [—11,1m9] = C, () =t.

Der Weg v, + 72 + v3 + 74 ist nullhomolog in C. Nach dem Residuensatz ist
also

/ R(2)e*dz = / R(x)e™ dx + / R(2)e”* dz
T2 Y34 71+72+W3
= 2mi Z Res,, (R(2)e"”),

a;€H

wobei die Summe iiber die Polstellen a; von R(z) in der oberen Halbebene
genommen wird.

Wir schitzen nun die Integrale f% R(2)e**dz, v = 1,2,3, ab. Wie in
Lemma 7.1 konnen wir eine Konstante ¢ > 0 und ein M > 0 finden, so dass
|R(2)] < c|z|7! fiir alle |z] > M gilt. AuBlerdem gilt

€] = || = |e]le V] = |e7Y.

Fiir 49 und fiir geniigend grofles s liefert die Standardabschétzung:

/ R(2)e"” dz
72

Bei geniigend groflem ry gilt:

/ R(2)e™ dz
71

< (11 +ry)es et

/ R(ry + iu)e W idy

0

< / |R(ry + iu)| ") du
0

S
< c7’21/ e du < ery’t.
0
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Ebenso erhalten wir fiir geniigend grofles r;

/ R(z)e” dz
V3

Ist also € > 0 gegeben, so wihlen wir zunéchst rq, 9, s so grof3, dass auf
Y1y Y2, V3 gllt

<ecrih

[R(2)] < cl2| "
Sodann vergréflern wir notigenfalls r; und 5 so weit, dass
3¢
1,79 > —
€

gilt. Schliellich vergroflern wir s, so dass

(r1+mo)es e < %

ist. Damit erreichen wir, dass

/ R(x)e™ dv — 2mi Z Res,, (R(2)e”)| < e

- a; cH
wird. Offensichtlich gilt diese Abschétzung auch fiir alle grofleren r; und ry:
Eine Vergréflerung von r; und 79 erhélt die Abschéatzung

-1 -1
cry tcery < g

3

wenn man die Vergroflerung von r; und r, durch eine passende Vergréfierung
von s kompensiert, bleibt auch die Abschétzung (4) erhalten.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Eine Verallgemeinerung: Wir wollen nun auch Integrale betrachten, bei
denen ein Pol auf dem Integrationsweg liegt.

Definition Die rationale Funktion R(z) habe auf R genau einen Pol a erster
Ordnung. Falls

a=p . r2 .
lim (/ R(x)e™ dx + R(x)e™ dm)
—ry a+p

r1,72—00,p—0

existiert, so heifit er Hauptwert des Integrals (von R(z)e™ von —oo bis co)
und wird mit

77/ R(x)e™ dx

bezeichnet.
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Hier ist es ganz wesentlich, dass die Polstelle a beim Integrieren von bei-
den Seiten gleichméfig approximiert wird, durch p ndmlich. Hingegen diirfen
r1 und ro ganz unabhéngig voneinander gegen co gehen.

Satz 7.6 Es sei R(z) eine rationale Funktion mit Nennergrad > Zihlergrad.
Auferdem habe R(x) auf R hochstens einen Pol a erster Ordnung.
Dann ezistiert

77/ R(z)e™ dx = 2mi Z Resq, (R(2)e”®) 4 miRes,(R(2)e”).
—oe ajGH
Die Summe durchléuft die Pole a; von R in H.

Auch hier braucht ffooo R(z)e™ dx nicht im Lebesgueschen Sinne zu exi-
stieren.

Beweis von Satz 7.6. Wir modifizieren den im Beweis von Satz 7.5 benutzten
Integrationsweg durch einen Halbkreisbogen v, vom Radius p um a: Wir
betrachten die Kette

Y=Y Y2 Y3 Yt Y

Wie im Beweis von Satz 7.5 erhalten wir, dass

/a—P R(z)e™ dx + /T2 R(z)e™ dx +/ R(2)e* dz — 2ri Z Resaj(R(z)eiz)

—r a+p Yp a;eH

fiir hinreichend grofle r1, 79, s beliebig klein wird.
Es bleibt zu zeigen:

lim/ R(z)e"* dz = —miRes,(R(2)e").

—0
P o

Es sei ¢_; := Res,(R(z)e**). Da a ein einfacher Pol von R(z) ist, gibt es eine
Umgebung U von a, in der R(z)e** die folgende Darstellung hat:
C_1

R(z)e” = + h(z),

zZ—a

wobei h(z) holomorph in U ist. Also ist

| d
/ R(2)e” dz = / h(z)dz + c_l/ °
v v, vo O

P p
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Da h holomorph ist, besitzt h in einer geniigend kleinen Kreisscheibe A um
a eine Stammfunktion. Da wir nur am Limes interessiert sind, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass 7, ganz in A liegt. Dann ist f% h(z) dz die Differenz
der Werte einer Stammfunktion von A an den Endpunkten von 7,. Da eine
Stammfunktion stetig ist, gilt

lim [ h(z)dz =0.

—0
p Y

/ dz
’sz_a.

Es sei S der Strahl, der von a ausgehend parallel zur negativen imaginéren
Achse verlduft. Dann hat ﬁ in C\ S als Stammfunktion einen Zweig von

Nun bestimmen wir

log(z —a) =In|z — a| +iarg(z — a),

( )G T 37T
arg(z — a R ————
& 272

mit (zum Beispiel)

Folglich ist

dz
/ = log(a+p—a)—log(la—p—a)
Yp Z—a
= In|p|+iargp— (In| — p| +iarg(—p)) = (0 — 7) = —mi.
Damit folgt die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung 7.2 Der Satz lisst sich in offensichtlicher Weise auf den Fall,
dass R(z) mehrere einfache Pole auf R hat, verallgemeinern.

Beispiel 7.3 P [ 2ty = 1.

In Analysis I1I wurde gezeigt, dass % zwar nicht Lebesgue-integrierbar iiber
(—00,00) ist, aber das uneigentliche Integral (wie in Analysis I definiert)
existiert. Wir zeigen jetzt die Existenz dieses Integrals und berechnen den
Wert des Integrals mit der gerade gelernten Methode:

00 eiw eiz eiz
73/ —dx = 271 Z Res,, (—) + miResy— = i,
oo T z z
a; cH
da die Summe verschwindet, weil es in H keine Pole von % gibt, und
1z

Resoe— =1.
z
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Wegen e = cosz + ¢sinz gilt nun

77/ Smxdmzlm?/ e—dmzw,

T X

—00 —00

—p eix 72 eiz
lim Im —dx + —dx
r1,r2—00,p—0 —r x P x
) —p ei:r; T2 eix
= Im lim —dz + —dx | .
r1,r2—=00,—=0 \ J_,. X p T

8 Laurentreihen

denn

Wir wollen nun Laurentreihen einfiihren. Zunéchst eine Wiederholung:
Es sei v ein Weg in C und f : Try — C stetig. Dann definiert das Integral

eine holomorphe Funktion F': C\ Try — C. Es gilt

o= 2

- omi

Beispielsweise sei v = C,., ein Kreis vom Radius r um 0. Dann zerfillt C \
Try = C\ C, in zwei Gebiete

A0), C\A(0) ={z]]] > r}.

In der Kreisscheibe A,.(0) haben wir eine Potenzreihenentwicklung fiir F(2):
F(z) = Zanz”, fir |z <,
n=0

wobel

1@, ®

27 C, CTL+
Wir werden nun sehen, dass sich F' auch auf dem Aufleren des Kreises in
eine Potenzreihe entwickeln ldsst, allerdings nicht in eine Reihe in z, sondern
in eine in % Eine solche Reihe, ein Spezialfall einer Laurentreihe, ist auch

nichts wesentlich Neues: Durch die Transformation w = % iibertragen sich
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alle unsere Sétze iiber komplexe Potenzreihen in w auf solche in % = 274

z.B.: Konvergiert die Potenzreihe Y c,w’ fiir |w| < p, so konvergiert die Reihe
> e fiir 2] > % (denn
1

1
w| < ps|zl=|—|>-).
w|” p

Satz 8.1 Es seir > 0, v ein Weg in C, dessen Trdager in der kompakten
Kreisscheibe A (0) liege, f: Try — C sei stetig, 0 ¢ Trry.
Dann lisst sich die Funktion

F(z) ::%/éﬂ%dg

wie folgt in eine Potenzreihe in % entwickeln: Setzt man

1 [ )
Gpi=—7 L C_("Bl d¢  firn >0,

so gilt

F(z) = Za,nz_”, fir |z| > r.
n=0

Beweis. Durch Einfithrung der neuen Variablen w = % gewinnen wir eine in
lw| < ¥ holomorphe Funktion:

F(w) = F(%) = F(z) = 2% / % dC.

Durch die Substitution w = =, d¢ = —%dw, 3(t) := -}~ erhilt man daraus

1
¢’ v(t)
_ 1 1y, ,—2 1y, —1
Flw)=—— de - v de‘
= 271 5 w—w

Die Funktion . .

~ 1 1y -

By = L [ L&,

211 5 W—w

ist nun in [w| < % holomorph, kann also um 0 in eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius > 1 entwickelt werden: Fiir |w| < % gilt

%(w) = i a_,w"
n=1
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wobel

Also gilt

F(z) = F(w) = wF(w) = Za_nw” = Za_nz_" fir |z| > r
n=1 n=1

und

e 1 f(Q)
. n—1 dw = ——— d
" 2mi /f w 2mi ), ¢t ¢
Man beachte insbesondere die — bis aufs Vorzeichen — genaue Analogie dieser
Formel mit der Formel (5). O

Man merke sich also: Ist C,. ein Kreis vom Radius » um zg = 0, setzt man

P o L / 1Q 4

21 Je, C— z
an = 5 / C”H dC fiir n > 0,
n = —g / cntl d( fiir n <0,

SO 1ist

F(z) = Zanz", fir |z| <,
F(z) = Za_nz_", fur |z] > r.

Fiir einen allgemeinen Entwicklungspunkt z; notieren wir:

Satz 8.2 Ist C, die Kreislinie vom Radius r um zy € C, f: C, — C stetig

und
1
F(z) = 2_/0 g(_<)2d<7
1 J(¢ )
a, = 5 C(C%O))nﬂdg fiirn >0,

SR T B I (9 R
a, = F/CT(C d¢  firn <0,

270 — zp)"H!
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so gilt

F(z) = Zan(z —20)",  firlz— z| <,

n=0

F(z) = Za (z—20)7 ", fiir |z — zo| >

Diese Sitze wollen wir nun anwenden, um die Laurent-Entwicklung ei-
ner holomorphen Funktion herzuleiten. Diese ist eine Verallgemeinerung der
Potenzreihenentwicklung einer holomorphen Funktion.

Nehmen wir also an, wir héitten eine in einer gelochten Umgebung eines
Punktes zg holomorphe Funktion. Auch diese kann um zy in eine Potenzreihe
entwickelt werden. Da aber 2, ein Pol oder gar eine wesentliche Singularitét
sein kann, miissen wir auf eine Potenzreihe in z — zy und (z — 2) ™! gefasst
sein:

Satz 8.3 Fs sei 0 <r < R und zy € C, G sei ein Gebiet, das den Kreisring
{z|r < |z — 20| < R} ganz enthdlt, f: G — C sei holomorph. Weiter sei Cs
die Kreislinie um zy mit Radius s, r < s < R.

Setzt man

1 f(¢) )
n = — —2d Z,
3 Jo, €y 0 TS
so gilt im Kreisring K := {z|r < |z — 20| < R}
f(z) = Z an(z — 20)".
Beweis. Es sei C, bzw. Cg die Kreislinie um zg vom Radius r bzw. R.
Dann ist die Kette v = C'r — C}. nullhomolog in G, denn fiir alle z ¢ G
gilt Uml(y, z) = 0.
Es sel nun z € G mit r < |z — 29| < R, also z € K. Dann gilt Uml(~y, z) =
1, also nach dem Cauchyschen Integralsatz

ORI P

2m C—z 2m cp C— 2 2mi Jo, € —

Setzt man fiir n € Z

1 f(©) )
n = — ————d( f >0,
a /C ¢ firn

27fi R (C — Zo)nJrl

1 f(©) )
n = —— —=_d( f 0,
a /C ¢ firn<

2mi Jo, (¢ — 20)" !
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so gilt nach Satz 8.2 im Kreisring K := {z|r < |z — 2| < R}:

f(z) = Zan(z —2z0)" + Za_n(z —2z) "

n=0
Dabei liefert das erste Integral in (6) die erste Reihe und das zweite die
zweite. Zusammengefasst erhélt man

o0

f(z) = Z an(z — 29)".

n=—oo

Da die Kreislinie Cs mit » < s < R homolog in G zu C,. und zu Cf ist,
folgt die Behauptung des Satzes. a

Definition Die in Satz 8.3 auftretende Reihe

o0

Z an(z — zo)"

n=—oo

heilt Laurentreihe der Funktion f im Kreisring K.

Definition Eine Laurentreihe ist eine Reihe der Form

[e.9]

Z an(z — 2)".

n=—oo

Sie heiBt konvergent in z;, wenn die beiden Reihen ) a,(z1 — 29)" und

Yo La—n(z1 — 2)”"™ konvergieren; die Summe dieser Reihen ist dann der

Wert von
(oo}

Z an(z — 2)"

n=—oo
in z.

Mit der Laurentreihe sollen jetzt Singularitdten studiert werden. Als Vor-
bereitung dient der folgende Satz.

Satz 8.4 Es sei G ein Gebiet, zo € G und f: G\ {20} — C sei holomorph.
Weiter sei R der Radius der grofiten offenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt
20, die ganz in G liegt. Dabei ist R = 0o zugelassen.

Dann gilt fir z € G mit 0 < |z — 2| < R

o0

fz)= ) aulz—=)",

n=—oo
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wobei
AR O (5

= omi L (¢ — z)mH

und 7y ein geschlossener Weg in G\ {2z} ist, der nullhomolog in G ist und
dessen Umlaufszahl um zo gleich eins ist.

d¢

Bemerkung 8.1 Je zwei solche Wege v, 7 sind homolog in G\ {z}, d.h.
ihre Differenz ist nullhomolog in G\ {20 }. Z.B. kann man fiir y eine Kreislinie
Cs um zg mit Radius s, 0 < s < R, nehmen.

Beweis von Satz 8.4. Es sel z € G mit 0 < |z — 29| < R. Dann gibt es ry,
ro mit 0 < r; < 1y < Rund r; < |z — 29| < 7. Nach der Bemerkung ist ~y
homolog zu der Kreislinie (), . Damit folgt die Behauptung aus Satz 8.3. O

Bemerkung 8.2 Der Teil ) > a,(z — )" der Laurentreihe ist eine Po-
tenzreihe mit Konvergenzradius > R. Der Teil > 7 a_,w", w = (2 — 29) ",
der Laurentreihe in Satz 8.4 ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius oo.
(Denn die Reihe Y7 a,(z — 2p)" konvergiert ja wenigstens in der Kreis-
scheibe Ag(zg) und die Reihe Y7 a_,(z — 29) " fur |z — 29| > 0, d.h. fiir

lw| < oo, also fiir jedes w.)

Satz 8.5 Es sei G ein Gebiet, zo € G und f: G\ {20} — C sei holomorph.
Die Kreischeibe Ag(zo) sei ganz in G enthalten, 0 < R < co. Fir z € G mit
0 < |z— 2| <R gelte

Dann hat f in zg
(i) eine hebbare Singularitit < a, = 0 fir alle n < 0;
(ii) einen Pol der Ordnung ng < a_n, # 0 und a,, = 0 fir alle n < —ny;

(iii) eine wesentliche Singularitit < a, # 0 fir unendlich viele n < 0.

Beweis.

Zu (i): ,=* Hat f in z, eine hebbare Singularitéit, so folgt aus dem
Cauchyschen Integralsatz und der Formel fiir die a,, in Satz 8.4, dass a,, =0
fiir alle n < 0.

,<=* Gilt a,, = 0 fiir alle n < 0, so gilt

lim f(z)(z — z9) =0,

Z—20



9 Meromorphe Funktionen und die Riemannsche Zahlensphére 86

also ist 2y eine hebbare Singularitdt von f.
Zu (ii): Es ist

gleichbedeutend mit

f(z) = (2 = 20) " N(z),  h(z0) #0:

Man setze -
h(z) = Z Ap—no (2 — 20)".
n=0
(iii) folgt aus (i) und (ii) durch Negation. O

Aus Satz 8.4 folgt aulerdem, dass
a_1 = Res,, f(2)

das Residuum von f an der Stelle z ist.
Den Teil

—00

Z an(z — zo)"

n=-—1
nennt man auch den Hauptteil der Funktion f um zy. Hat f in zg einen Pol,

so ist der Hauptteil eine endliche Summe, und die Definition stimmt mit der
alten in §7 {iberein.

9 Meromorphe Funktionen und die Riemann-
sche Zahlensphire

Wir betrachten nun Funktionen, die aulerhalb einer diskreten Menge Z ho-
lomorph sind und dort nur Pole haben.

Es sei G ein Gebiet. Eine Teilmenge Z C G heif3t diskrete Teilmenge von
G genau dann, wenn jeder Punkt aus Z eine Umgebung in G besitzt, die
keinen weiteren Punkt aus Z enthélt.

Definition Eine meromorphe Funktion auf einem Gebiet G C C ist eine
holomorphe Funktion f: G\ Z — C, wobei

(i) Z ist eine diskrete Teilmenge von G.
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(ii) die Punkte von Z sind Pole von f.

Aus Satz 8.5 ergibt sich: Ist f meromorph auf G, so ldsst sich f um
jeden Punkt 2y € G in eine Laurentreihe mit endlichem, eventuell verschwin-
dendem, Hauptteil entwickeln. Diese konvergiert mindestens in der gréfiten
punktierten Kreisscheibe A, (zp) \ {20}, die noch in G\ Z enthalten ist.

Beispiel 9.1 (1) Eine holomorphe Funktion f : G — C ist auch meromorph.

(2) Der Quotient ¢ zweier auf G' holomorpher Funktionen g und % ist
meromorph, falls & auf G nicht identisch verschwindet: Pole von ¢ konnen
hochstens in den Nullstellen von h auftreten. Zum Beispiel sind rationale
Funktionen meromorphe Funktionen auf C.

Satz 9.1 Ist f meromorph auf G, so hat jeder Punkt zy € G eine Umgebung
U C G, so dass auf U gilt:

_g(2)
f(z) = he)

wobei g und h holomorphe Funktionen auf U sind.

Beweis. Ist zp kein Pol von f, so konnen wir g = fund h=1aufU =G\ Z
wiahlen.
Ist zy ein Pol n-ter Ordnung, so hat man

in einer Umgebung U von 2. O

Hat f auf G nur endlich viele Pole ay, ..., a, mit Vielfachheiten nq, ...,
N, SO hat

9(z) = (z —a))" - (z — am)"" f(2)

nur hebbare Singularitdaten, f ist also auf ganz G Quotient zweier holomor-
pher Funktionen. (Dies ist auch richtig, wenn f unendlich viele Pole hat, wird
aber nicht bewiesen.)

Sind f und g meromorphe Funktionen auf G mit Polstellenmengen Z
und Z,, so ist die Summe f + g auf G\ (Z; U Z,) erklért und holomorph. Die
Menge Z;U Z, ist diskret in G, die Punkte von Z;UZ, sind Pole oder hebbar
(Ubungsaufgabe!). Also ist f 4+ g meromorph auf G (nach Fortsetzung iiber
die hebbaren Singularitidten). Ebenso sieht man, dass das Produkt fg mero-
morph ist. Ist schliellich f # 0 auf G meromorph, so ist auch % meromorph

auf G (denn die Polstellenmenge von % ist die Nullstellenmenge von f, und
diese ist nicht nur in G'\ Zy, sondern auch in G diskret).



9 Meromorphe Funktionen und die Riemannsche Zahlensphére 88

Satz 9.2 Die auf G meromorphen Funktionen bilden einen Kirper.

Beweis. durch Verifizierung der Kérperaxiome. O

Wir kénnen einer meromorphen Funktion in ihren Polen keine komplexe
Zahl sinnvoll als Wert zuordnen. Diese Schwierigkeit beheben wir dadurch,
dass wir die komplexe Zahlenebene C durch Hinzunahme eines neuen Ele-
ments erweitern, welches wir mit dem Sybol co bezeichnen und den ,, unend-
lich fernen Punkt® nennen: Wir setzen also

C:=CU {0}
Rechenregeln mit oco:
0000 = 00,
a+oo = oo firaceC,
a-00 = oo firaeC, a+#0,
1
— = 0
O 9
1
— = 0.
00

Nicht definiert sind oo + 0o, 0 - co und 2.

Die Menge C heifit die Riemannsche Zahlensphdre, da man ein sehr an-
schauliches Modell von C angeben kann. Wir identifizieren

C = {(x1,75,0) € R*|zy, 20 € R} C R?
und wir betrachten die zweidimensionale Einheitssphére
S? = {(x1, 12, 73) € R*| 27 + 25 + 23 = 1}.
Wir definieren nun die stereographische Projektion

b: S2\{N} — CCR
(Z’l,l‘g,l’z;) L =L +/LI_2

1—x3 1—x3

Dabei ist N = (0,0,1) der ,Nordpol“, jedem (1, z2, 23) € S?\ {N} wird der
Schnittpunkt ®(z1, x5, x3) der Verbindungsgeraden von N und (z1,za,x3)
mit der horizontalen Ebene C zugeordnet (Skizze!).

Geometrisch anschaulich klar ist, dass ® eine Bijektion ist. Man kann es
auch nachrechnen: Ist z = ®(x1, 9, 23), so erhilt man

i +x5 1+ ws
(1—!133)2_1—{133

|2|* = 2z =
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und als Umkehrabbildung erh&lt man:

R
xr3 = |z|2+17

o Zz — Z
T A Ry

_ z+z
T LR

Die stereographische Projektion hat unter anderem folgende geometrische
Eigenschaften:

(i) Jeder Kreis auf der Kugel, der den Nordpol nicht trifft, wird auf einen
Kreis in der Ebene abgebildet.

(ii) Jeder Kreis auf der Kugel, der den Nordpol enthilt, wird auf eine Ge-
rade der komplexen Zahlenebene abgebildet.

(Beweis in den Ubungen.)
Die stereographische Projektion ® kann nun kanonisch fortgesetzt werden:

d S? — C
00, falls (zq,x9,23) = N,
(21,22, 23) +— { O (xq,x9,23) sonst.
Damit kann auch auf C eine Topologie eingefiihrt werden: Fiir zq, 29 € C
erklaren wir die sphdrische Distanz

d(z1, 22) 1= |® 7 (21) — D 1(22)].
Es gilt (Beweis als Ubung)

2|21 — 2o
d(z1,20) = falls 21, 29 # 00,
En) = P TP b7

2
d(z1,00) = ——————— falls z; # .

\ 1 + |Zl‘2

Damit hat man auf C eine Metrik definiert, d.h. eine Abbildung

o~

d:CxC—R
mit folgenden Eigenschaften:

(1) d(Zl,ZQ) 2 0, d(Zl,Zg) =0 Z1 = Z9.
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(11) d(Zl, ZQ) = d(ZQ, Zl).
(iii) d(z1,23) < d(z1, 22) + d(z9, 23) (Dreiecksungleichung).

fiir alle z1, 29, 23 € C.

Die Eigenschaften (i)-(iii) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften
der euklidischen Metrik im R®.

Auflerdem hat die von uns auf C eingefiihrte Metrik die Eigenschaft

d(z1,22) <2 fiir alle z1, 2 € @,

da es auf der 2-Sphiire im R3 keine groieren euklidischen Abstéinde als 2 gibt.

Wie sehen die Kugeln vom Radius € > 0 um oo in dieser Metrik aus? Es
sind gerade die Komplemente abgeschlossener Kreisscheiben um den Null-
punkt in C. Man hat daher die folgende Charakterisierung offener Teilmen-
gen von C: Die offenen Teilmengen von C sind genau die offenen Mengen von
C und die Mengen der Form C\ K mit kompaktem K C C.

Satz 9.3 C ist ein kompakter metrischer Raum.

Beweis. Wir weisen die Heine-Borelsche Uberdecliungseigenschaft nach: Es
sei (U;);es eine beliebige offene Uberdeckung von C. Dann gibt es ein jy mit
0o € Uj,. Dann ist

KI:@\UJ'O

eine kompakte Teilmenge von C. Die in C offenen Mengen Uj = Uj \ {c0 }
iiberdecken K, also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

/ /
K cUj,u...uU,.

.....

10 Funktionentheoretische Konsequenzen des
Residuensatzes

Es sei nun G ein Gebiet und f : G — C eine meromorphe Funktion. Es sei
2o € G ein Pol oder eine Nullstelle von f. Dann gibt es eine Zahl N € Z, so
dass in einer Umgebung U von zj gilt

f(2) = (2 = 20)" (),

wobei h eine holomorphe Funktion auf U ist mit h(zp) # 0. Hierdurch ist N
eindeutig festgelegt.
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Nun berechnen wir )
Res,, L)

f(z)

das Residuum der logarithmischen Ableitung von f: In U ist
f'(2) = Nz = 20) " 7h(2) + (2 = 20) "I (2),

also
f'z) N W(z)

fo) " r—z  h(2)

Da der zweite Summand holomorph in einer Umgebung von zj ist, ist

R fl(z) N { n falls zo Nullstelle der Ordnung n ist,

—n falls zp Pol der Ordnung n ist.

)

Der Residuensatz ergibt nun unmittelbar:

Satz 10.1 (Prinzip vom Argument) Es sei G ein Gebiet, f : G — C
sei meromorph, v eine nullhomologe Kette in G, deren Trdger weder eine
Polstelle noch eine Nullstelle von f enthdlt.

Dann st

/ f/((zz)) dz=2mi Y Uml(y,a)ve(f) —2mi ) Uml(y,b)n(f).

f a Nullstelle b Pol

Darin ist v, (f) bzw. vy(f) die Ordnung der Nullstelle bzw. des Pols.

Beweis. Residuensatz und obige Rechnung. O

Nullstellen und Pole kénnen mit diesem Satz so gezéhlt werden: Hat f
z.B. in der Kreisscheibe A keine Pole, so ist

1 f'(2)

21 Jon f(2)

Selbstversténdlich spielt auch hier die Zahl 0 keine ausg/ezeichnete RQIIe.
Analoge Bemerkungen gelten fiir w-Stellen von f, wenn % durch f{Z)(i)w
ersetzt wird.

dz = £ Nullstellen (jede mit Vielfachheit gezéhlt).

Definition Ein Punkt zy heifit w-Stelle von f der Ordnung n, wenn zj
Nullstelle von f — w der Ordnung n ist.
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Satz 10.2 Es sei G ein Gebiet, f : G — C set meromorph, w € C, ~
eine nullhomologe Kette in G, deren Trdager weder eine Polstelle noch eine
w-Stelle von f enthdlt.

Dann ist

/f(J:)(Z_)w dz=2ri Y Uml(y,a)va(f) —2mi Y Uml(y, b (f),

aw—Stelle b Pol

wobei v,(f) die Ordnung der w-Stelle a von f ist.

Bemerkung 10.1 Satz 10.1 bzw. Satz 10.2 wird aus dem folgenden Grund
Prinzip vom Argument genannt: Fiir einen geschlossenen Weg + ist

1 / f'() 1 dg
e dz = - = Uml f o, w),

2mi )., f(z) —w 210 J oy ¢ — W (Foy,w)

die Umlaufszahl Uml(f o v, w) gibt aber bis auf den Faktor 27 die Ge-
samténderung des Arguments von f(v(¢)) — w an, die entsteht, wenn ¢ das
Definitionsintervall von ~ durchléuft.

Ein Polynom f(z) n-ten Grades hat fiir jedes a € C genau n Losungen

der Gleichung

f(z) =a
(Denn auch f(z) — a ist ein Polynom, das genau n Nullstellen hat. Jede sei
mit ihrer Vielfachheit gezéhlt.)

Fiir alle bis auf endlich viele a sind diese Losungen alle paarweise ver-
schieden. (Der Punkt z ist nédmlich genau dann eine mehrfache a-Stelle,
wenn f’(z9) = 0 ist. Mit f ist aber auch f’ ein Polynom, hat also nur endlich
viele Nullstellen.)

Dies wollen wir nun verallgemeinern und das Verhalten einer holomorphen
Funktion in der Néhe einer a-Stelle nédher untersuchen:

Satz 10.3 (ﬂberlagerungseigenschaft holomorpher Funktionen) Fs sei
G ein Gebiet, f: G — C sei holomorph und nicht konstant, zy € G sei eine
a-Stelle der Ordnung n > 1. Dann gibt es ein € > 0 und ein § > 0, so dass
fiir alle b € A.(a) genau n Lisungen von f(z) = b mit z € As(2o) ezistieren.
Obendrein konnen €, so gewdhlt werden, dass alle Lisungen von f(z) = b
paarweise verschieden sind, sofern b # a ist.

Beispiel 10.1 n =3, f(z) = 23, 29 = a = 0. Dann ist 0 eine dreifache Null-
stelle von z3. Die Losungen von 2z = 1 sind die dritten Einheitswurzeln. Wir
konnen € = § = 1 wéhlen. Zu jedem Punkt von A;(0) finden wir jeweils ein
Urbild in jedem der drei 120°-Sektoren der Kreisscheibe. Die §-Kreisscheibe
iiberlagert also dreimal die e-Kreisscheibe.
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Warnung Es gilt i.A. nicht f(As(2)) C Ac(a)!

Beweis von Satz 10.3. Da die a-Stellen von f isoliert liegen, gibt es ein § > 0,
so dass

(i) As(z0) C G und

(i) in As(20) \ {20} keine a-Stelle liegt.

Ist nun v der orientierte Rand der Kreisscheibe As(zp) so ist nach Satz 10.2

AuBlerdem ist

f'(z) _ dz — 9. o
/dez—/fwz_a_%m Uml(f o, a).

Es sei nun € > 0 so klein gewéhlt, dass das Bild von f o v die Kreis-
scheibe A.(a) nicht trifft. Ist dann b € A.(a), so kénnen a und b durch ein
Geradenstiick verbunden werden, das Tr f o v nicht trifft. Also gilt

2miUml(f oy, a) = 2miUml(f o v,b) = /f zd—zb = /% dz = 2min.
oy o

Erneute Anwendung von Satz 10.2 zeigt, dass es auch n b-Stellen in As(zp)
gibt.

Zum zweiten Teil der Behauptung: z ist eine Mehrfachstelle genau dann,
wenn f’(z) = 0. Aber da die Nullstellen holomorpher Funktionen isoliert
sind, kénnen wir § von Anfang an so wéhlen, dass zusétzlich zu (i) und (ii)

gilt: As(20) \ {20} enthélt keine Nullstellen von f’. O

Dieser Satz hat nun eine Reihe weiterer Anwendungen:

Satz 10.4 (Gebietstreue holomorpher Funktionen) Es sei G ein Ge-
biet, f : G — C holomorph und nicht konstant. Dann ist auch f(G) ein
Gebiet.

Beweis. Da stetige Abbildungen zusammenhéngende Mengen in ebensolche
tiberfithren, brauchen wir nur zu zeigen, dass f(G) offen ist. (Hétten wir
»f(G) offen” schon gezeigt, so wére in f(G) zusammenhédngend dasselbe wie
wegzusammenhéngend. Ist also a = f(21), b = f(22) und v ein Weg, der z;
und 2o in G verbindet, so verbindet der Weg f o~ die Punkte ¢ und b in
f(G). Also ist f(G) auch zusammenhéngend.)
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Zu zeigen: f(G) ist offen.
Es sei etwa f(z9) = a. Dann ist also zy eine a-Stelle von f der Ordnung
n > 1. Nach Satz 10.3 gibt es d, > 0, so dass

Ac(a) C f(As(20)) € F(G).
Also ist f(G) offen. O

Satz 10.5 (Maximumprinzip) Fs sei G ein Gebiet, f : G — C sei holo-
morph, zg € G. Wenn |f| in einem Punkt zo € G ein lokales Mazximum hat,
so st f konstant in G.

Ist obendrein G beschrinkt und f stetig nach G fortsetzbar, so ist |f]
konstant oder nimmt sein Maximum auf dem Rande an:

[/ (2)] < max|f(C)]

CedG

fiir alle z € G.

Beweis. Wegen der Gebietstreue gehort mit f(zg) noch eine kleine Kreisschei-
be zu f(G). 0

Satz 10.6 (Minimumprinzip) Es sei G ein Gebiet, f : G — C sei ho-
lomorph, nicht konstant und habe keine Nullstelle in G. Dann hat |f| kein
lokales Minimum in G.

Ist f zusdtzlich nach G stetig fortsetzbar und ist G beschrinkt, so nimmt
|f| sein Minimum auf OG an:

|f(2)] = min [£(¢)]

¢eoG
fiir alle z € G.
Beweis. Maximumprinzip fiir +. O

f
Aus dem Maximumprinzip folgt nun

Satz 10.7 (Schwarzsches Lemma) Es sei A = /A4
holomorph, f(0) =0, und fir alle z € A gelte |f(z)] <
Dann gilt fir jedes z € A die Abschitzung |f(z)| < |z| und |f'(0)] < 1.
Ist |f'(0)| = 1, oder gibt es auch nur ein einziges zg € A\ {0}, fir das
|f(20)| = |20] ist, so gibt es ein ¢ mit |c| =1, so dass

0), f: A = C sei
1.

f(z)=c-z firalleze A

(m.a.W.: f ist eine Drehung).
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Beweis. Wir setzen

() = f(;) fir 2 # 0,
e = 1(0) fir z =0,

dann ist g holomorph in A. Fiir |z| =7 < 1 gilt

l9(2)] <

S|

Nach dem Maximumprinzip gilt also auch fir |z| < r die Abschétzung
lg(2)| < % Daraus folgt der erste Teil der Behauptung.

Ist |f(0)] = 1 oder gibt es ein zg # 0 in A, fir das |f(z0)| = |20/, so
nimmt |g| sein Maximum auch im Innern von A an; also ist g nach dem
Maximumprinzip konstant gleich ¢ = f/(0). O

Eine weitere Anwendung von Satz 10.2 (vgl. auch Analysis I1I, Satz 16.6):

Satz 10.8 (Satz von Rouché) Es sei G ein Gebiet, f,g : G — C seien
holomorph und ~ sei der orientierte Rand eines Teilgebiets G' C G. Gilt

£ (2) = g9(2)| < |f(2)| auf Tr~,
so haben f und g gleich viele Nullstellen in G' (mit Vielfachheit gezdhlt).

Beweis. Wir betrachten fir 0 < A <1 die Funktionen

hy=f+Xg—f)
auf G. Es ist hg = f, hy = ¢g. Nun gilt fiir alle z € Trv

Alg = NEI<I1lg = HEI <),

also verschwindet hy nicht auf Tr~. Bezeichnet N, die Anzahl der Nullstellen
von hy in G’, so gilt demnach nach Satz 10.1

1 [BE) 1 [FERAGE - E),
2mi ), ha(2) 2mi ), f(2) + Mg(z) — f(2))

Der Integrand und damit auch N, hingt stetig von A\ ab, wegen N, € Z ist
N, konstant, insbesondere ist N; = Nj. O

Der Satz von Rouché ist niitzlich, um Informationen {iber die Lage der
Nullstellen einer holomorphen Funktion zu gewinnen.

Beispiel 10.2 Anzahl der Nullstellen von g(z) = 2* — 42z +2 in A = A(0):
Fiir |z| =1 ist
Y =1<2<|—4z+2|,

also hat ¢g(z) in A genau so viele Wurzeln wie f(z) = —4z + 2, ndmlich eine.
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11 Biholomorphe Abbildungen

Wir wollen nun biholomorphe Abbildungen betrachten.

Definition Es seien U,V C C offene Mengen. Eine Abbildung f: U — V
heiBt biholomorph, wenn sie bijektiv ist und sowohl f als auch f~! holomor-
phe Funktionen sind. Eine Abbildung f : G — C, G C C Gebiet, heifit
lokal biholomorph, wenn es zu jedem z € GG eine Umgebung U gibt, so dass
flv : U — f(U) biholomorph ist.

Aus Satz 10.3 folgt, dass f : G — C genau dann lokal biholomorph ist,
wenn f’ keine Nullstelle in G hat.

Wir leiten nun eine andere Charakterisierung lokal biholomorpher Abbil-
dungen her.

Es sei zp € C. Wir betrachten (glatte) von z; ausgehende Wege, d.h. stetig
differenzierbare Abbildungen ~ : [0,e] — C mit 7(0) = 2z, und ~/(¢) # 0. Die
Halbtangente an 7 in zp ist der Strahl

s zo+ s7'(0), s>0.

Der orientierte Winkel Z(71,72) zwischen zwei solchen Wegen ist definiert
als Winkel zwischen ihren Halbtangenten, also

(0)

1(0)

Orientierte Winkel sind also nur bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen
von 27 bestimmt.

Es sei nun G ein Gebiet, f : G — C eine stetig differenzierbare Abbildung,
20 € G.

2
N~

4(717 72) = arg

)

Definition Die Abbildung f heifit in zq winkel- und orientierungstreu,
wenn es eine Umgebung U von zy in G gibt, so dass f|y ein Diffeomor-
phismus auf eine Umgebung V' von f(zp) ist und wenn fiir je zwei von z
ausgehende Wege 71, 7, gilt

L(f oy, for) =2, 7)-

Die Abbildung f heifit lokal konform, wenn f in jedem Punkt von G winkel-
und orientierungstreu ist. Man nennt f konform, wenn f lokal konform ist
und G bijektiv auf f(G) abbildet.
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Es sei nun v ein glatter von z; ausgehender Weg. Dann ist der Bildweg
f o~ wieder glatt und hat in wy = f(z9) die Ableitung

(f ©7)(0) = fx(20) - 7'(0) + f(20) - 7'(0).

Wir nehmen nun an, dass f in zy sogar holomorph ist und f’(z9) # 0 gilt.
Dann ist fz(z9) = 0 und f.(20) = f'(20). Es folgt

(f 0)'(0) = f'(20)7'(0)-
In diesem Fall folgt fiir zwei solche Wege ~1, 72

f(=0) - (0)  yp(0)
L(fomy, for)= argm = arg 0) Z(71,72)-

Wegen f’(z9) # 0 gibt es eine Umgebung U von 2y in G, so dass f|y :
U — f(U) ein Diffeomorphismus ist. Eine in z; holomorphe Abbildung f
mit f’(29) # 0 ist also in zp winkel- und orientierungstreu.

Wir setzen nun umgekehrt voraus, dass f in 2z, winkel- und orientierungs-
treu ist. Dann muss insbesondere fiir die Wege

vs: [0,e] — C

) . <
t — 29+ et 0<s<2m
gelten
Z(fo’)/safo’}/(ﬁ =S,
. (o)™ + fuCa)e
220 e’ + z\ 20 e " 18
arg =arge”.
f=(20) + f2(20)

Es muss also arg(f.(20) + fz(20)e~%*) unabhingig von s sein. Das geht nur fiir
f:(20) = 0. Also ist f in zy komplex differenzierbar. Auflerdem gilt f,(zo) # 0,
sonst wére f nicht lokal um 2z ein Diffeomorphismus.

Wir haben also gezeigt:

Satz 11.1 FEine stetig differenzierbare Abbildung f : G — C ist genau dann
lokal konform, wenn sie lokal biholomorph ist. Die Abbildung f ist genau
dann konform, wenn f : G — f(G) biholomorph ist.

Beispiel 11.1 Hat man eine konforme Abbildung f : G — G* und in G
zwei Scharen glatter Kurven derart, dass die Kurven der einen Schar die der
anderen Schar stets senkrecht schneiden, so gilt das gleiche fiir die Scharen der
Bildkurven in G*. Zum Beispiel bildet die Exponentialfunktion den Streifen

G={ze€C| —m<Imz <7}
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konform auf die lings der negativen reellen Achse aufgeschnittene Ebene
ab. Geraden parallel zur reellen Achse gehen in vom Nullpunkt ausgehen-
de Strahlen iiber, Geraden parallel zur imagindren Achse in Kreise um den
Nullpunkt.

Wir wollen nun die speziellen rationalen Funktionen

az+b
f(z)= o d a,b,c,d € C, ad—bec+#0,

untersuchen. Die Bedingung ad — bc # 0 garantiert, dass der Nenner nicht
identisch verschwindet und dass der Zéihler kein konstantes Vielfaches des
Nenner ist.

Falls ¢ = 0 gilt, ist f auf der ganzen Ebene holomorph und bildet sie
konform auf sich ab.

Falls ¢ # 0 ist, hat f in —% einen einfachen Pol,

f:Gp=C\{-£} > G;=C\{¢}
ist konform, denn man hat die Umkehrabbildung

ffl : jS — G f
dw—b -
w — —cw+a
Man kann f zu einer in beiden Richtungen stetigen Bijektion f: C — C der
Riemannschen Zahlensphére fortsetzen:

~ -~

f(=%) = o0 (c=0: f(o0) = o0),

floo) == ¢ (e=0:f(o0) = o0).

Damit hat man die Ausnahmestellung von —g, ¢, oo in topologischer Hin-
sicht beseitigt. Um sie auch in funktionentheoretischer Hinsicht aufzuheben,
definieren wir die Holomorphie im Unendlichen.

Definition Es sei U eine offene Teilmenge von @, oo € U. Eine Funktion
f U — C heifit holomorph in oo, wenn die Funktion w +— f (%) holomorph
in 0 ist. Eine Funktion f : U — C heif3t holomorph, wenn f in jedem Punkt
aus U holomorph ist.

Fiir ¢ # 0 ist die Funktion

4 fiir z = o0,
(&

() = { Z,:icbz fiir z # oo,



11 Biholomorphe Abbildungen 99

holomorph in co, denn die Funktion

o PR =2 o
< fiir w = 0,

ist holomorph in 0.

Die Definition ist so eingerichtet, dass sich alle Begriffe und Sétze, die das

Verhalten einer holomorphen Funktion in der Nihe eines Punktes betreffen,
auf Funktionen iibertragen, die in einer (eventuell punktierten) Umgebung
von oo holomorph sind.
__ Aus Satz 8.3 erhalten wir die Laurentreihe um oo wie folgt. Es sei G C
C ein Gebiet, das oo enthélt, aber den Nullpunkt nicht. Dann enthdlt G
das AuBere einer Kreisscheibe A,(0), C\ A,(0). Es sei f : G\ {00} — C
eine holomorphe Funktion. Nach Satz 8.3 wird f auf C\ A,(0) durch seine
Laurentreihe um 0 beschrieben:

f(z)= Z a,z".

n=—oo

Durch Variablentransformation w = % ergibt sich die Laurentreihe um oo:

o0

flw) = Z a_,w".

n=—oo

Die Klassifikation isolierter Singularitdten und Satz 8.5 gilt entsprechend
auch fiir den Punkt oo.

Beispiel 11.2 Ein Polynom vom Grad n > 1 hat in co einen Pol der Ord-
nung n.

Beispiel 11.3 Sind p(z) und ¢(z) Polynome vom Grad n bzw. m, so hat die
rationale Funktion

p(z) a2 +...+ag
q(z)  bmz™+ ...+ Dby

in oo
e einen Pol der Ordnung n — m, falls n > m,
e cine hebbare Singularitét, falls n = m, ihr Wert in oo ist 7=,

e cine Nullstelle der Ordnung m — n, falls n < m.
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Beispiel 11.4 Eine ganze Funktion f : C — C, die kein Polynom ist — eine
solche Funktion nennt man auch eine ganze transzendente Funktion —, hat in
oo eine wesentliche Singularitat.

Satz 11.2 Jede auf der ganzen Zahlensphdre C holomorphe Funktion ist
konstant.

Beweis. Ist f : C—C holomorph, so ist |f| stetig und muss das Maximum
annehmen, da C kompakt ist. Die Behauptung folgt nun aus dem Maximum-
prinzip, das sich auch auf holomorphe Funktionen auf C {ibertragt. O

Der Begriff der meromorphen Funktion iibertrigt sich wortlich auf Funk-
tionen f : G — C, wobei G C C ein Gebiet ist:

Definition Es sei G C C ein Gebiet. Eine Funktion f:G = C heifit
meromorph, wenn f : G\ Z — C holomorph ist, wobei

(i) Z eine diskrete Teilmenge von G ist,

(ii) die Punkte von Z Pole von f sind.

Satz 11.3 Die auf ganz C meromorphen Funktionen sind genau die ratio-
nalen Funktionen.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dass jede meromorphe Funktion f : C—C
rational ist. R

Nun bilden die Pole von f eine diskrete Menge Z. Da C kompakt ist,
muss Z endlich sein: Z = {z,..., 2z, }. Fiir jedes von oo verschiedene z; sei
h;(z) der Hauptteil der Laurentreihe von f um z;; h; ist rational und auf

C\ {z;} holomorph. Wir setzen
p(z) = f(z) = D y(2).
2700

Diese Funktion ist holomorph auf C und hat in oo héchstens einen Pol, da f
dort hochstens einen Pol hat. Daher ist p(z) ein Polynom, und die Gleichung

f(2) =p()+ Y hy(2) (7)
2700
zeigt, dass f selbst rational ist. O

Wir haben damit iibrigens auch noch eine Liicke gefiillt, die aus Analysis I
iibriggeblieben war: Die Darstellung (7) ist gerade die Partialbruchzerlegung
der rationalen Funktion f, wir haben deren Existenz also gerade mitbewiesen.

Wir fithren noch folgende Sprechweise ein:
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Definition Es seien G und G* Gebiete in C. Eine holomorphe Abbildung f
von G auf G* ist eine meromorphe Funktion f: G — C mit f(G) = G*.

Wir verwenden also die Worte ,,holomorphe Abbildung* und ,,holomorphe
Funktion® nicht mehr synonym; eine holomorphe Abbildung f : G — G* ist
genau dann eine holomorphe Funktion, wenn oo ¢ f(G) = G*.

Ist f: G — G* eine bijektive holomorphe Abbildung, so ist die Umkehr-
abbildung f~! : G* — G wieder holomorph, wie man leicht sieht. (Nur fiir
o0 € G oder oo € G* ist noch etwas zu zeigen!) Wir nennen daher solche
Abbildungen biholomorph oder auch konform. (Aber man beachte, dass von
Winkeln in oo nicht geredet wurde!)

Eine biholomorphe Abbildung eines Gebietes G' C C auf sich nennt man
auch einen (holomorphen) Automorphismus von G. Die Automorphismen von
G bilden unter der Komposition eine Gruppe, die mit Aut G bezeichnet wird.

Wir haben also gezeigt, dass die rationalen Funktionen

az +b

f(z) = dmitad—bc#o

biholomorphe Abbildungen von C auf sich (Automorphismen von @) bilden.
Man nennt diese Abbildungen (gebrochen) lineare Transformationen. Die Be-
dingung ad — be # 0 bedeutet gerade, dass

(‘Z 2) € GL(2,C)

ist.
Sind b oy
az az
f(z)_m7 g<Z>_C’Z+d,

gebrochen lineare Transformationen, so ist auch

(aa’ +bc)z + (ab' + bd')

foglz) = (ca’ +dc")z + (e + dd')

(8)

eine gebrochen lineare Transformation und ebenso f~!. Die gebrochen linea-
ren Transformationen bilden also eine Gruppe G.
Formel (8) bedeutet gerade, dass die Abbildung

GL(2,C) — @&

a b s
(c d> — f:zchig
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ein Gruppenhomomorphismus ist. Dieser Homomorphismus ist surjektiv und
sein Kern ist offenbar die Menge

W)

Die ganzen linearen Transformationen, das sind die Abbildungen z +—
az + b, a # 0, liefern Automorphismen von C. Auch sie bilden eine Gruppe.

aE(C,aséO}.

Satz 11.4 Aut C ist die Gruppe aller ganzen linearen Transformationen.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, dass jeder Automorphismus f von C von
der Form f(z2) = az + b ist.

Nun ist f eine ganze Funktion. Wére f kein Polynom, so hétte f in
oo eine wesentliche Singularitit (Beispiel 11.4), also lige etwa f(C — A)
mit A = A;(0) iiberall dicht. Andererseits ist f(A) ein Gebiet, wegen der
Bijektivitit von f ist also f(C — A) N f(A) = (), Widerspruch. Also ist f ein
Polynom.

Wiire sein Grad grofler als 1, so konnte f nicht bijektiv sein (vgl. Bemer-
kung 10.1). O

Satz 11.5 Es gilt AutC = G, d.h. AutC st die Gruppe aller gebrochen
linearen Transformationen.

Beweis. Es sei f € Aut C.
Gilt f(c0) = 00, so ist f|c € Aut C, nach Satz 11.4 ist also f ganz linear.
Gilt f(o0) = ¢ # 00, so setze man

g(z) = ! h:=gof.

)
Z—C

Dann gilt h(co) = g(c) = oo, also ist h € G und damit auch f = g 'oh € G.
O

Wir wollen nun die gebrochen linearen Transformationen weiter studieren.
Wir fragen zunéchst nach den Fizpunkten einer gebrochen linearen Transfor-
mation f, d.h. nach den Punkten zy € C mit f(z) = zo.

Es sei
_az+ b

Fiir ¢ = 0 sind die Fixpunkte

ad —bc #0, f#id.

b
2o = oo und zg = p— falls a # d.
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Fiir ¢ # 0 sind die Fixpunkte gerade die Losungen der quadratischen Glei-
chung
cz* 4+ (d — a)z = b.

In jedem Fall hat f # id genau einen oder zwei Fixpunkte.

Daher ist eine gebrochen lineare Transformation durch Angabe der Bil-
der von drei verschiedenen Punkten z7, 25, 23 € C eindeutig festgelegt: Gilt
fi(z;) = fa(z;) fiir j = 1,2,3, so hat f; ' o f; drei Fixpunkte, ist also die
Identitat.

Wir wollen jetzt zeigen, dass man andererseits die Bilder dreier Punkte
unter einer gebrochen linearen Transformation beliebig vorschreiben kann.

Es seien 21, 29, 23 € C, z; # z; fiir ¢ # j. Fir f mit

Z— 21 Ry — 21

f(z) = : (9)

Z— 23 R9 — X3

gilt:
f(z21) =0, [f(z) =1, [f(z3)=00.

Definition Der rechts in (9) stehende Ausdruck heifit das Doppelverhaltnis
der vier Punkte z, z1, 29, 23; wir schreiben dafiir auch

Z— 21 Ro— 21
DV (z, 21, 29, 23) := :

Z— k3 R9 — X3

Mit den Rechenregeln fiir oo erhalten wir die folgenden Doppelverhéltnisse

22 — 23
DV(z, 00, 29,23) = ,
Z — Z3
zZ— 2
DV(Z7Z17007Z3) = )
Z — Z3
zZ— 2
DV(z, z1, 29,00) = )
22 — 21

Sind also z, 29, 23 € C beliebig, aber paarweise verschieden, so ist
2+ DV(z, 21, 29, 23)

diejenige gebrochen lineare Transformation, die (2, 22, z3) auf (0,1, 00) ab-
bildet. Damit zeigen wir:

Satz 11.6 Sind (z1, 22, z3) und (wq, wq, w3) zwei Tripel verschiedener Punkte

von C, so gibt es genau eine gebrochen lineare Transformation f mit f(z,) =
w, firv=1,2,3.
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Beweis. Durch f1(z) = DV(z, 21, 22, z3) baw. fa(2) = DV(z, w1, wa, w3) wer-
den (z1, 29, 23) bzw. (wy,wq,ws) auf (0,1, 00) abgebildet. Die gebrochen li-
neare Transformation f = f; ' o f; leistet das Verlangte. O

Das Doppelverhéltnis ist eine Invariante bei gebrochen linearen Transfor-
mationen.

Satz 11.7 Es seien z1, 29, 23 paarweise verschiedene Punkte in C. Dann qilt

fiir jedes z € C und feAutC

DV(z, 21, 22, 23) = DV(f(2), f(21), f(22), f(23)).
Beweis. Die Abbildung

92— DV(f(2), f(21), f(22), [ (23))

ist eine gebrochen lineare Transformation, als Komposition von z — f(z2)
und w — DV(w, f(21), f(22), f(23)). Es gilt

9(21) = DV(f(Zl), f(zl)> f('z?)? f<z3)) =0,
g(z) = 1,
g(z3) = o0.

Da eine gebrochen lineare Transformation durch die Bilder von drei verschie-
denen Punkten eindeutig festgelegt ist, stimmt g mit der Abbildung

2+ DV(z, 21, 29, 23)

iiberein. Daher gilt die behauptete Gleichung. a

Eine weitere Eigenschaft von gebrochen linearen Transformationen ist die
folgende:

Satz 11.8 Gebrochen lineare Transformationen fiihren Geraden und Kreis-
linien in Geraden oder Kreislinien iber.

Dabei ist eine Gerade in C eine Gerade in CU{oco}. Geraden und Kreis-
linien in C sind gerade die Bilder der auf der Sphdre S? C R3 gelegenen
Kreislinien unter der stereographischen Projektion ® : S? — C.

Bemerkung 11.1 In C werden i.A. einige Geraden in Kreislinien und einige
Kreislinien in Geraden abgebildet.
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Beweis von Satz 11.8.

(a) Wir zeigen zunéchst, dass G von den Translationen z +— z + b, den
Drehstreckungen z — az (a € C*) und der Inversion z — + erzeugt wird:
Jede gebrochen lineare Transformation

N =

az+b
f(z>—cz+d

lasst sich aus diesen zusammensetzen. Fiir ¢ = 0 ist das klar, fiir ¢ # 0 gilt

~1
=" (e d) 4l

c? c

also ist f die Komposition

d d\""  be—ad A\ be—ad A\ a
2=zt -2+ - — z+ - — z+ - + -
c c c? c c? c c

(b) Wegen (a) gentigt es, die Bilder von Kreisen und Geraden unter die-
sen speziellen Transformationen zu betrachten. Fiir Translationen und Dreh-
streckungen ist Satz 11.8 klar, fiir die Inversion z — w = % folgt er so:
Geraden und Kreise sind gerade die Punktmengen, die durch Gleichungen
der Form

azZ+cz+cz+6=0 mita,d €R,ceC,cec> ad,

beschrieben werden. Aber
1

/11 1 o _
ww |a—— +c—+c—+0 ) =a+cw+cw+oww =0
w W w w

ist eine Gleichung von der gleichen Form. O

Durch drei verschiedene Punkte z1, 2o, 23 € C geht genau eine Kreislinie
oder Gerade. Es gilt:

Satz 11.9 Ein Punkt z € C liegt genau dann auf der durch zi,zs,z3 be-
stimmten Kreislinie oder Geraden K, wenn

DV (z, 21, 29, 23) € RU {00}

gilt.
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Beweis. Es sei f die gebrochen lineare Transformation, die (21, 22, 23) auf
(0,1, 00) abbildet. Durch die Punkte 0,1, 0o geht genau eine Kreislinie oder
Gerade, ndmlich die Gerade R U co. Nach Satz 11.8 gilt also

z€ K& f(z) e RU{oo}.
Nach Definition des Doppelverhéltnisses folgt
z€ K& f(z) =DV(z, 21, 29, 23) € RU {o0}.

O

Beispiel 11.5 Als Beispiel betrachten wir die gebrochen lineare Transfor-

mation
11—z

f2) = i

= DV(z,1,i,—1).

Es gilt
f1)=0, f@)=1 f(-1)=oc.
Durch die Punkte 1,7, —1 geht genau ein Kreis, ndmlich der Einheitskreis,

und der wird durch f auf R U {oo} abgebildet.
Das Innere des Einheitskreises muss durch f auf die obere Halbebene

H={z|Imz > 0}
oder die untere Halbebene
H_={z|Imz <0}

abgebildet werden; wegen f(0) = ¢ wird A = A;(0) konform auf H abgebil-
det.

12 Partialbruchzerlegung

Wir betrachten eine meromorphe Funktion in der Ebene: f : C — C sei
meromorph, ag, aq, as, ...seien die endlich oder abzéhlbar vielen Polstellen.
Die Pole seien so nummeriert, dass

lao| < lar| <faof <...,

auBerdem habe die Folge (a,) keinen Haufungspunkt.
Hat f in a, einen Pol der Ordnung e,, so kann der Hauptteil h,(z) von
f in a, so geschrieben werden:

) )

a Cc_ . v
hy(z):ﬁjt...—i-z_la m1tc(_e)y3£0.
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Der Hauptteil h,(z) ist also ein Polynom in ﬁ ohne konstantes Glied.

Wir behandeln nun das Problem der vorgegebenen Hauptteile: Es seien
aop, a1, ...und Hauptteile h,(z) gegeben, ag = 0, |a1| < |ag| < ..., (a,) habe
keinen Haufungspunkt. Dabei ist h, = 0 erlaubt; dann ist a, kein Pol. Eine
solche Vorgabe nennt man auch eine Hauptteilverteilung.

Frage Gibt es eine meromorphe Funktion, die in a,, v = 0,1,..., die vor-
gegebenen Hauptteile hat?

Der Satz von Mittag-Leffler wird diese Frage positiv beantworten.

Beispiel 12.1 Sind nur endlich viele a, gegeben, so braucht man nur die
Hauptteile aufzusummieren:

f2) = h(2)

ist eine meromorphe Funktion mit den gewiinschten Hauptteilen: Ist ndmlich
a, # a,, so ist der Hauptteil h, in a, holomorph.

Hat man aber unendlich viele Pole, so funktioniert der Aufsummiertrick
nicht, da die entstehende Reihe nicht zu konvergieren braucht. Man rettet sich
aber mit der sogenannten Methode der konvergenzerzeugenden Summanden.

Wir miissen uns dazu noch iiberlegen, wann die Summenfunktion einer
Reihe meromorpher Funktionen wieder meromorph ist.

Definition Es sei U C C offen, f, : U — C, v = 1,2,..., meromorph. Die

Reihe -
> f
v=1

konvergiert kompakt auf U, wenn es zu jeder kompakten Menge K C U einen
Index 1 gibt, so dass fiir alle v > 14 alle f, auf K holomorph sind und
> s Jv auf K gleichméflig konvergiert.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Menge P aller Pole aller f, in U

diskret und die durch .
f (Z) = Z f V(Z)
v=1

erklarte Funktion ist meromorph auf U, mit Polen oder hebbaren Singula-
ritdten in P, denn nach dem Konvergenzsatz von Weierstrafl ist Zu>u0 fu
eine holomorphe Funktion in K und wir haben nur endlich viele Summanden
weggelassen.
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Die Methode der konvergenzerzeugenden Summanden besteht nun darin,
dass wir, da > 7 h,(z) eventuell divergiert, jeden Summanden h, durch
Subtraktion einer ganzen Funktion P, so abdndern, dass die modifizierte
Summe

> (h(z) = P(2))

v=1
kompakt konvergiert. An den Hauptteilen dndert Addition holomorpher Funk-
tionen ja nichts.

Wir setzen dazu fir v =1,2,...

1
r, = §|ay|, D, ={z||z| <r.}.

Dann gilt
DiCDyC...; UD,,:C
v=1
Weiter sei 220:0 €, eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 fiir alle v.
In D, kann h,, in eine Potenzreihe entwickelt werden, die dort gleichméBig
gegen h, konvergiert, denn die einzige Polstelle von h, ist ja a,, und die

liegt nach Konstruktion auflerhalb von D,. Es gibt also ein Polynom P,
(Taylorpolynom von h,, von geniigend hohem Grad), so dass

hu(2) = Po(2)] < e

fur alle z € D,,.
Wir machen damit den Ansatz

f(2) = ho(2) + ) _(h(2) = P(2)). (10)

Wir zeigen nun, dass f das Gewiinschte leistet. Sei dazu irgendein R > 0
gegeben und Dg := {z| |z2| < R}.

Da fast alle a, auflerhalb von Dy liegen (kein Haufungspunkt von (a,)),
konnen wir v finden, so dass fiir v > vq gilt

1
R<r,= §]al,| <lay|.

Fiir alle v > 1y sind dann die h, holomorph in Dg und es gilt die Abschétzung

h(2) = Po(2)| <&y, 2€ Dp.



12 Partialbruchzerlegung 109

Daher konvergiert die Reihe

> ((z) = B(2)

V>

gleichméBig in Dp, ist also nach dem Konvergenzsatz von Weierstral eine
holomorphe Funktion in Dgi. Da wir nur endlich viele Summanden wegge-
lassen haben, ist also das oben definierte f meromorph in Dg. Da Addition
holomorpher Funktionen an den Hauptteilen nichts d&ndert, folgt, dass f auch
die richtigen Hauptteile hat.

Da R ganz beliebig war, konvergiert die Reihe

hO + Z(hu - Py)
v=1

in C kompakt, und die Grenzfunktion f ist meromorph in C und hat dort
die vorgeschriebenen Hauptteile.
Damit haben wir bewiesen:

Satz 12.1 (Satz von Mittag-Leffler) FEs sei ag = 0,aq,as,... eine end-
liche oder unendliche Folge paarweise verschiedener komplexer Zahlen mit
la1| < |as| < ... ohne Hiaufungspunkt in C. Gegeben sei weiterhin eine Folge
von Polynomen h,(z), v=0,1,2,..., in (z — a,)"" ohne konstantes Glied.

Ist P, das Taylorpolynom wvon h, um 0 von einem hinreichend hohen
Grad, so ist durch

f(2) = ho(2) + Y _(h(2) = P(2))

eine in C meromorphe Funktion definiert, die a, als Pole und die h, als
Hauptteile in a, hat.

Bemerkung 12.1 Sind f und g zwei Losungen des Problems von Mittag-
LefHer, so ist die Differenz f — g eine ganze Funktion, d.h. f — g ist holomorph
in C.

Zur Hlustration des Satzes von Mittag-Lefler betrachten wir nun allerlei
Beispiele:
Zunéchst nehmen wir an, dass nur Pole erster Ordnung vorgegeben sind,

d.h. .
h,(2) = —"—, ¢, #0,]a,| >0, firv>1.
z—a,
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_Cv
zZ—ay

(a) Zunédchst miissen wir die Potenzreihenentwicklung von um 0

betrachten:

o0 n oo
Cy -1 1 Cy z 2"
= Cy— = —— - = —Cy E
z—a, a, 1 — % a, a, antt
n=0

n=0

v

fir |z| < |ay|.
(b) Es sei Y07 &, eine konvergente Reihe mit £, > 0 und &, so grof,

dass
kv p

G +CI/Z_

Z—a,

(¢) Nun setzt man

o) kl/
G 1 z"
=243 [_ *Zaw] |

v=1 n=0

Das analoge Problem fiir Pole héherer Ordnung kann entweder durch
Differentiation oder mit Hilfe der binomischen Reihe behandelt werden.

Um noch konkreter zu werden: Die vorgegebenen Polstellen seien genau
die ganzen Zahlen v € Z und die vorgegebenen Hauptteile

1

2 —v

hy,(z) ==

Um sich die konvergenzerzeugenden Summanden zu verschaffen, summie-
ren wir probehalber die Hauptteile auf und schauen an, was zuviel ist, indem
wir z = 0 setzen:

Z i——Z%fﬁrz—O.

veZ\{0} v#0

> ()

VEZL

Also betrachten wir

Der Strich an der Summe bedeutet dabei, dass nur iiber alle v # 0 zu sum-
mieren ist.

Wir zeigen nun, dass diese Reihe kompakt konvergiert: Es sei R > 0
gegeben. Dann gilt fiir |v| > 2R und |z| < R die Abschéitzung

2R

<
— |]/|27

1 1 z
+

v(z—v)
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da |z — v| > |%|. Die Reihe

r1
2 TF
VEZL
konvergiert aber. Wir sehen also: Die Funktion

-2 (+53)

VEZL

ist eine meromorphe Funktion in C mit Polen v € Z und Hauptteilen

1

)
Z—=V

h,(z) =

es konnen also oben alle &k, = 0 gesetzt werden.
Nun betrachten wir die Funktion

COSTZ
meotmz =

sinmz

Sie hat lauter Pole erster Ordnung genau fiir v € Z, denn dies sind genau
die Nullstellen von sin 7z, die alle erster Ordnung sind. Fiir das Residuum
an der Stelle v € Z gilt

. . COSTZ
Res,mecotmz = limmcotmz(z —v) = limr——— = 1.
U U SN TZ—S1n Y
zZ—V
Die Hauptteile von 7 cot w2z sind also auch z—%
Wir haben also zwei Losungen des Problems der vorgegebenen Hauptteile.

Nach Bemerkung 12.1 gilt daher

1 i1 1
twz = -+ ~.
Teotmz = fo(z) + Z+V€Z (Z_V+ V)

Dabei ist f eine noch zu bestimmende ganze Funktion.

Zur Bestimmung von f; differenzieren wir beide Seiten der Gleichung.
Nach dem Konvergenzsatz von Weierstral darf die Reihe auf der rechten
Seite gliedweise differenziert werden, da sie auf kompakten Teilmengen von
C gleichméaBig konvergiert. Da

1

sin? z

cot' z = —

gilt, folgt also
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Wir betrachten nun die Funktion

Wir wollen zunéchst zeigen:

Satz 12.2

(sinﬂﬂz>2: Z (z—;u)2

V=—00

Beweis. Beide Funktionen haben die Periode 1 und Pole zweiter Ordnung in
v € Z. Wir betrachten die Funktionen auf

S={z=z+iyl0<z <1yl >1}
Fir z € S gilt

1
|z —v?

1

(z —v)?

< max (%, ﬁ) (fiir v #0,1).

Damit konvergiert die Reihe
oo

1
2 Gy

V=—00

absolut gleichméflig auf S gegen die Grenzfunktion f;. Es sei nun € > 0
vorgegeben. Dann gilt fiir geniigend grofles v

0]

1 €
Ao 2 g <

AuBerdem ldsst sich R so bestimmen, dass fiir alle z € S mit [Im(z)| > R
gilt

> | <
— )2 ‘
= (z —v) 2
Es folgt: Zu jedem € > 0 gibt es ein R > 0, so dass fiir alle z € S mit
IIm(z)| > R gilt: |f1(2)] < e.
Wir zeigen nun, dass das Gleiche auch fiir

w2 2

sin’nz (emiz — e=miz)2

=
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gilt: Setzt man z = x + 1y, so ist

em’z _ e—ﬂ'iz — eﬂ'iase—ﬂ'y _ e—ﬂixewy‘
Ist nun |Im(z)| = |y| groB, so ist
|67riz . 6—7riz| ~ 67r|y|’
da |e™®| = |e~™*| = 1. Insbesondere kann der Nenner von
2
sin? 2

fiir |Im(z)| groB beliebig grofl und damit

71.2

sin? 7z

beliebig klein gemacht werden.
Es folgt, dass die obige Behauptung auch fiir die Differenz

™

2

i) == (=) +h)

gilt: Fiir alle e > 0 gibt es ein R > 0, so dass fiir [Im(2)| > R gilt: |f(2)] < €.
In dem beschriankten Bereich {z|0 < z < 1,|y| < 1} ist f{ aber holo-

morph und somit stetig. Da f{ die Periode 1 hat, ist f{j somit eine ganze

beschrankte Funktion. Nach dem Satz von Liouville ist f] konstant und we-

gen des Verhaltens fiir |Im(z)| — oo gilt fi = 0. O

sin 7wz

Nach dem Beweis von Satz 12.2 folgt, dass fo konstant ist, fo(z) = C fiir
alle z € C. Also gilt

1 / 1 1
t =C+ - E — .
mTcotmz —I—Z+ (Z—V+V)

VEZL

Da sowohl 7 cot 7z als auch die auftretende unendliche Summe eine ungerade
Funktion von z ist, bleibt nur C' = 0 als Moglichkeit. Damit haben wir
bewiesen:

Satz 12.3 (Partialbruchzerlegung des Cotangens)

1 / 1 1
t = - g — .
mcot Tz Z—i— (z—y+y)

VEZ
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Wir wollen nun die Laurentreihenentwicklung des Cotangens herleiten.
Dazu studieren wir zunédchst die Funktion

(2

Pole hat die Funktion ¢ in 27ik, k € Z \ {0}, nicht aber in z = 0; es gilt
vielmehr

9(0) = 1.

Um den Nullpunkt ldsst sich g also in eine Potenzreihe entwickeln, deren
Konvergenzradius 27 ist (in dieser Entfernung von 0 liegt der néchste Pol
von g).

Nun gilt

2 z  2z+z(e® —1)

zef+1 ze*? 4 em%/2 z z
—~ T =35 == = —coth —.
e#—1 2 2(er — 1) 2¢*—1 2e%/2 —¢2/2 9 9

Ersetzt man nun z durch 27z und beriicksichtigt, dass fiir w € C
cothiw = —icotw
gilt, so erhéilt man

2miz . 2miz
€2m'z _ 1 2

Tzcot Tz =

Die Potenzreihenentwicklung von —*5 wird also die Laurentreihenentwick-

lung vom Cotangens gleich mitliefern. Da 7z cot 7z eine gerade Funktion
ist, miissen in der Potenzreihenentwicklung von —*5 alle Koeffizienten mit
ungeradem Index > 3 verschwinden, und wir haben

[ee]
S By v
z o | :
e 1 =

Die Zahlen B, sind durch diese Beziehung eindeutig bestimmt und heiflen
Bernoullizahlen. Man sieht sofort
1

Bl = —5, BQV+1 =0 fir v 2 1.

Aus der Formel von Cauchy-Hadamard folgt, dass die Bernoullizahlen nicht
beschréankt sind, denn sonst hétte ja die Potenzreihe einen unendlichen Kon-
vergenzradius R statt R = 2w, wie wir oben sahen. Es gilt also
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Um nun eine Rekursionsformel fiir die Bernoullizahlen zu gewinnen, brau-
chen wir einige allgemeine Tatsachen von Potenzreihen:
Gegeben sei eine Potenzreihe

) =Y 0

vom Konvergenzradius R > 0, und es sei ap = 1. Dann ist f(0) = 1, also
ist f auch in einer kleinen Umgebung von 0 von 0 verschieden. Dort ist also
durch

f(z)-g(z) =1

eine holomorphe Funktion ¢ definiert:

Die Funktion g habe die Potenzreihenentwicklung

g(z) = Z b,z".
v=0

Offenbar ist

Uber den Konvergenzradius der Potenzreihe g ldsst sich aussagen:

(i) Hat f keine Nullstelle z mit |z] < R, so ist der Konvergenzradius von
> b,z¥ grofer oder gleich R.

(i) Ist zg eine Nullstelle von f minimalen Betrages |zo|, so ist der Konver-
genzradius von ) b,z gleich |z > 0.

Auflerdem gilt: Sind

hi(z) = chz” und ha(2) = Zdl,z”
v=0 v=0

zwei Potenzreihen mit positivem Konvergenzradius, so ist das Produkt A4 (z)-
ho(z) mindestens im Durchschnitt der beiden Konvergenzkreise holomorph
und die Potenzreihenentwicklung von hq(z) - he(z) kann durch formales Mul-
tiplizieren der Potenzreihen gewonnen werden:

hi(z) - he(z) = Z (Z cy du_l,> zH.

pn=0 \v=0
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Beweis. Dies kann man mit dem Konvergenzsatz von Weierstrafl zeigen.
Ein alternativer Beweis folgt aus

also ist

Wenden wir dies auf die Potenzreihen f und g mit f(z)-g(z) = 1 an, so
ergibt sich

ao'bo = 17
”w

Zau by, = 0.

v=0

Daraus ergibt sich eine Rekursionsformel for die b,. Auflerdem folgt aus a, €
Q fiir alle v auch b, € Q fiir alle v.

Satz 12.4 (Rekursionsformeln fiir die Bernoullizahlen) Alle Bernoul-
lizahlen sind rational und es gelten die folgenden Rekursionsformeln:

By = 1,

: 1
Z<n+ )Bu = 0 firn>1.
I

n=0

Beweis. Es sei

und
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Nach den obigen Bemerkungen folgt, dass alle Bernoullizahlen rational sind
und fiir n > 1 gilt:

n

B 1
0= -+
Z p(n+1—p)!

n=0
Multipliziert man diese Gleichung mit (n + 1)!, so folgt die Behauptung. O

Rechnen wir also einige Bernoullizahlen aus:

1
O:Bo+2Bl = Blz_éa
1
0=By+3B1+3B, = Bgzg,
0=DBy+4B1+ 6By +4B3 = B3=0,
1
0=By+5B1+10B,+10B3+ 5B, = 42—%.
In dhnlicher Weise erhalt man weiter:
1 1 5 691
0742 TP 300 T 66 TP 2730

Wir geben nun die Laurentreihenentwicklung des Cotangens an: Es war
fir |z| < 27

z z  z z >\ Bor g
Z = Zcothe =1 .
—1 123Ny ‘+Z;(%mz

Also gilt fiir |z] <7

zeotz =1+ 3 ( 1)k22k32k 2k
- E =22,
— (2k)!

also fiir |z| < 1 (z durch 7z ersetzt)

- 2m)** B
mzcotmz =1+ Z(—l)k(T;T%z%.
k=1 '

Andererseits entnehmen wir der Partialbruchzerlegung des Cotangens:

(1 1 =L 222
7rzcot7rz:1—|—zz Z_V—i—; :1+Zm,

VEZL v=1

wobei die letzte Darstellung durch Zusammenfassen der Summanden vom

Index v und —v folgt. Wir entwickeln ﬁ in eine Potenzreihe:

o0

22 Z <Z)2:U*
22 — 2 v
p=1
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und erhalten
zeotmz =1 Qi i(z)Qu
T mz=1-— - .
v=1 \p=1 v

Vertauscht man die Summationsreihenfolge (dies ist nach dem Konvergenz-
satz von Weierstrafl erlaubt), so ergibt sich

mzcotmz =1 —Qi <§: 1/_1#> 22,

pn=1 v=1
Dies muss wieder die Taylorreihe von 7z cot 7z sein. Ein Koeffizientenver-

gleich mit der fritheren Formel liefert:

Satz 12.5 (Eulersche Relation)

i 1 —<_1)k_122k71ﬂ.2k32k

vk (2K)!

v=1

Korollar 12.1 Die Bernoullizahlen haben alternierende Vorzeichen: By > 0,
B, <0, Bg>0,....

Beispiel 12.2

=1 B 2
— 2 6]
Lt 90
L 1b 945
Wir wollen an dieser Stelle auch an die Riemannsche Zetafunktion
1
C(s) = 2 o

erinnern. Sie ist definiert und konvergent fiir alle s € C mit Re(s) > 1: Ist

néamlich s = x + 7y, so ist
1 1

VS Ve
aber v = eW¥ fiir v > 0. Die Abkiirzung In steht hier fiir den reellen
Logarithmus.
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