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Abbildung 1: Federrost (n = 12)

1 Lineare Gleichungssysteme und der R"

Ein Hauptgegenstand dieser Vorlesung werden lineare Gleichungssysteme
sein. So bezeichnet man ein Gleichungssystem der folgenden Art:

a11xr1 + a1 + -+ apTy, = b1
a1 T + agre + -+ + agpxy, = bo
121 + AmaT2 + -+ GnTn = by

Dabei sind die a;; und die b; reelle Zahlen und gesucht sind die Unbekannten
Llyeoe 3Ty

Wir geben drei Beispiele an, die zeigen, wie man auf solche Gleichungs-
systeme stofit.

Beispiel 1.1 In einer Fabrik werden n verschiedene Produkte hergestellt.
Die Herstellung einer Mengeneinheit des i-ten Produkts kostet a1; Euro. Ei-
ne Mengeneinheit des i-ten Produkts wird zum Preis von a9; Euro verkauft.
Vom i-ten Produkt werden z; Mengeneinheiten hergestellt. Die Frage, wie-
viel Mengeneinheiten von jedem Produkt bei einem Einsatz von b; Euro
hergestellt werden miissen, um einen Verkaufserlos von by Euro zu erzielen,
fiihrt auf das Gleichungssystem

a1171 + ajpre + - + a1y = b
a21%1 + agrs + -+ agmty, = by
Im allgemeinen hat man mehrere Bedingungen, die auch durch Ungleichun-

gen gegeben werden kénnen, und es geht darum, einen ” Gewinn” zu optimie-
ren. Mit solchen Aufgaben beschéftigt man sich in der linearen Optimierung.
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Beispiel 1.2 Es soll das Verhalten einer Briicke, eines Flachentragwerks
oder einer schwingfahigen Membran unter Einwirkung von dusseren Kréften
studiert werden. Dazu bedient man sich eines Modells. Man ersetzt die
Membran durch ein Federrost dhnlich einem alten Bettgestell. Das Feder-
rost bestehe aus einem Gitter regelméflig im Schachbrettmuster verspannter
Federn (siehe Abbildung 1 fiir n = 12). Die Anzahl der Gitterpunkte sei n.
Die Kraft, die in einem Gitterpunkt wirkt, ist proportional zur Auslenkung.
Der Einfachheit halber lassen wir die Proportionalitdtsfaktoren weg. Mit x;
bezeichnen wir die Auslenkung im i-ten Gitterpunkt in Bezug auf eine Be-
zugsebene. Von aussen wirke eine Kraft b; auf den i-ten Gitterpunkt. Dann
erhalten wir die Gleichung

bi = (Tpechts — i) + (Tlinks — i) + (Tohen — i) + (Tunten — i)

Tyechts T links T Loben T Tunten — 4Zi

Solche Gleichungssysteme spielen bei Mehrgitterverfahren eine Rolle. Je fei-
ner man das Gitter wiahlt, desto genauer stimmt das Modell mit der Wirk-
lichkeit iiberein.

Beispiel 1.3 Wir betrachten das Problem, einen optimalen Fahrplan zu fin-
den: Es sei ein Streckennetz mitsamt Fahrzeiten fiir jede Einzelstrecke, zu
garantierenden Anschliissen und Mindestumsteigezeiten gegeben. Wie setzt
man die Abfahrtszeiten der Ziige so, dass sie sich zum Beispiel im Stunden-
takt wiederholen, alle Anschliisse erreicht werden und Verspatungen keine
allzu groflen Auswirkungen haben? Abstrakt gesprochen geht es um die
Organisation von Prozessen (hier eine Zugfahrt von A), die erst stattfinden
konnen, nachdem gewisse andere Prozesse (Anschlussfahrten nach A) abge-
schlossen sind. Gleiches gilt fiir die Organisation von Prozeduren in einem
Parallelrechner, wo auch die einzelnen Prozessoren Zwischenergebnisse von
anderen Prozessoren benotigen. Man spricht von dynamischen Systemen mit
diskreten Ereignissen (discrete event dynamical systems, DEDS). Es haben
nun Mathematiker herausgefunden, dass man das Problem des optimalen
Fahrplans auch auf die Losung eines geeigneten linearen Gleichungssystems
zuriickfithren kann. Allerdings darf dabei nicht wie gewohnlich gerechnet
werden, sondern man muss eine geignete neue Addition und Multiplikation
einfithren, man rechnet in einer sogenannten Max-Plus-Algebra.

Wir beginnen nun mit der Darstellung der Theorie solcher linearer Glei-
chungssysteme.
Wir gehen aus von der Menge

R := Menge der reellen Zahlen.

Die reellen Zahlen kennen Sie aus der Schule, sie werden in CALCULUS A
eingefiithrt werden.
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Wir stellen uns die reellen Zahlen als Zahlengerade vor. Jedem Punkt der
Geraden entspricht eine reelle Zahl. Jedem Punkt der Ebene entspricht ein
Paar (z,y), jedem Punkt des Raumes ein Tripel (z,y, z) von reellen Zahlen.
Allgemein nennt man

(x1,22,... ,%pn), WObei x1,... ,x, reelle Zahlen sind,
ein n- Tupel (n ist hierbei eine beliebige natiirliche Zahl). Wir setzen
Rn = {X: (xly 7xn)|x17"‘ 7$TL ER}

Man beachte, dass bei einem n-Tupel die Reihenfolge wichtig ist, d.h. zwei
Tupel (x1,...,2,) und (y1,...,yn) sind genau dann gleich, wenn z; =
Y1, -+ s Tn = Yn. Man nennt den R™ auch den n-reellen Standardraum der
Dimension n und ein Element dieses Raumes auch einen Vektor. Die Zahlen
x1,...,Ty heissen die Komponenten von X.

Der R! ist die Zahlengerade, R? entspricht der Ebene, R? dem Raum.
Fiir groBere n hat man keine geometrische Vorstellung mehr.

Mit den reellen Zahlen kann man rechnen, man kann sie nach den iiblichen
Regeln addieren und multiplizieren. Auch mit n-Tupeln kann man rechnen.
Fiir (z1,...,2,) € R" und (y1,...,yn) € R" definieren wir eine Addition

(1, xn) + Wiy syn) = (@1 + Y1y s T+ Yn)
und fiir (z1,...,2,) € R" eine Multiplikation mit einer Zahl A € R
A (@1, yxn) = Az, ooy A y).
Wir setzen ausserdem:

0 = (0,...,0)

—X = (=Z1,...,—Tp).

Statt x + (—y) schreibt man kiirzer x —y.

Man kann diese Operationen geometrisch deuten: Dazu sehen wir ein
n-Tupel x = (z1, ... ,x,) als Vektor an, d.h. als einen Pfeil mit Fupunkt in
0 := (0,...,0) und Spitze in x. Zwei Vektoren x und y spannen dann ein
Parallelogramm auf (sieche Abbildung 2 fiir n = 2) und dem Vektor x +y
entspricht dann der Pfeil, der auf der Diagonale mit dem Fulpunkt O liegt
und als Spitze den anderen Eckpunkt hat. Der Multiplikation mit der Zahl
A entspricht die Streckung des Vektors x um den Faktor A.

Man sieht sofort die folgenden Regeln ein:

x+0 = (z1,...,2,)+(0,...,0) = (21,... ,2),
0-x = (1,... ,2n) =(0,...,0) =0,

0
x+(—x) = 0
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Abbildung 2: Addition zweier Vektoren (n = 2)

2 Geraden und Ebenen

Wir betrachten nun einfachste Beispiele von linearen Gleichungen und Glei-
chungssystemen. Zunéchst betrachten wir eine lineare Gleichung der Form

ai1x1 +asxe = b.

Dabei sind aj,a2,b € R vorgegeben und x1, x3 sind die Unbekannten. Wir
betrachten nun die Menge der Lisungen dieser Gleichung

L = {<x17$2) S RQ ‘ a1 + as2r9 = b}

Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

1. Fall: a; = a3 = 0. Dann ist L = () fiir b # 0 und L = R? fiir b = 0.
Diesen Fall betrachten wir als ausgeartet.

2. Fall: a3 = 0 und a7 # 0. Dann kann man die Gleichung umformen
zu

b
xr1 = —.
ay
Die Losungsmenge ist also eine zur z9-Achse parallele Gerade.
3. Fall: a1 = 0 und ag # 0. Dann kann man die Gleichung umformen

zu

Tro = —.
az
Die Losungsmenge ist also eine zur z1-Achse parallele Gerade.
4. Fall: a; # 0 und as # 0. Dann kann man die Gleichung umformen

zu
b a1
Tro = — — .

ag a2

Diese Gleichung beschreibt eine Gerade mit der Steigung —Z—; und dem

Achsenabschnitt %.
Dies fithrt uns zu der Definition:
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Definition Eine Teilmenge L C R? heifit Gerade, genau dann, wenn es
ai,az,b € R mit (a1,a2) # (0,0) gibt, so dass

L= {(v1,22) € R?|a121 + agwa = b}.

Nun kann man eine Gerade auch in Parameterform angeben. Fiir v,w €
R? definieren wir

v+ Rw:={x=v+Iw|)eR}

Der Vektor v heifit Ortsvektor und w Richtungsvektor der Geraden L =
v + Rw.

Jede Gerade ldsst sich nun sowohl in Gleichungsform als auch in Para-
meterform angeben. Dies besagt unser erster Satz.

Satz 2.1 FEine Teilmenge L C R? ist genau dann eine Gerade, wenn es
v,w € R? mit w # 0 gibt, so dass

L =v+Rw.
Beweis. 1) Es sei
L:={(z1,22) € R? |a121 + agzy = b}

mit (aj,a2) # (0,0). Wir betrachten den Fall as # 0, der Fall a; # 0 geht
analog. Wir setzen

v::<0,3>, w::<1,—ﬂ>, L' = v + Rw.
a9 as

Wir miissen zeigen, dass L = L’ gilt. Dazu miissen wir L C L' und L' C L
zeigen.
a) L C L': Es sei (x1,z9) € L. Dann gilt a1z + asxe = b. Wir setzen

A:=x1. Dann gilt
b A
(x1,22) = (A, — - “#>

a a
= <o,ﬂ>+x<1,—ﬂ>
a9 a9
= V4w

Also ist (z1,29) € L.
b) L' C L: Es sei (z1,22) € L'. Dann gibt es ein A € R mit

b A
(x1,22) =V + Aw = ()\,— - &> .
a9 ag
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Setzt man z; = A und 23 = & — 42 in die Gleichung von L ein, so erhilt

a2 a2
man
a1r1 + asxtes = aiA +b—a A =b.

Also ist (z1,22) € L.

2) Es sei nun L = v + Rw gegeben. Wir miissen eine Gleichung finden.
Ist v = (v1,v2) und w = (w1, we) mit wy # 0, so iiberlegt man sich leicht,
dass folgende Gleichung gilt

T2 — V2 w2

] — V1 w1y
< Wx1 — WiT2 = WU — W1V2.

Wir definieren daher
al = ws, ag:=—wi, b:=wov — wyvs,

und
L= {(xlaxQ) € R? ]alxl + agx9 = b}_

Wir miissen wieder L = L' zeigen.
a) L C L': Es sei x =v + Aw € L. Dann gilt

x = (21,22) = (v1 + Awy, v2 + Aws).

Diesen Vektor miissen wir in die Gleichung aix1 + asxo = b einsetzen. Das
ergibt

a1 + agxo = wg(vl + )\wl) — w1y (’1)2 + /\wg) = w9V — Wivy = b.

Also ist x € L.
b) L' C L: Es sei x = (x1,22) € L' Wir miissen ein A € R finden, so
dass
(x1,22) =V + Aw = (v1 + Awy, vg + Aws).

Wegen w; # 0 kann man aus der ersten Komponente dieses Vektors aus-
rechnen, dass
r1— U1
A= ——
wy
sein muss. Also definieren wir A durch diese Gleichung. Wegen x = (x1,x2) €
L' gilt
W1 — W1T2 = WU1 — W1V2.
Daraus folgt
WaT1 — Wal1
To = Vg + ———— = = Uy + Awo.
w1

Also ist x € L. O

Zwei Geraden in der Ebene sind gleich, parallel oder schneiden sich in
genau einem Punkt. Wie kann man nun entscheiden, welcher Fall vorliegt,
und wie kann man den moglichen Schnittpunkt finden? Wir betrachten dazu
einige Beispiele.
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Beispiel 2.1 Die Geraden seien gegeben durch
T+ = 2,
Tl —x9 = —2.

Addiert man diese Gleichungen zueinander, so erhélt man x1 = 0 und somit
xg = 2. Also ist der Schnittpunkt der Punkt (0, 2).

Beispiel 2.2 Die Geraden seien gegeben durch

T+ = 2,
T1+x9 = —2.

Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab, so ergibt sich die Glei-
chung
0=4,

die nie erfiillt ist. Somit haben die Gleichungen keine gemeinsamen Losungen,
also die Geraden keine Schnittpunkte. Also sind die Geraden parallel.

Beispiel 2.3 Nun nehmen wir zu den beiden Geraden aus Beispiel 2.1 noch
eine dritte hinzu:

r1+xe = 2, (1)
r1—x2 = —2, (2)
21+ 20 = 1. (3)

Dieses Gleichungssystem kénnen wir wie folgt umformen:

T +x9 = 2, (1)
o= 0, (2)+(1)
0 = —3. (3)—2x(1)

Damit ergibt sich ein Widerspruch. Das Gleichungssystem besitzt keine
Losung. Die drei Geraden besitzen also keinen gemeinsamen Schnittpunkt.

Nun betrachten wir den R?, den dreidimensionalen Anschauungsraum.
Dann definiert eine lineare Gleichung der Form

a1x1 + asxe + azr3 =b

mit (a1, az,a3) # (0,0,0) keine Gerade mehr, sondern eine Ebene. denn ist
zum Beispiel a3 # 0, so konnen wir die Gleichung nach x5 auflésen

1
xTr3 = —(b — al1r1 — CLQCL‘Q),
as

und wir sehen, dass dies eine Ebene definiert.
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Definition Eine Teilmenge E C R? heifit Ebene, genau dann, wenn es
ai,az,as,b € R mit (a1, az,a3) # (0,0,0) gibt, so dass

E = {(x1,22,23) € R? |a1z1 + agwa + agzs = b}.

Auch fiir eine Ebene gibt es eine Parameterform. Fiir Vektoren u, v, w €
R3 definieren wir

v+Rw = {x=v+Iw|)eR}
u+Rv+Rw = {x=u+A\v+w|A, A € R}

Satz 2.2 Zu einer Ebene E C R3 gibt es u,v,w € R? mit v,w # 0, so
dass
E =u+ Rv + Rw.

Beweis. Es sei
E ={(x1,x9,23) € R3 |a1z1 + agwo + agxs = b}

und 0.B.d.A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) az # 0. Setzt man
x1 = A1 und z9 = A2 in die Ebenengleichung ein, so erhélt man

1
x3 = —(b— a1\ — az\2).
as

Analog zum Beweis von Satz 2.1 setzen wir

b
u = (anv_)a
3
ai
= 1505 A
v (1022
a2
- (0,1,-2
w o (0,1,-2)

Wie im Beweis von Satz 2.1 kann man dann zeigen

EF =u-+ Rv + Rw.

Wir betrachten nun den Schnitt von Ebenen.
Beispiel 2.4 Wir betrachten die Gleichungen

T1+ax9+T3 = —2 (1)
Ty —xe+2x3 = —4. (2)
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Eine Umformung ergibt

T1+x9+T3 = —2 (1)
—2zo w3 = —2. (2)—-(1)
Dies bedeutet: Man kann x3 frei wahlen, und dann sind die anderen beiden

Variablen z; und xz2 festgelegt. Wihlen wir einen reellen Parameter A und
setzen x3 = A, so folgt

1
Tro9 = §A+1,

3
n o= —ZA-3

v=(-310), w= (—;,%,1).

Der Schnitt der beiden Ebenen ist dann die Gerade L = v 4+ Rw.

Wir setzen

Beispiel 2.5 Wir betrachten die Gleichungen

r1+xet+2a3 = —2 (1)
3r1+ 32+ 3x3 = 3. (2)

Dann fithrt eine Umformung zu

1 +xe+xz = —2 (1)
0 = 3. (2)—3x(1)

Diese beiden Gleichungen sind nie gleichzeitig erfiillt. Also besteht der
Schnitt der beiden Ebenen aus der leeren Menge, die beiden Ebenen sind
parallel.

Beispiel 2.6 Wir nehmen zu den beiden Gleichungen von Beispiel 2.4 noch
eine Gleichung dazu:

T1+x9+xT3 = —2

(
x1— w2+ 223 = —4 (2)
x1+3x2+223 = 4. (3)

Diese Gleichungen formen wir um zu

T1+x2t+xT3 = —2 (1)
—2xg+x3 = —2 (2%)=(2)—(1)
29+ 23 = 6. (3%x)=(3)—(1)
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Wir formen noch einmal um:

T+ x2+r3 = —2 (1)
—2x9+x3 = —2 (2*)
2zs = 4. (3%) + (2%)

Die letzte Gleichung kénnen wir nun nach zs auflésen und dann von unten
nach oben einsetzen. Wir erhalten

r3 =

Tro =

r1 = —6.
Der einzige Schnittpunkt der drei Ebenen ist also der Punkt (—6,2,2). Bei
drei Ebenen muss es nicht immer einen Schnittpunkt geben. Nehmen wir

zum Beispiel zu den beiden Gleichungen von Beispiel 2.5 eine dritte hinzu,
so gibt es keine Losung, da zwei der Ebenen parallel sind.

3 Das Skalarprodukt im R"

Wir wollen nun noch andere Darstellungen von Ebenen im R? kennenlernen.
Deswegen unterbrechen wir kurz die Diskussion von linearen Gleichungssy-
stemen.

Wir wollen nun auch Léngen und Winkel definieren. Deswegen fiithren
wir das Skalarprodukt im R™ ein.

Definition Fir Vektoren x = (x1,...,2,) und y = (y1,... ,¥yn) des R”
ist das Skalarprodukt x -y definiert als

Xy =211 + T2y2 + -+ TnYn.

Man beachte, dass x -y eine reelle Zahl ist. Bei der Multiplikation eines
Vektors x mit einem Skalar A erhilt man dagegen einen Vektor Ax € R".

Satz 3.1 (Eigenschaften des Skalarprodukts) (i) Fir alle x € R" gilt
x-x>0

und es gilt x-x = 0 genau dann, wenn x = 0. (Das Skalarprodukt ist positiv
definit. )
(ii) Fir alle x,y € R™ gilt

x-y:y-x.

(Das Skalarprodukt ist symmetrisch. )
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(iii) Fir alle x,y,z € R" und A € R gilt:

(x+2z)y = x-y+z-y,
(Ax)y = Ax-y),
x-(y+z) = xy+x-z,

x-(Ay) = Ax-y).
(Das Skalarprodukt ist bilinear. )
Beweis. (i) Fir x = (z1,... ,2,) gilt
x~x:m%+---+mi > 0.
Daran sieht man auch, dass x - x genau dann gleich 0 ist, wenn z; = ... =
Ty =0, also x = 0 gilt.
Die Formeln von (ii) und (iii) rechnet man einfach nach. O
Definition Die Linge oder Norm eines Vektors x = (z1,... ,x,) ist defi-

niert durch
x| = Vx-x= /22 + -+ 22

Nach Satz 3.1 (i) folgt
x| =0<x=0.

Es gelten die beiden folgenden Sétze.

Satz 3.2 (Satz von Pythagoras) Fliir x,y € R" gilt
x+y* =X+ [y +2(x ).
Satz 3.3 (Parallelogrammgleichung) Fiir x,y € R" gilt
x +y* + x —y? = 2% + 2|y

Die Bewiese dieser beiden Sitze iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Satz 3.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fiir x,y € R" gilt
x-y| < [x[lyl.

Firy # 0 gilt |x-y| = |x||ly| genau dann, wenn es ein A € R gibt, so dass
X = \y.

Beweis. Man kann diese Ungleichung durch Einsetzen von x = (z1,... ,zy)
und y = (y1, ... ,yn) nachrechnen, das fithrt aber zu einer sehr uniibersicht-
lichen Rechnung. Deswegen benutzen wir einen kleinen Trick.
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Fiir y = 0 sind beide Seiten der Ungleichung gleich 0, die Ungleichung
ist daher erfiillt. Es geniigt daher, den Fall y # 0 zu behandeln.
Fir A\, p € R gilt

0

IN

(Ax + py) - (Ax + py)
N(x - x) 4+ 20u(x - y) + P (y - )

Setzen wir nun A :=y -y und p:= —(x-y), so folgt

0 < Mx-x)(yy)-2x-y)?>+(xy)?
= MEx-x)(y-y) - (x-y)).

Wegen A > 0 folgt daraus
(x-y)* < (x-x)(y - y)-

Nun ziehen wir auf beiden Seiten die Quadratwurzel. Dann bleibt das Un-
gleichheitszeichen erhalten und wir erhalten die behauptete Ungleichung.
Fiir den Beweis des Zusatzes bemerken wir (fir A := y -y und p :=

—(x-y)):

x -yl = [x|[y]
& (Ax+py) (Ax+py) =0
S Ax+upy=0

1
& o x=-—--y.
X )\y

Die Norm hat die folgenden Eigenschaften.
Satz 3.5 (Eigenschaften der Norm) (i) Fir x € R" gilt
x| >0 und |x| =0 < x=0.
(ii) Firx € R™ und A € R gilt
x| = Al
(iii) (Dreiecksungleichung) Fir x,y € R™ gilt
x+y| < x| +yl.

Beweis. (i) folgt aus Satz 3.1 (i).
(ii) folgt aus Satz 3.1 (iii).
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Zu (iii): Es gilt

x+y? = (x+y) (x+y)
= (x'x)+2x-y)+{yy)
< |x|? +2[x|ly| + [y|* nach Satz 3.4

= (x| +Iy])*
Zieht man auf beiden Seiten die Wurzel, so erhilt man
x+yl < [x[+ |yl
O

Mit Hilfe der Norm kann man zwischen zwei Punkten x,y € R™ einen
Abstand erkléren:

Definition Der Abstand zwischen zwei Punkten x = (x1,... ,2,) undy =
(y1,...,yn) ist definiert durch

d(x,y) ==y —x| = /(g1 —21)2 + -+ + (yn — x0)>.
Aus den Eigenschaften der Norm folgt:
Satz 3.6 (Eigenschaften des Abstands) (i) Fir alle x,y € R" gilt

d(x,y) >0 und d(x,y) =0 x=y.

(i) Fir alle x,y € R™ gilt
d(x,y) = d(y,x).
(iii) (Dreiecksungleichung) Fir alle u,v,w € R" gilt
d(u,w) <d(u,v) +d(v,w).

Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus Satz 3.5 (i).
(iii) folgt aus Satz 3.5 (ili) mit x :=v—-uundy :=w—v,alsox+y =
W — u. O

Nun wollen wir auch Winkel zwischen zwei Vektoren x,y € R™ mit x # 0
und y # 0 erkldren. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann

namlich
Xy

-1<—<1
x||y|
Es gibt also ein 0 € [0, 7], so dass
cosf = —

[yl
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Definition Der Winkel zwischen x und y, in Zeichen Z(x,y), ist definiert
als diejenige Zahl 6 € [0, 7], so dass

X'y

x|yl

Satz 3.7 (Eigenschaften des Winkels) (i) Firx,y € R" mit x # 0 und
y # 0 gilt

cosf =

x -y = [x|[y| cos £(x,y).
(il) Fir x,y € R" mit x # 0 und'y # 0 gilt
£(x,y) = £(y,%).
(iii) Firx,y € R" mit x # 0 undy # 0 und A\, u € R mit Ap > 0 gilt

A(AXJLY) = A(XaY)'
(iv) Firx,y € R" mitx #0 und y # 0 gilt Z(x,y) =0 oder Z(x,y) =

m genau dann, wenn es ein A € R mit y = A\x gubt.

Beweis. Diese Figenschaften folgen unmittelbar aus der Definition und der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Definition des Winkels mit der anschau-
lichen Definition iibereinstimmt. Dazu beschrinken wir uns auf den Fall
n = 2. Es seien also x,y € R? von Null verschiedene Vektoren und

/ 1 / 1

x=—x, y :=—y.
| M

Da |x/| = |y'| = 1, gibt es «, 5 € [0, 27], so dass

x' = (cosa,sina),

y' = (cosf3,sin3).
Aus Satz 3.7 (iii) und der Definition des Winkels folgt
cos Z(x,y) =cos Z(x',y") =x"-y'.
Es gilt
x' -y’ = cosacos 3+ sinasin 3 = cos(a — 3) = cos(f — a),

also
A(Xa Y) = ﬁ - Q.

Definition Zwei Vektoren x,y € R” heiflen orthogonal, in Zeichen x | y,
genau dann, wenn x -y = 0 gilt.

Der Nullvektor ist orthogonal zu jedem Vektor. Ist x £ 0 und y # 0, so gilt

xLy@é(X,y):g.
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4 Das Vektorprodukt

Wir wollen nun das Vektorprodukt einfithren. Dies ist aber nur fiir Vektoren
aus dem R? definiert.

Definition Fiir Vektoren x = (x1,2,23) und y = (y1,¥2,y3) aus R? ist
das Vektorprodukt x x y definiert durch

X Xy 1= (Toy3 — 3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-

Man beachte, dass x x y wieder ein Vektor des R? ist. Um sich diese
Definition leichter merken zu kénnen, geben wir noch eine Merkregel an.
Wir schreiben die Vektoren als Spaltenvektoren:

r1 Y1 T2Y3 — XT3Y2
XXy = T2 X Y2 = T3y — T1Y3
z3 Y3 T1Y2 — XT2Y1

Wir erhalten die erste Komponente (Zeile) des Vektors x X y, indem wir die
erste Zeile abdecken und die Determinante der verbleibenden 2 x 2-Matrix

T2 Y2

= T2Y3 — T3Y2
T3 Y3

berechnen. Entsprechend ist die zweite Komponente gleich minus der De-
terminante der Matrix, die man erhéalt, wenn man die zweite Zeile streicht.
Schliefflich erhélt man die dritte Komponente, indem man die dritte Zeile
streicht und die Determinante der verbleibenden Matrix ausrechnet.

Wir notieren nun einige Figenschaften des Vektorprodukts.

Satz 4.1 (Eigenschaften des Vektorprodukts) (i) Fiirx,y,z € R3 und
A€ R gilt
(x+y)xz = xXz+Yy Xz,
x % (y +2z)
(Ax)xy = AMxxy)=xx(Ay).

XXYy+XX2z,

(ii) Fir x,y € R? gilt

(xxy) x=(xxy) y=0.
(iii) Fir x,y € R? gilt

x x v = xPlyl* - (x-¥)%.
(iv) Fiir x,y € R? gilt

XXy=-yxxundxxx=0.
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Beweis. Alle Eigenschaften kann man einfach nachrechnen. Wir fiihren den
Beweis von (iii) vor. Es sei x = (1, z2,23) und y = (y1,y2,y3). Dann gilt

|x X }’|2 = (T2ys — x3y2)2 + (z3y1 — m1y3)2 + (z1y2 — 9622/1)2
= (2192)” + (221)” + (2351)” + (2193)° + (2293)° + (w392)°
—2r122Y1Y2 — 2X123Y1Y3 — 2X2T3Y2Y3
= (@ + a5+ 23) (v + 95 +v3) — (2191 + Tay2 + 23y3)°
= [Pyl - (x-y)*

Korollar 4.1 Fiir vom Nullvektor verschiedene x,y € R® gilt
x> y| = [x|ly[sin £(x,y).
Beweis. Es sei 6 = Z(x,y). Nach Satz 3.7 (i) gilt
x -y = |x||y| cosb.
Nach Satz 4.1 (iii) folgt also

xxy? = |xPly? - (x-y)?
= [x/*|ly[*(1 — cos®0)

x|?|y|? sin? 6.

Wegen 6 € [0,7] ist sinf > 0. Also kénnen wir auf beiden Seiten die
Quadratwurzel ziehen und die Behauptung folgt. O

Wir erhalten damit die {ibliche geometrische Beschreibung des Vektor-
produkts. Nach Satz 4.1 (i),(ii) steht der Vektor x x y senkrecht auf der
von den Vektoren x und y aufgespannten Ebene. Seine Lénge ist nach der
Formel von Korollar 4.1 gleich dem Flicheninhalt des von x und y auf-
gespannten Parallelogramms. Nun gibt es, wenn x X y # 0, genau zwei
Vektoren mit diesen Eigenschaften. Der Vektor x x y berechnet sich nach
der Rechte-Hand-Regel: Zeigt der Daumen der rechten Hand in die Richtung
von x und der Zeigefinger in die Richtung von y, so zeigt der Mittelfinger
in die Richtung von x X y.

Wir kommen nun zuriick zu Geraden und Ebenen. Spéter wird der
Begriff der linearen Unabhéngigkeit eine grofie Rolle spielen. Diesen Begriff
fithren wir nun in einem Spezialfall ein.

Definition Zwei Vektoren x und y des R™ heiflen linear unabhdingig genau
dann, wenn fiir alle A, 4 € R mit der Eigenschaft, dass

AX+py =0
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gilt, notwendigerweise A = u = 0 folgt. Die Vektoren x und y heiflen linear
abhdngig genau dann, wenn sie nicht linear unabhéngig sind, d.h. wenn es
A, i€ R mit A # 0 oder p # 0 gibt, so dass

Ax + py = 0.

Der folgende Satz macht diese Definition etwas versténdlicher.

Satz 4.2 Fir x,y € R" sind folgende Bedingungen gleichwertig:
(i) x,y sind linear abhdngig.
(ii) x = 0 oder es gibt ein p € R, so dass y = px.

(iii) y = 0 oder es gibt ein p € R, so dass x = py.

Beuweis.

(i) = (ii): Sind x,y linear abhéngig, so gibt es A, x € R mit A # 0 oder
w#£ 0,80 dass Ax + puy = 0. Ist 4 = 0, so muss A # 0 sein. Aus Ax =0
folgt dann aber x = 0. Ist p # 0, dann gilt

A
y=—-—X,
7

also y = px mit p := —\/p.

(ii) = (i): Ist x = 0, so gilt 1x+0y = 0. Ist y = px, so gilt —px+y = 0.
In beiden Fillen sind also x,y linear abhéingig.

Der Beweis von (i) < (iii) geht analog. O

Satz 4.3 Zwei Vektoren x,y € R? sind genau dann linear abhingig, wenn
x xy =0 gilt.

Beweis. =: Die Vektoren x,y € R? seien linear abhiingig. Aus Satz 4.2
folgt, dass dann x = 0 gilt oder es ein p € R gibt, so dass y = px. Ist x =0,
so gilt

xXy=0xy=0.

Ist y = px, so gilt nach Satz 4.1

xxy=(py)xy=p(y xy)=0.
<: Esseix xy =0. Ist x =0 oder y = 0, so sind x,y nach Satz 4.2
linear abhéingig. Es sei also x # 0 und y # 0. Nach Korollar 4.1 gilt
0 =[x xy| = [x|ly[sin Z(x,y).

Ist 0 := Z(x,y), so folgt sinf = 0, also § = 0 oder # = 7. Das bedeutet
aber, dass es ein p € R gibt, so dass y = px. Nach Satz 4.2 sind x,y daher
linear abhéngig. O

Nun sind wir in der Lage, eine Charakterisierung der Ebenen im R? zu
geben.
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Satz 4.4 FEine Teilmenge E C R3? ist genau dann eine Ebene, wenn es
Vektoren u,v,w € R3 gibt, so dass v und w linear unabhingig sind und

EF =u-+ Rv + Rw.
Beweis. =: Es sei
E = {(x1,29,23) € R®|a121 + asxy + azxs = b}

und 0.B.d.A. a3 # 0. Es sei

b
u = (O,O,G—g),
ay
= (1,0,——
v ( 707 a3)7
ag
= ]_ —_——_—
w (0,1, ag)’

wie im Beweis von Satz 2.2. Dann sind v und w linear unabhéngig. Denn
aus

a2

AV + piw = (A,u,—A% —p—)=(0,0,0)
3

as
folgt A= p=0.

<: Es seien v und w linear unabhingig und £ = u 4+ Rv + Rw. Wir
betrachten den Vektor

a=(ay,az,a3) :=v X W.

Nach Satz 4.3 gilt (a1,a2,a3) # (0,0,0). Es sei x = (x1,22,23) € FE,
X =u+ Av + uw. Dann gilt

a-X=a1x1 +asxre +azrz3 =a-u.

O

Definition Es sei £ C R? eine Ebene. Ein Vektor n mit |n| = 1 und
n 1 x fiir alle x € E heif3t ein Einheitsnormalenvektor von E.

Es sei £ = u+ Rv + Rw mit linear unabhéngigen Vektoren v und w.

Der Vektor
VX W

- v x w|
ist ein Einheitsnormalenvektor von £. Wir haben im Beweis von Satz 4.4
die folgende Beschreibung von FE hergeleitet:

E={xeR?¥|(x—u)-n=0}.

Diese Darstellung nennt man auch eine Normalengleichung der Ebene.
Wir betrachten nun den Abstand eines Punktes von einer Geraden oder
einer Ebene.
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Definition Ist A C R? eine beliebige Teilmenge und u € R3, so ist fiir
jedes x € A der Abstand d(u, x) = |u — x| erklért. Der Abstand zwischen u
und A ist dann definiert als

d(u, A) := min{d(u,x) |x € A}.

Lemma 4.1 Ist L = v+Rw mit w # 0 und u € R3, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes x' € L, so dass x' — u orthogonal zu w ist. Es gilt

ey VoW
W W

Definition Ist L = v + Rw mit w # 0 und u € R3, so heifit das x’ aus
Lemma 4.1 die orthogonale Projektion von v —u auf L.

Beweis. Ist X' = v + Aw, so gilt

(x' —u)-w=0
& (v—u)-wH+Aw-w=0
o A= YTwWw

W W
Also ist x’ eindeutig bestimmt und es gilt

X,:v_i(v—u)-ww.
W W

O

Lemma 4.2 FEssei L = v+Rw und u € R3. Fiir die orthogonale Projektion
x von v —u auf L gilt d(u, L) = d(u,x’).

Beweis. Ist x € L beliebig, so gilt x —x’ = pw fiir ein p € R, also (x—x) L
(x’ —u). Damit folgt aus dem Satz von Pythagoras (Satz 3.2)

Ix —ul® =[x —x'|* + |x —ul?

also
|x —u| > [x —ul.

Also gilt d(u, L) = d(u,x’). O
Satz 4.5 Ist L =v +Rw und u € R3, so gilt

du, L) = V=W Wl _@)‘ xw|
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Beweis. Nach Lemma 4.2 gilt
d(u,L) = |x' —

fiir die orthogonale Projektion von x := v — u auf L. Nach Lemma 4.1 gilt

K —uf? = |x- 2V w?
1 2 2
= WHW\ x— (x-w)w|
1
= W(\XIQIWI‘L?(X w)?w|® + (x - w)?|w|?)

Daraus folgt die Behauptung. (Man kann die Formel auch so einsehen:
|x x w| misst den Flidcheninhalt des von x und w aufgespannten Paral-
lelogramms. Nach einer bekannten Formel ist dieser Flécheninhalt gleich
Grundseite |w| mal Hohe |x' — ul.) O

Satz 4.6 Es sei E = u+Rv+Rw mit linear unabhdngigen Vektoren v und
w,n ein Einheitsnormalenvektor von E undy € R3. Dann gilt

d(y, E) = |(u—y)-nl.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.2 zeigt man, dass der senkrechte
Abstand der kiirzeste ist. Fiir die orthogonale Projektion u’ des Vektors
u —y auf die Gerade Rn gilt

Wegen |n| =1 folgt daraus

Es sei d:=d(0,F). Ist 0 < Z(u,n) < 7/2, so gilt bereits
d=u-n.
Damit erhalten wir die Hessesche Normalform der Ebenengleichung

E={xecR¥|x-n=d}.
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5 Der Gauflsche Algorithmus

Nach diesem Exkurs in die analytische Geometrie kehren wir wieder zu li-
nearen Gleichungssystemen zuriick.
Ein solches lineares Gleichungssystem hatte die Form

a1 + ajpre + -+ appxT, = by
a91x1 + a22x2 + -+ + aspxy, = bo
am121 + amaT2 + -+ + GmnTn = bm.

Dabei sind die a;; und die b; reelle Zahlen und gesucht ist die Menge der
(x1,...,2n) € R™, die alle Gleichungen erfiillen.

Dieses System wollen wir nun zunéchst iibersichtlicher aufschreiben. Die
Koeffizienten a;; schreibt man in einem rechteckigen Schema

ail ai2 Tt A1n

aai a2 e A2n
A=

aml AaAm2 - OGmn

Ein solches Schema nennt man eine m x n-Matrix. Wir schreiben auch
zur Abkiirzung A = (ai;). Die Matrix A heiit die Koeffizientenmatriz des
linearen Gleichungssystems.

Die Unbekannten x1, ... ,x, schreiben wir als Spaltenvektor
T
T2
X = .
T

Die Multiplikation einer Matriz A mit dem Vektor x erkliren wir durch

ail; aiz - Qip I

aai a2 ccc Q2n x2
Ax =

Gml Gm2 " Qmn Tn

ary + aex2 + - + A1y
a21T1 + a2x2 + - -+ + Aop Ty

Am1T1 + Am2x2 + * -+ Amp Ty
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Anschaulich gesprochen bedeutet dies ” Zeile mal Spalte”. Schreiben wir nun
auch noch

b1
by
b := . ,
bn
so wird unser Gleichungssystem zu
a1 a2 - Qip x1 b1
a1 agy - Ao, T2 by
aAml am2 - Amn Tn bn
oder kurz
Ax = b.

Wir sehen, dass es vorteilhaft ist, Vektoren als Spaltenvektoren aufzufas-
sen. Das werden wir in Zukunft tun. Wir werden von nun an Vektoren als
Spaltenvektoren schreiben.

Wir wollen uns nun mit der Losung eines solchen Gleichungssystems
befassen. Die Ldsungsmenge ist gleich

L(A,b) == {x € R"| Ax = b}.

Man kann diese Losungsmenge mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus
ermitteln. Dieses Verfahren wollen wir nun darstellen. Anstelle der Koeffi-
zientenmatrix A betrachtet man die erweiterte Koeffizientenmatriz

a1 a2 - aip b1

a1 a2 -+ a2, b
(A’b) =

aml Gm2 *** Gmn by

Wir sehen uns noch einmal Beispiel 2.6 an. Dort hatten wir die erweiterte
Koeffizientenmatrix wie folgt umgeformt:

1 1 1 -2
0 -2 1 -2
0 0 2 4

Ahnlich hatten wir die erweiterte Koeffizientenmatrix auch in den anderen
Beispielen umgeformt. Diese Matrix ist nun in Zeilenstufenform.
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Definition Eine m x n-Matrix A = (a;;) heifit in Zeilenstufenform genau
dann, wenn sie von der folgenden Form ist:

0 [+
Dabei miissen die Eintrdge an den mit e markierten Stellen von Null ver-

schieden sein. Unterhalb der ”Stufen” diirfen nur Nullen stehen.
Eine Matrix A ist also genau dann in Zeilenstufenform, wenn gilt

1. Es gibt eine Zahl r mit 0 < r < m, so dass es fiir jedes ¢ mit 1 <i <r
ein j mit 1 < j < n gibt, so dass a;; # 0, und so dass fiir alle 7, j mit
r<i<mund1l<j<ngilt: a;; =0.

2. Fir jedes ¢ mit 1 < i < r sei
ji = mln{j | aij 7'5 0}
Dann muss gelten
J1<j2<-+ < Jp
Die Eintrige
aljl,a2j2, . ,a,«jr

stehen an den mit e markierten Stellen und heiflen Pivots (auf deutsch An-
gelpunkte) von A.

Beispiel 5.1 Fiir

13 4 2 =2
02 -1 2 0
A=100 2 6 o0
00 0 0 0

istm=4,n=5r=3,51=1, jo=2, js=3.
Wir betrachten zwei Spezialfille
1. Der Fall r = 0: In diesem Fall ist A die Nullmatrix.

2. Der Fall
jl :]—7 j2:23"'j1”:’r-
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Dann hat A die Form

aill *
0 ago *
A= 0 0 ap =* *
0 0 0 O 0
o --- 0 0 0 ---0

Dabei steht * fiir einen beliebigen Eintrag.

Durch eine Umordnung der Spalten von A kann man stets erreichen, dass
einer dieser beiden Fille vorliegt. Einer Umordnung der Spalten entspricht
eine Umnummerierung der Unbekannten des zugehorigen Gleichungssystems.

Nun betrachten wir ein lineares Gleichungssystem, bei dem die zugehorige
Koeffizientenmatrix A bereits in Zeilenstufenform ist. Zur Vereinfachung
nehmen wir an, dass A in der Form von 2. ist. Dann hat die erweiterte
Koeffizientenmatrix die Gestalt

al * e o k ... X bl

0 azg * -+ % -+ x| by

(A,b) = 0 0 ap * x| by
0 0 0 0 0| brt1

0 0 0 0 0| bpy

mit a;; #0,i=1,...,7.
Satz 5.1 Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
(i) Gibt es einr+1<i<m mitb; #0, soist L(A,b) = 0.
(ii) Gilt m =n =r, so gibt es genau eine Losung. Ist obendrein
bp=...=b,=0,
so hat das Gleichungssystem Ax = 0 nur die triviale Losung x = 0.

(iii) Gilt ¥ < n und byy1 = ... = by, = 0, so gibt es unendlich viele
Losungen.

Beweis von Satz 5.1 (i). Die i-te Gleichung lautet dann

0x1 4+ ---0x, =0b; #0.
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Das ist ein Widerspruch. Das Gleichungssystem ist also nicht zu erfiillen. O

Um Satz 5.1 (ii), (iii) zu beweisen, geben wir ein Losungsverfahren an.
Es sei
b1 =...=by =0.

Dann koénnen wir fiir die Variablen z,41, ... ,z, beliebige Werte einsetzen.
Diese Variablen werden daher als freie Variablen bezeichnet. Die Variablen
Z1,...,Z, sind dann durch die Werte der freien Variablen festgelegt. Man
bezeichnet sie daher als gebundene Variablen. Man berechnet sie durch
Riickwdrtssubstitution.

Genauer ldsst sich das Losungsverfahren wie folgt beschreiben. Wir set-
zen k :=n —r, wahlen A1,..., A\ € R als Parameter und setzen

Lr41 = )\1, Lr42 = )\2, P i )\k-
Dies setzen wir in die r-te Gleichung ein, die damit lautet:
Qrr Ty + ar,r-‘,—l)\l + -+ arp g = br

Da a,, # 0 ist, konnen wir diese Gleichung nach x, auflésen und erhalten

1
Ty = _(br - ar,r-‘,—l)\l - arn)\k)-
Qrpy

Setzen wir dies in die r — 1-Gleichung ein, so kénnen wir entsprechend x,_1
durch Aq,...,\; ausdriicken. Fihrt man so fort, so kann man schlieflich
auch x1 durch Ay, ..., A\x ausdriicken.

Beispiel 5.2 Das Gleichungssystem

x4+ 3x9 +4x3 + 224 — 2205 = 2

2x9 — 13 + 2134
203 — b6y = —2

hat die erweiterte Koeflizientenmatrix

13 4 2 -2|2
A4b)=]02 -1 2 01
00 2 —6 0|2

Setzen wir x4 = A1 und x5 = Ao, so erhalten wir
r3 = —14+3)\

1 1
Ty = 5(1 +a3—2\) = 5)\1

31
r1 = 2—31‘2+4l‘3—2>\1—|—2)\2:6—?>\1+2/\2.
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Beweis von Satz 5.1(ii) und (iii).
(ii) Gilt m = n = r, so sieht die Matrix A wie folgt aus:

aip a2 - Gy
0 ax - a

A=
0 - 0 am

Wegen k = n —r = 0 gibt es dann keine freien Variablen, also gibt es nur
eine einzige Losung. Ist obendrein

bp=...=b,=0,
so folgt durch Riickwartssubstitution
Tp=...=x1 =0.

Also hat das Gleichungssystem Ax = 0 nur die triviale Losung x = 0.
(iii) Gilt r < nund by41 = ... = by, = 0, so gibt es mindestens eine freie
Variable und die Lésungen hédngen von mindestens einem Parameter ab. O

Wir versuchen nun die erweiterte Koeffizientenmatrix eines beliebigen
linearen Gleichungssystems auf Zeilenstufenform zu bringen. Dazu verwen-
den wir die folgenden elementaren Zeilenumformungen.

(Z1) Vertauschung von zwei Zeilen
(Z2) Addition des A-fachen einer Zeile (A # 0) zu einer anderen Zeile.

Der Gaufische Algorithmus basiert darauf, dass diese Umformungen nichts
an der Losungsmenge eines Gleichungssystems dndern.

Satz 5.2 Es sei (A,b) die erweiterte Koeffizientenmatriz eines linearen
Gleichungssystems und (A, b) die aus (A, b) durch endlich viele Zeilenum-
formungen entstandene Matrixz. Dann haben die linearen Gleichungssysteme

Ax=b und Ax=Db
die gleichen Ldsungsmengen.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass eine einzige elementare Zeilenumformung
nichts an der Losungsmenge des Gleichungssystems dndert.

Einer Vertauschung von zwei Zeilen entspricht die Vertauschung zweier
Gleichungen. Es ist klar, dass dadurch die Losungsmenge nicht gedndert
wird.
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Der Addition des A-fachen der i-Zeile zur j-ten Zeile entspricht die Um-
formung der beiden Gleichungen

a1 T+ Ty, = b (1)
a;j121 + -+ AjnTn = bj (2)
zu
apnxl + -+ ainx, = b (3)
(aj1 + Aajn)xr + -+ + (ajn + Aam)zn, = bj + Ab;. (4)

Diese beiden Gleichungssysteme haben aber die gleichen Lésungsmengen.
Denn erfillt x1,... ,x, die Gleichungen (1) und (2), so erfiillt es auch die
Gleichungen (3) und (4). Umgekehrt sieht man durch Subtraktion des A-
fachen der Gleichung (3) von Gleichung (4), dass wenn z1,... ,2, (3) und
(4) erfiillt, dann auch die Gleichungen (1) und (2). O

Entscheidend fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen ist nun
der folgende Satz.

Satz 5.3 Jede Matriz A kann durch elementare Zeilenumformungen in eine
Matriz A in Zeilenstufenform dberfihrt werden.

Beweis. Wir geben einen Algorithmus an, mit dem A in Zeilenstufenform
iiberfithrt werden kann, der leicht in ein Computerprogramm umgewandelt
werden kann.

Es sei A eine m x n-Matrix. Ist A die Nullmatrix, so hat A schon
Zeilenstufenform mit r = 0 und wir sind fertig.

Andernfalls gibt es mindestens einen von Null verschiedenen Eintrag.
Also gibt es mindestens eine Spalte, in der nicht nur Nullen stehen. Wir
nehmen die mit dem kleinsten Index. Dieser Index sei j;. In dieser Spalte
betrachten wir nun den ersten von Null verschiedenen Eintrag. Dieser Ein-
trag sei a;, j,. Ist 91 # 1, dann vertauschen wir die erste und die i;-te Zeile.
Dann ist a;j, unser erster Pivot.

Nun machen wir durch elementare Umformungen vom Typ (Z2) alle
Eintrége in der ji-ten Spalte unterhalb von ajj, zu Null. Ist a;,;, ein solcher
Eintrag, so addieren wir das A-fache der ersten Zeile zur i9-Zeile, wobei

Qo5
A = —%]1
a1j;

ist. Nach diesen Umformungen erhalten wir eine Matrix A; von der folgen-

den Gestalt

0 .- 0 0
Ao
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Dabei stehen wieder an den mit * markierten Stellen irgendweldche Eintréige.
Die Matrix As hat m — 1 Zeilen und n — j; Spalten.

Im néchsten Schritt macht man mit Ay das Gleiche wie oben. Man erhéalt
dann As, usw. Das Verfahren bricht irgendwann ab, da die Anzahl der Zeilen
und Spalten bei jedem Schritt abnimmt oder die Nullmatrix entsteht. O

Beispiel 5.3 Wir betrachten die folgenden Umformungen

1 3 4 2 =2 1 3 4 2 =2
0 2 -1 2 0 0 2 -1 2 0
A= — —
-1 1 -4 -4 2 0 4 0 -2 0
11 3 6 -2 0 -2 -1 4 0
13 4 2 =2 13 4 2 =2
02 -1 2 0 02 -1 2 0 ~
— =: A.
00 2 -6 0 00 2 -6 0
00 -2 6 0 00 0 0 O

Die Matrix A ist in Zeilenstufenform mit r = 3.

Der GauBsche Algorithmus kann wie folgt zusammengefasst werden. Er
besteht aus drei Schritten.

(1) Vorwirtselimination
Durch elementare Zeilenumformungen wird die Matrix A auf Zeilen-
stufenform gebracht. Der Vektor b wird dabei mit transformiert. Aus
der erweiterten Koeffizientenmatrix (A, b) wird dabei (A, b). Sind die
Pivots die Eintréage dq1, ... , ., so ist dieser Schritt fertig, ansonsten
vertauschen wir die Spalten von A so, dass dies gilt.

(2) Losbarkeitsentscheidung
Ist by41 = ... = by, = 07 Wenn nicht, ist das Gleichungssystem nicht
losbar.

(3) Riickwértssubstitution
Fallsb,11 =... =by, =0,setze k :=n—rund x,41 = A1,... ,Tn = g
und l6se von unten nach oben nach x,,x,_1,...,z1 auf.

6 Matrizen

Wir behandeln nun allgemein Matrizen. Wir legen zunéchst einige Bezeich-
nungen fest.
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Definition Eine m x n-Matriz ist ein rechteckiges Zahlenschema

ail a12 o Aln

a1 a22 ccr A2n
A=

Gm1 Am2 *° Omnp

Die Zahlen a;; bezeichnet man als die Eintrdge oder die Elemente der Ma-
trix. Eine m x 1-Matrix bezeichnet man auch als Spaltenvektor und eine
1 x n-Matrix als einen Zeilenvektor. Eine n X n-Matrix nennt man eine
quadratische Matriz. In diesem Fall heiflen die Elemente aiq,... ,an, die
Diagonalelemente von A.

Wir definieren nun Rechenoperationen mit Matrizen. Es seien A = (a;;)
und B = (b;;) zwei m x n-Matrizen. Dann ist ihre Summe A + B wie folgt
definiert:

aiy - ap bi1 -+ big
A+B = e +

am1 - OGmn b1 - bmn

a1 +byy oo aip +big

am1 +bm1 - Amn b

Ist A eine m x n-Matrix und A € R, so ist das Produkt AA definiert durch

air e aln Aair o0 Aain
aml *°° Amn Am1 -+ Aamn
Das Produkt AB einer m x r-Matrix A = (a;;) mit einer r x n-Matrix

B = (b;;) ist definiert durch

aiyp - aiy b1 -+ bin
AB =
Gm1l - Qmp bri - b
airbir +---aybey oo anbiy + -+ arrbey
am1bir + -+ ampbrr o amibin + -+ by,

Das bedeutet,
AB=C = (Cij)
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und ¢;; erhdlt man, indem man paarweise die Eintrége der i-ten Zeile von
A und der j-ten Spalte von B multipliziert und die entstehenden Produkte
addiert, also

Ccij = ai1bij + - + airbrj.

Sind a1, as, . .. a, beliebige Zahlen, so schreibt man abkiirzend fiir die Sum-
me dieser Zahlen

n
Zak =a1+ a2+ -+ ap.
k=1

Also konnen wir abkiirzend schreiben

.
Cij = § ik ;.-
k=1

Die neue Matrix C' ist eine m X n-Matrix. Man merke sich: AB ist nur
erklart, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B ist. Es gilt
die folgende Merkregel:

m X r mal r X n ergibt m x n.

Die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor ist der Spezialfall r =
1.

Beispiel 6.1

1 5 0 —1 (2) _31 1 14
0 3 2 0 4 = -8 11
-4 01 -1 Lo ~-13 5

Eine besondere Rolle spielen die n x n-Nullmatrix

00 ---0
00 --- 0
0=0,:= .
00 - 0
und die n x n-Einheitsmatrix
10 0
01 0
00 1

Satz 6.1 (Rechenregeln) Fs seien alle Matrizen so gewdhlt, dass die Ope-
rationen definiert sind. Dann gelten die folgenden Rechenregeln
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(a) A+ B = B+ A (Kommutativgesetz der Addition)
(b) A+ (B+C)=(A+ B)+ C (Assoziativgesetz der Addition)

)
)
(c) A+0=0+ A = A (neutrales Element der Addition)
(d) (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz der Multiplikation)

)

)

)

e) AE = FEA = A (neutrales Element der Multiplikation)

(
(f) A(B+C)= AB+ AC (linkes Distributivgesetz)

(g) (A+ B)C = AC + BC (rechtes Distributivgesetz)

Beweis. Alle Aussagen betreffen die Gleichheit von Matrizen und werden
bewiesen, indem man beide Seiten ausrechnet und zeigt, dass die einan-
der entsprechenden Eintrége iibereinstimmen. Wir fithren dies nur fiir die
Aussage (d) vor.

Es sei A = (a;5) eine m x r-Matrix, B = (b;;) eine r x s-Matrix und
C = (cij) eine s x n-Matrix. Es gilt

T
AB = (aq) mit aip = Y aigbu,
k=1

also
(AB)C = (dij)

s r s
dij = Zailclj = Z (Z (lmbkl) = Z Zaikbklclj-
=1

=1 k=11=1

Auf der anderen Seite gilt
BC (61@ mlt /8’6] Zbklcl];
also
A(BC) = (dj;)
mit
di; = Z aikBrj = Y ik (Z bklclj> => 3 awbricy;.
k=1 1=1 k=1 1=1
O

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, wie das folgende Bei-
spiel zeigt.
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Beispiel 6.2 Es sei

Dann gilt

also AB # BA.

Definition Es sei A eine quadratische Matrix. Die Matrix A heifit inver-
tierbar genau dann, wenn es eine Matrix B mit AB = BA = E gibt. In
diesem Fall heifit B eine inverse Matriz zu A.

Beispiel 6.3 Es sei

= (5 ) ee(5h)

Dann ist A invertierbar und B ist eine inverse Matrix zu A, da

=5 )5 %) (0 0) e
= (5 5)(5 7)=(50)-"

Beispiel 6.4 Die Matrix
1 2
A= ( 00 >

ist nicht invertierbar. Denn ist
B_ ( b1 b2 )
ba1 b2

eine beliebige 2 x 2-Matrix, so gilt

(1 2 bit biz \ [ bi1+2bia b1z + 202
an=( o) ()= (e e ) e

Es ist zunédchst ja nicht ausgeschlossen, dass es zu einer Matrix zwei
inverse Matrizen geben kann. Der folgende Satz zeigt, dass das aber nicht
moglich ist.

Satz 6.2 Sind B und C inverse Matrizen zu A, so ist B =C.
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Beweis. Nach Voraussetzung gilt
AB=BA=Fund AC=CA=E.

Also gilt einerseits
(BA)C=EC=C

und andererseits
(BA)C = B(AC) = BE = B.

Also folgt B =C. a

Also ist die inverse Matrix zu einer Matrix A eindeutig bestimmt und
wir bezeichnen sie mit A~!. Es gilt also

AA ' =A"TA=E.

(1Y)

ist fiir ad — be # 0 invertierbar und in diesem Fall gilt

1 d —b
A7l = .
ad — bc ( —c a >
Satz 6.3 (i) Fir zwei invertierbare n x n-Matrizen A und B ist auch das

Produkt AB invertierbar und es gilt (AB)™! = B~1A~1.
(ii) Mit A ist auch A~ invertierbar und es gilt (A=1)~1 = A.

Beispiel 6.5 Die Matrix

Beweis.
(i) Es gilt

(AB)(B'A™) = A(BB YA '=AFA ' = AA"' = E.

Entsprechend zeigt man (B~'A~1)(AB) = E. Daraus folgt, dass AB inver-
tierbar ist und (AB)~! = B~1A~! gilt.

(ii) Wegen A™*A = AA™! = E folgt, dass A~! invertierbar mit (4A=1)~! =
A ist. O

Definition Jeder m x n-Matrix A zugeordnet ist die transponierte Matriz
AT die sich aus A durch Vertauschen von Zeilen und Spalten ergibt, d.h.

AT ist die n x m-Matrix, deren i-te Spalte fiir i = 1,2,... ,m die i-te Zeile
von A ist:
ail a2 -+ Qlp ail a1 v Gml
ag1 G2 ' G2n a2 G222 - Gm2
A= — AT =

Gml Om2 " Omn A1n A2n, " Gmn
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Die transponierte Matrix AT entsteht durch eine Spiegelung der Matrix A
an der Hauptdiagonale.

Beispiel 6.6

, AT=(12 3 —-1),

1 2 3 1 4 7
A= 456 |, AT=|2 5 8
789 36 9

Satz 6.4 (Rechenregeln fiir die transponierte Matrix) Es seien alle
Matrizen so gewdhlt, dass die Operationen definiert sind. Dann gelten die
folgenden Rechenregeln

(a) (A+B)T = AT + BT,
(b) (AA)T = MAT fiir jedes ) € R.

(c) (AT)T = 4.

(d) (AB)T = BTAT.

(e) Mit A ist auch AT invertierbar und es gilt (AT)™1 = (A=1)T.

Beweis. Die Aussagen (a)-(c) sind leicht nachzurechnen.
(d) Es sei A = (ai;) eine m x r-Matrix und B = (b;;) eine r x n-Matrix.
Dann gilt
T
AB = (Cij) mit Cij = Zaikbkjy
k=1

also

(AB Cﬂ Z a]kbkz

Auf der anderen Seite gilt
BTAT = (dlj) mit dij = Z bkiajk,
k=1
also (AB)T = BT AT,
(e) Es gilt nach (d)
AT(A_l)T — (A_lA)T — ET — E,
(A HTAT = (A4 )Y =E"=F.
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Daraus folgt die Behauptung. O
In § 5 haben wir die folgenden Zeilenoperationen betrachtet:

(Z1) Vertauschung der i-ten mit der k-ten Zeile

(Z2) Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile

Wir betrachten noch zusétzlich die Operation
(Z3) Multiplikation der i-ten Zeile mit A

Diesen Operationen ordnen wir wie folgt Matrizen zu:

Definition Die folgenden m x m-Matrizen nennen wir Elementarmatrizen:

1
1
0 1 «— i-te Zeile
1
Fiy =
1
1 0 — k-te Zeile
1
1
1
1
1 A «— i-te Zeile
1
A
Fy =
1
1 — k-te Zeile
1
1
1
1
E = A — i-te Zeile
1
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Dabei sind alle Eintréige aufler den angegebenen oder durch Punkte ange-
deuteten Eintragen gleich Null.

Es sei nun A eine beliebige m xn-Matrix. Dann entsprechen die folgenden
Produkte gerade den Matrizen, die durch die angegebenen Zeilenoperationen
aus A hervorgegangen sind:

FpA — (Z1)
FRA < (72)
FA — (Z3)

Bemerkung 6.1 Man beachte, dass wir die Elementarmatrizen von links
mit der Matrix A multiplizieren. Der Multiplikation der Matrix A mit Ele-
mentarmatrizen von rechts entsprechen Spaltenumformungen.

Satz 6.5 Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind
wieder Elementarmatrizen. Genauer gilt

1
Fizl =Fy, (Fp)'= qu;Av (FM) ' =Fp.

i i
Beweis. Dies rechnet man leicht durch Ausmultiplizieren nach. O
Satz 6.6 Fir eine n X n-Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) Das Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Lisung.

(¢) A ldsst sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

Beweis.
(a) = (b): Es sei A invertierbar. Dann kénnen wir die Gleichung Ax = 0
von links mit A~! multiplizieren:

A lAx = A710
= FEx=0
= x=0.

Also hat Ax = 0 hat nur die triviale Losung.

(b) = (c): Das Gleichungssystem Ax = 0 habe nur die triviale Losung.
Mit Hilfe des Gauflschen Algorithmus kénnen wir A nach Satz 5.3 durch ele-
mentare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen. Aus Satz 5.1 (ii)
folgt, dass dabei eine Matrix B der Form

B =
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mit von Null verschiedenen Diagonalelementen bi1, ... , by, entsteht.

Durch weitere Zeilenumformungen kénnen wir nun B zur Einheitsmatrix
FE,, machen. Zunichst kann man mit Hilfe der letzten Zeile die Eintrige in
der letzten Spalte oberhalb von b,, zu Null machen, dann mit Hilfe der
vorletzten Zeile die Eintrége der vorletzten Spalte oberhalb von b, 1,1,
etc. Damit erhélt man eine Matrix, bei der nur noch die Diagonalelemente
von Null verschieden sind. Durch Zeilenoperationen vom Typ (Z3) kann
man schliellich die Diagonalelemente zu 1 machen. Den Zeilenoperationen
entspricht aber die Multiplikation von A mit Elementarmatrizen. Also gibt
es Elementarmatrizen Fi,... , F, mit

E,=F ---FA

Also folgt
A=F ' F'E,.

(c) = (a): Da Elementarmatrizen nach Satz 6.5 invertierbar sind, ist
auch A als Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar. O

Der Beweis von Satz 6.6 gestattet nun, ein einfaches Verfahren zur Be-
stimmung der inversen Matrix einer invertierbaren Matrix A anzugeben. Es
sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Wie im Beweis von Satz 6.6 seien
F1, ..., F,. Elementarmatrizen mit

E,=F - -FA

Indem wir diese Gleichung von rechts mit A~ multiplizieren, erhalten wir
daraus
A'=F,. .- -RE,.

Wir erhalten also A~!, indem wir die Einheitsmatrix von links der Reihe
nach mit den Elementarmatrizen Fi,... ,F, multiplizieren. Da jede die-
ser Multiplikationen einer Zeilenoperation entspricht, folgt: Die Folge von
Zeilenoperationen, die A in E,, dberfihrt, iberfihrt gleichzeitig E, in A™1.

Damit erhalten wir das folgende Verfahren zur Matrizeninversion: Wir
schreiben die Einheitsmatrix rechts neben A

(A|E).

Nun fithren wir geeignete Zeilenoperationen aus, bis auf der linken Seite F
steht. Die Zeilenoperationen werden gleichzeitig an E durchgefiihrt. Dann
ergibt sich auf der rechten Seite A~!, so dass wir die Matrix

(E]A™Y)

erhalten.
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Beispiel 6.7

S O =
O = O

12 3] 1 0
0 -3 —6| —2 0
1 2
00 3] 3+ -21
2 2
1 2 o 2 %2 -1
0—30—4—§2
1
0 0 3] & -2 1
2 4 1
10 0p -5 5 3
0—30—%—52
1
0 0 3| % -2 1
100—§§§
010 & & =2
001%9213
9 9 3

7 Gruppen

Unser Ziel ist es nun, allgemeine Vektorrdume einzufithren. Als Vorbereitung
betrachten wir Gruppen.

Definition Unter einer Verkniipfung auf einer Menge G versteht man eine
Vorschrift *, die zwei gegebenen Elementen a,b € G ein neues Element a *b
zuordnet.

Beispiel 7.1 Fir G =R und a,b € G sind durch
axb:=a+boderaxb:=a-b
Verkniipfungen auf R erklart.

Beispiel 7.2 Es sei Mat(m,n) die Menge aller m x n-Matrizen. Fiir A, B €
Mat(m, n) definiert
AxB:=A+B

eine Verkniipfung auf Mat(m, n). Durch
Ax B:= AB fir A, B € Mat(n,n)

wird eine Verkniipfung auf Mat(n,n) erklért.
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Definition Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heifit Grup-
pe genau dann, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

(A) (axb)xc=ax(bxc) fir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz).
(N) Es gibt ein e € G mit a x e = a fiir alle a € G (Neutrales Element).
(I) Zu jedem a € G gibt es ein ¢’ € G mit a * a’ = e (Inverses Element).

Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls zusétzlich folgendes Axi-
om erfiillt ist:

(K) a*xb=>b=xa fiir alle a,b € G (Kommutativgesetz).

Beispiel 7.3 R mit der Verkniipfung + bildet eine abelsche Gruppe. Die
Menge R* := R\ {0} mit der Verkniifung - bildet ebenfalls eine abelsche
Gruppe. Warum muss man die Null herausnehmen?

Beispiel 7.4 Die Menge Mat(m,n) mit der Verkniipfung A« B := A+ B
fir A, B € Mat(m,n) ist eine abelsche Gruppe. Es sei GL(n) die Menge

aller invertierbaren n x n-Matrizen. Dann ist GL(n) mit der Verkniipfung
Ax B := AB fiir A, B € GL(n) eine Gruppe.

Wir leiten nun einige einfache Folgerungen aus den Gruppenaxiomen ab.

Satz 7.1 Ist G eine Gruppe, so gilt:

(a) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die
Eigenschaft e x a = a fiir alle a € G.

(b) Das inverse Element a' zu einem Element a € G ist eindeutig bestimmt
und hat auch die Eigenschaft o’ x a = e. Wir bezeichnen es mit a™".

(c) (a=YH~t =a fir allea € G.
(d) (axb)"t =b"txa™! fir allea,beG.
(e) Es gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

axr=a*xT=>cx=Tundyxa=y*xa=>y=7g.

Beweis.

(a) Es sei e € G ein neutrales Element und a € G. Zu a gibt es ein
inverses Element ¢/ € G. Zu a’ gibt es wiederum ein inverses Element
a” € G mit a’ *x a” = e. Damit gilt

/

adxa = (d*xa)xe=(d xa)*(a xad")=ad *(ax(a*d"))

= dx*((axd)*d")=d x(exd”) = (d
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Daraus folgt
exaq = (a*a’)*a:a*(a’*a):a*e:a.

Ist € ebenfalls ein neutrales Element, so gilt e x € = e und e x € = €, also
e=e.

(b) Dass das inverse Element a’ zu a die Eigenschaft a’xa = e hat, wurde
bereits in (a) gezeigt. Ist @’ ebenfalls ein inverses Elemente zu a € G, so
folgt daher

i =exd =(dxa)xd =d *x(axd)=d xe=d.

(c) Aus a™! x a = e folgt, dass a inverses Element zu a~! ist, d.h.
(et =a.
(d) Es gilt
(axb)x (b xa™) = axbxbtxa™))=ax((bxdb ) xat)
= ax(exa ) =axal=e

(e) Es gilt

axr=axi = a ‘x(axz)=alx(axi)

= (atxa)xz=(a"lxa)xi

= e*xTr—e*xI=>1xTr=272.

Die andere Kiirzungsregel zeigt man analog. O

8 Vektorraume

Wir wollen nun allgemeine Vektorrdume einfithren. Es sei K := R oder
K :=C.

Definition Eine Menge V' zusammen mit einer inneren Verkniipfung (Ad-
dition genannt) +, die je zwei Elementen v,w € V ihre Summe v + w
zuordnet, und einer duBeren Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren oder
skalare Multiplikation genannt) -, die einem Element A € K und einem Ele-
ment v € V das skalare Vielfache X - v zuordnet, heifit K- Vektorraum (oder
Vektorraum tiber K) genau dann, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(V1) V bildet zusammen mit der Addition eine abelsche Gruppe.
(V2) Fiir alle A, € K und v,w € V gilt:

(&) M- (v+w)=A-v+ A -w.
(b) A +pu)-v=A-v+pu-v.
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() A-(p-v)=(Au)-v.
(d) 1-v=vwv.

Die Elemente von V' werden als Vektoren bezeichnet. Das neutrale Element
von V beziiglich der Addition wird Nullvektor genannt und mit 0 bezeich-
net. Das inverse Element zu einem Vektor v beziiglich der Addition wird
das Negative von v genannt und mit —v bezeichnet. Einen R-Vektorraum
bezeichnen wir auch einfach als Vektorraum.

Beispiel 8.1 V = R" mit der in § 1 erklérten Addition und skalaren Mul-
tiplikation ist ein Vektorraum. Die Axiome priift man leicht nach. Als

U1 w1
Beispiel beweisen wir (V2) (a). Es sei v = Do, w= : |. Dann
Up, Wy,
gilt
U1 w1 v +wy
A(v+w) = A o+ : =A :
Un W, Avp, + wy,
A(v1 + wr) Avy + Awy
Aoy, + wy,) Avy, + Awy,
vy w1
= A : + A : =A-V+A-w
Un, Wy,

Beispiel 8.2 Die Menge Mat(m,n) zusammen mit der in § 6 definierten
Addition und skalaren Multiplikation ist ein Vektorraum. Wieder priift
man die Axiome leicht nach. Der Nullvektor ist die m x n-Nullmatrix, das
Negative zu A € Mat(m,n) ist die Matrix —A.

Beispiel 8.3 Essei V die Menge aller auf R definierten reellwertigen Funk-
tionen f : R — R, = — f(x). Fiir zwei Elemente f,g € V und ein A € R
definieren wir die Summe f + g und das skalare Vielfache A - f durch
(f+9)(x) = [flz)+g(x)
A-Nz) = Af(z).

Mit diesen Verkniipfungen ist V' ein Vektorraum.

Beispiel 8.4 Die Menge V enhalte nur ein Element, das wir mit 0 bezeich-
nen. Definieren wir
0+0 = O
A0 =0
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fir alle A € K, so erfiillt V die Vektorraumaxiome. Der K-Vektorraum V'
heif3t der Nullvektorraum.

Satz 8.1 FEs sei V ein Vektorraum diber K, v € V und A € K. Dann gilt:

(a) 0-v=0

(b) A-0=0.

© (-1)-v=—v.

(d) Aus A-v =0 folgt A\ =0 oder v=0.

Beweis. (a) Aus

0-v=(04+0) v 2 0.v40.v
folgt 0-v=0
(b) Aus
A0=X-040) "2V 1. 04+1.0
folgt A-0=0.
(c) Aus
v (=) v v () v iy ov=0.v®o

folgt (—1) - v = —v.
(d) Ist A-v =0 und X # 0, so folgt

Wir haben bisher zwischen der Multiplikation in K, die wir ohne Zeichen
geschrieben haben, und der skalaren Multiplikation, die wir mit - bezeichnet
haben, unterschieden. Der Satz zeigt, dass dies eigentlich nicht nétig ist,
und deswegen werden wir in Zukunft das Zeichen - weglassen.

In § 5 hatten wir die Losungsmengen £(A,b) von linearen Gleichungs-
systemen Ax = b betrachtet. Wir interessieren uns nun fiir den Fall b = 0.
Wir werden zeigen, dass in diesem Fall die Losungsmenge £(A4,0) C R™ von
R™ die Vektorraumstruktur erbt. Dazu fithren wir den Begriff des Unter-
raums ein.

Definition Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit
Unterraum von V genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(U1) U #0.
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(U2) vweU=v+welU
(d.h. U ist abgeschlossen unter der Addition).

(U3) Ne K,veU=AeU
(d.h. U ist abgeschlossen unter der Multiplikation mit Skalaren).

Aus dieser Definition folgt, dass wir auf einem Unterraum U C V eine
Addition und eine Multiplikation mit Skalaren haben, die von der Addition
und Multiplikation mit Skalaren in V' induziert werden.

Satz 8.2 Ein Unterraum U C V eines Vektorraums V ist zusammen mat
der induzierten Addition und skalaren Multiplikation wieder ein Vektorraum.

Beweis. Nach (U1) gibt es ein v € U. Nach Satz 8.1(a) gilt 0- v = 0. Nach
(U3) liegt daher auch der Nullvektor 0 in U. Zu jedem v € U ist nach (U3)
auch —v = (—1)-v € U. Die iibrigen Vektorraumaxiome gelten in U, da sie
in V gelten. O

Beispiel 8.5 Es sei A eine m x n-Matrix. Ein lineares Gleichungssystem
Ax = 0 bezeichnet man als ein homogenes lineares Gleichungssystem. Die
Losungsmenge L£(A, 0) eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein
Unterraum des R™. Wir priifen die Axiome (U1)—(U3) nach:

(Ul) L£(A,0) ist nicht leer, da £(A,0) mindestens den Nullvektor 0
enthilt.

(U2) Sind x und % Vektoren aus £(A4,0), so gilt

Ax =0 und Ax = 0.

Daraus folgt
Ax+x)=Ax+Ax=0+0=0.

Also ist x+ % € L(A,0).
(U3) Ist x ein Vektor aus £(A,0) und A € R, so gilt

A(Ax) = AAx = A0 = 0.

Also ist auch Ax € L(A,0).

Insbesondere sind Geraden durch den Ursprung im R? Unterrdume des
R? und Geraden und Ebenen im R3, die den Ursprung enthalten, Un-
terrdume des R3.

Beispiel 8.6 Es sei U = {(z,y) € R?|z > 0,y > 0}. Dann ist U kein
Unterraum des R?, da zum Beispiel v = (1, 1) in U liegt, aber nicht (—1)v =
—v=(-1,-1).
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Beispiel 8.7 Es sein eine natiirliche Zahl und P,, die Menge aller Polynome
(ganzrationalen Funktionen)

p(r) = ap + a1 + - - - + apx”

mit reellen Koeflizienten ag, a1, ... ,a,, deren Grad hochstens n ist. Dann
ist P, ein Unterraum des Vektorraums V' aller auf R definierten reellwertigen
Funktionen. Denn sind

p(z) = ap+arx+- -+ azz”,
q(z) = bo+bix+---+bya"

Polynome und A € R, so sind auch
(p+q)(x) =p(x) + q(z) = (ap + bo) + (a1 + b1)z + - - + (an + by )"

und
(Ap)(z) = Ap(x) = (Aag) + (Nar)x + -+ + (Aay)x"

wieder Polynome vom Grad kleiner oder gleich n.

9 Lineare Hiille und lineare Unabhéingigkeit

Wir betrachten nun wichtige Begriffsbildungen in Vektorrdumen. Es sei V'
ein Vektorraum iiber K.

Definition Ein Vektor w € V heifit Linearkombination der Vektoren v,
Vg, ..., V, genau dann, wenn es A1, Ag, ..., A\ € K gibt, so dass gilt:

W = AV + Xovo 4+ AV,

T
Beispiel 9.1 Jeder Vektor x = | a2 € R3? ist eine Linearkombination
3
der Standardbasisvektoren
1 0 0
e = 0 s €9 = 1 y e3 — 0 N
0 0 1
denn es gilt
1 1 0 0
X = X9 =1 0 + Z2 1 + x3 0 = x1€e1 + x2€e9 + x3€es3.

I3 0 0 1
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1 3 4
Beispiel 9.2 Esseiu=| —1 | undv = 1 . Dannistw= | 1
2 -1 1

keine Linearkombination von u und v.

Beweis. Wenn w Linearkombination von u und v wére, so miisste es A, \g €
R geben, so dass

1 3 4
Ml =1 )+ X 1 =11
2 —1 1

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

AM+3N = 4
A1+ A =
201 — A = 1
Dieses Gleichungssystem besitzt aber keine Losung. O

Wir untersuchen nun die Menge aller Linearkombinationen von vorgege-
benen Vektoren vi,vo,... ,Vv,.

Satz 9.1 Es sei S = {vi,va,...,v,} eine Menge von Vektoren eines Vek-
torraums V diber K. Dann gilt:

(a) Die Menge U aller Linearkombinationen von vy, Ve, ... , v, bildet einen
Unterraum von V.

(b) U ist der kleinste Unterraum von V, der vi,va,...,v, enthdlt, d.h.
jeder Unterraum von V', der vi,va, ..., v, enthdlt, enthdlt auch U.

Beweis. (a) Wir priifen die Eigenschaften (U1)-(U3) fiir U nach:
(U1): U#0,da0=0vy +0vy+---+0ve €U.
(U2), (U3): Es seien v,w € U und A € K. Dann gilt

Vv = AMVvi+Ave+ -+ AV,
W = u1vi+ pava+ -+ vy

fir A1, Agy .oy Apy i1, 02, -+ - iy € K. Dann gilt

viw = (M tp)vi+ Qe t+p)vet o+ (A + ) vie €0,
AV = ()\)\1)V1 + ()\)\Q)VQ + -4 ()\)\r)vr eU.

(b) Jeder Vektor v;, i = 1,...,r, ist wegen

vi=0vi+- +0vio1 +1v; + 0vip1 + -+ + 0v,
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eine Linearkombination von vi,vs,...,v,.. Also enthilt U die Vektoren
vi,Vo,...,v,. Essei U ein Unterraum von V, der vi,vs,..., v, enthélt.
Aufgrund der Eigenschaften (U2) und (U3) von U’ liegen dann auch alle
Linearkombinationen von vi,vs,...,v, in U’. Damit folgt U C U’. O

Definition Es sei V ein K-Vektorraum, S = {vi,va,...,v,} eine Teil-
menge von V und U der Unterraum von V', der aus den Linearkombinationen
von vi,Vva,...,Vv, besteht. Dann sagt man, U wird von vi,vo, ..., Vv, auf-
gespannt oder erzeugt und man nennt U die lineare Hiille von vi,va, ... ,V,,
in Zeichen

U = span(S) oder U = span{vi,va,...,v,}.

Die Menge S heif3t Erzeugendensystem von U.

Beispiel 9.3 Zwei linear unabhingige Vektoren im R? spannen eine Ebene
durch den Nullpunkt auf.

Beispiel 9.4 Die Monome 1, z, 22, ... , 2" spannen den Vektorraum P, auf.
Denn jedes Polynom p(x) aus P, ist eine Linearkombination

p(x) =ag+ar1x + - + apz”
dieser Monome. Es gilt also
P, =span{l,z, 22, ... z"}.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der Begriff der linearen Unabhéngigkeit.
Fiir zwei Vektoren des R™ haben wir diesen Begriff schon in § 4 eingefiihrt.

Definition Eine Teilmenge S = {vy,vs,...,v,} eines K-Vektorraums V'
heiflt linear unabhingig genau dann, wenn gilt: Sind A1, Ag,... , A\ € K und
ist

AV +Xova 4o+ AV, =0,

so folgt
AM=X=--=A\=0.

Anders ausgedriickt, bedeutet dies, dass sich der Nullvektor nur als triviale
Linearkombination
0=0vy4+0vyg+---4+0v,

der Vektoren vi,va, ..., v, darstellen laf}t.

Die Teilmenge S heifit linear abhdngig genau dann, wenn .S nicht linear
unabhéngig ist, d.h. wenn es Skalare A1, Ag, ... , A, gibt, die nicht alle gleich
Null sind, so dass

AMvi+ Aove + - 4+ AV, = 0.
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Beispiel 9.5 Die Menge S := {ej1,e2,e3} mit

1 0 0
€e| = 0 y €9 = 1 P €3 = 0
0 0 1

ist linear unabhéingig. Denn aus der Gleichung
Arter + Agzez + Aze3 =0

ergibt sich

1 0 0 0
A 0 + Ao 1 + A3 0 = 0 ,
0 0 1 0
also
A1 0
A9 =101,
A3 0

also /\1 :)\2 :)\3 =0.

Beispiel 9.6 Die Menge S := {vi, vy, v3} mit

1 0 1
vi=[ 0], vo:=| 1|, vz3:=|1
0 0 0

ist linear abhéngig, denn es gilt vi + vo — vy = 0.

Beispiel 9.7 Die Menge S := {1,z,2%,... 2"} ist linear unabhingig in
P,,. Denn aus

ap+ a1z + asx® + -+ apz™ =0 fiir alle z € R
folgt
apg=a; =az=---=a, =0,
da ein Polynom n-ten Grades hochstens n Nullstellen hat.
Satz 9.2 Es sei V' ein Vektorraum iber K und S = {vi,va,... ,v,} ei-
ne Teilmenge von V. mit r > 2. Die Teilmenge S ist genau dann linear

abhdingig, wenn mindestens einer der Vektoren von S als Linearkombinati-
on der anderen dargestellt werden kann.
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Beweis.
”7=": Die Teilmenge S sei linear abhingig. Dann existieren Skalare
A1, A2, ..., Ap, die nicht alle gleich Null sind, so dass

A1V] + Agvo + -+ A v,. = 0.

Ist etwa A1 # 0, so folgt daraus

A2 Ar
V] = ——Vy — —V,.
1 )\1 2 )\1 r
Also ist vi Linearkombination von v, ... ,v,. Entsprechend erhélt man fiir

A # 0 den Vektor v; als Linearkombination der iibrigen.
7«<": Angenommen, vy lésst sich als Linearkombination der anderen
darstellen:
Vi =Xava + o+ AV

Daraus folgt
V1*)\2V2*---*)\rvr:0.

Also lasst sich der Nullvektor als nichttriviale Linearkombination von Vek-
toren aus S schreiben. Daraus folgt, dass S linear abhéngig ist. Lésst sich
nicht v, sondern der Vektor v; als Linearkombination der anderen Vektoren
aus S darstellen, so folgt die Behauptung analog. O

Bemerkung 9.1 Aus Satz 9.2 folgt, dass Satz 4.2 auch in einem allgemei-
nen K-Vektorraum gilt. Wir erhalten als Folgerung aus Satz 9.2:

(a) Eine Menge, die den Nullvektor enthilt, ist linear abhingig.

(b) Eine Menge mit zwei Elementen ist genau dann linear abhingig, wenn
einer der Vektoren ein skalares Vielfaches des anderen ist.

Satz 9.3 Es sei V ein K-Vektorraum. FEine Teilmenge S =
{vi,va,...,v.} von V ist genau dann linear unabhingig, wenn sich jeder
Vektor aus span(S) in eindeutiger Weise als Linearkombination der Vekto-
ren vi,va,...,V, schreiben ldsst.

Beweis.

7«<": Angenommen, S ist linear abhéngig. Dann ldsst sich der Nullvek-
tor 0 € span(S) auf mindestens zwei verschiedene Weisen als Linearkombi-
nation der Vektoren vi,Vvs,... , Vv, schreiben.

"=": Es sei S linear unabhéngig. Angenommen, wir hétten fiir den
Vektor v die Darstellungen

v o= Avi+Xvot A+ AV,
Vo= Vit v+ e Vi
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Durch Subtraktion dieser Gleichungen folgt
0 = (M —p)vi+ (A2 —p2)va+ -+ (A + pr) vy

Da S linear unabhéngig ist, ergibt sich

M—p1r=Xd—pr=-=XA—p =0,
also
AL =, A2 =2, oo, A = ppe
Also ist die Darstellung von v eindeutig. O

10 Basis und Dimension
Wir wollen nun die grundlegenden Begriffe Basis und Dimension einfiihren.

Definition Eine Teilmenge S = {vi,va,...,v,} eines K-Vektorraums V'
heifit Basis von V' genau dann, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(a) S ist linear unabhéingig.
(b) S ist ein Erzeugendensystem von V.

Aus Satz 9.3 folgt

Satz 10.1 Ist S = {vi,Vva,...,v,} eine Basis des K-Vektorraums V', so
besitzt jeder Vektor v € V' eine eindeutig bestimmte Darstellung

V=MV]+Xvo—+ -4+ A,V

Definition Es sei V' ein R-Vektorraum. Hat der Vektor v beziiglich S =
{v1,va,...,v,} die Darstellung

V=MV +Ava+ -+ AV,

so heiflen die Skalare A1, Ao, ... , A, die Koordinaten von v beziiglich S. Der
Vektor

A1
: eR"
An

heifit Koordinatenvektor von v beziiglich S.
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Beispiel 10.1 Wir haben gesehen, dass S = {ej, ez, e3} mit

1 0 0
e] = 0 , €9 I= 1 , €3:I= 0
0 0 1

linear unabhingig ist und den R? erzeugt. Also ist S eine Basis des R?, die

xy
sogenannte Standardbasis des R®. Ein Vektor x = | x5 | hat wegen
x3
I 1 0 0
X = T2 =1 0 + X9 1 + x3 0 = x1€e1 + xr2€e + x3€e3
T3 0 0 1

beziiglich S die Koordinaten x1, x2, 3.

Beispiel 10.2 Wir betrachten die Teilmenge S = {ej,es,... ,e,} des R"

1 0 0

0 1 0
e = ,€2 1= ) y€n 1=

0 0 1

Wie im Fall n = 3 kann man zeigen, dass S linear unabhéingig ist und den
R™ erzeugt. Also ist S eine Basis des R", die sogenannte Standardbasis des

R™. Ein Vektor
T

Tn

hat die Koordinaten x1,... ,z,.

Beispiel 10.3 Die Menge S = {v1, v, v3} mit

1 2 3
vy = 0|, wvo:= 1], vs:= 2
0 0 1

ist eine Basis des R3.

Beweis. (a) Wir zeigen zunichst, dass S ein Erzeugendensystem des R ist.
b1
Dazu miissen wir zeigen, dass wir fiir einen beliebigen Vektor b = | b9
bs
Skalare A1, A2, A3 finden kénnen, so dass

b = A1vi + Aava + Azvs
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gilt. Wir miissen also A1, A2, A3 finden, so dass gilt

1 2 3 b1
A1 0 + Ao 1 + A3 2 = by
0 0 1 b3

Dies fiithrt zu dem linearen Gleichungssystem

AM+2X+3A3 = by
Ao +2X 3 = bo
A3 = bs.

Dieses Gleichungssystem ist aber fiir alle b l6sbar.
(b) Nun zeigen wir, dass S linear unabhéngig ist. Dazu miissen wir
zeigen, dass aus
A1Vi 4+ Aavay + A3v3 =0

A1 = A2 = A3 = 0 folgt. Wir werden auf das obige lineare Gleichungssystem
mit b = 0 gefithrt. Dies hat aber nur die triviale Losung A\ = Ay = A3 = 0.
O

Die Koordinaten des Vektors b = 2 beziiglich S sind \y = 0,
Ao = —4, A3 = 3.

Beispiel 10.4 Die Menge S := {1,z,22,... ,2"} ist eine Basis des Raumes
P,,. Denn nach Beispiel 9.7 ist S linear unabhéngig und nach Beispiel 9.4
ein Erzeugendensystem von P,. Die Koordinaten eines Vektors

p=ag+ a1z +agx?® + -+ apz”
beziiglich S sind (ag, a1, a2, ... ,ay).

Definition Ein Vektorraum V iiber K heifit endlich dimensional, wenn V/
eine endliche Basis besitzt, sonst heifit er unendlich dimensional.

Bemerkung 10.1 Der Nullvektorraum besitzt die leere Menge als Basis.
Er ist deswegen auch endlich dimensional.

Beispiel 10.5 Die Vektorrdume R™ und F,, sind endlich dimensional. Der
Vektorraum der reellen Funktionen ist unendlich dimensional.

Satz 10.2 Es sei S = {vi,va,..., vy} eine Basis des endlich dimensiona-
len K-Vektorraums V. Dann gilt:

(i) Jede Teilmenge von V', die mehr als n Elemente enthdlt, ist linear
abhdngig.
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(ii) Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt mindestens n Elemente.

Beweis.

(i) Es sei M = {w1,wa,... ,Wy,} eine m-elementige Teilmenge von V'
mit m > n. Da nach Voraussetzung S eine Basis von V ist, lassen sich die
Vektoren w; aus M als Linearkombinationen von vy, ... , v, darstellen:

Wi = a11Vi+ -+ ap1vp

Wi = GimVi+ -+ GpmVn.

Es ist zu zeigen, dass M linear abhingig ist. Dazu miissen wir zeigen,
dass wir den Nullvektor als nichttriviale Linearkombination der Vektoren
W1, ..., W, darstellen konnen, d.h. dass es Skalare A1,...,\, gibt, die
nicht alle gleich Null sind, so dass

MWL+ ...+ AW, =0

gilt. Setzen wir die obige Darstellung der w; ein, so erhalten wir die Glei-
chung

(@11 M1+ + a1m Am)vi + -+ (@A + - + G Am) Vi = 0.

Da S linear unabhéngig ist, muss gelten

anA + -+ aimAm = 0
A1 + -+ apmAm = 0.
Dies ist aber ein lineares Gleichungssystem fiir A1,... , A, das wegen m > n

mehr Unbekannte als Gleichungen hat. Ein solches lineares Gleichungssy-
stem besitzt aber eine nichttriviale Losung.

(ii) Es sei M = {wy,wa,...,W,,} eine m-elementige Teilmenge von V'
mit m < n. Wir zeigen, dass M kein Erzeugendensystem von V ist. Dazu
nehmen wir an, dass M ein Erzeugendensystem ist, und fithren diese Aussage
zum Widerspruch, indem wir zeigen, dass dann S linear abhéngig ist.

Da M ein Erzeugendensystem von V ist, konnen wir die Vektoren v; als

Linearkombination von wy, ... , W, schreiben:
Vi = a1wi+-+amiWn
Vp = @1pW1+ -+ QGmpWn.

Wir wollen nun zeigen, dass S linear abhéngig ist. Dazu miissen wir zeigen,
dass wir den Nullvektor als nichttriviale Linearkombination der Vektoren
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vi,...,Vy darstellen konnen, d.h. dass es Skalare Ay, ..., \, gibt, die nicht
alle gleich Null sind, so dass

AMVi+ ...+ v, =0

gilt. Setzen wir die obige Darstellung der v; ein, so erhalten wir die Glei-
chung

(@11 A1+ -+ amm M)Wy + -+ (@i + - + GmnAn) W = 0.

Diese Gleichung ist auf jeden Fall erfiillt, wenn alle Koeffizienten Null sind,
d.h. wenn gilt

apiA + -+ apA, = 0

a1 + -+ amp Ay = 0.

Dies ist aber ein lineares Gleichungssystem fiir A1, ..., A,, das wegen n > m
mehr Unbekannte als Gleichungen hat. Ein solches lineares Gleichungssy-
stem besitzt aber eine nichttriviale Lésung. O

Ist S = {vi,v2,...,v,} eine Basis des K-Vektorraums V', so folgt aus
diesem Satz, dass alle Basen von V' genau n Vektoren enthalten. Also er-
halten wir als wichtige Folgerung

Satz 10.3 Alle Basen eines endlich dimensionalen K -Vektorraums enthal-
ten die gleiche Anzahl von Vektoren.

Dies fiihrt zu der folgenden Definition

Definition Die Dimension dim V eines endlich dimensionalen K-Vektorraums
V ist die Anzahl der Vektoren einer Basis von V.

Beispiel 10.6 Fiir den Nullvektorraum V = {0} gilt dimV = 0. Nach
Beispiel 10.2 gilt dim R™ = n. Nach Beispiel 10.4 gilt dim P, = n + 1.

Beispiel 10.7 Wir betrachten das folgende homogene lineare Gleichungs-
system (vgl. Beispiel 5.2):

x1 + 3x9 + 43 + 224 — 225
200 —x3+ 214 =

2.%3 - 6.%4 =

Wir bestimmen nun eine Basis und die Dimension des Losungsraums dieses
Gleichungssystems. Wie in Beispiel 5.2 erhalten wir als allgemeine Losung:

31 1
T = *?)\1 + 2N, 2 = 5)\1, 3 = 31, T4 = A1, Ts = Ao.
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Damit erhalten wir als allgemeinen Loésungsvektor

T —HA +2) —3
i) %)\1 %
x3 = 3\ =)\ 3
T4 )\1 1
T5 Ao 0
Also spannen die Vektoren

31

17 (2)

2

Vi = 3 , Vo = 0
1 0
0 1

+ A2

_ o O O N

den Losungsraum auf. Sie sind linear unabhéngig. Damit ist S := {vy,va}
eine Basis des Losungsraums. Der Losungsraum hat also die Dimension 2.

11 Rang einer Matrix

Wir betrachten nun wieder Matrizen. Es sei

ail ai2 e Aln

ai a2 R 57 )
A=

aml Am2 " Gmn

eine m x n-Matrix. Die Vektoren
Z; :-— (aﬂ,aig,... ,am), Z:L... ,m,

heiflen die Zeilenvektoren von A und die Vektoren

heiflen die Spaltenvektoren von A.

Definition Es sei A eine m x n-Matrix. Der von den Zeilenvektoren auf-
gespannte Unterraum von R™ heifit der Zeilenraum von A. Der von den
Spaltenvektoren aufgespannte Unterraum von R heifit der Spaltenraum von

A.
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Definition Es sei A eine m x n-Matrix. Die Dimension des Zeilenraums
von A bezeichnen wir als den Zeilenrang von A. Die Dimension des Spal-
tenraums von A bezeichnen wir als den Spaltenrang von A.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass der Zeilenrang einer Matrix gleich dem
Spaltenrang ist. Dazu untersuchen wir, wie sich Zeilen- und Spaltenraum
unter elementaren Zeilenoperationen der Matrix verdndern.

Satz 11.1 Elementare Zeilenoperationen dndern den Zeilenraum einer Ma-
trixz nicht.

Beweis. Es seien
Zl,...,Zm

die Zeilenvektoren von A.

Es ist klar, dass die Vertauschung von zwei Zeilen (Z1) den Zeilenraum
nicht dndert.

Als Zeilenoperation vom Typ (Z2) betrachten wir die Addition des A-
fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile. Wenden wir diese Operation auf die
Matrix A an, so erhalten wir eine Matrix B mit den Zeilenvektoren

Z1, . 5 Zi-1,%i + A2k, Zit 1, - - - D

Da der Zeilenraum von A mit z1,...,2%, auch alle Linearkombinationen
dieser Vektoren enthélt, enthilt er auch den Zeilenraum von B.
Da man A durch Anwenden der inversen Zeilenoperation aus B enthélt,
folgt, dass der Zeilenraum von A im Zeilenraum von B enthalten ist.
Entsprechend argumentiert man auch im Fall einer Zeilenoperation (Z3).
O

Der Spaltenraum einer Matrix kann sich allerdings bei elementaren Zei-
lenoperationen dndern.

Beispiel 11.1 Der Spaltenraum der Matrix
1 1
(o)
ist die Gerade y = 0 im R?, der Spaltenraum von
11
o-(11)

ist die Gerade y = x.

Es gilt aber
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Satz 11.2 Elementare Zeilenoperationen dndern den Spaltenrang einer Ma-
triz nicht.

Beweis. Es sei {s;,,...,s;, } eine linear unabhéngige Menge von Spalten-
vektoren von A. Das bedeutet, dass das lineare Gleichungssystem

)\1Si1 +~~+)\ksik =0

nur die triviale Losung A = ... = Ay = 0 hat. Die Matrix A sei aus A
durch endlich viele elementare Zeilenoperationen entstanden. Die Spalten-
vektoren von A bezeichnen wir mit s;;,...,8;,. Nach Satz 5.2 verdndern

Zeilenoperationen vom Typ (Z1) und (Z2) die Lésungsmenge eines linearen
Gleichungssystems nicht. Das gleiche gilt fiir eine Zeilenoperation vom Typ
(Z3), da dies ja nur die Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl A
bedeutet. Also hat auch das Gleichungssystem

nur die triviale Losung. Damit ist auch die Menge {s;,, ... ,§;, } linear un-
abhingig. O

Satz 11.3 Der Zeilenrang einer Matrix A ist gleich dem Spaltenrang.

Beweis. Nach Satz 5.3 konnen wir die Matrix A durch elementare Zeilenum-
formungen in eine Matrix A in Zeilenstufenform iiberfithren. Nach Satz 11.1
und Satz 11.2 dndern elementare Zeilenumformungen weder den Zeilenrang
noch den Spaltenrang. Wir nehmen an, dass die Pivots die Eintréige

Q1515 Q255 « -+ 5 Qrj,.

der Matrix A sind. Dann sieht man leicht, dass die ersten r Zeilenvektoren
eine Basis des Zeilenraums von A bilden. Also ist der Zeilenrang von A und

damit auch von A gleich r. Die Spaltenvektoren s;,,8;,,... ,S;, bilden eine
Basis des Spaltenraums. Also ist auch der Spaltenrang von A und damit
auch von A gleich r. O

Satz 11.3 fithrt zu der folgenden Definition.

Definition Der Zeilen- oder Spaltenrang einer Matrix A wird auch Rang
von A, in Zeichen rang A, genannt.

Beispiel 11.2 Der Rang der Matrix
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ist gleich 3. Denn nach Beispiel 5.3 kénnen wir A durch elementare Zeilen-
umformungen in die folgende Matrix in Zeilenstufenform iiberfithren

13 4 2 =2
- 02 -1 2 0
A= 00 2 -6 0
00 0 0 O

Die Anzahl der Pivots ist 3, also hat diese Matrix den Rang 3.
Satz 11.4 Fir jede Matrix A gilt:

rang A = rang AT.
Beweis.

rang A = Zeilenrang A = Spaltenrang AT = rang AT

12 Einige wichtige Sitze iiber lineare Gleichungs-
systeme

Wir wenden nun unsere Resultate auf lineare Gleichungssysteme an und lei-
ten die wichtigsten Sétze iiber Losbarkeit und Losungen von linearen Glei-
chungssystemen her.

Es sei A eine m x n-Matrix.

Satz 12.1 (Losbarkeitsentscheidung) Fin lineares Gleichungssystem
Ax = b ist genau dann ldosbar, wenn der Rang von A gleich dem Rang
der erweiterten Koeffizientenmatriz (A,b) ist.

Beweis. Sind s, ... ,s, die Spaltenvektoren von A, so kénnen wir das Glei-
chungssystem Ax = b auch so schreiben:

181+ -+ xpsp, = b.

Das bedeutet aber, dass das Gleichungssystem Ax = b genau dann lésbar
ist, wenn b eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist, also im
Spaltenraum von A liegt. Also ist das Gleichungssystem Ax = b genau dann
losbar, wenn die Spaltenrdume von A und (A, b) iibereinstimmen. Das ist
aber genau dann der Fall, wenn die Ringe der entsprechenden Matrizen
iibereinstimmen. O

Wir leiten nun eine Beziehung zwischen der Losungsmenge eines inhomo-
genen Gleichungssystems Ax = b und dem Lo&sungsraum des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems Ax = 0 her.



12 Einige wichtige Sétze iiber lineare Gleichungssysteme 58

Satz 12.2 (Losung des inhomogenen Systems) Fs sei X eine Ldsung
des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b und {v1,...,v,} eine Basis
des Lésungsraums des zugehdorigen homogenen Gleichungssystems Ax = 0.
Ein Vektor x ist genau dann eine Lisung von Ax = b, wenn er die Darstel-
lung

X=Xo+A\Vvi+-+ AV,

mit Skalaren A1, ..., A\, besitzt.

Beweis.
7=": Es sei x eine Lésung von Ax = b. Dann gilt

Ax = b.
Da x( ebenfalls eine Losung von Ax = b ist, gilt
Axg = b.
Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

Ax — Axg=0
& A(x—x0)=0.

Also ist x — xqg eine Losung des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems
Ax = 0. Da {vy,...,v,} eine Basis des Losungsraums von Ax = 0 ist,
existieren Skalare A1,... , A, mit

X—X0=A1V]+ -+ AV

Daraus folgt
X=X9+A\Vi+ -+ AV,

7<": Es sei
X=X9+ A\Vi+- -+ AV,
Dann gilt
Ax = A(xo+Aivi+-+ Avy)
= Axg+ MA(V1)+ -+ NA(v,)
= b.
Also ist x eine Losung von Ax = 0. a

Bemerkung 12.1 Der Vektor xg in Satz 12.2 heifit eine spezielle Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = b. Der Ausdruck

vy 4 Ay
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wird als allgemeine Losung des homogenen Systems Ax = 0 bezeichnet.
Satz 12.2 besagt, dass man die allgemeine Lisung des inhomogenen Glei-
chungssystems Ax = b erhdlt, indem man zu einer speziellen Lésung von
Ax = b die allgemeine Lésung des zugehdrigen homogenen Gleichungssy-
stems Ax = 0 addiert.

Geometrisch bedeutet dies, dass man die Losungsmenge des inhomoge-
nen Gleichungssystems Ax = b erhilt, indem man den Ldsungsraum des
zugehorigen homogenen Systems Ax = 0 um den Vektor x( verschiebt. Der
Losungsraum von Ax = 0 ist nach Beispiel 8.5 ein Unterraum von R™. Ist
b # 0, so ist auch x¢ # 0 und die Losungsmenge £(A,b) enthélt nicht die
Null. Die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ist
also im Allgemeinen kein Unterraum des R™. Im R? kénnen Losungsmengen
von Ax = b zum Beispiel Geraden oder Ebenen, die nicht durch den Null-
punkt gehen, sein.

Beispiel 12.1 Nach Beispiel 5.2 hat das inhomogene lineare Gleichungssy-
stem

T+ 3x9 +4x3 + 224 — 205 = 2
2090 —x3+ 224 =

2.21?3—6.2?4 = =2

eine spezielle Losung

Nach Beispiel 10.7 hat der Losungssraum des zugehorigen homogenen Glei-
chungssystems

x1 + 3x9 + 4x3 + 224 — 2205
220 — x3 + 214
203 —6xy = 0.

eine Basis {v1, va} mit

<
S
I

O = Wl
<
(Y]
i

e ==
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Also hat die allgemeine Losung des inhomogenen Systems die Gestalt

6 -3 2
0 5 0
x=1| -1 | +X\ 3 +X2| O
0 1 0
0 0 1

Satz 12.3 (Lésung des homogenen Systems) Es sei A eine m X n-
Matriz. Der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems Ax =
0 hat die Dimension n — rang A.

Beweis. Das Gleichungssystem Ax = 0 ist ein System mit m Gleichungen
und n Unbekannten. Es sei r die Anzahl der gebundenen Variablen. Dann ist
n—r die Anzahl der freien Variablen. Die Anzahl der freien Variablen ist aber
gerade die Dimension des Losungsraum. Andererseits entspricht die Anzahl
r der gebundenen Variablen gerade der Anzahl der Pivots in der Matrix
A in Zeilenstufenform, in die man A durch elementare Zeilenumformungen
iiberfithren kann. Diese Anzahl ist aber der Rang der Matrix A. O

Beispiel 12.2 Das homogene lineare Gleichungssystem

1+ 3x9 + 43+ 224 — 225 = 0
209 —x3+2x4 = 0
2$3 — 6.7}4 =0

hat die Koeflizientenmatrix

00 2 -6 0

Diese Matrix hat den Rang 3. Also ist die Dimension des Losungsraums
gleich 5 — 3 = 2 in Ubereinstimmung mit Beispiel 10.7.

Wir betrachten nun noch einige Folgerungen aus diesen Sétzen.
Satz 12.4 FEs sei A eine m X n-Matriz. Dann gilt:
(a) Ax = Db ist genau dann fir alle b € R™ [jsbar, wenn rang A = m.

(b) Ax = 0 besitzt genau dann nur die triviale Lésung, wenn rang A = n.

Beuweis.

(a) ”=": Es sei Ax = b fiir alle b € R™ losbar. Nach Satz 12.1 gilt
dann rang A = rang (A, b) fiir alle b € R™. Daraus folgt, dass alle b € R™
im Spaltenraum von A liegen. Daraus folgt

rang A = dim R = m.
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7«<": Es sei rangA = m. Aus Satz 10.2 folgt dann, dass rang A =
rang (A, b) fiir alle b € R™ gilt. Nach Satz 12.1 folgt damit, dass Ax = b
fiir alle b € R™ losbar ist.

(b) Das Gleichungssystem Ax = 0 besitzt genau dann nur die triviale
Losung, wenn dim £(A,0) = 0. Nach Satz 12.3 gilt aber

dim £(A,0) =0 < n —rang A =0 < rang A = n.
O

Satz 12.5 FEs sei A eine nxn-Matriz. Dann ist A genau dann invertierbar,
wenn rang A = n gilt.

Beweis. Nach Satz 6.6 ist A genau dann invertierbar, wenn das Gleichungs-
system Ax = 0 nur die triviale Losung besitzt. Nach Satz 12.4 (b) ist dies
dann und nur dann der Fall, wenn rang A = n gilt. O

13 Einige wichtige Sitze iiber Basen

Wir betrachten nun einige wichtige Sdtze, die nicht nur theoretisch interes-
sant sind, sondern auch in praktischen Anwendungen hilfreich sind.

Satz 13.1 Es sei S # () eine Teilmenge eines K -Vektorraums V.

(a) Ist S linear unabhingig und v ein Vektor aus V', der nicht in span(S)
liegt, so ist auch S'U{v} linear unabhingig.

(b) Ist v ein Vektor aus S, der sich als Linearkombination der anderen
Elemente von S darstellen lisst, so gilt

span(S) = span(S'\ {v}).

Beweis. Es sei S = {vi,...,v,}.
(a) Es sei S linear unabhéngig und v € V, v ¢ span(.S). Wir betrachten
die Gleichung
)\lvl +-+ Arvr + )"r‘-i-lv =0.

Wir miissen zeigen, dass aus dieser Gleichung A\ = - = A\, = A1 =0
folgt. Angenommen, A, # 0. Dann folgt aus dieser Gleichung

V= — ()\1V1+"'+/\TVT).

>\r+1

Das bedeutet aber, dass v € span(S) im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also gilt A\,+1 = 0. Damit reduziert sich die Gleichung zu

MV + -+ v, =0.
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Daraus folgt aber A\ =-.- =\, =0, da S linear unabhéngig ist.
(b) Der Vektor v, habe die Darstellung

Ve = [1Ve+ o+ fr—1Ve_1.

Wir miissen zeigen, dass jeder Vektor w aus span(S) bereits eine Linear-
kombination der Vektoren v1,...,v,_1 ist. Es sei also

W=MVi+- -+ ANC1Vr_1 + AV
Setzen wir die obige Darstellung von v, ein, so ergibt sich

w o= AMvit-o+Noveor F AN (v o1 V)
= (Al + )\rﬂl)vl +---+ ()\r—l + Arﬂr—l)"r—l-

Also ist w eine Linearkombination von vi,... ,v,_1. O

Satz 13.2 Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt:

(a) Eine n-elementige linear unabhdngige Teilmenge S von 'V ist eine Ba-
sis von V.

(b) Ein n-elementiges Erzeugendensystem S von V ist eine Basis von V.

Beweis.

(a) Wir miissen zeigen, dass S ein Erzeugendensystem von V ist. Ange-
nommen, S ist kein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es einen Vektor
v € V, der nicht in span(.S) liegt. Nach Satz 13.1 (a) ist dann SU{v} linear
unabhéngig. Diese Menge besitzt aber n + 1 Elemente. Da dim V' = n, ist
dies ein Widerspruch zu Satz 10.2 (i).

(b) Wir miissen zeigen, dass S linear unabhéngig ist. Angenommen, S
ist linear abhéngig. Dann enthélt S einen Vektor v, der sich als Linearkom-
bination der anderen Vektoren von S schreiben ldsst. Nach Satz 13.1 (b) ist
dann bereits S \ {v} ein Erzeugendensystem von V. Diese Menge besitzt
aber n — 1 Elemente, im Widerspruch zu Satz 10.2 (ii). O

Satz 13.2 erleichtert in vielen Fillen den Nachweis, dass eine Teilmenge
S eines Vektorraums iiber K eine Basis ist. Denn ist dim V = n und hat S
n Elemente, so geniigt es nach diesem Satz, eine der beiden Figenschaften
einer Basis nachzuweisen.

Beispiel 13.1 Um zu zeigen, dass die Menge

~1 3 —4
2 |, -1 ], o
1 0 0

eine Basis des R3 bildet, geniigt es zu zeigen, dass diese Menge linear un-
abhingig ist.
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Satz 13.3 Es sei S = {vi1,...,v,} eine Teilmenge eines n-dimensionalen
K -Vektorraums.

(a) Ist S linear unabhdngig und r < n, so erhdlt man durch Hinzufigen
geeigneter Vektoren zu S eine Basis von V.

(b) Ist S ein Erzeugendensystem von V und r > n, so kann man S durch
Entfernen geeigneter Vektoren zu einer Basis von V. machen.

Bewess.

(a) Nach Satz 10.2 (ii) ist S kein Erzeugendensystem von V. Also gibt es
einen Vektor v € V, der nicht in span(S) liegt. Nach Satz 13.1 (a) ist dann
die Menge S := S U{v} linear unabhéngig. Ist 7 := r +1 = n, so ist S nach
Satz 13.2 (a) eine Basis. Andernfalls konnen wir den Prozess wiederholen,
bis wir eine Teilmenge mit n Elementen erreicht haben.

(b) Nach Satz 10.2 (i) ist .S linear abhéingig. Also gibt es einen Vektor v
in S, der sich als Linearkombination der {ibrigen Elemente von S darstellen
lasst. Nach Satz 13.1 (b) ist dann auch die Menge S’ := S\ {v} ein Er-
zeugendensystem von V. Ist 7/ := r — 1 = n, so ist S’ nach Satz 13.2 (b)
eine Basis. Andernfalls konnen wir den Prozess wiederholen, bis wir eine
Teilmenge mit n Elementen erreicht haben. O

Satz 13.4 Ist U ein Unterraum eines endlich dimensionalen K - Vektorraums
V', so ist auch U endlich dimensional und es gilt dimU < dimV. FEs gilt
dimU = dimV genau dann, wenn U =V gilt.

Beweis. Es sei dimV = n. Enthélt U nur den Nullvektor, so ist U endlich
dimensional. Andernfalls gibt es einen Vektor u; # 0 in U. Die Menge
S := {u;} ist linear unabhéngig. Ist S keine Basis von U, so gibt es einen
Vektor uy € U, der nicht in span(.S) liegt. Nach Satz 13.1 (a) ist dann auch
die Menge S := S U {uy} linear unabhiingig. Ist auch S keine Basis von U,
so konnen wir so fortfahren. Da nach Satz 10.2 (i) eine linear unabhéngige
Teilmenge von V' hochstens n Elemente enthélt, miissen wir nach spétestens
n Schritten auf eine Basis von U treffen. Also ist U endlich dimensional und
es gilt dimU < dim V.

Es sei dimU =n = dimV und S = {uy,...,u, } eine Basis von U.
Dann ist S insbesondere linear unabhéngig. Nach Satz 13.2 (a) ist S auch
eine Basis von V. Also folgt U = span(S) = V. O
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