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1 Determinanten

Wir wollen nun den Begriff der Determinante einer Matrix einfithren. Dazu
betrachten wir zunéchst Permutationen.

Definition Eine Permutation o der Menge {1,2,... ,n} ist eine Anord-
nung (o(1),0(2),...,0(n)) dieser Zahlen ohne Auslassungen oder Wieder-
holungen.

Beispiel 1.1 Die Permutationen der Menge {1, 2} sind

(1,2) (2,1).
Die Permutationen der Menge {1, 2,3} sind

(1,2,3) (2,3,1) (3,
(1,3,2) (2,1,3) (3,

Beispiel 1.2 Wir wollen die Permutationen der Menge {1,2,3,4} bestim-
men. Dazu kann man wie folgt vorgehen.

Zuerst miissen wir die Zahl o(1) wéhlen, die an erster Stelle steht. Diese
konnen wir beliebig aus den vier Zahlen 1,2, 3,4 wéhlen (4 Wahlmoglichkei-
ten).

Nun miissen wir die Zahl ¢(2) wihlen, die an zweiter Stelle steht. Dies
darf nicht die schon gewéhlte Zahl o(1) sein. Also haben wir noch 3 Wahl-
moglichkeiten.

Nun miissen wir die Zahl o(3) aus den verbliebenen 2 Zahlen wihlen (2
Wahlméglichkeiten).

Es bleibt nur noch eine Zahl {ibrig. Die muss an vierter Stelle stehen.

Insgesamt haben wir also 4 -3 -2 -1 = 24 Wahlmdoglichkeiten. Es gibt
also 24 Permutationen der Menge {1,2,3,4}.

Die Wahlmoglichkeiten konnen wir uns auch an einem Baum veranschau-
lichen

o(1) = 1 2 3 4
/NN N
c2= 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3
A A AN AN A N A N A N AN AN AN ANA
o(3)= 34 24 23 34 14 13 24 14 12 23 13 12
N e A A AR R
o(4)= 43 42 32 43 41 31 42 41 21 32 31 21

Wie wir in dem Beispiel gesehen haben, gibt es genaun-(n—1)---2-1 =
n! Permutationen der Menge {1,2,...,n}.
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Definition Sind ¢ und 7 Permutationen der Menge {1,2,...,n}, so ist
ihre Hintereinanderausfithrung T o o definiert durch

Too:=(1(0(1)),7(c(2)),...,7(c(n))).

Beispiel 1.3 Ist 0 = (2,1,4,3) und 7 = (4,1, 3,2), so gilt Too = (1,4, 2, 3).
Dies sieht man so ein: Wir fassen die Permutationen als Vertauschungen von
(1,2,3,4) auf und schreiben deshalb
1 2 3 4 12 3 4
T 2143 TT 4132
Schreiben wir nun die entsprechenden Zahlen fiir 7 o ¢ untereinander, so
erhalten wir

1 2 3 4
Too= 2 1 4 3.
1 4 2 3

Satz 1.1 Die Menge der Permutationen der Menge {1,2,... ,n} bildet mit
der Hintereinanderschaltung als Verkniipfung eine Gruppe.

Beweis. Das Assoziativgesetz ist leicht nachzuweisen.

Das neutrale Element ist die Permutation (1,2,...,n).

Das inverse Element zu einer Permuation o = (0(1),0(2),... ,0(n)) ist
die Permutation (j1,j2,...,jn) mit o(j1) =1, 0(jo) =2, ..., 0(jn) =n. O
Definition Eine Inversion der Permutation o der Menge {1,2,... ,n} ist

ein Zahlenpaar (7, j) mit 1 <14 < j < naber o(i) > o(j), d.h. ein Zahlenpaar,
bei der die Reihenfolge bei der Permutation vertauscht wird.

Es sei m(o) die Anzahl der Inversionen der Permutation o. Diese Anzahl
kann man durch den folgenden Algorithmus bestimmen:

(1) m := Anzahl der Zahlen, die kleiner als o(1) sind.
(2) i:=2.
(3) m := m+ Anzahl der Zahlen, die kleiner als (i) sind, aber in der
Permutation erst nach o (i) stehen.
(4) i:=1i+ 1. Falls ¢ < n gehe nach (3), andernfalls m(o) := m.
Beispiel 1.4 Die Anzahl der Inversionen von (3,2,4,1) ist 2+ 1 + 1.

Definition Eine Permutation heifit gerade, wenn sie eine gerade Anzahl
von Inversionen enthilt, andernfalls heifit sie ungerade. Das Signum der
Permutation o, in Zeichen sign(o), ist +, falls die Permutation gerade ist,
und —, falls die Permutation ungerade ist.
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Beispiel 1.5 In der folgenden Tabelle werden die Permutationen von {1, 2, 3}
einschliefllich der Anzahl der Inversionen und des Signums aufgelistet:

Permutationen Anzahl der Inversionen Signum

(1,2,3) 0 +
(1,3,2) 1 -
(2,3,1) 2 +
(2,1,3) 1 -
(3,1,2) 2 +
(3,2,1) 3 -

Im Folgenden sei nun A eine n x n-Matrix.

Definition Ein elementares Produkt von Eintrdgen aus A ist ein Produkt
von n Eintrdgen aus A, wobei aus jeder Zeile und jeder Spalte genau ein
Eintrag stammt. Ein elementares Produkt von Eintrigen aus A ist also ein
Ausdruck

A15(1)A20(2) " * * Ano(n)s

wobei o eine Permutation der Menge {1,2,... ,n} ist.

Beispiel 1.6 Die elementaren Produkte der Eintrige der Matrix
( ail  ar >
a1 a2

a11a92 und a12a91 .

sind

Die elementaren Produkte der Eintrage der Matrix

ailr a2 a3
a1 G2 a23
a3y ase as3
sind
11022033 112023031 (13021032

a13G22031 111023032 112021033-

Definition Die Determinante der Matrix A, in Zeichen det A, ist definiert
durch die Formel

det A = Z SigN(0)a15(1)@20(2) " Ano(n)s

wobei sich die Summe iiber alle Permutationen der Menge {1,2,... ,n} er-
streckt, d.h.

(1) bilde alle elementaren Produkte der Eintrige der Matrix A,
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(2) versehe sie mit dem Signum der entsprechenden Permutation,

(3) summiere alles auf.

Warnung Man beachte, dass die Determinante nur fiir eine quadratische
Matrix definiert ist!

Beispiel 1.7 Mit Hilfe von Beispiel 1.6 erhalten wir
det ( ail a2 )

az1 a2

a1 a2 a3

det as1 Q92 Qo3 =
aszy asz2 ass

a11G22 — 12021,

1122033 + 412023031 + A13021G32
—Q13022031 — 011023032 — 012021033

Die Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix merkt man sich
mit Hilfe der folgenden Regel:

Regel von Sarrus: Man schreibe die ersten beiden Spalten der Matrix noch
einmal hinter die Matriz und multipliziere entlang der angedeuteten Pfeile,
wobet die elementaren Produkte lings der nach oben gerichteten Pfeile mit
dem Vorzeichen — zu versehen sind:

lautet
det A=2+0+(-6)—(—-4)—-1-0=—1.

Warnung Die Regel von Sarrus funktioniert nur fiir 3 x 3-Matrizen, nicht
flir grofere Matrizen!

Die Berechnung von Determinanten mit Hilfe der Definition erfordert
im Allgemeinen einen groflen Rechenaufwand. Um eine Determinante einer
4 x 4-Matrix zu berechnen, braucht man schon 4! = 24 Terme, bei einer
10 x 10-Matrix 10! = 3628 800. Selbst fiir schnelle Computer wichst die
Rechenzeit mit der Grofle der Matrix sehr schnell ins Unermessliche.
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Notation Statt det A schreibt man auch |A|, also z.B.

ain a2 a3 ail a2 a3
det | a1 a2 azz | =| a1 az a3
asy asy as3 as1 asy as3

Wir wollen uns nun mit Eigenschaften von Determinanten beschéftigen.

Satz 1.2 Es sei A eine n x n-Matriz. Dann gilt

det AT = det A.
Beweis. Es gilt
det AT = Z Sign(a)aa(l)laa(2)2 © Qo(n)n

= Z Sign(a)ala—l(l)GQU—l(Q) © Qpe—1(n))

Hierbei durchléuft o alle Permutationen der Menge {1,2,... ,n}. Daes aber
zu jeder solchen Permutation ¢ nach Satz 1.1 genau eine inverse Permutation
o~ ! gibt, kénnen wir die Summe genauso gut iiber ¢! laufen lassen und o !
durchliuft alle Permutationen der Menge {1,2,... ,n}. Es gilt sign(c™!) =
sign(o). Setzen wir also 7 = o1, so folgt

det AT = Z Sign(T)alr(l)a?r(Q) © Qpr(n))
~
wobei sich die Summe iiber alle Permutationen 7 erstreckt. Daraus folgt die

Behauptung. O

Aus diesem Satz folgt, dass wir in allen folgenden Satzen iiber Determi-
nanten, die sich auf die Zeilen der Matrix beziehen, das Wort ”Zeile” durch
”Spalte” ersetzen konnen, wir also einen entsprechenden Satz fiir Spalten
der Matrix erhalten.

Satz 1.3 Es sei A eine n x n-Matriz.

(a) Ist B die Matriz, die aus A durch Vertauschung zweier Zeilen (oder
Spalten) entsteht, so ist det B = —det A.

(b) Kommt in A eine Zeile (oder Spalte) doppelt vor, so gilt det A = 0.

(¢) Ist B die Matriz, die durch Multiplikation einer Zeile (oder Spalte)
von A mit einer Konstanten A entsteht, so ist det B = Adet A.
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(d) Es seien aj,...,an die Zeilenvektoren von A und b € R"™. Dann gilt
al al al
det | az+b | =det| a; | +det b
a, a, ay,

(Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir Spaltenvektoren.)

Beweis. Wir beweisen nur (d). Die anderen Gleichungen beweist man ana-
log. Es gilt

a1
det a, +b = Z Sign(a)ala(l) T (aka(k) + ba(k)) *Opo(n)

an

= Z sign (o)1) Ako(k) = * no(n)

+ Z Sign(0)age(1) ** * bo(k) ** * Ano(n)

Aus diesem Satz konnen wir Folgerungen ziehen:

Satz 1.4 Es sei A eine n X n-Matriz.

(a) Ist B die Matriz, die aus A durch Addition eines Vielfachen einer
Zeile (oder Spalte) zu einer anderen entsteht, so gilt det B = det A.

(b) Enthdlt A eine Nullzeile (oder -spalte), so ist det A = 0.

(¢) Enthilt A zwei linear abhdngige Zeilen (oder Spalten), so ist det A = 0.
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Beweis. (a) Die Matrix B entstehe aus A durch Addition des A-fachen der
k-ten Zeile zur [-ten Zeile. Nach Satz 1.3 gilt dann

aj al al
ax ag ag
det B = : =| ¢ |+A| ¢ |=detA
a; + \ay, a ai
an an an

(b) Die I-te Zeile der Matrix A sei eine Nullzeile. Addieren wir eine
beliebige andere Zeile, etwa die k-te Zeile, k # [, zu dieser Zeile, so enthélt
die neue Matrix B eine Zeile doppelt. Nach Satz 1.3 (b) gilt det B = 0.

(c) Enthélt die Matrix A zwei linear abhéingige Zeilen (oder Spalten), so
kann man durch Addition eines geeigneten Vielfachen der einen Zeile (oder
Spalte) zur anderen eine Nullzeile (oder Nullspalte) erzeugen. O

Wir berechnen nun die Determinanten der in LAA § 6 betrachteten Ele-
mentarmatrizen.

Satz 1.5 (1) det Fj, = —1.
(2) det F) = 1.
(3) det F = \.

Beweis. Die Determinante der Einheitsmatrix ist 1, wie man leicht sieht.
Man erhélt die Elementarmatrizen durch elementare Zeilenumformungen
aus der Einheitsmatrix. Damit folgt die Behauptung aus Satz 1.3 und
Satz 1.4. O

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Determinante bei Matrixope-
rationen verhélt.

Satz 1.6 Es sei A eine n X n-Matriz und A € R. Dann gilt
det(AA) = A" det A.

Beweis. Jede der n Zeilen der Matrix AA enthélt den gemeinsamen Faktor
A. Nach Satz 1.3 (c) kann er aus jeder Zeile vor die Determinante gezogen
werden. Insgesamt ergibt sich also der Faktor A". O

Warnung Es gilt im Allgemeinen nicht det(A + B) = det A 4 det B!
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Beispiel 1.9 Es sei

10 10 2 0
a=(g 1) 5=(y 1) arm=(53)

Dann gilt det A = det B =1, det A 4 det B = 2, aber det(A + B) = 4.

Anders verhilt es sich aber mit dem Produkt von Matrizen:

Satz 1.7 (Determinantenmultiplikationssatz) FEs seien A und B zwei
n X n-Matrizen. Dann gilt

det AB = det Adet B.

Beweis. (a) Wir zeigen den Satz zunichst fiir den Spezialfall, dass A eine
Elementarmatrix ist. Es sei etwa A = Fj;. Dann entsteht AB = F;.B
aus B durch Vertauschung der i-ten mit der k-ten Zeile. Nach Satz 1.3 gilt
det AB = —det B. Nach Satz 1.5 gilt det F;, = —1, also

det ;1. B = det Fj;, det B.

Analog zeigt man die Behauptung fiir die anderen Elementarmatrizen.

(b) Wir zeigen den Satz fiir den Spezialfall, dass A eine Nullzeile enthélt.
In diesem Fall enthélt auch AB eine Nullzeile. Nach Satz 1.4 gilt dann
det A = det AB = 0, also auch

det AB = det A det B.

(c) Wir zeigen den Satz nun fiir den Fall, dass A invertierbar ist. Nach
LAA, Satz 6.6, ldsst sich A dann als Produkt von Elementarmatrizen schrei-
ben. Damit folgt die Behauptung durch wiederholte Anwendung von (a).

(d) Schlieflich betrachten wir den Fall, dass A nicht invertierbar ist.
Nach LAA, Satz 12.5, hat A dann nicht maximalen Rang. Das bedeutet,
dass die Zeilen von A linear abhéngig sind. Durch geeignete Zeilenumfor-
mungen kann man dann eine Nullzeile erzeugen. Den Zeilenumformungen
entspricht aber die Multiplikation der Matrix A mit Elementarmatrizen.
Also folgt die Behauptung aus Teil (a) und (b). O

Korollar 1.1 Eine nxn-Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn det A #
0 gilt. In diesem Fall gilt

1
det Al = — .
¢ det A

Beweis. Ist A invertierbar, so gilt AA~! = E. Nach Satz 1.7 folgt

det Adet A~ = det E = 1.
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Also folgt det A # 0 und wir kénnen die Gleichung durch det A dividieren.

Ist A nicht invertierbar, so sind die Zeilen von A nach LAA, Satz 12.5,
linear abhingig. Durch geeignete Zeilenumformungen kann man dann eine
Nullzeile erzeugen. Aus Satz 1.3 und Satz 1.4 folgt dann det A = 0. O

Wir behandeln nun ein wichtiges Verfahren zur Berechnung von Determi-
nanten. Dazu sehen wir uns noch einmal die Determinante einer 3 x 3-Matrix

ail a2 a3
A= | axn a2 a3
azyp asz2 ass

an. In Beispiel 1.7 hatten wir gesehen

det A = ajiaasz + ai2az3as; + a13a21a32

— a13G22031 — 4110234032 — 412021033
Dies konnen wir auch wie folgt schreiben:
det A = a1 (aga33 — azzagy) — a1 (aizass — az2a13) + azi(ai2a23 — azeaiy).

Die Ausdriicke in den Klammern sind aber Determinanten von Untermatri-
Zen.

Definition Es sei A eine n x n-Matrix. Die Matrix A;; entstehe aus A
durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A, d.h.

aip - a14-1 1j arj+1 0 Qln
@i—11 - Ai—1,45-1 Q4115 Ai—1,4541 - Ai—1n

Ay = it Sm— ey i5 ity
Ai+1,1 - Qil5—1 Qg1 Qi1+l Gitln

anl N T | Qin j apj+1 - Gnn

Mit dieser Definition kénnen wir also schreiben
det A = all det AH — a1 det A21 + a3 det A31.
Allgemein gilt der folgende Satz

Satz 1.8 (Laplacescher Entwicklungssatz) Es sei A eine nx n-Matriz,
1<k <n. Dann gilt

det A = Z(—l)“‘kaik det A;i,  (Entwicklung nach der k-ten Spalte)
i=1
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und

det A = Z(fl)k"’jakj det Ap;  (Entwicklung nach der k-ten Zeile).
j=1

Diesen Satz kann man #hnlich beweisen, wie wir es fiir den Fall n = 3
(Entwicklung nach der ersten Spalte) ausgefiithrt haben. Der Ausdruck, der
die Determinante definiert, ist geeignet umzuformen. Da dies aber sehr
aufwendig ist, verzichten wir auf einen allgemeinen Beweis.

Bemerkung 1.1 Die Vorzeichen in Satz 1.8 sind geméf eines Schachbrett-
musters verteilt:

+ -+ -

-+ - +

+ -+ -

-+ - +

Beispiel 1.10 Wir entwickeln die Determinante der Matrix

0o -1 1 2

1 0o 2 -1

A= -1 1 1 0

0 -1 0 1

nach der ersten Spalte:
-1 1 2 -1 1 2
detA=—-] 1 1 0|—| 0 2 —-1|=0-3=-3.
-1 0 1 -1 0 1

Wir betrachten nun Anwendungen von Determinanten.

Satz 1.9 (Cramersche Regel) Es sei A eine invertierbare n x n-Matriz
und b € R™. Mit A; bezeichnen wir die Matriz, die dadurch entsteht, dass
wir die i-te Spalte von A durch den Spaltenvektor b ersetzen. Dann werden
die Komponenten x; der Losung x des linearen Gleichungssystems Ax = b
durch die Formel

det A; <<
T = ———— i1<n
" detA’ -
gegeben.
Beweis. Wir bezeichnen die Spaltenvektoren der Matrix A mit si, ..., sy.
Dann gilt
det Ay = det(b,sg,...,sy)
= det(z1s1 4+ - -+ TpSp,S2,... ,Sp)
= xydet(s1,s2,...,8,) + -+ zpdet(sy,s2,...,8,)

= zidet A.
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Der Beweis fiir die anderen Komponenten geht analog. O

Die Cramersche Regel ist fiir praktische Berechnungen nicht sehr geeig-
net, wohl aber fiir theoretische Uberlegungen.

Beispiel 1.11 Wir betrachten das folgende Gleichungssystem

2331—$2 = 4
—3r1+ 20 = 3.

Dann ergibt die Cramersche Regel:

4 -1 2 4

3 2 - 3 3.
xr1 = = 9, €To = = 0.
! 2 1 2 2 1

3 2 ~3 2

Wir wenden nun die Cramersche Regel auf die Bestimmung der inversen
Matrix einer invertierbaren Matrix an. Es sei A eine invertierbare n X n-
Matrix. Die inverse Matrix bestimmt sich durch das lineare Gleichungssy-
stem

AX =F
oder
Axj=ej, j=1,...,n,
wobei wir mit x1, ..., x, die Spalten der Matrix X bezeichnen. Nach der
Cramerschen Regel gilt
1
l'ij = —detA det Ai7

wobei A; die Matrix ist, die aus A entsteht, indem man die i-te Spalte durch
den Vektor e; ersetzt. Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz gilt

1 o
Tij = m(*l)l—w det A]z

Definition Die Matrix A* = (aj;) mit a]; = (—1)"J det Aj; heifit die

adjungierte Matriz von A.

Wir haben damit bewiesen:

Satz 1.10 Fiir eine invertierbare Matriz A ist

1

- detAA '

Bemerkung 1.2 Man beachte die Vertauschung der Indizes ¢ und j bei der
Definition der adjungierten Matrix.
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Beispiel 1.12 Die adjungierte Matrix zu der Matrix

1
A=11
1

W W N

3
4
5

lautet
3 -1 -1
A = -1 2 -1
0 -1 1

Wegen det A = 1 ist A~! = A*.

2 Lineare Abbildungen

Wir wollen nun lineare Abbildungen betrachten. Dazu miissen wir zunéchst
den Begriff einer Abbildung einfiihren.

Definition Es seien X und Y Mengen. Unter einer Abbildung von X nach
Y versteht man eine Vorschrift f, die jedem x € X genau ein f(z) € Y
zuordnet. Man schreibt dafiir

fi X — Y

Man nennt X die Definitionsmenge und Y die Wertemenge der Abbildung
f. Das Element f(z) bezeichnen wir auch als das Bild von x unter der
Abbildung f. Zwei Abbildungen f: X — Y und ¢ : X — Y heiflen gleich,
in Zeichen f = g, genau dann, wenn f(z) = g(x) fiir alle z € X gilt.

Beispiel 2.1 Beispiele fiir Abbildungen sind Funktionen f : R — R, also
zum Beispiel die Funktion f : R — R mit f(z) = 22.

Beispiel 2.2 Wir betrachten nun Abbildungen der Ebene. Es sei f : R? —
R? die Abbildung, die jedem Vektor x € R? sein Spiegelbild beziiglich der
y-Achse zuordnet.
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Das Bild f(x) ist wieder ein Vektor. Wir bezeichnen die Komponenten
dieses Vektors mit fi(x) und fa(x). Es gilt

( S1(x) ) _ < fi(z,y) > _ ( — )
fa(x) fo(z,y) y
Dies kénnen wir auch so ausdriicken:
(hen )= (3 9)(5)
fo(z,y) 0 1 y )
Beispiel 2.3 Wir betrachten die Abbildung f : R? — R?, die jedem Vektor
x seine Orthogonalprojektion auf die x-Achse zuordnet.

Y

f(x)

(Rl )= ()

Mit Hilfe einer Matrix konnen wir dies so schreiben:

(fl(:v,y)>:<1 0><$>

fo(@,y) 0 0 y

Beispiel 2.4 Wir betrachten nun die Abbildung f : R? — R2?, die einen
Vektor x um den Winkel 6 dreht. Um eine Beschreibung fiir fi(z,y) und
fa(z,y) abzuleiten, betrachten wir eine Drehung um einen positiven Winkel

0. Es sei ¢ der Winkel zwischen dem Vektor x und der positiven z-Achse
und r die Lange von x.

Es gilt
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Dann gilt
T =7cosp, Yy=rsiny

und
fi(z,y) =rcos(p+0), folx,y) =rsin(p +0).

Durch Anwendung der Additionstheoreme von sin und cos ergibt sich hieraus

fi(z,y) = rcosfhcosp —rsinbsinp

fao(xz,y) = rsinfcosp + rcosfsinyp,
und schlieSlich
Ni(z,y) = (cosO)x — (sinf)y
fo(z,y) = (sinf)z + (cosh)y.

In Matrizenschreibweise lautet dies

filz,y) \ _ [ cosf —sinf T

fo(z,y) )\ sinf cosf y )
Beispiel 2.5 Nun betrachten wir auch Abbildungen des Raumes. Es sei
f : R®> — R3 eine Drehung um die z-Achse um den Winkel . Wie im

vorigen Beispiel leitet man her, dass diese Abbildung durch die folgende
Vorschrift gegeben wird:

fl(x7y7 Z) 1 O 0 X
fo(z,y,2) | = 0 cosf —sinf Yy
f3(x,y,2) 0 sinf cosf z

Beispiel 2.6 Die Beispiele von Abbildungen der Ebene und des Raumes
sind Spezialfille der folgenden Konstruktion. Einer m x n-Matrix

ail ai2 o Ain

aai a2 e a2n
A=

aml Am2 - Gmn

kann man wie folgt eine Abbildung f : R™ — R" zuordnen: Wir definieren

Mo a11T1 + -+ a1pTs

Tn Am1T1 + -+ GmnTn

oder anders ausgedriickt

f(x) = Ax.
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Nach den Rechenregeln fiir Matrizen gilt
Ax+y) =Ax+ Ay, A(A\x)= IAx.
Also hat diese Abbildung die Eigenschaften
fx+y) =fx)+ f(y), [fAx) = Af(x).

Eine Abbildung mit den Eigenschaften des letzten Beispiels heifit linear.
Diesen Begriff wollen wir nun ganz allgemein definieren.

Definition Es seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung f:V —
W heift linear genau dann, wenn gilt

(L1) f(v+w)=f(v)+ f(w) fiir alle v,w € V,
(L2) f(Av) =Af(v) fur alleve V und A € K.

Bemerkung 2.1 Die beiden Bedingungen (L1) und (L2) kann man auch
zu der Bedingung

(L) fOv+puw) =Af(v)+ pf(w) fiir alle v,w € V und A\, p € K.

zusammenfassen. Man iiberlegt sich leicht, dass die beiden Bedingungen
(L1) und (L2) zusammen &quivalent zu der Bedingung (L) sind.

Beispiel 2.7 Die Abbildungen von Beispiel 2.6 und damit aus allen vorhe-
rigen Beispielen mit Ausnahme von Beispiel 2.1 sind linear. Die Funktion
f:R—R, f(z) = 22, ist nicht linear, denn es gilt

f(Az) = (Mx)? = \22? fiir alle A € R
und etwa fiir A = 2 ist A2 # .

Wir geben nun einige Eigenschaften von linearen Abbildungen an.

Satz 2.1 Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt fir alle
Vektoren v,w € V:

(a) f(0) =0.
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Satz 2.2 FEs sei V ein endlich dimensionaler K -Vektorraum. Dann ist eine
lineare Abbildung f : V. — W bereits durch die Bilder der Vektoren einer
Basis vollstindig festgelegt.

Beweis. Es sei S = {vi1,...,v,} eine Basis von V. Dann lésst sich jeder
Vektor v € V als Linearkombination beziiglich dieser Basis schreiben:

v=MVvi+- -+ A Vp.
Mit (L) erhalten wir

f(V) = f()\lvl++>\nvn)
- Alf(vl)+"'+)\nf(vn)‘

O

Beispiel 2.8 Es sei A eine m x n-Matrix und f : R" — R™ die lineare
Abbildung f(x) = Ax. Es sei {ey,... ,e,} die Standardbasis von R™. Dann
ist f durch die Bilder f(e;) der Standardbasisvektoren festgelegt. Aber

Aeq, ..., Ae,

sind gerade die Spalten der Matrix A in dieser Reihenfolge. Man merke sich
also: Die Spalten der Matriz A sind die Bilder der Standardbasisvektoren.

Man kann nun Abbildungen auch hintereinanderschalten.

Definition Sind X, Y, Z Mengen und f : X — Y sowie g : ¥ — Z
Abbildungen, so heifit die Abbildung

gof: X —27, xw(gof)(z):=g(f()),

die Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von f und g. (Man sagt zu
go f auch g ”Kringel” f.)

Beispiel 2.9 In § 1 hatten wir die Hintereinanderausfithrung 7 oo von zwei
Permutationen o und 7 der Menge {1,2,... ,n} betrachtet. Eine Permuta-
tion o kann man auch als eine Abbildung o : {1,2,... ,n} — {1,2,... ,n},
i+ o(1), auffassen. In diesem Sinne ist die Hintereinanderausfithrung 7o o
die Komposition der Abbildungen o und 7.

Satz 2.3 Sind U, V, W K-Vektorriume und f : U -V, g:V — W
lineare Abbildungen, so ist auch die Abbildung

gof:U—W

linear.
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Beweis. Fiir u,v € U gilt

(gofilatv) = g(f(u+v))
= GUf(w)+f(v)) (da f lincar)
= 9(f(u)) +g(f(v)) (da g linear)
= (go )W) +(go f)(v).
Analog zeigt man (go f)(Au) = A(go f)(u) fur A € K. O

3 Kern und Bild

Wir versuchen nun, die Geometrie linearer Abbildungen besser zu verstehen.
Dazu fiihren wir die Begriffe Kern und Bild ein.

Definition Fiir eine lineare Abbildung f : V — W definieren wir

Imf = f(V):={f(v)|veV}, Bildvon f,
Kerf = {veV]|f(v)=0}, Kernvon f.

Satz 3.1 Fliir eine lineare Abbildung f:V — W gilt:

(a) Im f ist ein Unterraum von W.

(b) Ker f ist ein Unterraum von V.

Beweis. (a) Wegen f(0) = 0 enthélt Im f mindestens den Nullvektor. Es
seien w, w' Vektoren aus Im f. Dann gibt es v, v/ € V mit f(v) = w,
f(v') =w'. Dann gilt

fv+v)=fv) + f(V)=w+w.

Also ist auch w + w’ € Im f.
Analog zeigt man, dass mit w € Im f und A € K auch Aw € Im f ist.
(b) Wegen f(0) = 0 enthélt Ker f mindestens den Nullvektor. Es seien
v, v/ € Ker f. Dann gilt

fv+v)=f(v)+ f(¥)=0+0=0.

Also ist auch v + v’ € Ker f.
Analog zeigt man, dass mit v € Ker f und A € K auch Av € Ker f ist.
O

Beispiel 3.1 Es sei A eine m x n-Matrix. Wir betrachten die lineare Ab-
bildung

fR" =R"™ f(x)=Ax.
Dann ist der Kern von f die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
Ax = 0. Das Bild von f ist die Menge aller Vektoren b € R™, fiir die das
lineare Gleichungssystem Ax = b eine Lisung besitzt.
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Satz 3.2 (Dimensionsformel) Es sei f : V — W eine lineare Abbildung
von einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V in einen K-Vektorraum
W. Dann gilt

dimKer f + dimIm f = dim V.

Beweis. Es sei {vi,...,vy} eine Basis von Ker f und {wy,...,w,} eine
Basis von Im f. Es seien uy, ... ,u, beliebige Vektoren aus V mit f(u;) =
w1, ..., f(u,) = w,.. Wir zeigen

Behauptung S = {u,...,u,,vi,..., vy} ist eine Basis von V.

Es sei v € V. Dann gilt

f(V) =MW1 4 W

Es sei
V, = piug + .. +,u7"u7"'

Dann gilt
fV) =pf) +- + pef(uy) = f(v).
Also ist v — v/ € Ker f. Das bedeutet, dass es A\1,... ,\; € K gibt mit
V—V/:)\1V1+"'+)\kvk.
Dann folgt aber
V=Mvi+ o+ v+ - A ey

Also ist S ein Erzeugendensystem von V.
Um zu zeigen, dass S linear unabhéngig ist, betrachten wir die Gleichung

paar + - A ey = Avy -+ vy = 0. (1)
Es gilt
0= f(piwr + -+ ppup + AV + -+ X)) = iwi + - + [ Wy

Da wy,...,w, linear unabhéngig sind, folgt g1 = -+ = p, = 0. In (1)
eingesetzt ergibt sich
AMVvy+ -+ Apvg = 0.

Da vi,...,vi linear unabhiingig sind, folgt daraus A\;,= --- = A\ = 0.
Daraus folgt die Behauptung.

Aus der Behauptung folgt » + £ = dim V' und daraus die Behauptung
des Satzes. O

Definition Essei f:V — W eine lineare Abbildung. Der Rang von F', in
Zeichen Rang f, ist die Dimension von Im f.
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Beispiel 3.2 Es sei A eine m x n-Matrix. Fiir den Rang der linearen Ab-
bildung f : R™ — R™ mit f(x) = Ax gilt Rang f = Rang A.

Wir betrachten nun wichtige Eigenschaften von Abbildungen.

Definition Es seien X und Y beliebige Mengen. Eine Abbildung f : X —
Y heifit

e injektiv, falls aus x, 2’ € X und = # 2’ stets f(x) # f(2') folgt.

o surjektiv, falls es zu jedem y € Y ein x € X gibt mit y = f(z), d.h.
falls f(X) =Y.

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung 3.1 Ist f bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genau ein x € X
mit f(z) =y. In diesem Fall kann man also eine Umkehrabbildung

fﬁl: Yy — X
y — z=f"1(y) mity= f()

erkléaren.

Satz 3.3 FEine lineare Abbildung f :V — W ist genau dann injektiv, wenn
der Kern von f nur den Nullvektor enthdlt.

Beweis.

"=7: Esseiv eV, v #0. Da f(0) = 0 und f injektiv ist, gilt f(v) # 0.
Also enthélt der Kern von f nur den Nullvektor.

7<": Es seien v,v' € V mit v # v/. Wir miissen zeigen, dass f(v) #
f(v') gilt. Angenommen, f(v) = f(v'). Dann gilt

0=f(v) - fv) = f(v —V').

Also liegt v — v/ im Kern von f. Da der Kern von f nur den Nullvektor
enthilt, folgt v — v/ = 0, ein Widerspruch. O

Satz 3.4 FEs seien V., W endlich dimensionale K -Vektorriume. Fine linea-
re Abbildung f : V — W ist genau dann surjektiv, wenn Rang f = dim W
gilt.

Beweis. Die lineare Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn Im f = W
gilt. Da Im f ein Unterraum von W ist, ist dies nach LAA, Satz 13.4, genau
dann der Fall, wenn Rang f = dimIm f = dim W gilt. O

Satz 3.5 Fiir eine lineare Abbildung f : V — W zwischen endlich dimensio-
nalen K-Vektorrdumen gleicher Dimension sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:



4 Lineare Abbildungen und Matrizen 20

(a) f ist injektiv.
(b) f ist surjektiv.
(c) f ist bijektiv.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 3.3, Satz 3.4 und der Dimensionsformel
(Satz 3.2). O

4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen studieren. Im folgenden seien V und W endlich dimensionale Vek-
torraume.

Es sei f: V — W eine lineare Abbildung. Wir wollen dieser Abbildung
eine Matrix zuordnen. Dies geschieht wie folgt:

(1) Wir wiihlen eine Basis B = {v1,...,v,} von V und eine Basis B’ =
{wW1,...w,} von W.

(2) Wir stellen die Bilder f(v;) der Vektoren der Basis B von V in der
Basis B’ von W dar:

m
f(Vj) = Zaijw,-, aij € K.
=1

Also ist
alj

amj

der Koordinatenvektor von f(v;) beziiglich der Basis B’ von W.

(3) Wir bilden die Matrix A, die die Koordinatenvektoren von f(vy), ...,
f(vy) beziiglich der Basis B von W als Spaltenvektoren hat:

ail ai2 e Aln

a1 a2 o a2n
A p—

Gml Gm2 - Gmn

Definition Die Matrix A heifit Darstellungsmatriz von f beziiglich der
Basen B und B'. Wir bezeichnen sie mit M5, (f).
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Beispiel 4.1 Wir betrachten die lineare Abbildung f : R? — R?, die defi-
niert ist durch

fl(wayvz) = 2x—3y—i—z,
f2($ayvz) = _J;_'_Qy_z

Mit eq, e, e3 bezeichnen wir die Standardbasisvektoren von R3. Dann gilt

f(el):<21>,f(e2):<—23>,f(es):<11>.

Also hat f beziiglich der Standardbasen von R? und R? die Darstellungs-

matrix ) .
A= < -1 2 -1 ) '

Bemerkung 4.1 Die lineare Abbildung f ist durch ihre Darstellungsmatrix
A beziiglich der Basen B und B’ eindeutig bestimmt, denn nach Satz 2.2 ist
eine lineare Abbildung durch die Bilder der Vektoren einer Basis vollstéindig
festgelegt. Daraus folgt, dass es nach Wahl von Basen B von V und B’ von W
eine eineindeutige Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen
gibt: Eine lineare Abbildung bestimmt nach der obigen Konstruktion eine
Matrix und eine Matrix A bestimmt umgekehrt eine lineare Abbildung f :
V — W wie folgt: Es sei v € V' gegeben. Ist x der Koordinatenvektor des

Vektors v beziiglich der Basis B von V', so erhélt man den Koordinatenvektor
y des Vektors f(v) beziiglich der Basis B’ von W wie folgt:

y = Ax.

Satz 4.1 FEsseienU, V, W endlich dimensionale Vektorrdume, f : U — V,
g:V — W lineare Abbildungen, B Basis von U, B Basis von V, B" Basis
von W. Dann gilt

MEi(go f) = ME/(9) MG ().
Beweis. Es sei

B={ui,...,up}, B = {vi,..., v}, B = {wWi,... , W},

F) =Y argvi, gvi) =Y bawi, (g0 f)(u;) =D cijwi.
k=1 i=1 i=1
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Dann gilt

(9o f)(u;) = ol

= > arjg(ve)

ag;j (Z bik“’i)

i=1

ol
3 |l
—

|
(]

k=1

i=1 \k=1
Daraus folgt
n
Cij = § bikar;,
k=1

was zu zeigen war. O

Satz 4.2 Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, f:V — V eine
bijektive lineare Abbildung und B eine Basis von V. Dann ezistiert die

Umkehrabbildung f~': V — V und es gilt
ME(f™) = ME(f)~".

Beweis. Es gilt fo f~! = id, wobei id : V' — V die identische Abbildung
mit id(v) = v ist. Nach Satz 4.1 gilt dann

ME(f)ME(f~') = ME(id) = E.
Daraus folgt die Behauptung. a

Man beachte, dass die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung von
den Basen B und B’ abhingt. Wir diskutieren nun, wie sich die Darstel-
lungsmatrix einer linearen Abbildung &ndert, wenn wir zu anderen Basen

iibergeben.
Dazu nehmen wir an, dass in dem endlich dimensionalen Vektorraum V'
zwei Basen B = {vi,...,v,} und B’ = {v},..., v/} gegeben sind. Dann

kénnen wir jeden Vektor v; als Linearkombination der Basisvektoren v/,

., v}, darstellen:
n
R ti v
vj = ijVi-
i=1



4 Lineare Abbildungen und Matrizen 23

Definition Die Matrix T% := (t;;), deren Spalten die Koordinatenvekto-
ren der Basisvektoren v; beziiglich der Basis B’ sind, heifit die Transforma-
tionsmatriz von B nach B’.

Bemerkung 4.2 Es sei id : V — V die identische Abbildung, die durch
id(v) = v definiert ist. Dann gilt T3 = M5 (id).

Beispiel 4.2 Es sei B = {e},es,e3} die Standardbasis des R?® und B’ =
{v1,va,vs} die Basis mit

1 2 3
vi=| 1], vo=1| 3], v3=| 4
1 3 5
Dann gilt
e = 3vi— Vg,
€ = —Vi+2vy—v3,

€3 = —V]—Vg+ V3.

Also lautet die Transformationsmatrix von B nach B’

3 -1 -1
5= -1 2 -1

Nach Beispiel 1.12 folgt, dass
1§ = (T§) "

Ist x der Koordinatenvektor eines Vektors v € V' beziiglich der Basis B,
so erhilt man den Koordinatenvektor y von v beziiglich B’ durch

y = Tg/x.

Das bedeutet, dass die Transformationsmatrix Tg, angibt, wie sich die Koor-
dinaten zur Basis B in die Koordinaten zur Basis B’ transformieren. Durch
Auflésen der obigen Gleichung nach x erhalten wir

x=(T§)" 'y,

Das bedeutet, dass die Matrix (75 )" die Transformation von den Koordi-
naten zu B’ in die Koordinaten zu B angibt. Damit erhalten wir
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Satz 4.3 Es seien B und B’ Basen des endlich dimensionalen Vektorraums
V. Dann ist die Transformationsmatriz Tg, invertierbar und es gilt

TE = (T§) ™"

Wir kénnen nun eine Antwort auf die Frage geben, wie sich die Darstel-
lungsmatrix einer linearen Abbildung bei Einfithrung neuer Basen &ndert.

Satz 4.4 (Transformationsformel) Es sei f : V. — W eine lineare Ab-
bildung, B und B’ Basen von V und C und C' Basen von W. Dann gilt

ME(f) = TEME(FI(TE) ™

Setzen wir A := Még(f), B = Mg/(f), T := Tg, und S = Tg,, so konnen
wir diese Gleichung auch so ausdriicken

B =SAT L.
Beweis. Dies folgt leicht aus Satz 4.1. 0O

Fiir den Spezialfall W =V ergibt sich

Korollar 4.1 Es sei f : V — V eine lineare Abbildung und es seien B, B’
Basen von V. Wir setzen A := Mg(f), B := Mg,/(f), T:= Tg,. Dann gilt

B=TAT .

Beispiel 4.3 Es sei f : R? — R? die lineare Abbildung von Beispiel 4.1.
Es sei B die Standardbasis von R? und C die Standardbasis von R2. Es sei
B' = {vi1,vs,v3} die Basis von R? mit

1 2 3
Vi = 1 , V2= 3 , V3= 4
1 3 )

(vgl. Beispiel 4.2). SchlieBlich sei C’ = {w1, ws} die Basis von R? mit

e (3) we (1)

Nach Beispiel 4.2 gilt

Fir TCC, berechnen wir

m-ai-(51) -(% 7).
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Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen B’ und C’
nach Satz 4.4

1 2 3
ME(f) = (_23 _21><_21 _23 _11) 1 3 4
1 3 5
- 2 -1 0o -2 -1
o -3 2 0 1 0
_ 0 -5 -2
o 0 8 3 ’
Definition Zwei m x n-Matrizen A und B heiflen dquivalent, genau dann,
wenn es eine invertierbare m x m-Matrix S und eine invertierbare n x n-

Matrix T gibt, so dass
B =SAT!

gilt.
Zwei quadratische n x n-Matrizen A und B heiflen dhnlich, genau dann,
wenn es eine invertierbare n x n-Matrix T gibt, so dass

B=TAT !
gilt.

Bemerkung 4.3 Damit kénnen wir festhalten: Zwei Matrizen sind genau
dann dquivalent, wenn sie beziiglich verschiedener Paare von Basen die glei-
che lineare Abbildung beschreiben. Zwei quadratische Matrizen sind genau
dann dhnlich, wenn sie beziiglich verschiedener Basen die gleiche lineare
Selbstabbildung beschreiben.

Satz 4.5 Es sei f : 'V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich di-
mensionalen Vektorrdumen vom Rang r. Dann gibt es eine Basis B von V
und eine Basis C von W, so dass

wEn= (50 )-

Beweis. Es sei B die Basis B := {uy,... ,u;,v1,..., v} aus dem Beweis
von Satz 3.2. Wir ergénzen die Basis {wi,...,w,} von Im f aus diesem
Beweis zu einer Basis C von W. Wegen f(u;) = w;, i =1,...,r, hat f dann
beziiglich der Basen B und C die angebene Darstellungsmatrix. O

Korollar 4.2 Fine mxn-Matriz A vom Rang r ist dquivalent zu der Matriz

(7 0)
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Beweis. Es sei f: R™ — R™ die lineare Abbildung mit f(x) = Ax. Dann
hat f den Rang r. Nach Satz 4.5 gibt es eine Basis B von R" und eine
Basis C von R™, so dass B := MJ(f) die angebene Form hat. Es sei T
die Transformationsmatrix der Standardbasis von R™ nach B und S die
Transformationsmatrix der Standardbasis von R nach C. Dann gilt nach
Satz 4.4

B =SAT .

Also sind die Matrizen A und B #dquivalent. O

5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir haben gerade gesehen, dass jede Matrix dquivalent zu einer Matrix in
besonders einfacher Form ist, ndmlich zu der Matrix

E. 0
0o 0)°
Wir betrachten nun eine quadratische Matrix A und suchen eine Matrix B

in moglichst einfacher Form, die dhnlich zu der Matrix A ist, d.h. wir suchen
eine invertierbare Matrix T, so dass die Matrix

B=TAT !

in moglichst einfacher Form ist. Dieses Problem ist schwieriger zu behan-
deln, da wir nur eine Matrix T zur Verfiigung haben. Die Behandlung dieses
Problems fithrt zu der Betrachtung von Eigenwerten und Eigenvektoren.

Ist f : R®™ — R" eine lineare Abbildung und x € R"”, so besteht im
Allgemeinen keine Beziehung zwischen den Vektoren x und f(x). Haufig
existieren jedoch von Null verschiedene Vektoren x, so dass x und f(x)
skalare Vielfache voneinander sind. Solche Vektoren nennt man Eigenvek-
toren. Sie spielen in Anwendungen eine grofie Rolle, so zum Beispiel bei der
Untersuchung von Schwingungen und elektrischen Systemen.

Im Folgenden sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.

Definition Es sei f : V — V eine lineare Abbildung. Ein Vektor v € V
heifit Eigenvektor von f, wenn v # 0 und es ein A € R gibt mit

f(v) = Av.
Der Skalar A heifit dann Eigenwert von f.

Wegen des engen Zusammenhangs zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen kénnen wir auch zu quadratischen Matrizen Eigenvektoren und
Eigenwerte definieren.



5 Eigenwerte und Eigenvektoren 27

Definition Es sei A eine n x n-Matrix. Ein Vektor x € R" heifit Figen-
vektor von A, wenn x # 0 und es eine Zahl A € R gibt mit

Ax = Ax.
Die Zahl A heifit dann Figenwert von A.

Bemerkung 5.1 Man beachte, dass der Nullvektor ausdriicklich ausge-
schlossen ist. Denn fiir den Nullvektor gilt f(0) = 0 = A0 bzw. A0 = 0 = \0
fiir jeden Skalar A.

Beispiel 5.1 Es sei V = R? und f : R? — R? die Spiegelung an der Ge-
raden x —y = 0. Die Abbildung f hat beziiglich der Standardbasis die

Darstellungsmatrix
0 1
(o)

Es ist anschaulich klar, dass < !

1 ) ein Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist

-1
und ( 1 ) ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist.

Ist x Eigenvektor der linearen Abbildung f : R” — R" zum Eigenwert A,
so ist x auch Eigenvektor der Matrixdarstellung A von f beziiglich der Stan-
dardbasis zu demselben Eigenwert. Umgekehrt ist jeder Eigenvektor einer
n X n-Matrix A zum Eigenwert A auch Eigenvektor der linearen Abbildung
f:R*" = R" f(x) = Ax, zu demselben Eigenwert. Deswegen werden wir
im Folgenden nur Eigenvektoren und Eigenwerte einer Matrix betrachten.

Wie bestimmt man nun die Eigenwerte einer n x n-Matrix A? Dazu
formen wir die Gleichung Ax = Ax um:

Ax = Ax
S Ax—Xx=0
&S Ax—AEx =0
& (A-AE)x=0.

Damit A ein Eigenwert von A ist, muss die Gleichung
(A= AE)x=0

eine nichttriviale Losung besitzen. Nach LAA, Satz 6.6, ist das genau dann
der Fall, wenn die Matrix A — AE nicht invertierbar ist. Nach Korollar 1.1
ist dies dquivalent zu

det(A — AE) = 0.
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Definition Die Gleichung
det(A—AE) =0

fiir die Unbekannte A\ heifit die charakteristische Gleichung von A. Thre
Losungen sind die Eigenwerte von A. Entwickelt man det(A — AE), so
ergibt sich ein Polynom P4(\) in A, das als charakteristisches Polynom von
A bezeichnet wird.

Es gilt
Pa(\) = det(A—\E)
ail — A a2 R a1n
B a1 ax — A - aonp
anl an2 S Qpp — A

= (=1)"N"4+ e "4t

Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix ist also ein Polynom n-ten
Grades. Ein solches Polynom hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra
hochstens n verschiedene Nullstellen. Deswegen besitzt eine n x n-Matrix
hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Beispiel 5.2 Das charakteristische Polynom der Matrix
a b
=0 a)

a— A\ b
c d— M\

= (@a—XN(d—X) —bc=X—(a+d)+ (ad — be).

0 1
=V o)
PN =XN-1=O\-1)(A+1).

Die Eigenwerte von A sind also +1 und —1 in Ubereinstimmung mit Bei-
spiel 5.1.

lautet

Pa(\) = det(A—\E) =

Fir die Matrix

erhalten wir

Satz 5.1 Es sei

a1 a2 - Qip
0 axp - am
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eine obere Dreiecksmatriz. Dann sind die Eigenwerte von A die Hauptdia-
gonalelemente von A.

Beweis. Es gilt
Ps(A) = det(A—\E)

a1 —A a2 - aip
0 ag — A - a2,
0 0 app— A

= (a11 —A)(aza = A) -+ (ann — A).
Also sind die Eigenwerte
A=ai1, A=as, ..., A=apn-
O

Das charakteristische Polynom einer Matrix mit reellen Eintrdgen kann
auch komplexe Nullstellen haben.

Beispiel 5.3 Die Matrix

T _ain T _
Az(c?sﬁ 51n7r2>:<0 1)
sing oS5 1 0

hat das charakteristische Polynom

-A -1

det(A—)\E):‘ 1

‘:A2+1.

Dieses Polynom hat die komplexen Nullstellen A = ¢ und A = —i.

Wir befassen uns nun mit der Bestimmung der Eigenvektoren zu einem
gegebenen Eigenwert.

Definition Zu einem Eigenwert A € R nennen wir
Eig(A,\) := {x € R" | Ax = A\x}
den Figenraum von A zum Eigenwert .

Bemerkung 5.2 Eig(A, \) ist ein Unterraum des R”, denn Eig(A4, \) ist
der Losungsraum des linearen Gleichungssystems (A4 — AE)x = 0.

Zur Bestimmung des Eigenraums zu einem Eigenwert A muss man also
das lineare Gleichungssystem

(A=AE)x=0

16sen.
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Beispiel 5.4 Wir bestimmen eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert 1

der Matrix
0 1
A_<1 0).

Dazu miissen wir eine Basis des Losungsraum des Gleichungssystems

() G)-(0)

bestimmen. Man sieht leicht, dass dieses lineare Gleichungssystem einen

1
eindimensionalen Losungsraum mit der Basis {( 1 >} hat.

6 Diagonalisierung

Wir kommen nun auf das eingangs gestellte Problem der Vereinfachung einer
quadratischen Matrix zuriick.

Definition Eine Diagonalmatriz A ist eine quadratische Matrix, bei der
alle Elemente aufler eventuell den Diagonalelementen gleich Null sind, d.h.
A hat die Form

ail 0 0
A— 0 ano
0
0 0 anpp

Definition Eine n x n-Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn sie d&hnlich
zu einer Diagonalmatrix ist, d.h. wenn eine invertierbare Matrix T existiert,
so dass TAT~! Diagonalgestalt hat.

Satz 6.1 Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.
Beweis. Es sei B=TAT~!. Dann gilt

det(B — AE) = det(TAT ! = XTET™ 1) =det(T(A - \E)T™ 1Y)
= detTdet(A — AE)det T~ = det(A — \E).

O

Korollar 6.1 Ist A diagonalisierbar, so ist A dhnlich zu einer Diagonalma-
triz, bei der auf der Diagonalen die Eigenwerte von A stehen.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 6.1. O
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Satz 6.2 FEine n x n-Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie n
linear unabhdingige Figenvektoren besitzt.

Beweis. ”=": Es sei A diagonalisierbar. Dann gibt es eine invertierbare
n x n-Matrix T, so dass TAT ! Diagonalgestalt hat. Also ist TAT ! = D
mit

A 0 - 0
D= 0 A2

: . .0

0 -+ 0 M\,

Aus TAT~! = D folgt AT~! = T~'D. Essei{e1,... ,e,} die Standardbasis
von R™. Dann gilt

AT Ye)) =T 1 (Nie)) = NT 7 (e;) fiiri=1,...,n.

Also ist T~ !(e;) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;, i = 1,...,n.
Da {ei,...,e,} linear unabhingig ist und 7! invertierbar ist, ist auch
{T~'(e1),...,T (e,)} linear unabhingig.
7«<”: Ks seien vi,...,v, die linear unabhéngigen Eigenvektoren von
A zu den Eigenwerten A1,...,A,. Es sei B die Standardbasis von R™ und
B ={vi,...,vp}. Essei D die Matrix
M O - 0
Do 0 Ao
N
0o -~ 0 M\

Dann ist D die Darstellungsmatrix M, B,/( f) der linearen Abbildung f : R” —
R™ mit f(x) = Ax beziiglich der Basis B’. Nach Satz 4.4 gilt

A=TEDTE)".
Also ist A diagonalisierbar. a

Beispiel 6.1 Wir untersuchen die Matrix

(1)
auf Diagonalisierbarkeit. Das charakteristische Polynom
det(A — \E) = (1 — \)?
liefert 1 als einzigen Eigenwert, aber der Eigenraum Eig(A, 1) zum Eigenwert
1 wird von dem Vektor ( L

0
linear unabhéngigen FEigenvektor. Nach Satz 6.2 ist A nicht diagonalisierbar.

erzeugt. Also besitzt die Matrix A nur einen



6 Diagonalisierung 32

Satz 6.3 Es sei A eine n X n-Matriz. Es seien \i,..., )\, paarweise ver-
schiedene Figenwerte von A und v, ... , vy zugehorige Figenvektoren. Dann
ist die Menge {v1,... ,vy} linear unabhingig.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber k& durch.

Induktionsanfang: Da ein Eigenvektor vi nach Definition verschieden
vom Nullvektor ist und die Menge {v;} linear unabhéngig ist, ist der Satz
fiir k=1 richtig.

Induktionsschritt: Es sei & > 2. Wir nehmen an, dass die Aussage
bereits fiir k£ — 1 bewiesen ist. Wir miissen zeigen, dass {vy,..., vy} linear
unabhéngig ist. Dazu betrachten wir die Gleichung

aivi+ -+ apve = 0. (2)
Wir multiplizieren diese Gleichung einerseits mit A und andererseits mit A;:

QiA V] + agdovo + -+ ap vy = 0
a1\ V] + agAive + -+ apvp = 0

Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt sich
042()\2 — )\1)V2 + -+ Ozk(Ak — )\1)Vk =0.

Nach Induktionsannahme sind die Vektoren va,..., vy linear unabhéingig.
Daraus folgt
042()\2 — )\1) == Oék()\k — /\1) =0.

Da nach Voraussetzung die Eigenwerte paarweise verschieden sind, ergibt
sich daraus
agz--‘:ak:O.

Setzt man dies in Gleichung (2) ein, so folgt
a1V = 0
und daraus o1 = 0, da v # 0. O

Aus Satz 6.3 erhalten wir als Folgerung:

Satz 6.4 Besitzt eine n x n-Matriz A n paarweise verschiedene Figenwerte,
so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Es seien vy, ... ,v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Figenwerten Ay, ..., A,. Nach Satz 6.3 sind vi,..., v, linear unabhéngig.
Nach Satz 6.2 ist A deshalb diagonalisierbar. O

Satz 6.4 liefert nur ein hinreichendes, aber kein notwendiges Kriterium
fiir die Diagonalisierbarkeit. Zum Beispiel ist die n x n-Einheitsmatrix schon
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eine Diagonalmatrix, also diagonalisierbar, sie hat aber lauter gleiche Eigen-
werte, ndmlich den Eigenwert 1 mit der Vielfachheit n. In Beispiel 6.1 hatten
wir gesehen, dass eine Matrix den Eigenwert 1 mit der Vielfachheit 2 haben
kann, aber nicht diagonalisierbar zu sein braucht. Wir haben in diesem Bei-
spiel gesehen, dass die Vielfachheit eines Eigenwerts und die Dimension des
zugehorigen Figenraums eine Rolle spielen.

Definition Es sei A eine n x n-Matrix und )¢ ein Eigenwert von A. Die
Vielfachheit der Nullstelle A\g, d.h. die Anzahl der Faktoren (A — Ag), im
charakteristischen Polynom von A heif3t die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts Ag.

Die Dimension des Eigenraums zum Eigenwert Ay von A heifit die geo-
metrische Vielfachheit des Eigenwerts .

Beispiel 6.2 In Beispiel 6.1 war die algebraische Vielfachheit des Eigen-
werts 1 von A gleich 2, aber die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 1
gleich 1.

Satz 6.5 Fiir eine n x n-Matrixz A gilt: Die geometrische Vielfachheit eines
Eigenwertes von A ist nicht gréfer als seine algebraische Vielfachheit.

Beweis. Es sei B die Standardbasis des R™. Es sei {vi,...,v;,} eine Basis
des Eigenraums Eig(A, \g) von A zu einem Eigenwert \g. Wir ergéinzen
diese Basis zu einer Basis

B/ = {Vlu"' y Vs Vm+1, - - - 7V’n}
von R™. Dann gilt
Ao 0
i *
TEATE) " = | Ao
0 B

Daraus folgt nach Satz 6.1
det(A — \E) = det(THA(TE) ™t — AE) = (A — X\g)™ det(B — \E).
O

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an, der eine Charakterisierung
diagonalisierbarer Matrizen liefert.
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Satz 6.6 Einenxn-Matriz A ist genau dann diagonalisierbar, wenn sie mit
Vielfachheit gezahlt n reelle Eigenwerte hat und die geometrische Vielfach-
heit jedes Eigenwerts mit seiner algebraischen Vielfachheit ibereinstimmdt.

Wenn eine n x n-Matrix A mit Vielfachheit gezéhlt n reelle Eigenwerte
hat, aber die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts nicht in jedem Fall
mit seiner algebraischen Vielfachheit iibereinstimmt, dann kann man die
Matrix noch auf eine sogenannte Jordan’sche Normalform bringen. Wir
wollen ohne Beweis angeben, was man darunter versteht.

Definition Es sei m > 1 und A € R. Eine m x m-Matrix der Form

Al 0

J(m,\) =
1
0 A

heif3t eine Jordanblockmatrix.

Definition Eine Matrix B heifit in Jordan’scher Normalform, wenn sie von

der Gestalt
o

0

ist, wobei Jy, ... ,J Jordanblockmatrizen sind.

Ohne Beweis geben wir den folgenden Satz an.

Satz 6.7 (Jordan’sche Normalform) Es sei A eine n x n-Matriz, die
mit Vielfachheit gezdhlt n reelle Figenwerte hat. Dann ist A dhnlich zu
einer Matriz in Jordan’scher Normalform.

Beispiel 6.3 Eine 2 x 2-Matrix A, die mit Vielfachheit gezahlt 2 reelle
Figenwerte hat, ist also dhnlich zu einer der folgenden Matrizen

A1 0 oder Al
0 X 0 X )’
wobei A1, A2, A € R die Eigenwerte sind. Man beachte dabei, dass auch

A1 = A9 zugelassen ist.

Wir geben nun noch ein wichtiges Anwendungsbeispiel fiir die Diagona-
lisierbarkeit von Matrizen.
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Beispiel 6.4 Wir betrachten die Schwingung eines Federpendels. Es sei
eine Masse m > 0 an einer Feder aufgehéngt. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei sie
in senkrechter Richtung in die Position y(0) = « mit der Geschwindigkeit
7(0) = § ausgelenkt. Dann wird die weitere Bewegung durch die Differenti-
algleichung

m-j+r-y+k-y=0

mit den Anfangsbedingungen
y(O) = G, y = /8

bestimmt. Dabei ist 7 € R, » > 0, eine Konstante, die durch die Reibung
bestimmt ist, und k € R, k£ > 0, die Federkonstante. Wir setzen

r k
= —_— w = —_—.
H= o m

Dann schreibt sich die Differentialgleichung als
4 2uy + Wy = 0.

Daraus macht man iiblicherweise durch y; = y und yo = ¥ ein lineares
Differentialgleichungssystem erster Ordnung

y1 = Yo,
Yo = —w’yr — 2uy.

Dieses Differentialgleichungssystem kénnen wir auch wie folgt schreiben

(0)-( 2% 5)(n)
a=( % L)

bezeichnet man als die Koeffizientenmatrix dieses Differentialgleichungssy-
stems.
Angenommen, unsere Koeffizientenmatrix ist eine Matrix D in Diago-

nalgestalt, d.h.
_(di O
p=(% 0 )

Dann lautet das zugehorige Differentialgleichungssystem

Die Matrix

y1 = diyt
Yo = doyo.
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Abbildung 1: Starke Dampfung: y(t) = e*

Dieses System hat die allgemeine Losung

yi(t) = @ edit

ya(t) = coe®t,

Wir sehen also, das die Diagonalisierung der Koeffizientenmatrix A dazu
flihrt, dass wir das System einfach 16sen kénnen.

Deswegen versuchen wir nun, unsere Koeffizientenmatrix A zu diagona-
lisieren. Sie hat das charakteristische Polynom

Pa(X\) = X2+ 2u) + 2.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind also

Mo =—pEp?—w?

Entscheidend fiir die Art der Bewegung ist die Diskriminante p? — w?. Wir
unterscheiden zwischen drei Féllen:

1. Fall: p?> —w? > 0 (starke Dampfung).

Dann gibt es zwei verschiedene negative reelle Eigenwerte A, Ay und die
Matrix A ist diagonalisierbar. Die allgemeine Losung lautet

y(t) = cre™ + et cp 0 €R.

Die Losungen klingen ohne Schwingungen, d.h. aperiodisch, ab.
2. Fall: p® — w? = 0 (aperiodischer Grenzfall).
Dann ist A = —py = —w ein 2-facher Eigenwert, die Matrix

—Ww —Ww

hat den Rang 1, also hat der Eigenraum Eig(A, —w) die Dimension 1 und A
ist nicht diagonalisierbar. Die allgemeine Losung lautet in diesem Fall

y(t) = (1 + Cgt)ef“t, c1,c0 € R

Die Losungen haben qualitativ das gleiche Verhalten wie im ersten Fall:
Das Pendel schwingt noch einmal durch die Ruhelage hindurch, um dann
langsam endgiiltig in die Ruhelage zuriickzukehren.
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Abbildung 2: Aperiodischer Grenzfall: y(t) = (1 — 3t)e™*

/\
VAR

Abbildung 3: Schwache Dampfung: y(t) = e~ (/) cos 5t

3. Fall: p? — w? < 0 (schwache Dampfung)

Dann gibt es keine reellen Eigenwerte, dafiir aber zwei verschiedene kom-
plexe. Man kann A dann komplex diagonalisieren, dann zunéchst komplexe
und daraus reelle Losungen berechnen. Als allgemeine Losung erhilt man

y(t) = e_“t(cl coswt + cosinwt), ¢1,c2 € R.

Das bedeutet, es treten gedimpfte (die Amplitude wird um den Faktor e #
geddmpft) Schwingungen mit der Eigenfrequenz w auf.

7 Orthogonale Abbildungen

Wir bringen nun das Skalarprodukt im R™ ins Spiel. Zunéchst betrachten
wir Basen mit besonderen Eigenschaften.

Definition Eine Teilmenge S = {vi,...,vy,} des R™ heifit orthogonal,
wenn die Vektoren v; paarweise orthogonal sind, d.h. wenn

vi-vj=0 fiirallei#j,i,j7=1,...,m.

Eine Teilmenge S = {v1,..., vy} heiBt orthonormal, wenn S orthogonal
ist und alle Vektoren auf die Lange 1 normiert sind, d.h.

vi-v; =0 fiir alled # j und |v;| = 1

fire,7=1,...,m.
Eine Basis des R™ heif3t Orthonormalbasis, wenn sie orthonormal ist.
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Beispiel 7.1 Die Standardbasis {ej, ... ,e,} des R" ist eine Orthonormal-
basis.

In vielen Fillen ist es niitzlich, zu einer gegebenen Basis eines Unter-
raums von R™ eine Orthonormalbasis zu konstruieren. Dies kann mit dem
E. Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren geschehen, das wir nun
darstellen. Zum Verstidndnis dieses Verfahrens benétigen wir die folgenden
Satze.

Satz 7.1 Eine orthogonale Teilmenge S = {vi,...,vy} des R™ mit vom
Nullvektor verschiedenen Elementen ist linear unabhdngig.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung
aivy + -+ apmvy, = 0.

Wir miissen zeigen, dass hieraus a; = -+ = a,, = 0 folgt. Dazu bilden wir
das Skalarprodukt von beiden Seiten der Gleichung mit den Vektoren v; von
S. Da S orthogonal ist, gilt v; - v; = fiir ¢ # j, also folgt

O[i(Vi . Vi) =0- V; = 0.
Da nach Voraussetzung v; # 0, folgt daraus o; =0 fiiri =1,... ,m. O

Satz 7.2 Es sei W ein Unterraum von R™ und {vi,...,vy} eine Ortho-
normalbasis von W. Es sei u € R"™. Dann ist der Vektor

vi=u—(u-vy)vy — - — (0 Vi) Vi
orthogonal zu allen Vektoren von W.
Definition Der Vektor
u—(u-vy)vy—--— (- vpy) vy,
heifit die zu W orthogonale Komponente von u.

Beweis. Wegen der Bilinearitit des Skalarproduktes reicht es zu zeigen, dass
der Vektor v orthogonal zu den Vektoren vy, ..., v,, ist. Es gilt aber

vevi=u-v;,—u-v; =0,
dav;-v;=0flri#jundv;-v;=1flri=j,4,j=1,... ,m. O

Bemerkung 7.1 Gilt u# 0 und u ¢ W, so ist v # 0.
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E. Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren

Gegeben sei eine linear unabhéngige Menge S := {uy, ... ,ux} von Vektoren
des R™ (k < n). Wir konstruieren eine Orthonormalbasis {v1,... , v} von
span S.
Schritt 1. Setze
up
V] i=—m —.
|

Schritt 2. Es sei W; := span{v;}. Wir betrachten die zu W; orthogo-
nale Komponente v, von ug:

vhi=uy — (ug - vy)vy.
Nach der Bemerkung ist v}, # 0. Also kénnen wir setzen

Vi

Vo = |V/2|

Schritt 3. Es sei Wy := span{vy, va}. Wir betrachten die zu W5 ortho-
gonale Komponente v4 von ug:

V/3 = usg— (U3 . V1)V1 — (ll3 . V2)V2,
V3

V3 =
[v]

Schritt k. Es sei Wy_1 := span{vy,... ,vi_1}. Wir betrachten die zu
Wj,—1 orthogonale Komponente v}, von uy:

V% = up— (ug - Vi)V — = (W - V1) Vi1,
v/
vy = k
‘Vk|
Nach Satz 7.2 ist {v1,..., vy} orthonormal, nach Satz 7.1 also eine Or-

thonormalbasis von span S.
Wir betrachten nun eine besondere Klasse von linearen Abbildungen,
némlich diejenigen, die das Skalarprodukt invariant lassen.

Definition Eine lineare Abbildung f : R™ — R heif}t orthogonal, wenn
sie das Skalarprodukt invariant lédsst, d.h. wenn

f(x)- f(y) =x-y fiir alle x,y € R™.
Definition Eine n x n-Matrix A heifit orthogonal, wenn gilt:
ATA=E (also AT = A7),

Satz 7.3 Fiir eine n x n-Matriz A sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(a) A ist orthogonal.
(b) Die durch f(x) = Ax definierte lineare Abbildung f : R™ — R™ ist

orthogonal.

(c) Die Spaltenvektoren von A bilden eine Orthonormalbasis des R™.
Beweis. (a) = (b): Es sei A orthogonal. Dann gilt
(A%) - (Ay) = (Ax)"(dy) =x"A" Ay
= x'Ey=xly

(b) = (c¢): Essei f: R" — R", f(x) = Ax, orthogonal. Die Spalten
der Matrix A sind die Bilder f(e;) der Basisvektoren der Standardbasis
{e1,...,e,} des R". Da f orthogonal ist, gilt

1, fallsi=j,
(Ae;) - (Aej) =e;-e; = { 0, fallsi# j.

Also bilden die Spaltenvektoren von A eine Orthonormalbasis des R™.
(c) = (a): Es sei a; := Ae; der i-te Spaltenvektor von A. Dann gilt

T T T
al alal e alan
Afa=1| + |(a - a,)= Lo =FE.
T T T
a, a,a; --- a,ay

O

Korollar 7.1 FEs sei f : R" — R" eine lineare Abbildung und B die Stan-
dardbasis von R™. Dann ist f genau dann orthogonal, wenn die Darstel-
lungsmatrix Mg(f) von f beziiglich der Standardbasis B orthogonal ist.

Beweis. Die Spalten der Darstellungsmatrix ME (f) sind die Bilder f(e;)
der Basisvektoren e; der Standardbasis B. Damit folgt die Behauptung aus
Satz 7.3. O

Wir notieren einige Figenschaften von orthogonalen Abbildungen und
Matrizen.

Satz 7.4 Fir orthogonale Abbildungen f,g:R™ — R" gilt:
(a) f erhdlt Lingen, d.h. |f(x)| = |x| fir alle x € R™.
(b) f erhdilt Winkel, d.h. Z(f(x), f(y)) = £(x,y) fir alle x,y € R™.

(¢) x Ly = f(x)L f(y) fir alle x,y € R".
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(d) f ist bijektiv und f~' ist auch orthogonal.
(e) fog ist ebenfalls orthogonal.

(f) Ist A € R Eigenwert von f, so ist |\| = 1.

Beweis. Die Aussagen (a) — (c) sind klar. Aus (a) folgt, dass f injektiv ist.
Aus Satz 3.5 folgt damit (d).
(e) Fiir alle x,y € R gilt

(fog)x)-(fog)ly) = fl9(x)- fl9(y)) = 9(x) - g(y) =xv.
(f) Es sei v Eigenvektor von f zum Eigenwert A\. Dann gilt
vl = ()| = [Av] = [A]]v].
Wegen v # 0 folgt daraus |A| = 1. O

Satz 7.5 Fiir orthogonale Matrizen A, B gilt:
(a) A ist invertierbar und A™' ist auch orthogonal.
(b) AB ist auch orthogonal.
(c) |det A] =1.

Beweis. (a) Aus AT A = E folgt, dass A invertierbar ist und A~! = AT gilt.
AuBerdem folgt (A~1)TA™! = AAT = ATA=E.

(b) (AB)TAB = BTATAB=B"B = E.

(c) Aus AT A = E folgt det AT det A = det Adet A = 1. O

Wir betrachten nun orthogonale Abbildungen f : R™ — R" fiir n =
1,2,3.
a) Im Fall n =1 gibt es nur die Moglichkeiten

f(x) = .
b) Im Fall n = 2 klassifizieren wir die orthogonalen 2 x 2-Matrizen.

Satz 7.6 Ist A eine orthogonale 2 x 2-Matriz, so gibt es ein o € [0,27), so

dass . ‘
A ( Ccos v —sma) oder A — < cosa sino >

sina cosa sinae —cosa

Beweis. Es sei
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Aus AT A = E folgt

(a c><a b>_<a2+02 ab—i—cd)_(l 0)
b d c d) \ab+ed V*+d> ) \ 0 1)
Wegen a? + ¢? = 1 und b? + d? = 1 gibt es a, o’ € [0, 27), so dass
a=cosa, c=sina, b=sina’, d=cosda.
Wegen ab + cd = 0 gilt
0 =cosa-sina’ +sina-cosa’ = sin(a + o).

Also ist a+a’ entweder ein geradzahliges oder ein ungeradzahliges Vielfaches
von 7. Im ersten Fall ist

b=sina’ = —sina und d = cosa’ = cos o
und im zweiten Fall ist
b=sina =sina und d = cosa’ = — cos a.
Oa

Im ersten Fall ist die zugehorige orthogonale Abbildung eine Drehung
um den Winkel «, im zweiten Fall eine Spiegelung an der um den Winkel
a/2 gedrehten z-Achse. Im ersten Fall ist A ist dann und nur dann diagona-
lisierbar, wenn « = 0 oder a = 7 ist. Im zweiten Fall ist A diagonalisierbar
mit den Eigenwerten +1 und —1.

c) Es sei nun f : R® — R3 eine orthogonale Abbildung. Dann hat das
charakteristische Polynom einer Darstellungsmatrix von f den Grad 3. Also
hat das charakteristische Polynom mindestens eine relle Nullstelle. Also hat
f einen Eigenwert ;. Nach Satz 7.4 gilt A\; = +1. Es sei v € R? ein
Eigenvektor zu dem Eigenwert A\; mit |vi| = 1. Dann betrachten wir eine
beliebige Basis des R3, die v; als ersten Basisvektor enthalt. Mit Hilfe
des E. Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahrens kénnen wir zu dieser
Basis eine Orthonormalbasis B = {v1,va,v3} des R? finden. Es sei W die
von vy und vy aufgespannte Ebene. Aus Satz 7.4 folgt, dass f(W) = W.
Es sei A:= ME(f). Dann gilt

A 00

A=1 0
Iy

Aus Korollar 7.1 folgt, dass A’ eine orthogonale 2 x 2-Matrix ist. Auflerdem
gilt
det A =\ det A'.
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Nun miissen wir Fallunterscheidungen machen.
Es sei det A = +1. Ist A\; = —1, so muss det A’ = —1 gelten. Damit hat

A’ die Eigenwerte Ay = +1 und A3 = —1 und wir kénnen vy als Eigenvektor
zu Ao und vj als Eigenvektor zu A3 wahlen. Damit gilt
-1 0 0
A= 0 1 0
0 0 -1

Ist \; = +1, so muss auch det A’ = +1 sein. Also gibt es nach Satz 7.6 ein
a € [0,27), so dass

1 0 0
A= 0 cosa —sina
0 sina cosa

Ist det A = —1, so ergeben sich die Moglichkeiten

1 0 0 -1 0 0
A= 01 0 und A = 0 cosa —sino
0 0 -1 0 sina cosa

Diese Uberlegungen haben eine erstaunliche Konsequenz:

Satz 7.7 (Satz vom Fuflball) Bei jedem Fujf$ballspiel, in dem nur ein Ball
benutzt wird, gibt es zwei Punkte auf der Oberfliche des Balles, die sich zu
Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem
Anstofipunkt liegt) an der gleichen Stelle im umgebenden Raum befinden.

Beweis. Die beiden Positionen des Balles unterscheiden sich durch eine
orthogonale Abbildung f des Balles mit der Determinante +1. Eine solche
Abbildung hat stets den Eigenwert 41, d.h. f ldsst eine Gerade fest. Die
Gerade schneidet die Oberfliche des Fuflballs in zwei Punkten. O

8 Hauptachsentransformation

Wir haben bisher hauptséichlich lineare Gleichungen und Systeme von linea-
ren Gleichungen betrachtet. Die linke Seite einer Gleichung

a1x1 + -+ apnxTy, =0b

ist eine Funktion in n Variablen und wird als Linearform bezeichnet. Wir
wollen nun Funktionen untersuchen, in denen auch Quadrate und Produkte
von Variablen vorkommen.

Die Funktion

q(x) = az® + 2bzy + cy?, x= < 5),
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heift eine quadratische Form in zwei Variablen x und y.
FEine quadratische Form

az? + 2bxy + cy?

konnen wir auch so schreiben

=0 ))
=00

nennen wir die zu der quadratischen Form gehorige Matriz. Man beachte,
dass dies eine symmetrische Matrix ist, d.h. es gilt AT = A. Damit gilt

Die Matrix

q(x) = xT Ax.

Man kann auch quadratische Formen mit beliebig vielen Variablen er-
kléren.

Definition Eine quadratische Form in den n Variablen x1,... ,x, ist eine
Funktion
I I
gx)=(a1 -~z )A| 1], x=| & |,
Tn Tn

wobei A eine symmetrische n x n-Matrix ist.
Wir kénnen eine quadratische Form kurz als
q(x) = xT Ax

schreiben. Durch Ausmultiplizieren ergibt sich

ailr -+ Qln X1
xI'Ax = ( Ty - Xp )
an1 -+ Qann Tn
2 2
= anxri]+ - appt, + E Qi Tix s
i#]
Hierbei bezeichnet
E az-jxi:nj

i#]
die Summe aller Produkte a;;x;x; mit 7 # j. Diese Terme heiflen gemischte
Terme der quadratischen Form.
Es gilt nun der folgende Satz.
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Satz 8.1 Fiir eine symmetrische Matriz A gilt
(a) A hat nur reelle Eigenwerte.

(b) A ist diagonalisierbar. Genauer gilt: Es gibt eine orthogonale Matrix
S, so dass STAS = S~1AS Diagonalgestalt hat.

(c) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis. Wir beweisen nur (c). Die Beweise von (a) und (b) sind schwieriger
und wir verzichten auf sie.

Beweis von (c¢): Es seien v und vy Eigenvektoren von A zu verschiedenen
Eigenwerten A; und Ay. Dann gilt

(Avy) - vo = A\vy - vo.
Auf der anderen Seite gilt
(Avy) - ve = (AVl)TVQ = vlTATvQ =vi-ATvy = vy Avy = \ovy - Vo.
Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
(A = A2)vy - v =0.
Da nach Voraussetzung A1 — Ao # 0 ist, folgt vy - vo = 0. O

Wir kénnen zwar keinen vollstéindigen Beweis von Satz 8.1 angeben, aber
ein Verfahren zur Diagonalisierung symmetrischer Matrizen.

Verfahren zur Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

Schritt 1. Man bestimme fiir jeden Eigenraum von A eine Basis.

Schritt 2. Man wende auf jede dieser Basen das E. Schmidt’sche Or-
thonormalisierungsverfahren an.

Schritt 3. Man bilde eine Matrix S, deren Spalten die in Schritt 2
berechneten Vektoren sind. Diese Matrix ist orthogonal und diagonalisiert

A.

Dass diese Methode das gewiinschte Ergebnis liefert, folgt aus Satz 8.1 (c):
Die Matrix S ist orthogonal, da die Basisvektoren aus Eigenrdumen zu ver-
schiedenen Eigenwerten orthogonal sind.

Aus Satz 8.1 ergibt sich der folgende Satz.

Satz 8.2 (Hauptachsentransformation) Es seix! Ax eine quadratische
Form in den Variablen x1,... ,x,. Dann gibt es eine orthogonale Matrix S,
so dass gilt: Definieren wir neue Variablen yi,... ,y, durch x = Sy, so
erhalten wir

x"Ax = y"Dy = \iyi + -+ Ay,
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wobei \1,... , A, die Figenwerte von A sind und
M O - 0
0 X -+ 0
D=25T4AS = o ,
0 0 - A\,

Beispiel 8.1 Anstelle eines vollstéindigen Beweises von Satz 8.1 betrachten
wir das Beispiel n = 2 und
a b
A= .

Wir untersuchen die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A. Das
charakteristische Polynom lautet

PiN) =X —2ar+a®> b =A—a+b(A—a—0b).

Die Eigenwerte sind also A\; = a + b und A2 = a — b. Als Eigenvektoren

berechnet man
Vi 1 < ! > V2 1 < 1 )
e\ ) el )

Sind 2/, y’ die Koordinaten des Vektors x beziiglich der Basis B = {v1,va},

so gilt
() = =03 (0)
g(x) = (a+0b)2”+ (a—1b)y”

In den neuen Koordinaten z’, 3’ ist also der gemischte Term mit =’y ver-
schwunden. Im R? mit den Koordinaten 2, ¢ betrachten wir die Kurve

C={xcR?|q(x)=1}.
Wir nehmen an, dass Ay > 0 und As # 0. Dann setzen wir

1 d3 1
—— und B = )
VA1 VA2

Damit lautet die Gleichung von C' in den Koordinaten z’, 3/:

o =

x/Q y/2

Im Fall + beschreibt diese Gleichung eine Ellipse, o und (3 sind gerade die
Hauptachsen (vgl. Abbildung 4).
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SR DI
1

Abbildung 4: Ellipse £ + 4; = 1

N
BN

Abbildung 5: Hyperbel i_z — %—z

1

Im Fall — kénnen wir fiir die linke Seite der Gleichung auch schreiben

g =t

SR

v
5

Mit der Koordinatentransformation

~

2
P= 45
_ oy
y = o E
schreibt sich die Gleichung von C' als
i = 1.

Diese Gleichung beschreibt eine Hyperbel, o und 3 sind wieder die Haupt-
achsen (vgl. Abbildung 5). Deswegen nennt man die obige Transformation
auch Hauptachsentransformation.

Die Matrix
1 1 -1
=5 < 11 )
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Abbildung 6: Parabel 22 —y =0

ist eine orthogonale Matrix. Wegen cos 45° = - beschreibt S eine Drehung

V2
um 45°. Das bedeutet, dass die durch
az® + 2bzy + ay® =1

gegebene Kurve nach einer Drehung des Koordinatensystems um 45° in
Hauptachsenform vorliegt.

9 Kegelschnitte

Nun untersuchen wir Gleichungen der Gestalt
az?® + 2bxy + ey’ +dr 4+ ey + f =0,

wobei a,b, ..., f reelle Konstanten sind und mindestens eine der Zahlen
a,b,c von Null verschieden ist. Eine solche Gleichung heifit quadratische
Gleichung in x und y. Die Gleichung

az? + 2bzy + cy?

heifit die zugehdrige quadratische Form.

Beispiel 9.1 (a) 2—2 + %—z =1, o, > 0. Diese Gleichung beschreibt eine
Ellipse (vgl. Abbildung 4).

(b) 2—2 — %—z =1, a, > 0. Diese Gleichung beschreibt eine Hyperbel (vgl.
Abbildung 5).

(c) 22 — ay = 0. Diese Gleichung beschreibt eine Parabel (vgl. Abbil-
dung 6).

Die Kurven, die durch eine quadratische Gleichung in « und y beschrie-
ben werden, heiflen Kegelschnitte. Dies wollen wir nun begriinden. Dazu
betrachten wir einen Doppelkegel

K = {(l‘/, y/7 Z/) c R?; ‘ 13/2 + yl2 — ZIQ}.

Diesen Kegel drehen wir nun um einen Winkel ¢ um die y/-Achse. Das
bedeutet, dass wir die folgende Koordinatentransformation vornehmen:

¥ = (cosp)r+ (sing)z,
L=
7 = (—sinp)x + (cosp)z.
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Abbildung 7: Die Parabel als Kegelschnitt

Setzt man dies in die Kegelgleichung ein, so erhélt man
cos — sin r° + (4dcospsinyp)zr + y° = (cos” ¢ — sin z°.
25— sin? )22 + (4cos psin o 2 25— sin? )22
Den gedrehten Kegel schneiden wir nun mit der Ebene
E={(z,y,2) € R®|z =1}.
Dann wird K N E durch die Gleichung
(cos? p — sin? )2 + (4 cos psin p)z + 32 = (cos® ¢ — sin? @)

in den Koordinaten (x,y) beschrieben.
Wir betrachten nun zunéchst den Winkel ¢ = 7. Dann reduziert sich
die Gleichung zu
y? + 22 = 0.

Dies ist die Gleichung einer Parabel.
Fir0 <o < 7 ist a:= cos? p — sin? ¢ > 0. Wir erhalten die Gleichung

az® + (4cos psin )z + y? = a.

Durch quadratische Ergédnzung erhalten wir
(s Frmsne) 0=
alx+ —cospsing | +y° = —.
a a
Nun fiithren wir die Koordinatentranslation
¥ =x4+ Zcospsing, L,y =y
a

durch. Dies fiihrt auf die Gleichung

l"2 y/Q

. 1
¥+ﬁ:1 mltaza,ﬁ:

S
7
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Abbildung 9: Die Hyperbel als Kegelschnitt

Dies ist die Gleichung einer Ellipse.
Fir 7 <p < Jist a:= cos? p — sin? ¢ > 0 und eine analoge Rechnung

4
fiihrt auf die Gleichung
3312 y/2 . 1 1

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel.

Wir wollen nun eine quadratische Gleichung auf eine méglichst einfache
Gestalt bringen. Aus Satz 8.2 folgt dass wir mit einer Koordinatentrans-
formation den gemischten Term mit zy eliminieren kénnen. Diese Koordi-
natentransformation erfolgt mit einer orthogonalen 2 x 2-Matrix S. Indem
man eventuell die Spalten von S vertauscht, kann man annehmen, dass S
eine Drehung beschreibt.

Kommt nun in der Gleichung ein Term mit 2% und ein Term mit x
vor, so konnen wir den Term mit x durch quadratische Erginzung und eine
anschlieende Translation des Koordinatensystems eliminieren.
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Beispiel 9.2 Wir betrachten die quadratische Gleichung
222 — 12z + 4y + 26 = 0.
Diese Gleichung ist dquivalent zu
2(x? — 6z) + 4y + 26 = 0.
Durch quadratische Ergdnzung der Klammer ergibt sich
2(x? — 62 +9) +4y +26 - 18 =0
oder
2 -3 +4(y+2)=0
oder
(x—3)2+2(y+2)=0.

In den Koordinaten
/

P=x-3, yY=y+2
schreibt sich diese Gleichung als
" + 2y = 0.

Die Koordinatentransformation

¥=x-3, y=y+2
bedeutet eine Verschiebung (Translation) des Koordinatensystems.

Entsprechend kénnen wir verfahren, wenn in der Gleichung Terme mit
y? und y vorkommen. Wir sehen an dem Beispiel auch, dass wir mit einem
Term mit x oder y die Konstante eliminieren kénnen.

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 9.1 FEine quadratische Gleichung
ax® + 2bxy +cy? +dr+ey+ f =0,

die einen nicht leeren Kegelschnitt beschreibt und bei der mindestens ei-
ne der Zahlen a,b,c von Null verschieden ist, kann durch Drehungen und
Translationen des Koordinatensystems auf eine der folgenden Normalformen
gebracht werden:

Gleichung Graph
(a) z2?2=0 (Doppel-)Gerade
®) 22+ay? =0,a>0  Punkt
(c) 22 —ay’=0,a>0 Geradenpaar
(d) 22+ay=0,a#0 Parabel
(e) 2_2 =1, a>0 Zwei parallele Geraden
(f) 2_2 + %—z =1, a,08>0 Ellipse, Kreis
(g) 2_2 _ y_z =1,0,8>0 Hyperbel
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Beweis. Wir reduzieren die Gleichung schrittweise zu einer der obigen Nor-
malformen.

Schritt 1. Wir eliminieren den gemischten Term mit xy durch Haupt-
achsentransformation.

Schritt 2. Durch quadratische Ergénzung und Koordinatentranslation
eliminieren wir den Term mit z, falls ein Term mit 22 vorkommt, und den
Term mit y, falls ein Term mit y? vorkommt.

Schritt 3. Bleibt ein Term mit = oder y stehen, so eliminieren wir mit
einer weiteren Translation des Koordinatensystems den konstanten Term.

Damit konnen wir die Gleichung auf eine der folgenden drei Formen
bringen

dr? + Yy + f 0, a' #0oder ¢ #0,
aliL'IQ +€/y/ 0’ a/"e/ 7& O,
dy?+ds = 0, J,d#0.

Durch eine Drehung des Koordinatensystems um 90° konnen wir die drit-
te Gleichung auf die zweite zuriickfithren. Die Liste von Satz 9.1 ergibt
sich nun, indem wir Fallunterscheidungen fiir die Koeffizienten o, c, ¢, f’
durchfiihren. a

10 Quadriken

Wir betrachten nun quadratische Gleichungen in drei Variablen. Eine allge-
meine quadratische Gleichung in x, y und z hat die Form

aaz2+by2+022+dey+2emz+2fyz+ga:+hy+iz+j =0,
wobei a, b, ..., f nicht alle Null sind. Der Ausdruck
az? + by? + ¢z + 2dxy + 2exz + 2fyz

ist die zugehdrige quadratische Form.

Der Graph einer quadratischen Gleichung in z, y, z heiit Quadrik. Die
Gleichung hat dann die einfachste Form, wenn die Flache sich in einer be-
stimmten Standardlage beziiglich der Koordinatenachsen befindet. Es gibt
insgesamt sechs Typen von (nicht ausgearteten) Quadriken, die in den Ab-
bildungen 10 bis 15 angegeben sind.

Beispiel 10.1 Wir wollen den Graphen der Gleichung
2? + y? 4 22y — 4V2x2 + 4V 2yz + 4o + dy — 8V22 — 28 =0

bestimmen. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor:
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10 Quadriken

= NN
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: =g —

[0}

Abbildung 11: Einschaliges Hyperboloid £
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10 Quadriken

_|_

2
a2

Abbildung 12: Zweischaliges Hyperboloid

2

Abbildung 13: Elliptischer Kegel =z
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10 Quadriken

Abbildung 14: Elliptisches Paraboloid z = ﬁ—i + %_z

j/
SN
SN
R
7 N

Abbildung 15: Hyperbolisches Paraboloid z = y—z _

B

a2
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1) Wir bestimmen zunéchst eine orthogonale Matrix S, die die zugehdorige

quadratische Form auf Hauptachsengestalt bringt. Die zugehorige quadra-
tische Form hat die Matrixform x’ Ax mit

1 1 =22
A= 1 1 22
—-2v/2 22 0

Das charakteristische Polynom dieser Matrix lautet

1—X\ 1 —2v2
Ps(N) = 1 1-X 2v2
—2v2 2v2 =)

= N 42021160 —32= (A +2) (A +4) (A —4).
Die Eigenwerte von A sind also Ay = 2, A\ = 4 und A3 = —4. Eine Losung
von
~1 1 —2V2 T 0

1 -1 2v2 y | =10
—2V2 22 -2 2 0

ist der Vektor

vi=—| 1

V2 o

vi ist also ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 2. Eine Losung des Glei-
chungssystems

-3 1 =22 x 0
1 -3 22 y | =10
V2 2v2 -4 z 0

ist der Vektor
1
Vo = — -1
_\/5
vy ist also ein Eigenvektor zum FEigenwert Ao = 4. Entsprechend sieht man,
dass der Vektor

-1
V3 = — 1
_\/5
ein Eigenvektor zum Eigenwert A3 = —4 ist. Also diagonalisiert die Matrix
1 1 _1
2 2
S = f _1 1
=1 2 2 2
0 -—-L _L
V2 V2
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die Matrix A. Definieren wir die neuen Variablen z’, 1/, 2’ durch x = Sx/,
so lautet die urspriingliche Gleichung in den neuen Koordinaten 2/, ¢/, 2':

22" + dy'? — 42" + 422 + 8y + 82 — 28 = 0.

2) Nun versuchen wir, mit Hilfe von quadratischer Ergénzung die linea-
ren Terme zu eliminieren. Quadratische Ergénzung liefert:

2x' +V2)2 + 4>y +1)2 —4(z' —1)2 - 32=0.
Mit der Koordinatentransformation
F=a +V2, ,gi=y+1, zZ:=2-1
lautet diese Gleichung
272 4+ 477 — 45 = 32

oder
P22 2

678 3
Dies ist die Gleichung eines einschaligen Hyperboloids in Standardlage.

11 Quadratische Formen

Wir betrachten nun quadratische Formen in n Variablen. Es sei A eine
symmetrische n x n-Matrix und x € R™.

Definition Eine quadratische Form x” Ax heifit positiv definit, wenn gilt:
xT Ax > 0 fiir alle x # 0.
Entsprechend heiBt x” Ax negativ definit, wenn x? Ax < 0 fiir alle x # 0
gilt.
Eine quadratische Form x” Ax heiBt indefinit, wenn x! Ax sowohl posi-

tive als auch negative Werte annimmt.

Satz 11.1 Eine quadratische Form xT Ax ist genau dann positiv definit,
wenn die Matriz A nur positive Eigenwerte besitzt.

Beweis. a) Es sei xT Ax positiv definit. Es sei A ein Eigenwert von 4 und x
ein zugehoriger Eigenvektor. Dann ist x # 0 und Ax = Ax, also

0<xPAx = xTh x = \&xT'x = )\\X\Q.

Wegen |x|? > 0 folgt A > 0.
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b) Es sei nun umgekehrt A eine Matrix mit positiven Eigenwerten Aj,
.5 An. Nach Satz 8.2 gibt es eine orthogonale Matrix 5, so dass gilt:
Definieren wir neue Variablen y1, ... ,y, durch x = Sy, so erhalten wir

xT Ax = yTDy = Aly% + .- )\nyi.

Es gilt aber
My 4 Aayp > 0

fiir alle y # 0 und y # 0 genau dann, wenn x # 0. O

Wir geben nun fiir quadratische Formen in zwei Variablen ein Kriteri-
um an, mit dem man entscheiden kann, ob eine quadratische Form positiv
definit, negativ definit oder indefinit ist, ohne die Eigenwerte der Matrix A
auszurechnen.

Lemma 11.1 Es sein =2 und

a b
A= .
(5 2)
Dann ist die quadratische Form x' Ax genau dann positiv definit, wenn
a >0 und det A = ac — b*> > 0. Entsprechend ist xT Ax genau dann negativ

definit, wenn a < 0 und det A = ac — b*> > 0. Die quadratische Form xT Ax
ist genau dann indefinit, wenn det A = ac — b* < 0.

Beweis. Es gilt

T i CLb X . 2 2
x'Ax=(x y)(b C><y>—aﬂc + 2bzy + cy”.

Wir ergéinzen die quadratische Form und schreiben

b\ b2
xTAx =a (l‘ + —y> + (c — —) s
a a

Angenommen, die quadratische Form x” Ax ist positiv definit. Setzen
wir y = 0, so sehen wir a > 0. Setzen wir x = —(b/a)y, so sehen wir
c—b%/a > 0 oder ac — b* > 0.

Es sei umgekehrt a > 0 und ¢ — b?/a > 0. Dann ist x! Ax eine Summe
von Quadraten, also gilt x” Ax > 0. Ist x’ Ax = 0, dann miissen auch die
beiden Quadrate Null sein. Daraus folgt aber x = 0 und y = 0. Also ist die
quadratische Form x” Ax positiv definit.

Die anderen Aussagen folgen analog. O
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Beispiel 11.1 Fiir n = 2 ist die quadratische Form z—i + z—i positiv definit,

die quadratische Form _2_2 — z—z negativ definit und die quadratische Form
2

o - %z indefinit.
Fiir n = 3 ist die quadratische Form z—i + %—z + fy—z positiv definit und die
quadratische Form —ﬁ—i — %—z — i—z negativ definit. Die quadratischen Formen
2 2 2 2 2 2 . . .
o+ % - ,Zy—z und —25 — % + §—2 sind indefinit.
Lemma 11.1 lédsst sich wie folgt verallgemeinern. Fiir eine quadratische
Matrix

aix; a2 -+ Ain

a1 az - Qg
A= .

Gnl1 Aap2 - App

bezeichnet man die Determinanten der Untermatrizen

Ay = (a11), A2=( au a12>7 ce

a1 a2
ail aiz - Gin
aman | e,
anl a'r.z2 cee aa‘mn
die aus den ersten r Zeilen und r Spalten von A (fir r =1,... ,n) gebildet

werden, als die Hauptminoren. Damit gilt der folgende Satz, den wir nicht
beweisen wollen.

Satz 11.2 (Hurwitzkriterium) Fine quadratische Form x' Ax ist genau
dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren der Matriz A positiv sind.



LITERATUR 60

Literatur

[1] H. Anton: Lineare Algebra. Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg
Berlin, 1998, ISBN 3-8274-0324-3.

[2] G. Fischer: Lineare Algebra. 12., verb. Aufl., Vieweg Verlag, Wiesba-
den, 2000, ISBN 3-528-87217-9.



INHALTSVERZEICHNIS 61
Inhaltsverzeichnis

1 Determinanten 1
2 Lineare Abbildungen 12
3 Kern und Bild 17
4 Lineare Abbildungen und Matrizen 20
5 Eigenwerte und Eigenvektoren 26
6 Diagonalisierung 30
7 Orthogonale Abbildungen 37
8 Hauptachsentransformation 43
9 Kegelschnitte 48
10 Quadriken 52
11 Quadratische Formen 57



