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1 Lineare Gleichungssysteme und der R”

Ein Hauptgegenstand dieser Vorlesung werden lineare Gleichungssysteme
sein. So bezeichnet man ein Gleichungssystem der folgenden Art:

a11r1 + a2 + -+ -+ + AT, = b1
A21T1 + A22%9 + ++ + + AopT, = b2
Am1T1 + Apmale + -+ Gpp Ty, = bm

Dabei sind die a;; und die b; reelle Zahlen und gesucht sind die Unbekannten
LlyeweyTp.

Wir geben ein Beispiel an, das zeigt, wie man auf ein solches Gleichungs-
system stof3t.

Beispiel 1.1 In einer Fabrik werden n verschiedene Produkte hergestellt.
Die Herstellung einer Mengeneinheit des i-ten Produkts kostet a,; Euro. Ei-
ne Mengeneinheit des i-ten Produkts wird zum Preis von ay; Euro verkauft.
Vom i-ten Produkt werden x; Mengeneinheiten hergestellt. Die Frage, wieviel
Mengeneinheiten von jedem Produkt bei einem Einsatz von b; Euro herge-
stellt werden miissen, um einen Verkaufserlos von by Euro zu erzielen, fiihrt
auf das Gleichungssystem

a11T1 + 129 + + -+ + ATy, = bl

(9171 + Ao + + -+ + Aopx, = by

Im allgemeinen hat man mehrere Bedingungen, die auch durch Ungleichun-
gen gegeben werden konnen, und es geht darum, einen ” Gewinn” zu optimie-
ren. Mit solchen Aufgaben beschéftigt man sich in der linearen Optimierung.

Wir beginnen nun mit der Darstellung der Theorie solcher linearer Glei-
chungssysteme.
Wir gehen aus von der Menge

R := Menge der reellen Zahlen.

Die reellen Zahlen kennen Sie aus der Schule, sie werden in ANALYSIS I
eingefithrt werden.

Wir stellen uns die reellen Zahlen als Zahlengerade vor. Jedem Punkt der
Geraden entspricht eine reelle Zahl. Jedem Punkt der Ebene entspricht ein
Paar (z,y), jedem Punkt des Raumes ein Tripel (z,y, z) von reellen Zahlen.
Allgemein nennt man

(x1,x9,...,x,), wobei xy,...,x, reelle Zahlen sind,
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ein n- Tupel (n ist hierbei eine beliebige natiirliche Zahl). Wir setzen
R :={¥=(x1,...,2n) | 21,...,2, € R}.

Man beachte, dass bei einem n-Tupel die Reihenfolge wichtig ist, d.h. zwei Tu-

pel (z1,...,z,) und (y1, ..., ¥y,) sind genau dann gleich, wenn x; = yy,...,x, =
Yn- Man nennt den R™ auch den reellen Standardraum der Dimension n und
ein Element dieses Raumes auch einen Vektor. Die Zahlen x4, ..., x, heissen

die Komponenten von .

Der R! ist die Zahlengerade, R? entspricht der Ebene, R?* dem Raum. Fiir
grofere n hat man keine geometrische Vorstellung mehr.

Mit den reellen Zahlen kann man rechnen, man kann sie nach den iiblichen
Regeln addieren und multiplizieren. Auch mit n-Tupeln kann man rechnen.
Fir (z1,...,2,) € R und (yi,...,y,) € R" definieren wir eine Addition

(1, )+ (Y1, Yn) = (T Y1, o T+ Yn)
und fiir (xq,...,2,) € R" eine Multiplikation mit einer Zahl A € R
A(z1, ) = (N, ATy,
Wir setzen auflerdem:

= (0,...,0)

= (=T1,...,—xp).

8 Oy

Statt & + (—%) schreibt man kiirzer & — .

Man kann diese Operationen geometrisch deuten: Dazu sehen wir ein n-
Tupel & = (z1,...,x,) als Vektor an, d.h. als einen Pfeil mit Fulpunkt in
0= (0,...,0) und Spitze in &. Zwei Vektoren Z und ¢y spannen dann ein
Parallelogramm auf (siche Abbildung 1 fiir n = 2) und dem Vektor 7 +
entspricht dann der Pfeil, der auf der Diagonale mit dem FuSpunkt 0 liegt
und als Spitze den anderen Eckpunkt hat. Der Multiplikation mit der Zahl
A entspricht die Streckung des Vektors £ um den Faktor .

Man sieht sofort die folgenden Regeln ein:

—~

1.y xn) +(0,...,0) = (x4, ...

F+0 = :
v (@1, .. x) = (0,...,0) =0,

0-x
T+ (—7)

o1 o



2 Geraden und Ebenen 5

T2 + Y2 —A— o
=T
Y2+ - //
/
To L /
f f } |
0 wn 1 T1+ W%

Abbildung 1: Addition zweier Vektoren (n = 2)

2 Geraden und Ebenen

Wir betrachten nun einfachste Beispiele von linearen Gleichungen und Glei-
chungssystemen. Zunéchst betrachten wir eine lineare Gleichung der Form

121 + ATy = b.

Dabei sind aq,as,b € R vorgegeben und x1, x5 sind die Unbekannten. Wir
betrachten nun die Menge der Lisungen dieser Gleichung

L= {(z1,22) € R*|a171 + aywy = b}.

Wir machen nun eine Fallunterscheidung.

1. Fall: a; = ay = 0. Dann ist L = 0 fiir b # 0 und L = R? fiir b = 0.
Diesen Fall betrachten wir als ausgeartet.

2. Fall: ay = 0 und a; # 0. Dann kann man die Gleichung umformen zu

b
rK = —.
3]
Die Losungsmenge ist also eine zur xo-Achse parallele Gerade.
3. Fall: a; = 0 und as # 0. Dann kann man die Gleichung umformen zu

Ty — —.
a2
Die Losungsmenge ist also eine zur x;-Achse parallele Gerade.
4. Fall: a; # 0 und as # 0. Dann kann man die Gleichung umformen zu

b a1
Ty = — — .
ag as
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Diese Gleichung beschreibt eine Gerade mit der Steigung —Z—; und dem Ach-

senabschnitt %
Dies fithrt uns zu der Definition:

Definition Eine Teilmenge L C R? heiBt Gerade, genau dann, wenn es
ai,as,b € R mit (ay,as) # (0,0) gibt, so dass

L ={(z1,75) € R*|ay2; + agxs = b}.

Nun kann man eine Gerade auch in Parameterform angeben. Fiir U, €
R? definieren wir
U+ R :={Z =0+ M|\ € R}.
Der Vektor v heifit Ortsvektor und w Richtungsvektor der Geraden L =
U+ R,
Jede Gerade lésst sich nun sowohl in Gleichungsform als auch in Parame-
terform angeben. Dies besagt unser erster Satz.

Satz 2.1 Eine Teilmenge L C R? ist genau dann eine Gerade, wenn es
7, € R? mit @ # 0 gibt, so dass

L =7+ Ruw.
Beweis. 1) Es sei
L= {(x1,75) € R*| ay2; + aywy = b}

mit (ay,a2) # (0,0). Wir betrachten den Fall ay # 0, der Fall a; # 0 geht
analog. Wir setzen

b
7= (0,—), W = (1,—ﬂ>, L' =7+ R
(05} a9

Wir miissen zeigen, dass L = L' gilt. Dazu miissen wir L C L' und L' C L
zeigen.
a) L C L' Es sei (x1,22) € L. Dann gilt a;x1 + asxe = b. Wir setzen

A :=xy. Dann gilt
b A
oy = (2 2)



2 Geraden und Ebenen 7

Also ist (zq,x9) € L.
b) L' C L: Es sei (x1,25) € L'. Dann gibt es ein A € R mit

b A
(e1,22) = 5+ M7 = (A,— - ‘L) .
Q9 (05}

b ar

- in die Gleichung von L ein, so erhéilt
2 az

Setzt man z; = A und zy =
man

a1T1 + asxes = e A +b—a A =b.

Also ist (z1,x2) € L.

2) Es sei nun L = ¢ + R gegeben. Wir miissen eine Gleichung finden.
Ist ¥ = (v1,v2) und W = (wy, we) mit wy # 0, so iiberlegt man sich leicht,
dass folgende Gleichung gilt

To — Vg . Wo

1 — U0 wy
& W1 — W1T2 = W1 — W1 V2.

Wir definieren daher
ai = Wy, Qg := —wp, b:=wou; — wivs,

und
L' = {(x1,25) € R*|ayz; + apzy = b}.

Wir miissen wieder L = L’ zeigen.
a) L C L": Es sel £ =0+ M € L. Dann gilt

7= (r1,22) = (v1 + Awy, Vg + Aws).

Diesen Vektor miissen wir in die Gleichung a;x; + asxs = b einsetzen. Das
ergibt

a1, + agxy = wg(’Ul + )\U)l) — Wy (UQ + /\wg) = WaV1 — W1Vy = b.

Also ist ¥ € L.
b) L' C L: Es sei & = (x1,22) € L'. Wir miissen ein A € R finden, so dass

(1‘1,1’2) = 77+ AW = (Ul + )\wl,vg + )\U)g)

Wegen w; # 0 kann man aus der ersten Komponente dieses Vektors ausrech-

nen, dass
T — U

A\ =

w1
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sein muss. Also definieren wir A durch diese Gleichung. Wegen &' = (x1, 22) €
L’ gilt
WoX1 — W1Ty = WU — W1V2.
Daraus folgt
Woly — WaU
Ty = vy + ————21 — 1y 4 .
w1

Also ist © € L. O

Zwei Geraden in der Ebene sind gleich, parallel oder schneiden sich in
genau einem Punkt. Wie kann man nun entscheiden, welcher Fall vorliegt,
und wie kann man den moglichen Schnittpunkt finden? Wir betrachten dazu
einige Beispiele.

Beispiel 2.1 Die Geraden seien gegeben durch

T+ 2Ty = 2,

r1 — Xy = —2.

Addiert man diese Gleichungen zueinander, so erhélt man x; = 0 und somit
x9 = 2. Also ist der Schnittpunkt der Punkt (0, 2).

Beispiel 2.2 Die Geraden seien gegeben durch
X1+ Ty = 2,
T —|— Ty = —2
Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab, so ergibt sich die Gleichung
0=4,

die nie erfiillt ist. Somit haben die Gleichungen keine gemeinsamen Losungen,
also die Geraden keine Schnittpunkte. Also sind die Geraden parallel.

Beispiel 2.3 Nun nehmen wir zu den beiden Geraden aus Beispiel 2.1 noch
eine dritte hinzu:

T+ Ty = 2, (1)
1 — Xy = —2, (2)
21’1 + 2I2 = 1. (3)
Dieses Gleichungssystem kénnen wir wie folgt umformen:
T t+xe = 2, (1)
0 = —3. (3)—2x(1)



2 Geraden und Ebenen 9

Damit ergibt sich ein Widerspruch. Das Gleichungssystem besitzt keine Losung.
Die drei Geraden besitzen also keinen gemeinsamen Schnittpunkt.

Nun betrachten wir den R?, den dreidimensionalen Anschauungsraum.
Dann definiert eine lineare Gleichung der Form

a1T1 + asxry + asxs = b

mit (ag,as,as) # (0,0,0) keine Gerade mehr, sondern eine Ebene. denn ist
zum Beispiel a3 # 0, so konnen wir die Gleichung nach x3 auflésen

1

r3 = —(b— a1xy — asxs),

as
und wir sehen, dass dies eine Ebene definiert.
Definition Eine Teilmenge E C R? heifit Ebene, genau dann, wenn es
ai,as, az,b € R mit (aq,as,a3) # (0,0,0) gibt, so dass

E = {(x1,79,23) € R*| ayz) + agwy + aszws = b}.

Auch fiir eine Ebene gibt es eine Parameterform. Fiir Vektoren u, v, w €
R3 definieren wir
U+ Rw =
U+ Ry + Rw

7=+ 3| ER),
T=1u+ )\117+/\QU7|)\1,)\2 GR}

Satz 2.2 Zu einer Ebene E C R? gibt es @, v,w € R® mit v, 0 # 0, so dass
E =4+ Ry + Rw.
Beweis. Es sei
E = {(x1,79,23) € R*| a1y + apwy + azws = b}

und 0.B.d.A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) a3 # 0. Setzt man
x1 = A und x5 = Ay in die Ebenengleichung ein, so erhélt man

1
T3 = —(b — (11/\1 — a2)\2).
as

Analog zum Beweis von Satz 2.1 setzen wir

b
u = (0,0, —
U < Y 7a3)7
- ai
= (1,0,——
v ( 9 ) a/3>7
@ = (0,1,-2).
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Wie im Beweis von Satz 2.1 kann man dann zeigen

E =1+ Rv+ Ruw.

Wir betrachten nun den Schnitt von Ebenen.

Beispiel 2.4 Wir betrachten die Gleichungen

Ty + X2+ 23 = -2 (1)
T1 — Tg + 21’3 = —4. (2)
Eine Umformung ergibt
T +rtaz = =2 (1)
—21’2 +x3 = —2. (2) — (1)

Dies bedeutet: Man kann x5 frei wihlen, und dann sind die anderen beiden
Variablen z; und xy festgelegt. Wahlen wir einen reellen Parameter \ und
setzen x3 = A, so folgt

1
Ty = 5)\4‘1,
3
Wir setzen
U ( 3,1 O) i} 31 1
v =(— w=|—,= .
) ) ) 2727

Der Schnitt der beiden Ebenen ist dann die Gerade L = ¥ + R0.
Beispiel 2.5 Wir betrachten die Gleichungen

1+ T2+ T3 = —2 (1)
31‘1 + 31’2 + 31’3 = -3 (2)

Dann fiihrt eine Umformung zu

1 t+xetry = —2 (1)
0 = 3. (2)—3x(1)

Diese beiden Gleichungen sind nie gleichzeitig erfiillt. Also besteht der Schnitt
der beiden Ebenen aus der leeren Menge, die beiden Ebenen sind parallel.
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Beispiel 2.6 Wir nehmen zu den beiden Gleichungen von Beispiel 2.4 noch
eine Gleichung dazu:

T+ 2T9g+2x3 = —2

xr1 — To + 2ZE3

Ty + 3%2 + 2]73 = 4. (3)

I
|
=~
~—~
[\
S~—

Diese Gleichungen formen wir um zu

r| + xo + r3 = —2 (].)
—2]}2 +x3 = —2 (2*) = (2) — (1)
2.2132 +x3 = 6. (3*) = (3) — (1)

Wir formen noch einmal um:

T+ 2Tog+2x3 = —2 (1)
—21’2 +x3 = —2 (2*)
203 = 4. (3%) + (2%)

Die letzte Gleichung kénnen wir nun nach x3 auflésen und dann von unten
nach oben einsetzen. Wir erhalten

r3 =
To =

ry = —06.

Der einzige Schnittpunkt der drei Ebenen ist also der Punkt (—6,2,2). Bei
drei Ebenen muss es nicht immer einen Schnittpunkt geben. Nehmen wir
zum Beispiel zu den beiden Gleichungen von Beispiel 2.5 eine dritte hinzu,
so gibt es keine Losung, da zwei der Ebenen parallel sind.

3 Das Skalarprodukt im R"

Wir wollen nun noch andere Darstellungen von Ebenen im R? kennenlernen.
Deswegen unterbrechen wir kurz die Diskussion von linearen Gleichungssy-
stemen.

Wir wollen nun auch Langen und Winkel definieren. Deswegen fithren wir
das Skalarprodukt im R" ein.

Definition Fiir Vektoren & = (z1,...,2,) und §¥ = (y1,...,y,) des R™ ist
das Skalarprodukt T - i definiert als

Ty =z +Toya + - + TpYn-
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Man beachte, dass & - i/ eine reelle Zahl ist. Bei der Multiplikation eines
Vektors & mit einem Skalar A\ erhélt man dagegen einen Vektor Ax € R™.

Satz 3.1 (Eigenschaften des Skalarprodukts) (i) Fir alle ¥ € R" gilt
Z-7>0

und es gilt #- T = 0 genau dann, wenn & = 0. (Das Skalarprodukt ist positiv
definit. )

(ii) Fir alle Z,y € R™ gilt
(Das Skalarprodukt ist symmetrisch. )

(iii) Fir alle Z,y,Z € R™ und A € R gilt:

(Z+2)-7 T-y+ 79,
(AD) -y = NZ-9)
T-(J+2) = T-y+7-7
- (\y) = MZ-y).

=2+ +a2>0.

Daran sieht man auch, dass ¥ - ¥ genau dann gleich 0 ist, wenn z; = ... =
x, =0, also ¥ = 0 gilt.
Die Formeln von (ii) und (iii) rechnet man einfach nach. O

Definition Die Linge oder Norm eines Vektors & = (z1,...,x,) ist defi-

niert durch
|7 = VZ-T=/x a2,

Nach Satz 3.1 (i) folgt

7| =0 £=0.
Es gelten die beiden folgenden Satze.
Satz 3.2 (Satz von Pythagoras) Fir Z,y € R" gilt

|7+ g1 = |2 + [g1° + 2(2 - ).
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Satz 3.3 (Parallelogrammgleichung) Fir &,y € R" gilt
|7+ g + |7 - g* = 2|2* + 2/g1*.
Die Bewiese dieser beiden Sitze iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Satz 3.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Fir Z,y € R" gilt
731 < g

Fir § # 0 gilt |Z- 4] = |Z||7] genau dann, wenn es ein A € R gibt, so dass
r=M\yJ.

Beweis. Man kann diese Ungleichung durch Einsetzen von & = (z1,...,x,)
und ¥ = (y1,- .., Yn) nachrechnen, das fiithrt aber zu einer sehr uniibersicht-
lichen Rechnung. Deswegen benutzen wir einen kleinen Trick.
Fiir § = 0 sind beide Seiten der Ungleichung gleich 0, die Ungleichung ist
daher erfiillt. Es geniigt daher, den Fall 7 # 0 zu behandeln.
Fir A\, p € R gilt
0 < (AF+ ) (NF + )

= N(Z-Z) + 20T - §) + (7 - 7).

Setzen wir nun A := - ¢ und p = —(Z - ¥), so folgt

y
0 < (7 J

- @) (G- 9) - (@-9)7°).
Wegen /- i > 0 folgt daraus
(@9 < (- 2)(y-9).

Nun ziehen wir auf beiden Seiten die Quadratwurzel. Dann bleibt das Un-
gleichheitszeichen erhalten und wir erhalten die behauptete Ungleichung.
Fiir den Beweis des Zusatzes bemerken wir (fir A := ¢ - ¢ und p =

—(Z-9)):

|- 4| = |Z]|]
(AT + pif) - (AT + pif) = 0

—

Die Norm hat die folgenden Eigenschaften.
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Satz 3.5 (Eigenschaften der Norm) (i) Fir ¥ € R™ gilt
1Z| >0 und |7 =0 < 7 = 0.
(i) Fir Z € R™ und A € R gilt
AZ] = |Al]].
(iii) (Dreiecksungleichung) Fir @,y € R™ gilt
7+ g] < 2] + |g].

Beweis. (i) folgt aus Satz 3.1 (i).

(i) folgt aus Satz 3.1 (iii).

Zu (iii): Es gilt

Z+g* = (@+9) - @+

(T-7)+2(7-9) + (Y- 9)
|Z)* + 2|Z||7] + |#]> nach Satz 3.4
= (l2]+ |71)*

Zieht man auf beiden Seiten die Wurzel, so erhélt man

IN

|7+ g < [Z] + 7]
O

Mit Hilfe der Norm kann man zwischen zwei Punkten Z,1y € R"™ einen
Abstand erkléren:

Definition Der Abstand zwischen zwei Punkten & = (z4,...,2,) und § =
(Y1, - .., Yn) ist definiert durch

d(7,5) =17 = 7] = V(g —21)* + -+ (o — 7).
Aus den Eigenschaften der Norm folgt:
Satz 3.6 (Eigenschaften des Abstands) (i) Fiir alle ¥, € R™ gilt

d(Z,y) > 0 und d(Z,y) =0 Z =7.

(i) Fiir alle 2,y € R™ gilt
d(Z,y) = d(y,T).
(iii) (Dreiecksungleichung) Fiir alle @, v,w € R"™ gilt
d(u,w) < d(u, V) + d(v, ).
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Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus Satz 3.5 (i).
(iii) folgt aus Satz 3.5 (iii) mit & := v—« und y := W—v, also ¥4y = W—u.
O

Nun wollen wir auch Winkel zwischen zwei Vektoren Z, 7 € R mit @ # 0
und ¢ # 0 erkldren. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann
namlich

1< =L <
|7][9]
Es gibt also ein 6 € [0, 7], so dass
cosf = { % .
|7]9]

Definition Der Winkel zwischen ¥ und i, in Zeichen Z(Z,7), ist definiert
als diejenige Zahl 6 € [0, 7], so dass

81
<y

cosf =

8y
<y

Satz 3.7 (Eigenschaften des Winkels) (i) Fiir ,7 € R" mit & # 0 und
y#0 gilt
7§ = |17 cos 4(, 7).
(i) Fur 2,y € R™ mit & # 0 und 7 # 0 gilt
L(Z,y) = L(Y, T).
(iii) Far @,y € R® mit Z# 0 und i # 0 und X\, p € R mit A\ > 0 gilt
LONE, i) = L(7, 7).

(iv) Fiir Z,57 € R* mit £ # 0 und §f # 0 gilt Z(Z,7) = 0 oder Z(Z,7) =7
genau dann, wenn es ein A € R mit ¥ = \T gibt.

Beweis. Diese Figenschaften folgen unmittelbar aus der Definition und der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. O

Wir wollen nun zeigen, dass die Definition des Winkels mit der anschauli-
chen Definition iibereinstimmt. Dazu beschranken wir uns auf den Fall n = 2.
Es seien also #, % € R? von Null verschiedene Vektoren und

—_

1
fl = Tfa g’ = _—»g
7| |1
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Da |Z'| = || = 1, gibt es a, § € [0, 27], so dass

=/

¥ = (cosaq,sina),
¥ = (cosf,sinp).
Aus Satz 3.7 (iii) und der Definition des Winkels folgt
cos Z(Z,y) = cos L(Z,¢) =7 7.
Es gilt
T -y = cosacos S+ sinasin f = cos(a — 3) = cos(B — ),
also

L(3,5) = —a.

Definition Zwei Vektoren 7,y € R" heiflen orthogonal, in Zeichen ¥ 1 1,
genau dann, wenn 7 -y = 0 gilt.

Der Nullvektor ist orthogonal zu jedem Vektor. Ist 7 # 0 und 7 #+ 0, so gilt

e L)) = g

4 Das Vektorprodukt

Wir wollen nun das Vektorprodukt einfithren. Dies ist aber nur fiir Vektoren
aus dem R3 definiert.

Definition Fiir Vektoren Z = (1, ¥, 3) und i = (y1, 9, y3) aus R? ist das
Vektorprodukt ¥ x v definiert durch

Xy = (x2y3 — X3Y2,T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — 3:2y1)-

Man beachte, dass Z x ¢ wieder ein Vektor des R? ist. Um sich diese
Definition leichter merken zu kénnen, geben wir noch eine Merkregel an. Wir
schreiben die Vektoren als Spaltenvektoren:

T1 Y1 TalYs — X3Y2
TXy= T2 X Y2 = T3Y1 — T1Y3
T3 Y3 T1Ya — T2l

Wir erhalten die erste Komponente (Zeile) des Vektors Z x ¢/, indem wir die
erste Zeile abdecken und die Determinante der verbleibenden 2 x 2-Matrix

T2 Y2

= TalYs — XT3Y2
T3 Y3




4 Das Vektorprodukt 17

berechnen. Entsprechend ist die zweite Komponente gleich minus der De-
terminante der Matrix, die man erhélt, wenn man die zweite Zeile streicht.
Schliellich erhélt man die dritte Komponente, indem man die dritte Zeile
streicht und die Determinante der verbleibenden Matrix ausrechnet.

Wir notieren nun einige Eigenschaften des Vektorprodukts.

Satz 4.1 (Eigenschaften des Vektorprodukts) (i) Fir Z,v,Z € R® und
AeR gilt

(Z+7y)x 2 TXZ+YXZ,
Ix(J+72) TXY+TXZ,
() x§ = AT x ) =7 x (A,

(i) Fiir 7,9 € R? gilt
(@ x 9) -
iii) Fiir 7,7 € R3 gilt
(iii) y g
|7 x g1? = |7*191* — (Z- 9)*.
iv) Fiir Z,7 € R? gilt
(iv) y g
EX§=—§XTundZxT=0.

Beweis. Alle Eigenschaften kann man einfach nachrechnen. Wir fithren den
Beweis von (iii) vor. Es sei & = (21, z2, 23) und ¥ = (1, y2, y3). Dann gilt

Zx G = (vays — x3y2)” + (@351 — 213)° + (2192 — 2231
= (21y2)? + (@2a1)® + (311)” + (2193)” + (w2ys)” + (w3y2)°
—22122Y1Y2 — 20123Y1Y3 — 2X2T3Y02Y3
= (a] + a3+ a3) (Y +y5 +3) — (2190 + 222 + 3y5)°
= |7y - (& 9)*.

Korollar 4.1 Fiir vom Nullvektor verschiedene Z,7 € R? gilt

|7 x g] = |||yl sin £(Z, )

Beweis. Es sei § = Z(Z, ). Nach Satz 3.7 (i) gilt

— =

= |Z||7] cos 6.
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Nach Satz 4.1 (iii) folgt also
@ x gt = 7Pl - (@ g)°
= |ZPI7*(1 — cos®0)

= |77 sin? 6.

Wegen 6 € [0, 7] ist sinf > 0. Also konnen wir auf beiden Seiten die Qua-
dratwurzel ziehen und die Behauptung folgt. a

Wir erhalten damit die {ibliche geometrische Beschreibung des Vektorpro-
dukts. Nach Satz 4.1 (i),(ii) steht der Vektor & x i senkrecht auf der von den
Vektoren 7 und 3 aufgespannten Ebene. Seine Léinge ist nach der Formel von
Korollar 4.1 gleich dem Fliécheninhalt des von & und ¢ aufgespannten Paral-
lelogramms. Nun gibt es, wenn & x i # 0, genau zwei Vektoren mit diesen
Eigenschaften. Der Vektor & x i/ berechnet sich nach der Rechte-Hand-Regel:
Zeigt der Daumen der rechten Hand in die Richtung von ¥ und der Zeige-
finger in die Richtung von ¢, so zeigt der Mittelfinger in die Richtung von
T X 4.

Wir kommen nun zuriick zu Geraden und Ebenen. Spéter wird der Begriff
der linearen Unabhéngigkeit eine grofie Rolle spielen. Diesen Begriff fithren
wir nun in einem Spezialfall ein.

Definition Zwei Vektoren 7 und i des R™ heiflen linear unabhdngig genau
dann, wenn fiir alle A\, 4 € R mit der Eigenschaft, dass

N+ p =0

gilt, notwendigerweise A = u = 0 folgt. Die Vektoren ¥ und g heiflen linear
abhingig genau dann, wenn sie nicht linear unabhéngig sind, d.h. wenn es
A i€ R mit A # 0 oder u # 0 gibt, so dass

AT + pif = 0.
Der folgende Satz macht diese Definition etwas versténdlicher.

Satz 4.2 Fir @,y € R" sind folgende Bedingungen gleichwertig:
(i) @,y sind linear abhdngig.
(ii) =0 oder es gibt ein p € R, so dass § = pi.

(iii) 7 =0 oder es gibt ein p € R, so dass & = pij.
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Beweis.

(i) = (ii): Sind &, ¢ linear abhéngig, so gibt es A\, u € R mit A # 0 oder
1 # 0, so dass MH—,uy—O Ist 4 =0, so muss A # 0 sein. Aus A% = 0 folgt
dann aber 7 = 0. Ist p # 0, dann gilt

<y
8

also ¢ = pZ mit p := —\/p.

(i) = (i): Ist Z = 0, so gilt 17+ 07 = 0. Ist § = p, so gilt —pZ + 7 = 0.
In beiden Féllen sind also Z, ¥/ linear abhéngig.

Der Beweis von (i) < (iii) geht analog. 0

Satz 4.3 Zwei Vektoren ¥,y € R? sind genau dann linear abhingig, wenn
T xy=0 gilt.

Beweis. =: Die Vektoren ¥,/ € R? seien linear abhiingig. Aus Satz 4.2 folgt,
dass dann ¥ = 0 gilt oder es ein p € R gibt, so dass § = pZ. Ist ¥ = 0, so gilt

Exg=0xg=0.
Ist ¥ = p&, so gilt nach Satz 4.1

x = (pi) x § = p(§ x §) = 0.

8y
<

—:Essei x 7 =0.Ist £=0 oder § = 0, so sind Z, § nach Satz 4.2 linear
abhéngig. Es sei also © # 0 und 3 # 0. Nach Korollar 4.1 gilt

0 =[x y] = [7][g] sin £(Z, 7).

Ist 6 := Z(Z, ), so folgt sinf = 0, also § = 0 oder § = m. Das bedeutet aber,
dass es ein p € R gibt, so dass ¥ = p&. Nach Satz 4.2 sind Z, y daher linear
abhéngig. O

Nun sind wir in der Lage, eine Charakterisierung der Ebenen im R3 zu
geben.

Satz 4.4 Eine Teilmenge E C R3 ist genau dann eine Ebene, wenn es Vek-
toren @, v,w € R?® gibt, so dass T und @ linear unabhingig sind und

E =4+ R+ Ruw.
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Beweis. =: Es sei
E = {(x1,72,23) € R? | a1z + aszy + azzs = b}

und 0.B.d.A. a3 # 0. Es sei
b

u = (0.0, —

u ( ) 7a3)7

- ai
= (1,0,——

U ( ) b ag)?

- a2
= (0,1, ——=

w < ) b &3)7

wie im Beweis von Satz 2.2. Dann sind ¢ und « linear unabhéngig. Denn aus
NG + i = (A, i, —A—E — 5 =2) = (0,0,0)
as as

folgt A =p=0.
«: Es seien ¢ und @ linear unabhéingig und F = 4 + Rv + Ruj. Wir
betrachten den Vektor

a= (a1, as,a3) := U X W.

Nach Satz 4.3 gilt (a1, az2,a3) # (0,0,0). Es sei & = (21, 29,23) € E, ¥ =
U + AU+ pd. Dann gilt

a-r¥=a1xy + asTe + asxs = a - u.

O

Definition Es sei F = @ + Rt + Rw/ C R? eine Ebene. Ein Vektor 7 mit
17| =1 und 77 L (¥ — 1) fiir alle Z € E heifit ein Einheitsnormalenvektor von
E.

Es sei E = @+ Rv + Rw mit linear unabhéingigen Vektoren ¢ und . Der

Vektor oL
T X W

n=——:
|0 x |

ist ein Einheitsnormalenvektor von £. Wir haben im Beweis von Satz 4.4 die
folgende Beschreibung von E hergeleitet:

E={7cR®|(¥—u) 7 =0}

Diese Darstellung nennt man auch eine Normalengleichung der Ebene.
Wir betrachten nun den Abstand eines Punktes von einer Geraden oder
einer Ebene.
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Definition Ist A C R3 eine beliebige Teilmenge und @ € R3, so ist fiir jedes
¥ € A der Abstand d(u, ¥) = |u — @] erklart. Der Abstand zwischen @ und A
ist dann definiert als

d(i, A) .= inf{d(u, %) | ¥ € A}.

Lemma 4.1 Ist L = 0+ R mit @ # 0 und @ € R3, so gibt es ein eindeutig
bestimmtes ¥’ € L, so dass i — T’ orthogonal zu W ist. Es gilt

w-w

Definition Ist L = ¥ + R mit @ # 0 und @ € R, so heifit das @ aus
Lemma 4.1 die orthogonale Projektion von 4 — v auf L.

Beweis. Ist ¥ = v+ A\, so gilt

O

Lemma 4.2 FEs sei L = 7+ R und @ € R3. Fiir die orthogonale Projektion
7 von @ — U auf L gilt d(u, L) = d(d,2").

Beweis. Ist & € L beliebig, so gilt ¥ — &' = i fiir ein p € R, also (¥ — ") L
(@ — 2’). Damit folgt aus dem Satz von Pythagoras (Satz 3.2)

- = |7 -2 + |7 — il

also
-l > & — .

Also gilt d(u, L) = d(u, ©"). 0
Satz 4.5 Ist L = ¥+ R und @ € R®, so gilt

d(ii. L) = |(@ — ) x W

|
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Beweis. Nach Lemma 4.2 gilt
da,L) =2 —u| = |u— 7|

fiir die orthogonale Projektion von & := & — ¢ auf L. Nach Lemma 4.1 gilt

i = |7
w.
Lo o o
= rapllal - @ ayap
Lo NI F gy ry
= (P =2 P + (7 Bl
L o2 o o
= rap (PP = (@)

Nach Satz 4.1 (iii) folgt daraus
|7 x w|?
|a]?
Daraus folgt die Behauptung. (Man kann die Formel auch so einsehen: | x oj]
misst den Fliacheninhalt des von & und w aufgespannten Parallelogramms.

Nach einer bekannten Formel ist dieser Fldcheninhalt gleich Grundseite |
mal Hohe |4 — Z].) O

i — 7 =

Satz 4.6 FEs sei E = @+ RU+ Rw mit linear unabhdngigen Vektoren v und
W,7 ein Einheitsnormalenvektor von E und i € R3. Dann gilt

d(y, E) = [(§ — ) - 7.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 4.2 zeigt man, dass der senkrechte Ab-
stand der kiirzeste ist. Fiir die orthogonale Projektion #' des Vektors i — @
auf die Gerade R7 gilt

o g-i-
71?
Wegen |7i| = 1 folgt daraus
@' = |(y — @) - 7l.
(Il
Es sei d := d(ﬁ, E). Ist 0 < Z(u, 1) < 7/2, so gilt bereits
d=1u-7.

Damit erhalten wir die Hessesche Normalform der Ebenengleichung

E={7cR & i=d}
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5 Der Gaufische Algorithmus

Nach diesem Exkurs in die analytische Geometrie kehren wir wieder zu li-
nearen Gleichungssystemen zuriick.
Ein solches lineares Gleichungssystem hatte die Form

a1171 + @102 + - - -+ a1, = by
A91T1 + A22%o + +++ + AopT, = b2
Am1T1 + Q2o + - -+ QpnTy, = bm

Dabei sind die a;; und die b; reelle Zahlen und gesucht ist die Menge der
(1,...,2,) € R" die alle Gleichungen erfiillen.

Dieses System wollen wir nun zunéchst iibersichtlicher aufschreiben. Die
Koeffizienten a;; schreibt man in einem rechteckigen Schema

a1  Aa12 Q1n

Q21 Q22 A2n,
A= ]

Am1 Am2 - Amp

Ein solches Schema nennt man eine m x n-Matrix. Wir schreiben auch zur
Abkiirzung A = (a;;). Die Matrix A heiit die Koeffizientenmatriz des linearen
Gleichungssystems.

Die Unbekannten x4, ..., x, schreiben wir als Spaltenvektor
Ty
T .=
xn

Die Multiplikation einer Matriz A mit dem Vektor ¥ erkldren wir durch

aix a2 - Qip X1

S G21 Qg2 -+ A2p T2
A =

Am1 Qm2 - Amp Tp

111 + A12T9 + -+ - + A1 Ty
211 + A99T9 + - -+ + A9, Ty,

Am121 + Am2X2 + -+ Ayndn
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Anschaulich gesprochen bedeutet dies ”Zeile mal Spalte”. Schreiben wir nun
auch noch

by
b= . ,
b,
so wird unser Gleichungssystem zu
ay; Q12 - Aip T by
Q21 Q22 -°° Q2n X2 by
Am1 Qm2 - Amp Tp bm
oder kurz
AT =b.

Wir sehen, dass es vorteilhaft ist, Vektoren als Spaltenvektoren aufzufassen.
Das werden wir in Zukunft tun. Wir werden von nun an Vektoren als Spal-
tenvektoren schreiben.

Wir wollen uns nun mit der Losung eines solchen Gleichungssystems be-
fassen. Die Ldsungsmenge ist gleich

L(Ab) = {ZeR"| AT =b}.

Man kann diese Losungsmenge mit Hilfe des Gauflischen Algorithmus er-
mitteln. Dieses Verfahren wollen wir nun darstellen. Anstelle der Koeffizien-
tenmatrix A betrachtet man die erweiterte Koeffizientenmatriz

aix Qa2 - Qip by

- a1 Q@ - Qg Do
(A)b) =

Am1 Am2 - Qmp bm

Wir sehen uns noch einmal Beispiel 2.6 an. Dort hatten wir die erweiterte
Koeffizientenmatrix wie folgt umgeformt:

1 1 1 -2
0 -2 1 =2
0 0 2 4

Ahnlich hatten wir die erweiterte Koeffizientenmatrix auch in den anderen
Beispielen umgeformt. Diese Matrix ist nun in Zeilenstufenform.
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Definition Eine m x n-Matrix A = (a;;) heiit in Zeilenstufenform genau
dann, wenn sie von der folgenden Form ist:

A= *
0 e

Dabei miissen die Eintrige an den mit e markierten Stellen von Null ver-
schieden sein. Unterhalb der ”Stufen” diirfen nur Nullen stehen.
Eine Matrix A ist also genau dann in Zeilenstufenform, wenn gilt

1. Es gibt eine Zahl r mit 0 < r < m, so dass es fiir jedes t mit 1 <7 <r
ein j mit 1 < j < n gibt, so dass a;; # 0, und so dass fiir alle 7, j mit
r<i<mund1l<j<ngilt: a;; = 0.

2. Fiir jedes ¢ mit 1 <17 < r sei
ji = min{j | a;; # 0}.

Dann muss gelten
g1 <Jgo <+ < Jp.
Die Eintréage
aljl, a2j2, ey CLTjT

stehen an den mit e markierten Stellen und heiflen Pivots (auf deutsch An-
gelpunkte) von A.

Beispiel 5.1 Fiir

1 3 4 2 =2

0 2 -1 2 0

A= 00 2 -6 0

00 O 0 0
istm=4,n=5r=3,71=1,J2=2,j3=3

Wir betrachten zwei Spezialfélle
1. Der Fall r = 0: In diesem Fall ist A die Nullmatrix.

2. Der Fall
jlz]_, j2:2,...j7»:’f‘.
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Dann hat A die Form

a1 *
0 a929 *

A=| 0 0 ap * *
0 0O 0 0 0

Dabei steht * fiir einen beliebigen Eintrag.

Durch eine Umordnung der Spalten von A kann man stets erreichen, dass
einer dieser beiden Fille vorliegt. Einer Umordnung der Spalten entspricht
eine Umnummerierung der Unbekannten des zugehorigen Gleichungssystems.

Nun betrachten wir ein lineares Gleichungssystem, bei dem die zugehérige
Koeffizientenmatrix A bereits in Zeilenstufenform ist. Zur Vereinfachung neh-
men wir an, dass A in der Form von 2. ist. Dann hat die erweiterte Koeffizi-
entenmatrix die Gestalt

all * ... “ .. * o .. * bl

0 a2 * see ke bg

(A)b) = 0 0 a, * x| b,
0 0 0 0 0| by

0 o 0 0 - 0 bn

mit a; #0,1=1,...,7.
Satz 5.1 Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
(i) Gibt es einr+1<i<m mitb; #0, soist L(A,b) = 0.
(ii) Gilt m =n =r, so gibt es genau eine Lisung. Ist obendrein
by=...=b,=0,
so hat das Gleichungssystem AZ = 0 nur die triviale Losung Z = 0.

(i) Git r < n und byyy = ... = by, = 0, so gibt es unendlich viele
Lésungen.



5 Der Gaufische Algorithmus 27

Beweis von Satz 5.1 (i). Die i-te Gleichung lautet dann

Das ist ein Widerspruch. Das Gleichungssystem ist also nicht zu erfiillen. O

Um Satz 5.1 (ii), (iii) zu beweisen, geben wir ein Losungsverfahren an.
Es sei
briy = ... = by = 0.

Dann koénnen wir fiir die Variablen z,.4,...,x, beliebige Werte einsetzen.
Diese Variablen werden daher als freie Variablen bezeichnet. Die Variablen
x1,...,x, sind dann durch die Werte der freien Variablen festgelegt. Man
bezeichnet sie daher als gebundene Variablen. Man berechnet sie durch Riick-
wdrtssubstitution.

Genauer lasst sich das Losungsverfahren wie folgt beschreiben. Wir setzen
k:=mn —r, wihlen \,..., \x € R als Parameter und setzen

Tpp1 = A1, Trp2 = Aoy oo, Ty = A
Dies setzen wir in die r-te Gleichung ein, die damit lautet:
Qpr Ty + a/r,r+1/\1 +-+ arn)\k = br~

Da a,, # 0 ist, konnen wir diese Gleichung nach z, auflésen und erhalten

1
Ty = _(br - ar,r+1>\1 - arn>\k)-
Ay

Setzen wir dies in die (r — 1)-te Gleichung ein, so kénnen wir entsprechend
Z,_1 durch A1, ..., \; ausdriicken. Fahrt man so fort, so kann man schliefllich
auch z; durch Aq,..., \; ausdriicken.

Beispiel 5.2 Das Gleichungssystem

$1+31]2+4ZE3+2[L’4—2ZE5 = 2

2x9 — x3 + 214

I
—_

2$3—62§4 = =2

hat die erweiterte Koeflizientenmatrix

3 4 2 =2| 2
-1 2 01

1
A= 0 2
00 2 -6 0]-2
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Setzen wir x4 = A\ und x5 = A\g, so erhalten wir
I3 = -1+ 3)\1

1 1
Ty = 5(1 + T3 — 2>\1> = 5)\1

31
ry = 2—31’2—4$3—2)\1+2>\2:6—?)\14-2)\2.

Beweis von Satz 5.1(ii) und (iii).
(ii) Gilt m = n = r, so sieht die Matrix A wie folgt aus:

11 A1z -+ Qin
0 azxp --- az

A=
0« 0

Wegen k = n —r = 0 gibt es dann keine freien Variablen, also gibt es nur
eine einzige Losung. Ist obendrein

b1:...:bn:0,
so folgt durch Riickwértssubstitution
Tp=...=x1=0.

Also hat das Gleichungssystem A% = 0 nur die triviale Losung # = 0.
(iii) Gilt < nund b1 = ... = b,, = 0, so gibt es mindestens eine freie
Variable und die Losungen hédngen von mindestens einem Parameter ab. O

Wir versuchen nun die erweiterte Koeflizientenmatrix eines beliebigen
linearen Gleichungssystems auf Zeilenstufenform zu bringen. Dazu verwenden
wir die folgenden elementaren Zeilenumformungen.

(Z1) Vertauschung von zwei Zeilen

(Z2) Addition des A-fachen einer Zeile (A # 0) zu einer anderen Zeile.

Der Gaufische Algorithmus basiert darauf, dass diese Umformungen nichts
an der Losungsmenge eines Gleichungssystems dndern.

-,

Satz 5.2 Essei(A,b) die erweiterte Koeffizientenmatriz eines linearen Glei-

chungssystems und (A, b) die aus (A, b) durch endlich viele Zeilenumformun-
gen entstandene Matriz. Dann haben die linearen Gleichungssysteme

A7 =b und AT =b

die gleichen Losungsmengen.
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Beweis. Es reicht zu zeigen, dass eine einzige elementare Zeilenumformung
nichts an der Losungsmenge des Gleichungssystems éndert.
Einer Vertauschung von zwei Zeilen entspricht die Vertauschung zweier
Gleichungen. Es ist klar, dass dadurch die Losungsmenge nicht gedndert wird.
Der Addition des A-fachen der i-Zeile zur ¢-ten Zeile entspricht die Um-
formung der beiden Gleichungen

a1+ + Ainkn = b (1)
ap L1 + -+ ATy — b[ (2)
zu
a1 + -+ Ainly — bz (3)
(CLgl + )\(lﬂ)l’l “+ .-+ (agn + )\(lm)l’n = bg + )\bZ (4)

Diese beiden Gleichungssysteme haben aber die gleichen Losungsmengen.
Denn erfiillt z4,...,z, die Gleichungen (1) und (2), so erfiillt es auch die
Gleichungen (3) und (4). Umgekehrt sieht man durch Subtraktion des A-
fachen der Gleichung (3) von Gleichung (4), dass wenn 1, ..., 2, (3) und (4)
erfiillt, dann auch die Gleichungen (1) und (2). O

Entscheidend fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen ist nun der
folgende Satz.

Satz 5.3 Jede Matriz A kann durch elementare Zeilenumformungen in eine
Matrix A in Zeilenstufenform dberfihrt werden.

Beweis. Wir geben einen Algorithmus an, mit dem A in Zeilenstufenform
iiberfiihrt werden kann, der leicht in ein Computerprogramm umgewandelt
werden kann.

Es sei A eine m x n-Matrix. Ist A die Nullmatrix, so hat A schon Zeilen-
stufenform mit » = 0 und wir sind fertig.

Andernfalls gibt es mindestens einen von Null verschiedenen Eintrag. Also
gibt es mindestens eine Spalte, in der nicht nur Nullen stehen. Wir nehmen
die mit dem kleinsten Index. Dieser Index sei j;. In dieser Spalte betrachten
wir nun den ersten von Null verschiedenen Eintrag. Dieser Eintrag sei a;, ;.
Ist i1 # 1, dann vertauschen wir die erste und die 4;-te Zeile. Dann ist ay;,
unser erster Pivot.

Nun machen wir durch elementare Umformungen vom Typ (Z2) alle Ein-
trage in der ji-ten Spalte unterhalb von a;;, zu Null. Ist a;,;, ein solcher
Eintrag, so addieren wir das A-fache der ersten Zeile zur i5-Zeile, wobei

A= Y

a1,
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ist. Nach diesen Umformungen erhalten wir eine Matrix A; von der folgenden
Gestalt

~ 0O --- 0 0
Ar=1 . . . .
. : As

Dabei stehen wieder an den mit * markierten Stellen irgendwelche Eintrége.
Die Matrix As hat m — 1 Zeilen und n — j; Spalten.

Im néchsten Schritt macht man mit A, das Gleiche wie oben. Man erhéilt
dann Aj, usw. Das Verfahren bricht irgendwann ab, da die Anzahl der Zeilen
und Spalten bei jedem Schritt abnimmt oder die Nullmatrix entsteht. O

Beispiel 5.3 Wir betrachten die folgenden Umformungen

1 3 4 2 -9 1 3 4 2 -2
a_l o212 0| fo 2 12 0]
11 -4 —4 2 0 4 0 -2 0
1 1 3 6 -2 0 -2 -1 4 0
13 4 2 -2 13 4 2 -2
02 -1 2 0 02 -1 2 0 |_
00 2 -6 0 | 7loo 2 = o |7
00 -2 6 0 00 0 0 0

Die Matrix A ist in Zeilenstufenform mit » = 3.

Der Gauflsche Algorithmus kann wie folgt zusammengefasst werden. Er
besteht aus drei Schritten.

(1) Vorwiirtselimination
Durch elementare Zeilenumformungen wird die Matrix A auf Zeilen-
stufenform gebracht. Der Vektor b wird dabei mit transformiert. Aus

der erweiterten Koeffizientenmatrix (A,5) wird dabei (A, b). Sind die
Pivots die Eintrdge ai1,...,a,,, so ist dieser Schritt fertig, ansonsten
vertauschen wir die Spalten von A so, dass dies gilt.

(2) Loésbarkeitsentscheidung

Ist EH = ... = b, = 07 Wenn nicht, ist das Gleichungssystem nicht
losbar.

(3) Riickwirtssubstitution
Falls b,y =...=b, =0,setze k:=n—rund x,.1 = A\j,..., 2, = M\
und l6se von unten nach oben nach z,,x,_1,...,z; auf.
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6 Matrizen

Wir behandeln nun allgemein Matrizen. Wir legen zunéchst einige Bezeich-
nungen fest.

Definition Eine m x n-Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema

11 Q2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2y
A=

Am1 Am2 - Omnp

Die Zahlen a;; bezeichnet man als die Eintrdge oder die Elemente der Matrix.
Eine m x 1-Matrix bezeichnet man auch als Spaltenvektor und eine 1 X n-
Matrix als einen Zeilenvektor. Eine n X n-Matrix nennt man eine quadratische
Matriz. In diesem Fall heiflen die Elemente aq1, ..., a,, die Diagonalelemente
von A.

Wir definieren nun Rechenoperationen mit Matrizen. Es seien A = (a;;)
und B = (b;;) zwei m x n-Matrizen. Dann ist ihre Summe A + B wie folgt
definiert:

ayp - Qi bii - by
A+B = R

Am1 *° Amn bml e bmn

aip+bin o a, + by

Am1 + bml o Amn + bmn

Ist A eine m x n-Matrix und A € R, so ist das Produkt NA definiert durch

aixz - Q1p Aayp o Aag,
A =)\ o : =
Am1 *° Amn )\aml T )\amn

Das Produkt AB einer m xr-Matrix A = (a;;) mit einer r xn-Matrix B = (b;;)
ist definiert durch

a1 Q1p bii - big
AB =
Am1 * Qmr brl et brn
ajibin + - - abpy cooanbip + -+ apbey,
amlbll + -+ amrbrl Tt amlbln + -+ amrbrn
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Das bedeutet,
AB=(C = (Cij)
und ¢;; erhdlt man, indem man paarweise die Eintrdge der i-ten Zeile von
A und der j-ten Spalte von B multipliziert und die entstehenden Produkte
addiert, also
Cij = CLilblj + -+ airbrj.
Sind aq, as, . . . a, beliebige Zahlen, so schreibt man abkiirzend fiir die Summe

dieser Zahlen .

Zak =ay+ag+ -+ ay.
k=1
Also konnen wir abkiirzend schreiben

.
Cij = E itbyj -
k=1

Die neue Matrix C' ist eine m x n-Matrix. Man merke sich: AB ist nur
erklart, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B ist. Es gilt
die folgende Merkregel:

m x r mal r X n ergibt m x n.

Die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor ist der Spezialfall n = 1.

Beispiel 6.1

1 50 —1 B 1 14
0 32 0 _04§ = -8 11
-4 01 -1 — —-13 5

Eine besondere Rolle spielen die n x n-Nullmatrix

00 --- 0

00 --- 0

00 --- 0
und die n X n-Einheitsmatrix

1 0 - 0

01 -

)
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Satz 6.1 (Rechenregeln) Fs seien alle Matrizen so gewdhlt, dass die Ope-
rationen definiert sind. Dann gelten die folgenden Rechenregeln

(a) A+ B = B+ A (Kommutativgesetz der Addition)

(b) A+ (B+C)=(A+ B) + C (Assoziativgesetz der Addition)
(¢) A+0=0+ A= A (neutrales Element der Addition)

(

(e) AE = EA = A (neutrales Element der Multiplikation)
(f

)
)
)
d) (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz der Multiplikation)
)
) A(B+C) = AB+ AC (linkes Distributivgesetz)

)

(g) (A4 B)C = AC + BC (rechtes Distributivgesetz)

Beweis. Alle Aussagen betreffen die Gleichheit von Matrizen und werden
bewiesen, indem man beide Seiten ausrechnet und zeigt, dass die einander
entsprechenden Eintréige iibereinstimmen. Wir fithren dies nur fiir die Aus-
sage (d) vor.

Es sei A = (a;;) eine m x r-Matrix, B = (b;;) eine r x s-Matrix und
C = (¢ij) eine s x n-Matrix. Es gilt

AB = (o) mit oy = Zaikbkh
k=1

also

(AB)C = (dij)

Zazz% = Z (Z aikbkl> =YY aubucy.

=1 k=1 k=1 I=1

Auf der anderen Selte gilt
= (Br;) mit By; = Z briciy,

also
A(BC) = (dy)
mit

T S S
dij = aikﬂkj = Ak ( blelJ) = aikbklclj‘
k=1 =1

k=1 k=1 I=1
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O

Die Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, wie das folgende Bei-
spiel zeigt.

Beispiel 6.2 Es sei

Dann gilt

also AB # BA.

Definition Es sei A eine quadratische Matrix. Die Matrix A heifit inver-
tierbar genau dann, wenn es eine Matrix B mit AB = BA = F gibt. In
diesem Fall heifit B eine inverse Matriz zu A.

Beispiel 6.3 Es sei

= (5 5) e=(50)

Dann ist A invertierbar und B ist eine inverse Matrix zu A, da

o= ()5 ) -(01) -5
o= (5 2) (W) -(0 1) -n

Beispiel 6.4 Die Matrix
1 2
A= ( ! 0)

ist nicht invertierbar. Denn ist
b1 bio
B =
< ba1 Do

eine beliebige 2 x 2-Matrix, so gilt

(1 2 bir bz \ [ bir+ 2012 big + 209
as=(g 0 ) (o o) = (e ) e

und
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Es ist zunéchst ja nicht ausgeschlossen, dass es zu einer Matrix zwei inver-
se Matrizen geben kann. Der folgende Satz zeigt, dass das aber nicht moglich
ist.

Satz 6.2 Sind B und C inverse Matrizen zu A, so ist B = C.
Beweis. Nach Voraussetzung gilt
AB=BA=Fund AC=CA=F.

Also gilt einerseits
(BA)C =EC=C

und andererseits

(BA)C = B(AC) = BE = B.
Also folgt B = C. O

Also ist die inverse Matrix zu einer Matrix A eindeutig bestimmt und wir
bezeichnen sie mit A~!. Es gilt also

AAT'=ATTA=E.

- (24)

ist fiir ad — be # 0 invertierbar und in diesem Fall gilt

1 d —b
Al = .
ad — bc ( —Cc a )
Satz 6.3 (i) Fir zwei invertierbare n x n-Matrizen A und B ist auch das

Produkt AB invertierbar und es gilt (AB)™' = B~1A™!,
(i) Mit A ist auch A™" invertierbar und es gilt (A=)~ = A.

Beispiel 6.5 Die Matrix

Bewezs.
(i) Es gilt

(AB)(B™'A™") = A(BB YA ' = AEA™' = AA™' = E.

Entsprechend zeigt man (B~'A™1)(AB) = E. Daraus folgt, dass AB inver-
tierbar ist und (AB)™! = B~1A~! gilt.

(i) Wegen A™'A = AA~! = F folgt, dass A~! invertierbar mit (A~1)~1 =
A ist. O
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Definition Jeder m x n-Matrix A zugeordnet ist die transponierte Matrix
AT die sich aus A durch Vertauschen von Zeilen und Spalten ergibt, d.h. AT

ist die n x m-Matrix, deren i-te Spalte fiir i = 1,2, ..., m die i-te Zeile von
A ist:
ann Q2 - QAin ann a1 - aml
A Cl'21 a'22 : G?n AT — a‘12 Q2 -+ Am2
av;ll a7;12 e ar.rm Q1p A2n - Gmn

Die transponierte Matrix A” entsteht durch eine Spiegelung der Matrix A
an der Hauptdiagonale.

Beispiel 6.6

1
A=| 2 At=(12 3 -1)
R E ;
~1
1 23 1 47
A=| 456 ], AT=| 2 5 8
789 369

Satz 6.4 (Rechenregeln fiir die transponierte Matrix) FEs seien alle Ma-
trizen so gewdhlt, dass die Operationen definiert sind. Dann gelten die fol-
genden Rechenregeln

a) (A+ B)T = AT + BT,

(
(b

nr=

(
AT = NAT fiir jedes \ € R.
(A
(AB)T = BT AT,

)
)
()
(d)
(e) Mit A ist auch AT invertierbar und es gilt (AT)™! = (A=1)T.

Beweis. Die Aussagen (a)-(c) sind leicht nachzurechnen.
(d) Es sei A = (a;5j) eine m x r-Matrix und B = (b;;) eine r x n-Matrix.
Dann gilt

AB = (¢;;) mit ¢;; = Zalkbkj,
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also
T

(AB)" = (¢;1) = () ajibri).

k=1
Auf der anderen Seite gilt

BTAT ( ’L] mlt dz] Z bkla]k7
also (AB)T = BT AT,
(e) Es gilt nach (d)

AT(A™HT = (A'AT =ET = E,
(A HTAT = (AA Y =FET =F.

Daraus folgt die Behauptung. O
In § 5 haben wir die folgenden Zeilenoperationen betrachtet:

(Z1) Vertauschung der i-ten mit der k-ten Zeile

(Z2) Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile

Wir betrachten noch zusétzlich die Operation

(Z3) Multiplikation der i-ten Zeile mit einer reellen Zahl A # 0
Diesen Operationen ordnen wir wie folgt Matrizen zu:

Definition Die folgenden m x m-Matrizen nennen wir Elementarmatrizen:

1

0 1 < i-te Zeile

1 0 — k-te Zeile
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1
1
1 A «— i-te Zeile
1
Fy =
1
1 < k-te Zeile
1
1
1
1
F = A — i-te Zeile , A #O.
1

1

Dabei sind alle Eintrage aufler den angegebenen oder durch Punkte angedeu-
teten Eintrdgen gleich Null.

Es sei nun A eine beliebige m x n-Matrix. Dann entsprechen die folgenden
Produkte gerade den Matrizen, die durch die angegebenen Zeilenoperationen
aus A hervorgegangen sind:

FlA & (72)
FAA « (73)

Bemerkung 6.1 Man beachte, dass wir die Elementarmatrizen von links
mit der Matrix A multiplizieren. Der Multiplikation der Matrix A mit Ele-
mentarmatrizen von rechts entsprechen Spaltenumformungen.

Satz 6.5 Die Elementarmatrizen sind invertierbar und ihre Inversen sind
wieder Elementarmatrizen. Genauer gilt

>l

Fpl=Fy, (Fp)'=F;> (F)'=F

3 7 7
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Beweis. Dies rechnet man leicht durch Ausmultiplizieren nach. O
Satz 6.6 Fir eine n X n-Matriz A sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist invertierbar.

(b) Das Gleichungssystem AT = 0 hat nur die triviale Lisung.

(c) A lasst sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.

Beweis.
(a) = (b): Es sei A invertierbar. Dann kénnen wir die Gleichung A7 = 0
von links mit A~ multiplizieren:

A AT = A0
= Ef=0
= 7=0.

Also hat AZ = 0 hat nur die triviale Losung.

(b) = (c): Das Cleichungssystem AZ = 0 habe nur die triviale Losung.
Mit Hilfe des Gauflschen Algorithmus kénnen wir A nach Satz 5.3 durch ele-
mentare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen. Aus Satz 5.1 (ii)
folgt, dass dabei eine Matrix B der Form

b1 bin
B = :
0 bnn
mit von Null verschiedenen Diagonalelementen by4, ..., b,, entsteht.

Durch weitere Zeilenumformungen kénnen wir nun B zur Einheitsmatrix
E,, machen. Zunéchst kann man mit Hilfe der letzten Zeile die Eintrage in
der letzten Spalte oberhalb von b, zu Null machen, dann mit Hilfe der vor-
letzten Zeile die Eintrdge der vorletzten Spalte oberhalb von b,_1,_1, etc.
Damit erhélt man eine Matrix, bei der nur noch die Diagonalelemente von
Null verschieden sind. Durch Zeilenoperationen vom Typ (Z3) kann man
schliellich die Diagonalelemente zu 1 machen. Den Zeilenoperationen ent-
spricht aber die Multiplikation von A mit Elementarmatrizen. Also gibt es
Elementarmatrizen Fi, ..., F, mit

E,=F,---FA.

Also folgt
A=F1' - F'E,.

r
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(¢) = (a): Da Elementarmatrizen nach Satz 6.5 invertierbar sind, ist auch
A als Produkt invertierbarer Matrizen invertierbar. O

Der Beweis von Satz 6.6 gestattet nun, ein einfaches Verfahren zur Be-
stimmung der inversen Matrix einer invertierbaren Matrix A anzugeben. Es
sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Wie im Beweis von Satz 6.6 seien
Fy, ..., F,. Elementarmatrizen mit

E,=F, - FA.

Indem wir diese Gleichung von rechts mit A~ multiplizieren, erhalten wir

daraus
AY'=F. ...RE,.

Wir erhalten also A7!, indem wir die Einheitsmatrix von links der Reihe
nach mit den Elementarmatrizen Fi,...,F, multiplizieren. Da jede dieser
Multiplikationen einer Zeilenoperation entspricht, folgt: Die Folge von Zei-
lenoperationen, die A in E, diberfiihrt, iberfihrt gleichzeitig E, in A~L.

Damit erhalten wir das folgende Verfahren zur Matrizeninversion: Wir
schreiben die Einheitsmatrix rechts neben A

(A[E).

Nun fithren wir geeignete Zeilenoperationen aus, bis auf der linken Seite E
steht. Die Zeilenoperationen werden gleichzeitig an E durchgefiihrt. Dann
ergibt sich auf der rechten Seite A™1, so dass wir die Matrix

(EJA™Y)
erhalten.
Beispiel 6.7
1 23100
21 01010
1 0 21001
1 2 3 1 00
0 -3 -6 —-210
0 -2 -1 -1 0 1
1 2 3 1 0 0
0O -3 -6 -2 1 0
0 O 3 % —% 1
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1 2 0] 2 2 -1
4 1
0 -3 0| —3 —3 2
0 0 3| 3+ -2 1
1 0 0] -2 2 1%
0 -3 0| -4 12
53
1
0 0 3| 5 —-%1
1oo| -5 & 3
010 5 =+ =2
0012_92l3
9 9 3

7 Mengen und Abbildungen

Wir wollen nun einige Grundlagen iiber Mengen und Abbildungen zusam-
menstellen.

Definition (G. Cantor) Eine Menge ist die Zusammenfassung wohlunter-
schiedener Objekte unseres Denkens zu einem Ganzen.

Beispiel 7.1 R := Menge der reellen Zahlen.

Notation Die folgenden Notationen haben wir schon in der Vorlesung be-
nutzt:

e a € A: aist Element von A.
e AC B: Aist Teilmenge von B (a € A= a € B).

Es seien A und B Mengen und [ eine beliebige Indexmenge. Dann sind
definiert

e Durchschnitt AN B :={x|x € Aund z € B}.
Allgemeiner:
(A == {x|x € A fir alle i € T},
iel
o Vereinigung AU B := {x|x € A oder x € B}.
Allgemeiner:

UAi = {x|x € A; fiir mindestens ein i € [}.
iel

e Differenz A\ B :={x € A|z &€ B}.
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e Kartesisches Produkt
Ax B:={(a,b)|a € A,b € B} (Menge von Paaren).
Beispiel: R? = R x R. Allgemeiner:
Ay x - x Ay =A{(ar,...,a,) | a; € A;} (Menge der n-Tupel).

Beispiel: R" =R x --- x R.
—_——
n-mal

Es seien nun X, Y Mengen.

Definition FEine Abbildung f : X — Y ist eine Vorschrift, die jedem Ele-
ment z € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet.

Die Menge X heifit Definitionsbereich , die Menge Y heifit Zielbereich oder
Wertebereich von f.

Notation Wir schreiben

f: X — Y

Beispiel 7.2 (a) Es sei X die Menge aller Studierenden in diesem Horsaal,
N die Menge der natiirlichen Zahlen und f : X — N die Abbildung, die
jedem Studierenden seine Matrikelnummer zuordnet.

(b) Es sei X die Menge aller Studierenden in diesem Hoérsaal, Y die Menge
aller Studiengénge an dieser Universitdt. Die Zuordnung Studierender —»
Studiengang ist keine Abbildung, da ein Studierender in zwei Studiengéingen
eingeschrieben sein kann.

(c) Es sei f: R — R definiert durch f(z) = 22

(d) Es sei A eine m x n-Matrix und

f: R — R™

r +— AY
Definition Fiir jede Menge X ist die Identitdt

ldxX—>X
r +— X

definiert.

Definition Essei f: X — Y eine Abbildung.
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(a) Das Bild von f ist die Menge
f(X) = {f(x) |z e X}.
Ist M C X eine Teilmenge, so ist entsprechend
FOM) = {f(x) |2 € M},
(b) Ist N C Y eine Teilmenge, so ist das Urbild von N unter f definiert als
fTHUN) ={z € X|f(z) € N}.

Beispiel 7.3 Wir betrachten die Abbildung f: R — R, f(z) = 22. Es sei
Rso:={z e R|z > 0}.

Mit dieser Bezeichnung gilt f(R) = Rso, f([0,2]) = [0,4], f7*([0,4]) =
[—2,2].

Definition Essei f: X — Y eine Abbildung und M C X eine Teilmenge.
Dann ist die Einschrinkung von f auf M definiert durch

x — f(z)

Definition Es seien f: X — Y, g :Y — Z Abbildungen. Die Hinterein-
anderschaltung (Komposition) von f und g ist die Abbildung

gof: X — Z
r o g(f(x))

Ausfiihrlich

Beispiel 7.4

f:R—= Ry, flz)=2?
g:Rs0 =R, g(z)
(90 f):R=R, (g0 f)(z) =g(f(2) = Va? = |a].
Lemma 7.1 Sind f: X =Y, g9:Y — Z, h: Z — W Abbildungen, so gilt

ho(gof)=(hog)o f (Assoziativitit von Abbildungen).
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Beweis. Beides sind Abbildungen von X nach W. Fiir alle x € X gilt:

((hog)o fl(x) = (hog)(f(x))=h(g(f(x)))
(ho(gof)x) = h(lgof)(x)) =h(g(f(x)))

Definition Eine Abbildung f : X — Y heifit
e injektiv, falls fiir alle z, 2’ € X gilt: Ist  # 2/, so ist auch f(z) # f(2').

o surjektiv, falls es zu jedem y € Y ein x € X gibt mit f(z) = y, d.h.
falls f(X) =Y gilt.
e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Lemma 7.2 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(ii) Zu jedem y € Y gibt es genau ein x € X mit f(z) = y.
(iii) Es gibt eine Abbildung g : Y — X mit go f =idx und fog=1idy.

Definition Die Abbildung g von Lemma 7.2 hei3t Umkehrabbildung von f
und wird mit f~! bezeichnet.

Warnung Das Urbild f~1(N) einer Menge N C Y unter einer Abbildung
f: X — Y ist nicht mit der Umkehrabbildung f~!, die nur in bestimmten
Féllen existiert, zu verwechseln!

Beweis von Lemma 7.2. (1) = (ii): Es sei y € Y. Da f bijektiv ist, ist f
injektiv und surjektiv. Da f surjektiv ist, gibt es ein z € X mit f(z) = y.
Da f injektiv ist, ist dieses = eindeutig bestimmt.

(i) = (iii): Es sei y € Y und x € X das eindeutig bestimmte Element
von X mit f(x) = y. Wir setzen g(y) := x. Dann gilt nach Konstruktion von

! (go (@) =g(f(x)) =z, (fog)ly) = flg(y) = fz) =y.
(ili) = (i): Wir zeigen zunéchst, dass f injektiv ist:
flx) = f(@') = g(f(z)) = g(f(2) = = =2’
Die Abbildung f ist auch surjektiv: Es sei y € Y. Dann gilt
fl9(v) =y.

Also ist g(y) € X ein Element von X, das durch f auf y abgebildet wird. O
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Beispiel 7.5 Die Abbildung f : R — R, f(x) = z? ist weder injektiv noch
surjektiv. Die Abbildung f |R20 : R>p — R ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Dagegen ist die Abbildung

fZ Rzo — Rzo
r — 22

bijektiv mit Umkehrabbildung

?712 RZO — RZO

8 Algebraische Grundstrukturen

Unser Ziel ist es nun, allgemeine Vektorrdume einzufiihren. Als Vorbereitung
betrachten wir algebraische Grundstrukturen.

Definition FEine Verknipfung auf einer Menge G ist eine Abbildung

*x: GxG — G
(a,b) +—— axb’

Notation axb, a-b, ab, a+b.

Beispiel 8.1 Fiir G = R und a, b € G sind durch
axb:=a+boderaxb:=a-b

Verkniipfungen auf R erkléart.

Beispiel 8.2 Es sei Mat(m,n) die Menge aller m x n-Matrizen. Fiir A, B €
Mat(m, n) definiert
AxB:=A+B

eine Verkniipfung auf Mat(m,n). Durch
Ax B:= AB fir A, B € Mat(n,n)
wird eine Verkniipfung auf Mat(n,n) erklirt.
Beispiel 8.3 Es sei M eine beliebige Menge und
G := Abb(M, M) := Menge aller Abbildungen f : M — M.
Als Verkniipfung wihlen wir die Komposition von Abbildungen

o: GxG — G
(f,9) = fog’
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Definition FEine Halbgruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Ver-
kniipfung *, die das folgende Axiom erfiillt:

(A) (axb)*c=ax(bxc) fir alle a,b,c € G (Assozialivgesetz).
Alle angefiihrten Beispiele sind Halbgruppen.

Definition Eine Halbgruppe (G, *) heifit eine Gruppe, wenn gilt:
(N) Es gibt ein e € G mit a * e = a fiir alle a € G (Neutrales Element).
(I) Zu jedem a € G gibt es ein ¢’ € G mit a x a’ = e (Inverses Element).

Die Gruppe heifit abelsch (oder kommutativ), falls zusétzlich folgendes Axiom
erfiillt ist:

(K) a*b=bx*a fir alle a,b € G (Kommutativgesetz).

Beispiel 8.4 R mit der Verkniipfung + bildet eine abelsche Gruppe. Die
Menge R* := R\ {0} mit der Verkniipfung - bildet ebenfalls eine abelsche
Gruppe. Warum muss man die Null herausnehmen?

Beispiel 8.5 Die Menge Mat(m,n) mit der Verkniipfung A+ B := A+ B
fir A, B € Mat(m,n) ist eine abelsche Gruppe. Es sei GL(n) die Menge

aller invertierbaren n x n-Matrizen. Dann ist GL(n) mit der Verkniipfung
Ax B:= AB fir A, B € GL(n) eine Gruppe.

Beispiel 8.6 Die Halbgruppe (Abb(M, M), o) ist keine Gruppe. Zwar gilt
stets

Foidy = f.
aber im Allgemeinen hat eine Abbildung f : M — M keine Umkehrabbil-

dung, also existiert im Allgemeinen zu f kein inverses Element.
Es sei

Bij(M, M) := {f € Abb(M, M) | f bijektiv} C Abb(M, M).
Dies ist eine Gruppe, denn nach Lemma 7.2 gibt es zu jedem f ein g mit
fog=idy.

Definition Essei M = {1,...,n}. Die Menge aller bijektiven Abbildungen
von M nach M bezeichnet man mit S, und nennt sie die symmetrische
Gruppe in n Variablen. Die Elemente von S, heilen Permutationen von n
Elementen.



8 Algebraische Grundstrukturen 47

Bemerkung 8.1 Fiir n > 3 ist die Gruppe S, nicht abelsch: Definiere f :
M — M und g : M — M durch

f(1) = 1,f(2):=3,f(3):=2,f(i) =i fir 4 <i<mn,
g(1) = 3,9(2) :=2,9(3) :=1,9(i) =i fiir 4 <i <n,

Dann ist
(feg)(D) = flg(1) =f(3) =2
(go /)1 = g(f(1) =9(1) =3.
Alsoist fog#go f.
Wir leiten nun einige einfache Folgerungen aus den Gruppenaxiomen ab.
Satz 8.1 Ist G eine Gruppe, so gilt:

(a) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die
FEigenschaft e x a = a fir alle a € G.

(b) Das inverse Element a’ zu einem Element a € G ist eindeutig bestimmit

und hat auch die Figenschaft ' x a = e. Wir bezeichnen es mit a='.

(c) (aH)~t =a fiir alle a € G.
(d) (axb)t=b"txa"! fir alle a,b € G.
(e) FEs gelten die folgenden Kiirzungsregeln:

axr=axT=r=Txundykxa=yxa=y=1y.

Beweis.

(a) Es sei e € G ein neutrales Element und a € G. Zu a gibt es ein inverses
Element o’ € G. Zu o' gibt es wiederum ein inverses Element a” € G mit
a' x a’ = e. Damit gilt
axa = (d*xa)xe=(dxa)*(a*xad")=d*(ax(a*d"))

= dx*((axd)xd")=d *(exd") = (d

Daraus folgt
exa = (axd)*xa=ax(dxa)=axe=a.

Ist € ebenfalls ein neutrales Element, so gilt e x € = e und e x e = ¢, also

€ = €.
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(b) Dass das inverse Element a’ zu a die Eigenschaft o'« a = e hat, wurde
bereits in (a) gezeigt. Ist @' ebenfalls ein inverses Element zu a € G, so folgt
daher

d=exd =(d*xa)xd =d x(axd)=dxe=4d.

(c) Aus a'xa = e folgt, dass a inverses Element zu o=t ist, d.h. (a7*)7! =

a.
(d) Es gilt
(axb)x (b ' xa™l) = ax(bxb xa D)) =a*x((bxb')xa?)
= ax(exa')=axa'=e.
(e) Es gilt
axr=a%T = a '*x(axx)=a"*(a*xT)
= (a'*xa)xr=(a""*a)*T
= exr=e%xT =T =01
Die andere Kiirzungsregel zeigt man analog. O

Definition Eine Teilmenge U einer Gruppe (G, *) heifit Untergruppe von
G genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(UGO) U # 0.
(UG1) Fir alle a,be U gilt axb e U.
(UG2) Fiirallea € U gilt a™! € U.

Satz 8.2 Fine Untergruppe U einer Gruppe G ist mit der induzierten Ver-
kniipfung eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die Gruppenaxiome in U erfiillt sind. Nach
(UG1) induziert die Verkniipfung auf G eine Verkniipfung auf U. Das Asso-
ziativgesetz gilt in U, da es in G gilt. Da U nicht leer ist, enthélt U min-
destens ein Element v € U. Nach (UG2) ist auch v=! € U. Damit ist auch
e =uxu"' € U. Nach (UG2) liegt zu jedem Element a € U das inverse
Element a~! in U. Also erfiillt U die Gruppenaxiome. O

Bemerkung 8.2 Die Bedingungen (UG1) und (UG2) sind zu der folgenden
einzigen Bedingung dquivalent

(UG) Fiir alle a,b € U gilt axb™' € U.
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Beispiel 8.7 Die Gruppe (Z, +) ist eine Untergruppe von (R, +).

Definition Es seien (G, ) und (H,-) zwei Gruppen. Eine Abbildung f :
G — H heiit (Gruppen)homomorphismus genau dann, wenn fiir alle a,b € G
gilt

flaxb) = f(a)- f(b).

Beispiel 8.8 Es sei (G,*) = (H,-) = (Z,+).
(a) Die Abbildung
f:Z — Z
n > 3n

ist ein Homomorphismus, denn
f(n+m)=3(n+m)=3n+3m=f(n)+ f(m).

(b) Die Abbildung

f: Z Y/
n n

S
— n+1
ist kein Homomorphismus, denn

f(n+m)=n+m+1, aber f(n)+ f(m)=n+1+m+1=n+m+2.

Notation Wir lassen im Folgenden das Verkniipfungszeichen * weg, d.h.
a * b wird einfach als ab geschrieben.

Definition FEin Homomorphismus f : G — H heifit
e Monomorphismus, falls f injektiv ist,
e FEpimorphismus, falls f surjektiv ist,

e [somorphismus, falls es einen Homomorphismus g : H — G gibt mit
fog=idy und go f =idg.

Lemma 8.1 Fiir einen Gruppenhomomorphismus f : G — H sind dquivalent:
(1) f ist bijektiv.

(ii) f ist ein Isomorphismus.
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Beweis. (ii) = (i) folgt aus Lemma 7.2.

(i) = (ii): Nach Lemma 7.2 gibt es eine Abbildung ¢ : H — G mit
go f=1idg, fog=idy. Es ist ist noch zu zeigen, dass g ein Gruppenhomo-
morphismus ist, d.h. dass gilt:

g(ab) = g(a)g(b).

Nun gilt aber

f(g(a)g(b)) = f(g(a))f(g(b)) = ab (da f Gruppenhomomorphismus),
fg(ab)) = ab.

Da f injektiv ist, folgt g(a)g(b) = g(ab). 0
Satz 8.3 Fs sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:

(i) f(eq) = em, wobei e bzw. ey das neutrale Element von G bzw. H ist.

(i) f(a™Y) = f(a)™? fiir alle a € G.
Beweis. (i) Da f ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt

flea) = fleaea) = flea) fleq).
Daraus folgt
en = flec) ' flea) = flec) "' flea)flec) = enf(ec) = flec).
(i) Nach (i) gilt
fla)f(a™) = faa™") = f(ec) = en.

Da das inverse Element zu f(a) eindeutig bestimmt ist, folgt f(a™') =

fla)™ =

Definition Es sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, eg, ey seien
die neutralen Elemente von G bzw. H.

e Der Kern von f ist definiert als
Kerf:={geG|f(g) =en}
e Das Bild von f ist

Im f:= f(G) ={f(9) € H|g € G}.
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Beispiel 8.9 Es sei
H :=Cla,b] :=={f :[a,b] = R| f ist stetig}.
Auf H definieren wir eine Verkniipfung 4+ durch
(f + 9)(x) == [(@) + gla).
Dann ist (C[a, b], +) eine Gruppe. Ferner sei
G :=C'a,b] := {f : [a,b] — R| f ist stetig differenzierbar}.
Dann ist G eine Untergruppe von H. Die Abbildung

d
—: G — H
dx

d
f p=2

ist ein Homomorphismus, denn es gilt
(f+g9)=/+g.
Es gilt

Ker%:{f\fzc},

d.h. der Kern dieser Abbildung besteht gerade aus der Menge der konstanten
Funktionen.

Satz 8.4 FEs sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
(i) Ker f ist eine Untergruppe von G.

(ii) Im f ist eine Untergruppe von H.
(iii) f ist genau dann ingektiv, wenn Ker f = {eq}.

Beweis. (i): Nach Satz 8.3(i) ist eq € Ker f. Also ist Ker f # (). Nach Bemer-
kung 8.2 reicht es zu zeigen, dass mit a,b € Ker f auch ab™! € Ker f. Dies
gilt, da
_ _ 1, Satz 8.3(ii) _ _
flab™) = fla)f(b~) =" f(a)f(b)™ = eney’ = en.

(ii): Nach Satz 8.3(i) ist ey € Im f. Also ist Im f # ). Es sei u,v € Im f.
Wieder reicht es zu zeigen, dass uv™" € Im f. Da u,v € Im f, gibt es a,b € G
mit f(a) = u, f(b) = v. Dann gilt

uw™ = f(a)f(b)

_1 Satz 8.3(ii)

fla)f(b~") = fab™") € Im f.
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(iii): ”=": Nach Satz 8.3(i) ist e € Ker f. Da f injektiv ist, folgt Ker f =
{ec}.

7«<": Es seien a,b € G mit f(a) = f(b). Wir miissen a = b zeigen. Es gilt
flab™) = f(a)f(b71) f@f®)™ = fla)f(a)™" =en.

Also folgt ab™! € Ker f. Da Ker f = {eg}, folgt ab™ = eg, also a = b, was
Zu zeigen war. O

Satz 8.3(ii)

Definition Es sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen +,-. Das Tripel
(R, 4+, ) heifit ein Ring, genau dann, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(R1) (R, +) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) Fiir alle r,s,t € R gilt:

(r-s)-t=r-(s-t).

(R3) Fiir alle r,s,t € R gilt:
(r+s)-t = r-t+s-t,
ro(s+t) = r-s+r-t

Beispiel 8.10 (Z,+,-), (Q,+,-). (R, +, ) sind Ringe. Ebenso ist Mat(n,n)
mit der Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation ein Ring.

Definition (a) Ein Ring (R, +, ) heifit kommutativ, falls
res=s-r (fiir alle r, s, € R).

(b) Ein Ring mit Einselement ist ein Ring (R, +, -), in dem es ein Element
1 # 0 (0 ist das neutrale Element von (R, +)) gibt mit

l-r=r-1=r (fir alle r € R).

Beispiel 8.11 (Z,+,-), (Q,+,). (R, +, -) sind kommutative Ringe mit Eins-
element. Der Ring Mat(n, n) ist nicht kommutativ, besitzt aber ein Einsele-
ment: die Einheitsmatrix E.

Notation Statt r - s schreibt man meist rs.

Definition Es seien R, R’ Ringe. Eine Abbildung f : R — R’ heif}t ein

Ringhomomorphismus, falls fiir alle r, s € R gilt:

(i) flr+s) =flr)+f(s)
(i) flrs) = f(r)f(s)
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Definition Ein Kodrper ist ein kommutativer Ring (K, +,-) mit Einsele-
ment, fiir den zusitzlich gilt: Fiir jedes a € K, a # 0 (0 ist das neutrale
Element von (K, +)), gibt es ein o’ € K mit

!/

a-a =1 (1 ist das Einselement von K).

Bemerkung 8.3 Ein Korper ist ein Tripel (K, +, -), wobei +, - Verkniipfun-
gen auf K sind, fiir das gilt:

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
(K2) Ist 0 das neutrale Element von (K, +), so setzt man
K*:= K\ {0}.
Fir a,b € K* gilt a-b € K* und (K*,-) ist eine abelsche Gruppe.

(K3) Es gelten die Distributivgesetze: Fiir alle a,b,c € K

a-(b+c¢) = a-b+a-c

(a+b)-c = a-c+b-c
Beispiel 8.12 (Q,+, ) und (R, +,-) sind Korper, (Z,+, -) ist kein Kérper.

Beispiel 8.13 Der Korper (Fy, +,-) ist wie folgt erklart: Es ist Fy = {0,1}
und Addition und Multiplikation sind durch die folgenden Tafeln erklért:

+0 1 |0 1
00 1 0[0 0
1|10 110 1

Fiir konkrete Anwendungen dieses Korpers siehe
http://www.uni-hannover.de/imperia/md/content/alumni/10_hulek.pdf

Notation
0 := neutrales Element von (K,+)
1 := neutrales Element von (K*,-) (Es gilt 1 #0)
—a := inverses Element zu a in (K, +)
1
— := a ':=inverses Element zu a # 0 in (K*,")
a
a—b = a+(-b)
% = ab™' (b#£0)
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Satz 8.5 Fiir einen Korper K gilt:
(i) 0-a=a-0=0 fir allea € K.
(i) Gilt fir a,b € K die Gleichung a-b =0, so folgt a =0 oder b = 0.

(iii) Ista € K, a # 0, so gibt es genau eine Ldsung von a - x = b, ndmlich
Tr =

|~

a’

(iv) a-(=b) =(—a)-b=—(a-b), (—a)-(=b) =a-b fir alle a,b € K.

Beweis. (1): 0-a = (040)-a = 0-a+0-a. Daraus folgt 0-a = 0. Die Aussage
a -0 = 0 zeigt man analog.

(ii): Ausa-b=0und a # 0 folgt b=a"'-a-b=0.

(iii): Fiira#0gilt a™' - a-z=a"' b, also x =a™' - b.
()

(iv): a-b+a-(—=b) = a-(b+(=b)) = a-0 = 0. Daraus folgt a-(—b) = —(a-b).
Analog zeigt man (—a) - b= —(a - b). Schlieflich gilt
(—a) . (_b) — —(a . (—b)) _ —(—(a ) b)) Satzil(iii) a-b.

O

Definition Es seien K, K’ Korper. Eine Abbildung f : K — K’ heif}t ein
Korperhomomorphismus, falls fiir alle a,b € K gilt:

fla+b) = f(a)+ f(b)
fla-b) = f(a)- f(b)

Ein Kérperhomomorphismus f heiit Kérpermonomorphismus (-epimor-
phismus), falls f injektiv (surjektiv) ist.

Ein Korperhomomorphismus f heifit ein Kdorperisomorphismus, falls es
einen Koérperhomomorphismus ¢ : K’ — K gibt mit fog =idg und go f =
idg.

Warnung Wir verwenden hier missbrauchlich dasselbe Zeichen fiir die Ope-
rationen in K und K’!

Lemma 8.2 Ein Kérperhomomorphismus [ : K — K' ist genau dann ein
Korperisomorphismus, wenn f bijektiv ist.

Beweis. Der Beweis geht genau wie der von Lemma 8.1. O
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Satz 8.6 Die Menge R x R aller (geordneten) Paare reeller Zahlen bildet
zusammen mit der Addition und Multiplikation

(z,y)+ (2",y) = (z+2y+v)
(z,y)- («,y") = (x2’ —yy', 2y’ + y2')

etnen Korper.

Definition Dieser Korper heifit der Kérper C der komplexen Zahlen.

Beweis von Satz 8.6. Wir weisen die Eigenschaften (K1), (K2), (K3) von
Bemerkung 8.3 nach.
(K1): (C,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e := (0, 0)
und inversem Element —(z,y) = (—z, —y) zu einem Element (z,y) € C.
(K2): Es ist zunéchst zu zeigen: Ist (z,y) # (0,0) und (z/,y") # (0,0), so
folgt (x,y) - (¢, y') # (0,0).

Angenommen

(z,y) - (',y) = (za’ —yy', zy’ + ya') = (0,0).

Wir nehmen zunéchst an: x # 0. Dann gilt:

/

xx’—yy/zoix’:%.
T

Einsetzen ergibt:
v’y
x

/

=0= (2 +¢y)y =0=1y =0.
——

#0

2y +yr’' =0=zy +

Dann folgt auch ' = 0, also (2’,y") = (0,0). Der Fall y # 0 geht analog.
Neutrales Element: Das neutrale Element ist (1,0), denn es gilt

(1,0) - (z,y) = (1z — Oy, 1y — 0z) = ().

Inverses Element: Das zu (x,y) # (0,0) inverse Element ist

(@9) " = (55 5
’ x2 + yQ’ .TQ + y2 :

Es gilt ndmlich

x —y (o) = x? N y? xy wy
x2+y2’x2+y2 ? $2+y2 x2+y2’$2+y2 x2+y2
= (1,0).
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Das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz fiir die Multiplikation rech-
net man leicht nach.

(K3) Die Distributivgesetze rechnet man auch leicht nach. O
Wir betrachten die Abbildung
f: R — C

x — (z,0)°

Dies ist ein Kérpermonomorphismus: Die Injektivitat ist klar. Es gilt aufler-
dem:

flx+y) = (z+y,0)=(2,0)+ (y,0) = f(x) + f(y)
flzy) = (2y,0) = (2,0) (y,0) = f(z) - f(y)

Man sagt, mittels f wird der Korper der reellen Zahlen in den Korper der
komplexen Zahlen eingebettet.

Definition Das Element
i:=(0,1)

heifit imagindre Einheit.
Es gilt
#=1(0,1)-(0,1) = (0 — 1,0) = (—=1,0) = —(1,0) = f(-1).
Identifiziert man R mit f(R), so kann man dafiir kurz schreiben:
i =-1

Definition Wir schreiben nun

z+iy = (2,0)+(0,1) - (y,0) = (,0) + (0,y) = (,9).
Wir nennen = den Realteil und y den Imagindrteil der komplexen Zahl z =
T +1y.
Notation z =Rez, y =Imz.

Geometrisch kann man C mit der Ebene R? identifizieren. Diese Ebene
nennt man in diesem Fall auch die Gaufische Zahlenebene. Die x-Achse nennt
man die reelle Achse, die y-Achse die imagindre Achse.

Addition und Multiplikation driicken sich in der neuen Schreibweise wie
folgt aus:

(x+iy)+ (@ +iy) = (@+2)+ily+vy)
(z+iy)- (' +iy) = (v2" —yy) +i(xy + ya').
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Definition Ist z = z + iy eine komplexe Zahl, so heifit
Zi=x—1y
die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Bemerkung 8.4 Esgilt 2 tw=Z+wW, 20 =2w, 2 =2, 2 =2 < 2z € R.

Definition Ist z = z + iy, so heifit

2| = V2z = /(z +iy)(z — iy) = /22 + 12

der Betrag von z.

Der Betrag von z = x + iy ist also die Lénge des Vektors (z,y).

In vielen Féllen ist es niitzlich, komplexe Zahlen durch Polarkoordinaten
darzustellen. Eine komplexe Zahl z # 0 wird durch ihren Betrag r = |z| und
den Winkel ¢ zur reellen Achse eindeutig bestimmt (¢ € [0, 27)). Setzt man

e'¥ 1= cosp +isin p,
SO ist
z=re’.

Mit Hilfe von Polarkoordinaten kann man nun gut die Multiplikation be-

schreiben: Es sei
. ,
z=re¥, Z=re?.

Dann folgt mit Hilfe der Additionstheoreme fiir sin und cos
22 = (re®)(r'e) = rr'(cos p +isin @) (cos ¢’ +ising’)
= rr'((cospcosy — sinpsing’) + i(sin g cos ¢’ + cos psin ¢'))
= r1'(cos(p + ¢') +isin(p +¢'))

. /
rrl el te)

Das bedeutet: Bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen multiplizieren
sich die Betrdge und die Winkel addieren sich.

9 Vektorraume

Wir wollen nun allgemeine Vektorrdume einfiihren. Es sei K ein Korper.
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Definition Eine Menge V' zusammen mit einer inneren Verkniipfung (Ad-
dition genannt)
+: VXV — V
(z,y) — z+y
und einer duBeren Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren oder skalare
Multiplikation genannt)

KxV — V
(Nz) — Ax=)\x

heiBt K-Vektorraum (oder Vektorraum ber K) genau dann, wenn die fol-
genden Axiome erfiillt sind:

(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(V2) Fiir alle \,p € K und z,y € V gilt:

Die Elemente A\, € K heiflen Skalare. Die Elemente von V werden als
Vektoren bezeichnet. Wir bezeichnen mit 0 = Ox bzw. 1 = 1 das additive
bzw. multiplikative neutrale Element in K. Das neutrale Element von V'
beziiglich der Addition wird Nullvektor genannt und mit 0 = Oy bezeichnet.
Das inverse Element zu einem Vektor x beziiglich der Addition wird das
Negative von x genannt und mit —x bezeichnet.

Beispiel 9.1 Fiir einen Korper K setzen wir

K'=Kx---xK.
————

n-mal

Im Fall K = R erhalten wir den frither betrachteten R™. Wir schreiben die
Elemente von K" wieder als Spaltenvektoren.Wie in §1 definieren wir:
Addition:
1 Y1 1+ %
Tty= : + : = :
Tn Yn Tn + Yn
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Skalare Multiplikation:

T )\{L'l
AT = A : =
Tn ATy,

Dann ist K™ mit dieser Addition und skalaren Multiplikation ein Vektorraum.
Die Axiome priift man leicht nach. Als Beispiel beweisen wir (V2) (a). Es sei

Ty Y1
T = o,y = © |. Dann gilt
Tn Un
X1 U1 1+ Y1
A(z+y) = A I = A :
A1+ 1) AT+ Ay
MZp + Yn) Az, + Ay,
T1 n
= A : + A : = \xr + \y.
Tp Yn

Beispiel 9.2 Die Menge Mat(m, n) zusammen mit der in §6 definierten Ad-
dition und skalaren Multiplikation ist ein Vektorraum. Wieder priift man die
Axiome leicht nach. Der Nullvektor ist die m x n-Nullmatrix, das Negative
zu A € Mat(m,n) ist die Matrix —A.

Beispiel 9.3 (a) Fiir einen Korper K und eine Menge M definieren wir:
Abb(M, K) := Menge aller Abbildungen f: M — K.

Auf Abb(M, K) fithren wir eine Addition und eine skalare Multiplikation wie
folgt ein: Fiir zwei Elemente f,g € Abb(M, K) und ein A € K definieren wir
die Summe f 4 g und das skalare Vielfache A f durch

(f+9)(x) = flz)+g(x),
AN)(x) = Af(x).

fir alle z € M. Mit diesen Verkniipfungen ist Abb(M, K) ein Vektorraum:
(V1): (Abb(M, K), +) ist eine abelsche Gruppe mit 0 definiert durch 0(x) :=
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0 fir alle x € M, inverses Element — f definiert durch (—f)(z) := —(f(x))
fiir alle z € M.

Die Axiome (V2) priift man leicht nach. Als Beispiel zeigen wir

(V2) (a): Mz +y) = Az + \y.

Es gilt

Af+9)(@) = M(f+9)(@) =A(f(z) + g(x))
= M)+ Ag(x) = (Af)(2) + (Ag)(z)
= (Af +Ag)().

(b) Spezialfall: K =R, M := [a,b] C R.
Abb(M, K) = Abb([a,b],R) :=={f| f : [a,b] — R}.

Dies kann man weiter spezialisieren:

Cla,b] = {f € Abb(M,K)|f :[a,b] — R stetig}
C'la,b] = {f € Abb(M,K)|f :[a,b] — R stetig differenzierbar}
C*la,b] = {f € Abb(M,K)|f : |a,b] — R beliebig oft differenzierbar}

(c) Es sei K =R,
V =R[z] :={ap + a1z + - - + a,z" |a; € R}
der Raum der Polynome in der Variablen x. Fiir A € R und

p(z) = ap+ax+ -+ aa”
q(x) = byg+bx+---+bypz™

definieren wir (falls n < m)

p(x) +q(x) = (ag+bo)+ (a1 +b1)x + -+ (Am + bp)2™,
Ap(z) = (Aag) + (Aay)z + -+ -+ (Aay)z",

wobei wir a; = 0 fiir n < ¢ < m gesetzt haben. Dann ist V' ein R-Vektorraum.

Beispiel 9.4 Die Menge V' enthalte nur ein Element, das wir mit 0 bezeich-
nen. Definieren wir

0+0 =
A0

fiir alle A € K, so erfiillt V die Vektorraumaxiome. Der K-Vektorraum V'
heifit der Nullvektorraum.
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Satz 9.1 FEs sei V' ein Vektorraum tiber K, x € V und A € K. Dann gilt:

Beweis. (a) Aus

0-2=0+0)-2"20.24+0-2
folgt 0 -z = 0.
(b) Aus
A0=X-(0+0) "2 A 0420
folgt A -0 = 0.
(c) Aus
9:+(—1)-a:(vid)1-x+(—1)-x<v:2b) (1—1)-ZB:O~LE@O

folgt (—1) -z = —=x.
(d) Ist A-x =0 und A # 0, so folgt

O

Wir haben bisher zwischen der Multiplikation in K, die wir ohne Zeichen
geschrieben haben, und der skalaren Multiplikation, die wir mit - bezeichnet
haben, unterschieden. Der Satz zeigt, dass dies eigentlich nicht notig ist, und
deswegen werden wir in Zukunft das Zeichen - weglassen.

In § 5 hatten wir die Losungsmengen L£(A, l;) von linearen Gleichungssy-
stemen AZ = b betrachtet. Wir interessieren uns nun fiir den Fall b = 0. Wir
werden zeigen, dass in diesem Fall die Losungsmenge £(A,0) C R™ von R”
die Vektorraumstruktur erbt. Dazu fithren wir den Begriff des Unterraums
ein.

Definition Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Un-
terraum von V genau dann, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(U0) U # 0.
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(Ul) z,yeU=z+yeclU
(d.h. U ist abgeschlossen unter der Addition).

(U2) Ne KjzeU= X xeU
(d.h. U ist abgeschlossen unter der Multiplikation mit Skalaren).

Aus dieser Definition folgt, dass wir auf einem Unterraum U C V eine
Addition und eine Multiplikation mit Skalaren haben, die von der Addition
und Multiplikation mit Skalaren in V' induziert werden.

Satz 9.2 Fin Unterraum U C V eines Vektorraums V ist zusammen mit
der induzierten Addition und skalaren Multiplikation wieder ein Vektorraum.

Beweis. Nach (UO) gibt es ein x € U. Nach Satz 9.1(a) gilt 0 - 2 = 0. Nach
(U2) liegt daher auch der Nullvektor 0 in U. Zu jedem x € U ist nach (U2)
auch —r = (—1) - x € U. Die iibrigen Vektorraumaxiome gelten in U, da sie
in V gelten. O

Beispiel 9.5 Es sei A eine m x n-Matrix. Ein lineares Gleichungssystem
AZ = 0 bezeichnet man als ein homogenes lineares Gleichungssystem. Die
Losungsmenge L£(A, 6) eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein
Unterraum des R™. Wir priifen die Axiome (U0)—(U2) nach:

(U0) L(A, 0) ist nicht leer, da £(A, 0) mindestens den Nullvektor 0 enthilt.

(U1) Sind & und & Vektoren aus L£(A,0), so gilt
A7 =0 und A7’ = 0.
Daraus folgt

—,

Also ist © + @' € L(A,0).
(U2) Ist & ein Vektor aus L£(A,0) und X € R, so gilt

ANE) = NAZ =X0=0.

Also ist auch AZ € £(A,0).
Insbesondere sind Geraden durch den Ursprung im R? Unterrdume des

R? und Geraden und Ebenen im R?, die den Ursprung enthalten, Unterriume
des R3.

Beispiel 9.6 Es sei U = {(z,y) € R*|z > 0,y > 0}. Dann ist U kein
Unterraum des R?, da zum Beispiel z = (1,1) in U liegt, aber nicht (—1)z =
—x=(-1,-1).
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10 Lineare Hiille und lineare Unabhingigkeit

Wir betrachten nun wichtige Begriffsbildungen in Vektorrdumen. Es sei V'
ein Vektorraum iiber K.

Definition Ein Vektor w € V heifit Linearkombination der Vektoren vy,
..., U genau dann, wenn es Ay, ..., A\, € K gibt, so dass gilt:

w= Av; + -+ Ao,

Die Linearkombination heifit trivial, falls A\ = --- = X\, = 0 ist.
T

Beispiel 10.1 Jeder Vektor © = | x5 | € R? ist eine Linearkombination
T3

der Standardbasisvektoren

1 0 0
_)1 = 0 ) _)2 = 1 ) 6_E’) = 0 )
0 0 1
denn es gilt
1 1 0 0
T = ) =T 0 + T 1 + x3 0 = 1'151 + 17252 + $3€3.
T3 0 0 1
1 3 4
Beispiel 10.2 Esseitt= | —1 | und v = 1 .Dannist w = | 1
2 —1 1

keine Linearkombination von @ und v.

Beweis. Wenn w Linearkombination von @ und ¢ wére, so miisste es A\j, Ay €
R geben, so dass

1 3 4
Ml -1 |+ 1 =11
2 -1 1

Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

A +3N = 4
—A1t+ A =1
21— =1

Dieses Gleichungssystem besitzt aber keine Losung. a
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Definition Es sei S C V eine nicht leere Teilmenge. Die Menge
Span S :={veV|v=MNvi+...+ M., v €S\ € K},

also die Menge aller Linearkombinationen von Elementen aus .S, heifit Spann
oder lineare Hiille von S. Wir setzen Span () = {0}.

Satz 10.1 Es se: S C V. Dann gilt:
(a) Die Menge Span S ist ein Unterraum von V.

(b) Span S st der kleinste Unterraum von V', der S enthdlt, d.h. jeder
Unterraum von V', der S enthdlt, enthdlt auch Span S

Beweis. (a) ist klar.

(b) Es sei W ein Unterraum von V', der S enthélt. Sind vy,..., v, € S C
W so ist auch jede Linearkombination A\jv; + ...+ \.v, dieser Vektoren in
W. Also gilt Span.S C W. O

Notation Ist S = {vy,...,v,.}, so schreibt man auch
Span S = Span(vy, ..., v,).

Beispiel 10.3 Sind ), 7, zwei linear unabhingige Vektoren im R3, so ist
Span(, ¥2) eine Ebene durch den Nullpunkt.

Definition Eine Teilmenge S C V heifit Erzeugendensystem von V, falls
V = Span S ist.

Ein Vektorraum V heifit endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge
S C V mit V = Span S gibt.

Beispiel 10.4 Wir betrachten in dem Vektorraum K" die Vektoren

1 0 0
0 1 0
0 0 0
€1 = . , €2 1= . yeeeyEn = .
0 0 0
0 0 1

Dann gilt K™ = Span(ey, ..., e,), da fir z = (z1,...,2,)T € K" gilt
r =21 +...+x,6,.

Der Vektorraum K™ ist endlich erzeugt.
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Beispiel 10.5 Die Menge S = {1, z, 22, ...} ist ein Erzeugendensystem des
Vektorraums R[z]. Denn jedes Polynom p(x) ist eine Linearkombination

p(z) = ap+ a1z + -+ aza”

von solchen Monomen. Der Vektorraum R[z] ist nicht endlich erzeugt, da es
Polynome von beliebig hohem Grad gibt.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der Begriff der linearen Unabhéngigkeit.
Fiir zwei Vektoren des R™ haben wir diesen Begriff schon in § 4 eingefiihrt.

Definition Die Vektoren vq,...,v, € V heiflen linear unabhingig genau
dann, wenn gilt: Sind A\,..., A\, € K und ist

AMvr+ -+ Ao, =0,
so folgt
AM=--=X=0.

Anders ausgedriickt, bedeutet dies, dass sich der Nullvektor nur als triviale
Linearkombination
0=0v, +0vy +---+ Ov,

der Vektoren vy, vs,...,v, darstellen 1483t.

Die Vektoren vy, ...,v, € V heiflen linear abhingig genau dann, wenn sie
nicht linear unabhéngig ist, d.h. wenn es Skalare \q,..., A, gibt, die nicht
alle gleich Null sind, so dass

AU+ o+ A, = 0.

Definition Eine Teilmenge S C V heiflt linear unabhdngig genau dann,
wenn je endlich viele Vektoren vy, ..., v, € S linear unabhéngig sind.

Beispiel 10.6 Im K" sind die Vektoren ey, ..., e, linear unabhingig. Denn
aus der Gleichung
/\1€1+"'+)\n6n:0

ergibt sich (Ay,...,\,)T =0, also Ay =--- =), = 0.

Beispiel 10.7 Die Vektoren o, U, U5 € R? mit

1 0 1
_)1 = 0 s 772 = 1 s 173 = 1
0 0 0

sind linear abhingig, denn es gilt ¥ + ¥, — ¥ = 0.
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Beispiel 10.8 Die Menge S := {1,z,2?, ...} C R[z] ist linear unabhéngig
in R[z]. Denn aus

ao + a1 + asz® + -+ + apz” =0 fiir alle z € R

folgt
g =a1 =0Qg =+ =a, = 0,

da ein Polynom n-ten Grades hochstens n Nullstellen hat.

Satz 10.2 Ist r > 2, so sind die Vektoren vy,...,v. € V genau dann linear
abhdngig, wenn mindestens einer davon als Linearkombination der anderen
dargestellt werden kann.

Beweis.
7=": Sind vy, ..., v, linear abhéngig, so gibt es A, Ag,..., A, € K mit
Mo+ -+ Av, =0und ein k € {1,...,r} mit Ay # 0. Dann gilt

A Ak—1 Akt1 Ar

Vg = —y V1— " — Vk—1 — b\ Uk—l—l_"'_)\_vr-
k k

Ak Ak

T Ist vp = pavr A+ pgo1Vk—1 + k1 Vg1 o0 0, SO glE
M1V + -4 HEe—1Uk—1 + (—1)Uk + HE+1UVk+1 + -4 HrUp = 0.

O

Bemerkung 10.1 Aus Satz 10.2 folgt, dass Satz 4.2 auch in einem allge-
meinen K-Vektorraum gilt. Wir erhalten als Folgerung aus Satz 10.2:

(a) Fine Menge, die den Nullvektor enthdlt, ist linear abhdingig.

(b) Zwei Vektoren sind genau dann linear abhingig, wenn einer der Vek-
toren ein skalares Vielfaches des anderen ist.

Satz 10.3 Die Vektoren vy,...,v,. € V sind genau dann linear unabhdingig,
wenn sich jeder Vektor aus Span(vi,...,v,) in eindeutiger Weise als Line-
arkombination der Vektoren vy,...,v, schreiben ldsst.

Beweis.

7« Angenommen, vy, ..., v, sind linear abhéngig. Dann l&sst sich der
Nullvektor 0 € Span(vy, ..., v,) auf mindestens zwei verschiedene Weisen als
Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, schreiben.
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”"="": Die Vektoren vy, ..., v, seien linear unabhingig. Angenommen, wir
hétten fiir den Vektor v € Span(vy,...,v,) die Darstellungen

vo= AU+ Avg + - 4 Ay,
Vo= V1 + foU2 + -+ [y U

Durch Subtraktion dieser Gleichungen folgt
0 = (M —m)vr+ (A2 — pa)va + -+ (A + )0y

Da S linear unabhéingig ist, ergibt sich

M —pr =Xy —pg ==X\ — p, =0,
also
/\1 = M1, /\2:M27 ‘-'7)\7’:,ur-
Also ist die Darstellung von v eindeutig. a

11 Basis und Dimension

Wir wollen nun die grundlegenden Begriffe Basis und Dimension einfiihren.
Wie stets sei V' ein K-Vektorraum.

Definition Eine Teilmenge B C V heifit (ungeordnete) Basis von V' genau
dann, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

(B1) B ist linear unabhéngig.

(B2) B ist ein Erzeugendensystem von V.

Satz 11.1 Ist B eine Basis des K-Vektorraums V', so ldsst sich jeder Vektor
v € V auf genau eine Weise als Linearkombination von Vektoren aus B
darstellen.

Beweis. Da B ein Erzeugendensystem von V ist, kann jeder Vektor v € V' auf
mindestens eine Art als Linearkombination von Vektoren aus B dargestellt
werden. Angenommen, der Vektor v € V' lasst sich auf zwei verschiedenen Ar-
ten als Linearkombination von Vektoren aus B schreiben. Indem wir fehlen-
de Vektoren mit dem Koeffizienten 0 in die Summe mit aufnehmen, kénnen
wir annehmen, dass in beiden Linearkombinationen die gleichen Vektoren
vy,...,v, € B auftreten. Da B linear unabhéngig ist, sind vy,...,v, linear
unabhéngig. Damit haben wir einen Widerspruch zu Satz 10.3. a
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Beispiel 11.1 (1) Der Vektorraum V' = K™ hat die Basis {e1,ea,...,¢€,}.
Man nennt diese Basis die Standardbasis des K".
(2) Der Vektorraum R[z] hat die (unendliche) Basis {1, x, 2%, ...}.

Satz 11.2 Fir eine Teilmenge B = {vy,...,v,} eines Vektorraums V # {0}
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) B ist eine Basis von V.

(ii) B ist ein "unverkirzbares” Erzeugendensystem, d.h. B ist ein Erzeu-
gendensystem und fir jedes r € {1,...,n} gilt, dass B\ {v.} kein
Erzeugendensystem mehr ist.

(iii) B st "unverlingerbar” linear unabhdngig, d.h. B ist linear unabhdingig
und fir jedes v € V' gilt, dass B U {v} linear abhingig ist.

Beweis. 7 (i) = (ii)”: Es sei B eine Basis. Angenommen, B \ {v,} sei ein
Erzeugendensystem von V', 1 < r < n. Dann ist v, eine Linearkombination
der restlichen Vektoren vy, ..., v, 1,041, ...,v,. Also ist B linear abhéngig,
im Widerspruch dazu, dass B eine Basis ist.

7(ii) = (iii)”: Es sei B ein unverkiirzbares Erzeugendensystem. Wir zei-
gen, dass sich jeder Vektor v € V auf eindeutig bestimmte Weise als Line-
arkombination der Vektoren vy, ..., v, schreiben lidsst. Aus Satz 10.3 folgt
dann, dass B linear unabhéngig ist. Angenommen

V=AU ApUn = U1 F A i Un,
und 0.B.d.A. A\; # p;. Dann folgt

)\ - )\n_ n
= 2 M2U2+...+—'uf0n’
AL — AL — [

U1

also ist B \ {v1} ein Erzeugendensystem von V', Widerspruch!
"7 (iii) = (i)”: Es sei B unverldngerbar linear unabhéngig. Fiir jedes v € V
gibt es dann \q,..., \,, A € K mit

AL+ + A\, + v =0.

Da B linear unabhéngig ist, muss A # 0 sein, also

)\l )\n
V=——7—"V1 — ' — —Up.

A A

Also ist B auch ein Erzeugendensystem von V. O
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Korollar 11.1 (Basisauswahlsatz) Aus jedem endlichen Erzeugendensy-
stem eines Vektorraums kann man eine Basis auswdhlen. Insbesondere hat
jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis. Aus einem endlichen Erzeugendensystem kann man in endlich vielen
Schritten so viele einzelne Vektoren weglassen, bis es unverkiirzbar geworden
ist. Nach Satz 11.2 ist das so verkiirzte Erzeugendensystem eine Basis von
V. O

Allgemeiner gilt

Theorem 11.1 Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Diesen Satz werden wir nicht beweisen, da der Beweis ungleich schwieriger ist
und er Hilfsmittel aus der Mengenlehre, etwa das Zornsche Lemma, benutzt.

Lemma 11.1 (Austauschlemma) Es sei V' ein endlich erzeugter K-Vek-
torraum mit der Basis B = {vy,...,v,} und w = \vy + ... + A\yv,. Ist
ke {l,...,n} mit A\, #0, so ist

/ Pp—
B = {Ula'"avk—lawavk-i-la---?vn}
wieder eine Basis von V. Man kann also v, gegen w austauschen.

Beweis. O.B.d.A. sei k = 1. Es ist zu zeigen: B’ = {w,vq,...,v,} ist eine
Basis von V.
(B1) B’ ist linear unabhéngig: Es seien p, pio, .. ., i, € K mit

W + floUg + -+ v, = 0.
Einsetzen von w = \jv; + ... + A\, v, ergibt
,u)\lvl + (,LL)\Q + /LQ)UQ + -+ (,U)\n + /Ln)Un =0.

Da B linear unabhéngig ist , ergibt sich uA; = pro+pe = ... = pAy+p, = 0.
Wegen A1 # 0 folgt © = 0 und damit ps = ... = p, = 0.
(B2) B’ ist ein Erzeugendensystem von V: Es sei v € V. Dann gilt

V=1V + -+ v, mit gy, ...y, € K.

Wegen Ay # 0 ist
1 A2 An

VI = W= U — e — Uy,

A1 A1 A
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also

A An
UZ%W+<M2—M;12)U2+'“+(Hn—'u;\l )vn.

Durch Iteration erhalt man

Satz 11.3 (Steinitzscher Austauschsatz) Es sei B = {vy,...,v,} eine
Basis des Vektorraums V' und die Vektoren wy, ..., wy € V seien linear un-
abhdngig. Dann gilt k < n, und bei geeigneter Nummerierung der Vektoren
V1,...,0, ist auch

B ={wy,..., W, Vi1, .-, U0}

eine Basis von V. Man erhdlt also wieder eine Basis, wenn man k geeignete
unter den Vektoren vy, ..., v, gegen die Vektoren wy,. .., wy austauscht.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber k. Als Induktionsbeginn
kann man den Fall £ = 0 zulassen, in dem iiberhaupt keine Vektoren auszu-
tauschen sind und die Behauptung trivial ist.

Induktionsschritt £ — 1 — k: Die Vektoren wy,...,w; seien linear un-
abhéngig. Dann sind auch die Vektoren wy, . .., wy_; linear unabhingig. Nach
Induktionsannahme folgt daher £ —1 < n und bei geeigneter Nummerierung
ist B* = {wy,...,wk_1,0,...,v,} eine Basis von V. Wiirde k — 1 = n gel-
ten, so wire bereits {wy,...,wx_1} eine Basis von V und wj miisste sich
als Linearkombination von wy,...,wg_1 darstellen lassen. Dann wéren aber
wy, ..., w; nicht linear unabhéngig. Daher gilt sogar k — 1 < n. Da B* eine
Basis von V ist, gilt weiter

Wy = /\1w1 + o4 /\k_lwk_l + )\kvk + ...+ )\nvn

fir Ay,..., A\, € K. Wéare A\, = ... = A\, = 0, so hétten wir einen Widerspruch
gegen die lineare Unabhéngigkeit von wy, ..., wy. Bei geeigneter Nummerie-
rung kann daher A\; # 0 angenommen werden. Nach dem Austauschlemma
ist dann B’ = {wy, ..., wy, Vk41,...,0,} eine Basis von V. O

Korollar 11.2 Hat ein K-Vektorraum V eine endliche Basis, so ist jede
Basis von V' endlich.

Beweis. Es sei {vy,...,v,} eine endliche Basis und B’ eine unendliche Basis.
Dann gébe es Elemente wy, ..., w,11 € B’, die linear unabhéngig wéren. Das
widerspricht aber dem Austauschsatz. O
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Korollar 11.3 Je zwei endliche Basen eines K -Vektorraums haben die glei-
che Anzahl von Elementen.

Beweis. Sind {vy,...,v,} und {wy,...,w;} zwei Basen, so kann man den
Austauschsatz zweimal anwenden und erhélt £ < n und n < k, also k = n.
O

Definition Fiir einen K-Vektorraum V definieren wir

n, falls V eine Basis mit n Elementen besitzt,

dimg V2= { oo, falls V' keine endliche Basis besitzt.

Die Zahl dim V' = dimg V heiit die Dimension von V iiber K.
Bemerkung 11.1 dimV =0 < V = {0}.
Beispiel 11.2 (1) dim K" = n. (2) dim R[z] = oc.

Korollar 11.4 Ist U C V' ein Unterraum eines endlich dimensionalen K-
Vektorraums V', so ist auch U endlich dimensional und es gilt dimU <
dimV. Es gilt dimU = dim V' genau dann, wenn U =V gilt.

Beweis. Es sei dim V' = n. Ware U nicht endlich dimensional, so hitte U eine
unendliche Basis B. Dann géibe es aber n+ 1 linear unabhéngige Vektoren in
V', ein Widerspruch zum Austauschsatz. Also hat U eine endliche Basis und
nach dem Austauschsatz hat sie hochstens n Elemente.

Es sei dimU =n = dimV und B = {us,...,u, } eine Basis von U. Ist
U#V,sogibteseinveV\U und uy,...,u,,v sind linear unabhéngig im
Widerspruch zum Austauschsatz. O

Satz 11.4 (Basiserginzungssatz) Es sei V' ein endlich erzeugter K -Vek-
torraum und wy, ..., w, € V linear unabhdingige Vektoren. Dann kann man
diese Vektoren zu einer Basis erginzen, d.h. man kann w.yq,...,w, € V
finden, so dass

B =Awy,...,w,,wr11,...,w,}

eine Basis von V 1ist.

Beweis. Es sei {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. Nach dem Ba-
sisauswahlsatz kann man daraus eine Basis auswéhlen. Bei geeigneter Num-
merierung konnen wir annehmen, dass {vy,...,v,} mit n < m eine Basis
ist. Aus dem Austauschsatz folgt dann, dass bei geeigneter Nummerierung
{wq,..., Wr, V41, ...,0,} eine Basis von V ist. O
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12 Rang einer Matrix

Wir betrachten nun wieder Matrizen. Es sei K ein Korper. Wir betrachten
Matrizen iiber K. Eine solche Matrix ist von der Form

aix Q2 - Qip
a21 Q22 -+ Q2p

A= . . . . , Qg c K.
m1 Am2 - Omn

Die Menge aller m x n-Matrizen iiber dem Korper K bezeichnen wir mit
Mat(m,n; K).
Die Vektoren

zi = (a1, Qg ..y i), T=1,...,m,

heifien die Zeilenvektoren von A und die Vektoren

amj
heiflen die Spaltenvektoren von A.

Definition Es sei A eine m x n-Matrix iiber K. Der von den Zeilenvektoren
aufgespannte Unterraum von K™, also Span(z1, ..., 2, ), heiBt der Zeilenraum
von A. Der von den Spaltenvektoren aufgespannte Unterraum von K™, also
Span(sy, ..., S,), heiit der Spaltenraum von A.

Definition Es sei A eine m x n-Matrix iiber K. Die Dimension des Zeilen-
raums von A bezeichnen wir als den Zeilenrang von A. Die Dimension des
Spaltenraums von A bezeichnen wir als den Spaltenrang von A.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass der Zeilenrang einer Matrix gleich dem
Spaltenrang ist. Dazu untersuchen wir, wie sich Zeilen- und Spaltenraum
unter elementaren Zeilenoperationen der Matrix verdndern. Wir haben bisher
solche Zeilenoperationen nur fiir reelle Matrizen betrachtet. Ebenso haben
wir bisher nur lineare Gleichungssysteme iiber R betrachtet. Alles, was wir
fiir diesen Spezialfall gesagt haben, bleibt aber auch iiber einem beliebigen
Korper giiltig, da wir nur die Koérpereigenschaften von R benutzt haben.

Satz 12.1 Elementare Zeilenoperationen dndern den Zeilenraum einer Ma-
trixz micht.
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Beweis. Es seien
Zly-+-y”m

die Zeilenvektoren von A.

Es ist klar, dass die Vertauschung von zwei Zeilen (Z1) den Zeilenraum
nicht &ndert.

Als Zeilenoperation vom Typ (Z2) betrachten wir die Addition des A-
fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile. Wenden wir diese Operation auf die
Matrix A an, so erhalten wir eine Matrix B mit den Zeilenvektoren

2155 %i-1, % T /\Zka Ritly s ”m-

Da der Zeilenraum von A mit zy, ..., 2, auch alle Linearkombinationen dieser
Vektoren enthélt, enthélt er auch den Zeilenraum von B.
Da man A durch Anwenden der inversen Zeilenoperation aus B enthalt,
folgt, dass der Zeilenraum von A im Zeilenraum von B enthalten ist.
Entsprechend argumentiert man auch im Fall einer Zeilenoperation (Z3).
O

Der Spaltenraum einer Matrix kann sich allerdings bei elementaren Zei-
lenoperationen dndern.

Beispiel 12.1 Der Spaltenraum der Matrix

11
A= ( 00 ) € Mat(2,2;R)

ist die Gerade y = 0 im R?, der Spaltenraum von

B— < - ) € Mat(2,2: R)

ist die Gerade y = .
Es gilt aber

Satz 12.2 Elementare Zeilenoperationen dndern den Spaltenrang einer Ma-
trixz micht.

Beweis. Es sei {s;,,...,s; } eine linear unabhéngige Menge von Spaltenvek-
toren von A. Das bedeutet, dass das lineare Gleichungssystem

/\15i1 + - +)‘k5ik =0
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nur die triviale Losung Ay = ... = Ay = 0 hat. Die Matrix A sei aus A
durch endlich viele elementare Zeilenoperationen entstanden. Die entspre-
chenden Spaltenvektoren von A bezeichnen wir mit s, ,...,s;,. Nach Satz 5.2
verdndern Zeilenoperationen vom Typ (Z1) und (Z2) die Losungsmenge ei-
nes linearen Gleichungssystems nicht. Das gleiche gilt fiir eine Zeilenoperation
vom Typ (Z3), da dies ja nur die Multiplikation einer Gleichung mit einer
Zahl X bedeutet. Also hat auch das Gleichungssystem

nur die triviale Losung. Damit ist auch die Menge {s;,,...,s;, } linear un-
abhéngig. O

Satz 12.3 Der Zeilenrang einer Matrixz A ist gleich dem Spaltenrang.

Beweis. Nach Satz 5.3 kénnen wir die Matrix A durch elementare Zeilenum-
formungen in eine Matrix A in Zeilenstufenform {iberfithren. Nach Satz 12.1
und Satz 12.2 dndern elementare Zeilenumformungen weder den Zeilenrang
noch den Spaltenrang. Wir nehmen an, dass die Pivots die Eintrége

aljl, a2j2, PN 70’7'jr

der Matrix A sind. Dann sieht man leicht, dass die ersten r Zeilenvektoren
eine Basis des Zeilenraums von A bilden. Also ist der Zeilenrang von A und
damit auch von A gleich r. Die Spaltenvektoren s;,,s;,,...,5s,, bilden eine
Basis des Spaltenraums. Also ist auch der Spaltenrang von A und damit auch
von A gleich r. O

Satz 12.3 fithrt zu der folgenden Definition.

Definition Der Zeilen- oder Spaltenrang einer Matrix A wird auch Rang
von A, in Zeichen Rang A, genannt.

Beispiel 12.2 Der Rang der Matrix

1 3 4 2 =2
0 2 -1 2 0
A= 11 -4 -4 9 € Mat(4,5; R)

1 1 3 6 =2

ist gleich 3. Denn nach Beispiel 5.3 konnen wir A durch elementare Zeilen-
umformungen in die folgende Matrix in Zeilenstufenform iiberfiihren

13 4 2 =2

= 02 -1 2 0
A= 00 2 -6 0
00 0 0 O
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Die Anzahl der Pivots ist 3, also hat diese Matrix den Rang 3.
Satz 12.4 Fliir jede Matriz A gilt:

Rang A = Rang A”.
Beweis.

Rang A = Zeilenrang A = Spaltenrang A = Rang A”.

13 Lineare Abbildungen

Wir wollen nun lineare Abbildungen einfithren. Dazu betrachten wir zunéchst
einige Beispiele.

Beispiel 13.1 Wir betrachten Abbildungen der Ebene R%. Es sei f : R? —
R? die Abbildung, die jedem Vektor # € R? sein Spiegelbild beziiglich der
y-Achse zuordnet.

Das Bild f(Z) ist wieder ein Vektor. Wir bezeichnen die Komponenten dieses
Vektors mit f1(Z) und fo(Z). Es gilt

(1) (83 -(7)

Dies konnen wir auch so ausdriicken:

(563) -0 D)0
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Beispiel 13.2 Wir betrachten die Abbildung f : R? — R?, die jedem Vektor
Z seine Orthogonalprojektion auf die z-Achse zuordnet.

Y

'

/(@)

(fm)-(5)

Mit Hilfe einer Matrix konnen wir dies so schreiben:

(hem)=(00)(y)

Beispiel 13.3 Wir betrachten nun die Abbildung f : R? — R?, die einen
Vektor 7 um den Winkel 6 dreht. Um eine Beschreibung fiir fi(z,y) und
fo(z,y) abzuleiten, betrachten wir eine Drehung um einen positiven Winkel
6. Es sei ¢ der Winkel zwischen dem Vektor Z und der positiven z-Achse und
r die Lénge von 7.

Es gilt

11

Dann gilt
T =7rCcosp, Y=rsiny

und
filz,y) =rcos(p+0), fa(z,y)=rsin(p +0).
Durch Anwendung der Additionstheoreme von sin und cos ergibt sich hieraus
fi(z,y) = rcosfcosy —rsinfsing

fo(z,y) = rsinfcosy + rcosfsingp,



13 Lineare Abbildungen 7

und schlie3lich

fiz,y) = (cosB)x — (sinf)y
fo(z,y) = (sinB)z + (cosf)y.

In Matrizenschreibweise lautet dies

(e )= (5 e ) ()

Beispiel 13.4 Nun betrachten wir auch Abbildungen des Raumes. Es sei
f :R® = R? eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 6. Wie im vorigen
Beispiel leitet man her, dass diese Abbildung durch die folgende Vorschrift
gegeben wird:

fl(x>y7 Z) 1 O O X
fa(z,y, 2) = 0 cosf —sinf Y
f3(z,y,2) 0 sinf cos6 z

Beispiel 13.5 Die Beispiele von Abbildungen der Ebene und des Raumes
sind Spezialfille der folgenden Konstruktion. Einer m x n-Matrix

13 A2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2y
A=

Am1 Am2 - Qmp

iiber einem Korper K kann man wie folgt eine Abbildung f : K™ — K™
zuordnen: Wir definieren

1 a11r1 + -+ a1y

T, U121 + -+ Amndn

oder anders ausgedriickt

f(z) = Ax.
Nach den Rechenregeln fiir Matrizen gilt

Alx +y) = Az + Ay, A(\x) = M.
Also hat diese Abbildung die Eigenschaften

fle+y) = fle)+ fly), [fOz)=Af(z).
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Eine Abbildung mit den Eigenschaften des letzten Beispiels heift linear.
Diesen Begriff wollen wir nun ganz allgemein definieren.

Definition Esseien V und W K-Vektorriaume. Eine Abbildung f : V — W
heifit linear genau dann, wenn gilt

(L1) flv+2") = f(v)+ f(@) fiir alle v,0" € V,
(L2) f(Av) = Af(v) fur allev € V und X € K.

Bemerkung 13.1 Die beiden Bedingungen (L.1) und (L2) kann man auch
zu der Bedingung

(L) f(hv+ ) = Af(v) + pf(v) fir alle v,v" € V und A\, p € K.

zusammenfassen. Man iiberlegt sich leicht, dass die beiden Bedingungen (L1)
und (L2) zusammen &dquivalent zu der Bedingung (L) sind.

Beispiel 13.6 Die Abbildungen von Beispiel 13.5 und damit aus allen vor-
herigen Beispielen sind linear. Die Funktion f: R — R, f(z) = 22, ist nicht
linear, denn es gilt

f(Ax) = (A\z)? = \%2? fiir alle A € R
und etwa fiir A = 2 ist A2 # \.

Beispiel 13.7 Es sei [a,b] C R ein Intervall und C'[a, ] und Cla, b] die in
Beispiel 9.3 eingefiihrten R-Vektorrdume. Dann ist die Abbildung

o: Cla,b] — Cla,b]
fooo—=r

linear.

Definition Man nennt eine lineare Abbildung f: V — W einen
e Monomorphismus, falls f injektiv ist,
e FEpimorphismus, falls f surjektiv ist,

e [somorphismus, falls es eine lineare Abbildung g : W — V gibt mit
fog=idwy und go f =idy.

e Endomorphismus, falls V = W ist,

o Automorphismus, falls V' =W und f ein Isomorphismus ist.
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Wieder gilt:

Lemma 13.1 FEine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann ein Iso-
morphismus, wenn f bijektiv ist.

Beweis. Der Beweis geht analog zum Beweis von Lemma 8.1. O

Wir geben nun einige Eigenschaften von linearen Abbildungen an.

Satz 13.1 Es sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gilt fir alle
Vektoren v,v' € V:

(a) f(0)=0.
(b) f(=v) = —=f(v).
(c) flo=2") = f(v) = f(V).

fw) =—=f(v).
= f)+(=Df() = flv) - f(). B

Satz 13.2 FEs seiV ein endlich dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist eine
lineare Abbildung f : V. — W bereits durch die Bilder der Vektoren einer
Basis vollstindig festgelegt.

Beweis. Es sei S = {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann lésst sich jeder Vektor
v € V als Linearkombination beziiglich dieser Basis schreiben:

V=AU + -+ AU
Mit (L) erhalten wir

flw) = fqor 4+ Ao)
= Mf(v) 4+ Ao f(vn).

O

Beispiel 13.8 Es sei A eine m x n-Matrix iiber K und f : K™ — K™ die
lineare Abbildung f(x) = Az. Es sei {ey,...,e,} die Standardbasis von K™.
Dann ist f durch die Bilder f(e;) der Standardbasisvektoren festgelegt. Aber

Aeq, ..., Ae,

sind gerade die Spalten der Matrix A in dieser Reihenfolge. Man merke sich
also: Die Spalten der Matriz A sind die Bilder der Standardbasisvektoren.
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Satz 13.3 Sind U, V, W K-Vektorriume und f : U — V, g :V — W
lineare Abbildungen, so ist auch die Abbildung

gof:U—W
linear.
Beweis. Fiir u,u’ € U gilt
(goNlutd) = g
(u) + f(u")) (da f linear)
) +9(f()) (da g linear)
Hu) + (go f)u).
Analog zeigt man (g o f)(Au) = A(g o f)(u) fur X € K. 0

=

14 Kern und Bild

Wir versuchen nun, die Geometrie linearer Abbildungen besser zu verstehen.
Dazu fithren wir die Begriffe Kern und Bild ein.

Definition Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W definieren wir
Imf = f(V):={f(v)|veV}, Bildvon f,
Kerf = {veV|f(v)=0}, Kernvon f.

Satz 14.1 Fliir eine lineare Abbildung f :V — W gilt:

(a) Im f ist ein Unterraum von W.
(b) Ker f ist ein Unterraum von V.

Beweis. (a) Wegen f(0) = 0 enthélt Im f mindestens den Nullvektor. Es seien
w, w' Vektoren aus Im f. Dann gibt es v, v/ € V mit f(v) = w, f(v') = '
Dann gilt
flo+d) = flo)+ f() =w+w"

Also ist auch w + w’ € Im f.

Analog zeigt man, dass mit w € Im f und A € K auch Aw € Im f ist.

(b) Wegen f(0) = 0 enthélt Ker f mindestens den Nullvektor. Es seien v,
v € Ker f. Dann gilt

flo+2")=fv)+ f(v')=04+0=0.

Also ist auch v +v" € Ker f.
Analog zeigt man, dass mit v € Ker f und A € K auch Av € Ker f ist. O
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Satz 14.2 (Dimensionsformel) Es sei f:V — W eine lineare Abbildung

von einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V in einen K-Vektorraum
W. Dann qult
dim Ker f + dimIm f = dim V.

Beweis. Es sei {vy, ..., v} eine Basis von Ker f und {wy,...,w,} eine Basis
von Im f. Es seien uy, ..., u, beliebige Vektoren aus V mit f(uy) = wy, ...,
f(u,) = w,. Wir zeigen

Behauptung S = {uy,...,u,,v1,...,v;} ist eine Basis von V.

(a) Es sei v € V. Dann gilt

f) = mwy + - + prw,.
Es sei
U, = KUy + o +M7’UT'

Dann gilt
fO) = pf(un) + -+ pe f(ur) = f(0).
Also ist v —v" € Ker f. Das bedeutet, dass es Ay, ..., \; € K gibt mit

v—v" = M\vg F -+ Mg
Dann folgt aber
U= A0+ AUk U e e

Also ist S ein Erzeugendensystem von V.
(b) Um zu zeigen, dass S linear unabhéngig ist, betrachten wir die Glei-
chung
paty - ety Aoy £ Ao = 0. (5)

Es gilt
0= f(pur + -+ gy + Avr + -+ Agvg) = pwy + -+ + .

Da wy, ..., w, linear unabhéngig sind, folgt uy = --- = p, = 0. In (5) einge-
setzt ergibt sich
)\1U1+"'+)\k’l)k:0.

Da vy, ..., v linear unabhéngig sind, folgt daraus A\ = --- = Ay = 0. Daraus
folgt die Behauptung.

Aus der Behauptung folgt r + k£ = dim V' und daraus die Behauptung des
Satzes. O
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Definition Es sei f:V — W eine lineare Abbildung. Der Rang von F, in
Zeichen Rang f, ist die Dimension von Im f.

Beispiel 14.1 Essei A eine m xn-Matrix iiber K. Fiir den Rang der linearen
Abbildung f: K™ — K™ mit f(z) = Az gilt Rang f = Rang A.

Satz 14.3 FEine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann ein Monomor-
phismus, wenn der Kern von f nur den Nullvektor enthdlt.

Beweis.

"=":Esseiv eV, v#0.Da f(0) =0 und f injektiv ist, gilt f(v) # 0.
Also enthélt der Kern von f nur den Nullvektor.

7<": Es seien v,v" € V mit v # v'. Wir miissen zeigen, dass f(v) # f(v')
gilt. Angenommen, f(v) = f(v’). Dann gilt

0=f(v) = f(v') = flv=2).

Also liegt v — v im Kern von f. Da der Kern von f nur den Nullvektor
enthilt, folgt v —v" = 0, ein Widerspruch. O

Satz 14.4 Es seien V., W endlich dimensionale K-Vektorrdume. Fine li-
neare Abbildung f : V. — W st genau dann ein Epimorphismus, wenn

Rang f = dim W gilt.

Beweis. Die lineare Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn Im f = W
gilt. Da Im f ein Unterraum von W ist, ist dies nach Korollar 11.4 genau
dann der Fall, wenn Rang f = dimIm f = dim W gilt. O

Satz 14.5 Fiir eine lineare Abbildung f : V — W zwischen endlich dimen-
stonalen K -Vektorrdumen gleicher Dimension sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:

(a) f ist ein Monomorphismus.
(b) f ist ein Epimorphismus.
(c) f ist ein Isomorphismus.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 14.3, Satz 14.4 und der Dimensionsformel
(Satz 14.2). O
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15 Lineare Gleichungssysteme

Wir wenden nun unsere bisher entwickelte Theorie auf lineare Gleichungssy-
steme an und leiten die wichtigsten Sétze iiber Losbarkeit und Losungen von
linearen Gleichungssystemen her.

Es sei A eine m x n-Matrix iiber K und b € K™. Wir betrachten nun
das Gleichungssystem Az = b fir x € K™. Wie wir schon in §12 bemerkt
haben, bleibt alles, was wir fiir den Spezialfall K = R gesagt haben, auch
iiber einem beliebigen Korper giiltig, da wir bei der Behandlung von linearen
Gleichungssystemen nur die Korpereigenschaften von R benutzt haben.

Satz 15.1 (Losbarkeitsentscheidung) FEin lineares Gleichungssystem
Az = b ist genau dann losbar, wenn der Rang von A gleich dem Rang der
erweiterten Koeffizientenmatriz (A,b) ist.

Beweis. Sind sq, ..., s, die Spaltenvektoren von A, so kénnen wir das Glei-
chungssystem Ax = b auch so schreiben:

181+ -+ 2,8, = b.

Das bedeutet aber, dass das Gleichungssystem Ax = b genau dann losbar
ist, wenn b eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist, also im
Spaltenraum von A liegt. Also ist das Gleichungssystem Ax = b genau dann
losbar, wenn die Spaltenriume von A und (A,b) iibereinstimmen. Das ist
aber genau dann der Fall, wenn die Rénge der entsprechenden Matrizen
iibereinstimmen. a

Entscheidend fiir die weitere Theorie ist der Zusammenhang zu der durch
A bestimmten linearen Abbildung

f: K — K™
x — Ax
Es gilt
L(A,b) = f~*(b), insbesondere £(A,0) = Ker f.

Es sei
r = Rangf = Rang A = Zeilenrang A.

Aus Satz 14.1 und Satz 14.2 folgt:

Satz 15.2 (Lésung des homogenen Systems) FEs sei A eine m X n-
Matrixz tiber K mit Rang A = r. Dann gilt fir den Lésungsraum des ho-
mogenen linearen Gleichungssystem Ax = 0: L(A,0) ist ein Unterraum von
K™ der Dimension n —r.
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Wir leiten nun eine Beziehung zwischen der Losungsmenge eines inho-
mogenen Gleichungssystems Ax = b und dem Losungsraum des zugehorigen
homogenen Gleichungssystems Az = 0 her.

Satz 15.3 (Losung des inhomogenen Systems) Fs sei xg eine Lisung
des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b und {vy,...,v,} eine Basis von
L(A,0). Ein Vektor z ist genau dann eine Losung von Ax = b, wenn er die
Darstellung

T =20+ MvL+ -+ A\,

mat Skalaren Ay, ..., A\, besitzt.

Beweis.
=" Es sei z eine Losung von Ax = b. Dann gilt

Ax =b.
Da x( ebenfalls eine Losung von Az = b ist, gilt
Axg=b.
Subtraktion der beiden Gleichungen liefert
Ar — Axg =1
& Az —z9) = 0.

Also ist © — z( eine Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems
Az = 0. Da {vy,...,v,.} eine Basis des Losungsraums von Az = 0 ist, exi-
stieren Skalare A{, ..., A\, mit

T —To=Mv1+ -+ N0
Daraus folgt
T =20+ MU+ -+ AUy

77 KEs sei
T =x9+ M1+ + Ay

Dann gilt
Ar = A(zo+ Mvr + -+ \oy)

A.I'O + )\114(1}1) + -+ )\TA(UT)
= b

Also ist x eine Losung von Az = 0. O
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Bemerkung 15.1 Der Vektor zy in Satz 15.3 heifit eine spezielle Losung
des linearen Gleichungssystems Az = b. Der Ausdruck

AMvr 4 - A,

wird als allgemeine Losung des homogenen Systems Ax = 0 bezeichnet.
Satz 15.3 besagt, dass man die allgemeine Lisung des inhomogenen Glei-
chungssystems Ax = b erhdlt, indem man zu einer speziellen Losung von
Az = b die allgemeine Losung des zugehdrigen homogenen Gleichungssy-
stems Ax = 0 addiert.

Geometrisch bedeutet dies, dass man die Losungsmenge des inhomoge-
nen Gleichungssystems Ax = b erhélt, indem man den Losungsraum des
zugehorigen homogenen Systems Ax = 0 um den Vektor xy verschiebt. Der
Losungsraum von Ax = 0 ist nach Beispiel 9.5 ein Unterraum von K™. Ist
b # 0, so ist auch 2y # 0 und die Losungsmenge L£(A,b) enthdlt nicht die
Null. Die Loésungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ist
also im Allgemeinen kein Unterraum des K™. Im R3 kénnen Losungsmengen
von Ax = b zum Beispiel Geraden oder Ebenen, die nicht durch den Null-
punkt gehen, sein.

Beispiel 15.1 Nach Beispiel 5.2 hat das inhomogene lineare Gleichungssy-
stem
J]1+3$2+4ZL’3+2$4—2$5 = 2
209 —x3+ 214 =

2$3—6{L’4 = =2

eine spezielle Losung

Wir bestimmen nun eine Basis und die Dimension des Losungsraums des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems:
ZE1+3ZL‘2+4ZE3+2ZL‘4—2$5 =0
2$2—$3+2I4 = 0

203 — 6y =

Wie in Beispiel 5.2 erhalten wir als allgemeine Losung:

31 1
T = _7)\1 +2Xg, T2 = 5)\1, T3 =3\, Ty = A1, T5 = Ao
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Damit erhalten wir als allgemeinen Losungsvektor

T —%)\1 + 2)\2 —32—1 2
) %)\1 % O
T3 = 3)\1 = )\1 3 + )\2 0
T4 A1 1 0
T A2 0 1
Also spannen die Vektoren
31
3 2
3 0
V1 = 3 , Vg 1= 0
1 0
0 1
den Losungsraum auf. Sie sind linear unabhéngig. Damit ist S := {vy, v}

eine Basis des Losungsraums. Der Losungsraum hat also die Dimension 2.
Also hat die allgemeine Losung des inhomogenen Systems die Gestalt

6 —u 2
0 1 0
€T = -1 +)\1 3 +)\2 0
0 1 0
0 0 1

Wir betrachten nun noch einige Folgerungen aus diesen Sétzen.
Satz 15.4 Es sei A eine m X n-Matriz iber K. Dann gilt:
(a) Az = b ist genau dann fir alle b € K™ lésbar, wenn Rang A = m.
(b) Az = 0 besitzt genau dann nur die triviale Lisung, wenn Rang A = n.

Beweis. Wir betrachten wieder die zu A gehorige lineare Abbildung

f: K" — K™
r — Ax -

Dann folgt (a) aus Satz 14.4 und (b) aus Satz 14.3. O

Satz 15.5 Es sei A eine n x n-Matriz iber K. Dann ist A genau dann
invertierbar, wenn Rang A = n gilt.

Beweis. Nach Satz 6.6 ist A genau dann invertierbar, wenn das Gleichungs-
system Az = 0 nur die triviale Losung besitzt. Nach Satz 15.4 (b) ist dies
dann und nur dann der Fall, wenn Rang A = n gilt. a
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16 Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Ma-
trizen studieren. Es sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n.

Vereinbarung Im Folgenden verstehen wir unter einer Basis von V' immer
eine geordnete Basis, d.h. ein n-Tupel

B = ('Ul,...,Un).

Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V, dann besitzt jeder Vektor v € V' nach
Satz 11.1 eine eindeutige Darstellung

V=TV + XUy
Definition Der Vektor
T

qp(v) = : € K"

Tn

heifit der Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B.

Wir erhalten eine Abbildung

gg: V. — K"
xy

T

Es gilt ¢p(v;) = e; und die Abbildung ¢ ist ein Isomorphismus von Vek-
torraumen.

Es seien nun V und W endlich dimensionale K-Vektorrdume und f :
V' — W eine lineare Abbildung. Wir wollen dieser Abbildung eine Matrix
zuordnen. Dies geschieht wie folgt:

(1) Wir wihlen eine Basis B = (vq,...,v,) von V und eine Basis B’ =
(wy, ... wy) von W.

(2) Wir stellen die Bilder f(v;) der Vektoren der Basis B von V in der
Basis B’ von W dar:

m

f(Uj) = Zaijwi, aij € K.

=1
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Also ist
ayj

qp(f(vy)) =
Qi
der Koordinatenvektor von f(v;) beziiglich der Basis B’ von W.

(3) Wir bilden die Matrix A, die die Koordinatenvektoren gg:(f(v1)), .. -,
qp'(f(v,)) als Spaltenvektoren hat:

a1 a2 - Aip

Q21  A22 -+ dgp
A=

Am1 Am2  **° Amn

Definition Die Matrix A € Mat(m,n; K) heifit Darstellungsmatriz von f
beziiglich der Basen B und B'. Wir bezeichnen sie mit M2, (f).

Wir bezeichnen im Folgenden fiir eine Matrix A € Mat(m,n; K) die Ab-
bildung K" — K™, © — Ax, ebenfalls mit A. Dann kénnen wir uns die
Abbildungsmatrix in dem folgenden Diagramm veranschaulichen:

v—_.w
qu qu'
IR
Es gilt
qp o f = Mp/(f)ogs.
Man sagt dazu, das Diagramm ist kommutativ. Das bedeutet, dass wir zwei
verschiedene Wege haben, um entlang der Pfeilrichtungen von V' nach K™ zu

gelangen, und bei der Komposition der entsprechenden Abbildungen kommen
die gleichen Abbildungen heraus.

Beispiel 16.1 Wir betrachten die lineare Abbildung f : R? — R2?, die defi-
niert ist durch

fl('rayaz) = 2I—3y—|—2’,
f2($7y7z) = —$+2y—2’

Mit e, e, es bezeichnen wir die Standardbasisvektoren von R?. Dann gilt

= (2) =30 re=( 1)),
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Also hat f beziiglich der Standardbasen von R? und R? die Darstellungsma-

trix ) .
A= ( -1 2 -1 ) '
Bemerkung 16.1 Die lineare Abbildung f ist durch ihre Darstellungsma-
trix A beziiglich der Basen B und B’ eindeutig bestimmt, denn nach Satz 13.2
ist eine lineare Abbildung durch die Bilder der Vektoren einer Basis vollstéandig
festgelegt. Daraus folgt, dass es nach Wahl von Basen B von V und B’ von
W eine eineindeutige Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matri-
zen gibt: Eine lineare Abbildung bestimmt nach der obigen Konstruktion
eine Matrix. Eine Matrix A bestimmt umgekehrt eine lineare Abbildung
f:V — W wie folgt: Es sei v € V gegeben. Ist x = ¢p(v) der Koordi-
natenvektor des Vektors v beziiglich der Basis B von V, so erhélt man den
Koordinatenvektor y = gp/(f(v)) des Vektors f(v) beziiglich der Basis B’
von W wie folgt:
y = Ax.

Satz 16.1 Es seien U, V, W endlich dimensionale K-Vektorrdume, f :
U—V,g:V — W lineare Abbildungen, B Basis von U, B’ Basis von
V', B” Basis von W. Dann gilt

ME(go f)=ME(9)ME(f).
Beweis. Es sei

B = (u1,...,u,), B'=(v1,...,v,), B" = (wy,...,wp),

f(u]) = Z Ak Vg, Q(Uk) = Z birw;, (9 © f)(ug) = Zcijwi-
Dann gilt ) ) )
(9o f)u;) = g(f(uy))

=9 (Z Gkﬂk)
k=1

n

= 3 ag(u)

k=1

= Z Qg (Z bisz)
k=1 i=1

i=1 k=1
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Daraus folgt
n
Cij = Z bikar;,
k=1

was zu zeigen war. O

Satz 16.2 Es sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, f .V — V
ein Automorphismus und B eine Basis von V. Dann existiert die Umkehr-
abbildung f~1:V — V und es gilt

Mg (f~) = Mg ()"

Beweis. Es gilt fo f~! =id, wobei id : V' — V die identische Abbildung mit
id(v) = v ist. Nach Satz 16.1 gilt dann

My (f)ME5(f~") = Mg (id) = E.
Daraus folgt die Behauptung. a

Man beachte, dass die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung von
den Basen B und B’ abhingt. Wir diskutieren nun, wie sich die Darstel-
lungsmatrix einer linearen Abbildung &ndert, wenn wir zu anderen Basen

iibergeben.
Dazu nehmen wir an, dass in dem endlich dimensionalen K-Vektorraum
V zwei Basen B = (vq,...,v,) und B’ = (v},...,v,) gegeben sind. Dann

kénnen wir jeden Vektor v; als Linearkombination der Basisvektoren vf, ...,
vy, darstellen:
n
v =Y tivl
i = ij V-
i=1

Definition Die Matrix 75 := (¢;;) € Mat(n,n; K), deren Spalten die Ko-
ordinatenvektoren gp:(v;) der Basisvektoren v; beziiglich der Basis B’ sind,
heifit die Transformationsmatriz von B nach B'.

Auch die Transformationsmatrix konnen wir uns in einem kommutativen
Diagramm veranschaulichen:

2
Tg,

K" K"
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Bemerkung 16.2 Es sei id : V' — V die identische Abbildung, die durch
id(v) = v definiert ist. Dann gilt TS = M5 (id). Denn das obige kommutative
Diagramm entspricht dem folgenden Diagramm:

4.y

fIBj qu/
MB,(id)
Kn B Kn

Beispiel 16.2 Es sei B = (ey, €9, e3) die Standardbasis des R und B’ =
(v1, v9,v3) die Basis mit

1 2 3
U1 = 1 ) Vg = 3 ) Vg = 4
1 3 5
Dann gilt
er = 3vp — vy,
€y = —U;+ 21)2 — Vs,
€3 = —U1 — Vg + VUs.

Also lautet die Transformationsmatrix von B nach B’
3 -1 -1
TS = -1 2 -1
0o -1 1

Die Transformationsmatrix von B’ nach B lautet

1 2 3
TF =113 4
1 35
Man rechnet leicht aus, dass
Tg = (T§) ™

Ist x der Koordinatenvektor eines Vektors v € V beziiglich der Basis B,
so erhélt man den Koordinatenvektor y von v beziiglich B" durch

y=Th.

Das bedeutet, dass die Transformationsmatrix 75 angibt, wie sich die Koor-
dinaten zur Basis B in die Koordinaten zur Basis B’ transformieren. Durch
Auflésen der obigen Gleichung nach z erhalten wir

v =(Tg) 'y
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Das bedeutet, dass die Matrix (75)~! die Transformation von den Koordi-
naten zu B’ in die Koordinaten zu B angibt. Damit erhalten wir

Satz 16.3 Es seien B und B’ Basen des endlich dimensionalen K -Vektorraums
V. Dann ist die Transformationsmatriz TS, invertierbar und es gilt

TF = (T5)"

Wir kénnen nun eine Antwort auf die Frage geben, wie sich die Darstel-
lungsmatrix einer linearen Abbildung bei Einfithrung neuer Basen éndert.

Satz 16.4 (Transformationsformel) Es sei f:V — W eine lineare Ab-
bildung, B und B’ Basen von V und C' und C" Basen von W. Dann gilt

ME(f) = TEME (f)(TE) ™

Setzen wir A .= ME(f), A" := ME (f), T :=T5 und S := TS, so konnen
wir diese Gleichung auch so ausdriicken

A= SAT.
Beweis. Dies folgt leicht aus Satz 16.1. O
Fiir den Spezialfall W =V ergibt sich

Korollar 16.1 Es sei f:V — V eine lineare Abbildung und es seien B, B’
Basen von V. Wir setzen A := ME(f), A" := ME(f), T :=TE. Dann gilt

A =TAT .

Beispiel 16.3 Es sei f : R? — R? die lineare Abbildung von Beispiel 16.1.
Es sei B die Standardbasis von R® und C' die Standardbasis von R?. Es sei
B’ = (v, v9,v3) die Basis von R? mit

1 2 3
V1 = 1 s Vg = 3 s V3 = 4
1 3 5

(vgl. Beispiel 16.2). Schliellich sei C" = (wy, w,) die Basis von R? mit

w=(3) (1)
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Nach Beispiel 16.2 gilt

123
(TE) =11 3 4
1 35

Fiir TCC, berechnen wir

e-aer=(33) -(2% ).

Dann gilt fiir die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen B’ und C’
nach Satz 16.4

v = (5 5)(4 7 4)

Notation
GL(n; K) := {A € Mat(n,n; K) | A ist invertierbar}.

Definition Zwei Matrizen A, A" € Mat(m,n; K) heiflen dquivalent, genau
dann, wenn es eine Matrix S € GL(m; K) und eine Matrix 7" € GL(n; K)
gibt, so dass

A= SAT!

gilt.
Zwei Matrizen A, A" € Mat(n,n; K) heiflen dhnlich, genau dann, wenn es
eine Matrix 7" € GL(n; K) gibt, so dass

A =TAT!
gilt.

Bemerkung 16.3 Damit kénnen wir festhalten: Zwei Matrizen sind genau
dann dquivalent, wenn sie beziiglich verschiedener Paare von Basen die glei-
che lineare Abbildung beschreiben. Zwei quadratische Matrizen sind genau
dann dhnlich, wenn sie beziiglich verschiedener Basen die gleiche lineare
Selbstabbildung beschreiben.
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Satz 16.5 FEs sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich di-
mensionalen K-Vektorrdumen vom Rang r. Dann gibt es eine Basis B von
V' und eine Basis C von W, so dass

e =0 ).

Beweis. Es sei B die Basis B := (uy,...,u,,v1,...,0) aus dem Beweis von
Satz 14.2. Wir ergénzen die Basis (wy, ..., w,) von Im f aus diesem Beweis zu
einer Basis C' von W. Wegen f(u;) = w;, ¢ = 1,...,7, hat f dann beziiglich
der Basen B und C' die angebene Darstellungsmatrix. O

Korollar 16.2 Fine Matrix A € Mat(m,n; K) vom Rang r ist dquivalent

zu der Matrix
E. 0
0O 0 /-

Beweis. Es sei f : K™ — K™ die lineare Abbildung mit f(z) = Az. Dann
hat f den Rang r. Nach Satz 16.5 gibt es eine Basis B von K" und eine
Basis C' von K™, so dass A’ := MP(f) die angebene Form hat. Es sei T
die Transformationsmatrix der Standardbasis von K™ nach B und S die

Transformationsmatrix der Standardbasis von K™ nach C'. Dann gilt nach
Satz 16.4
A = SATL.

Also sind die Matrizen A und B aquivalent. O

17 Determinanten

Wir wollen nun den Begriff der Determinante einer Matrix einfithren. Dazu
erinnern wir zunéchst an den Begriff der symmetrischen Gruppe (vgl. §8)

Definition Essei M = {1,...,n}. Die Menge aller bijektiven Abbildungen
von M nach M bezeichnet man mit S, und nennt sie die symmetrische
Gruppe in n Variablen. Die Elemente von S, heilen Permutationen von n
Elementen.

Satz 17.1 Die Gruppe S,, enthdlt
nl:=n-(n—1)-...-2-1 (n-Fakultét)

Elemente.



17 Determinanten 95

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 1: Klar.
Induktionsschritt n — n 4 1: Fiir ¢ = 1,...,n + 1 betrachte die Menge

Sto={0 € Sui1|o(l) =i}

Jeder Permutation in dieser Menge entspricht aber eine bijektive Abbildung
der Menge {2,...,n+ 1} nach der Menge {1,...,i—1,i+1,...,n+1}. Dies
sind aber beides n-elementige Mengen. Also kénnen wir jedem Element von

St eindeutig ein Element von S, zuordnen. Nach Induktionsannahme hat

Sy, genau n! Elemente. Nun ist aber S, die disjunkte Vereinigung
Snt1=Sp.1 U...USH
Also hat S, ;1 genau (n + 1)n! = (n + 1)! Elemente. O
Notation FEine Permutation o € S,, schreibt man als
1 2 - n
T ( o(1) o(2) - oln) )

Beispiel 17.1 Wir betrachten die folgenden Elemente von Ss:

(123 (123
=\ 213) "TT\312)

(123 oo (123 Lyo
07—32177'0'—132 O OT.

Definition Eine Permutation 7 € S,, heifit Transposition, falls 7 zwei Ele-
mente aus {1,...,n} vertauscht und alle anderen festldsst, d.h. wenn es
k.0 €{1,...,n} mit k # ¢ gibt, so dass gilt:

Dann gilt

(k) = ¢
() = Fk
(1) = ifurie{l,...,n}i#k,L.

Offensichtlich gilt 7=! = 7 fiir jede Transposition 7 € S,,.

Lemma 17.1 Istn > 2, so ldsst sich jede Permutation o € S, als Hinterein-
anderschaltung von Transpositionen darstellen, d.h. es gibt Transpositionen
Tlyeny T € Sy mit

O=T100Tp.
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Beweis. Ist 0 = id, so gilt ¢ = 7 o 7 fiir irgendeine Transposition.
Andernfalls gibt es ein 4; € {1,...,n} mit

o(i)=ifiri=1,...,4; — 1 und o(iy) > 4.
Es sei 7y die Transposition, die i; mit o(i;) vertauscht, und o := 75 0 0.
Dann gilt
Ul(i) = flir 1 = 1,...,i1.

Nun ist entweder o1 = id oder es gibt ein iy mit i, > 47 und
Ul(i) = firi= 1, ce ,ig — 1 und 01<i2> > ig.

Analog erhélt man 75 und o9, usw., bis wir schliefflich ein m < n und Trans-
positionen 7y, ..., T, mit

Om =Tmo---0orT 00 =id

erhalten. Daraus folgt

O

Lemma 17.2 Es sein > 2 und 119 die Transposition, die 1 und 2 vertauscht,
und T eine beliebige Transposition. Dann gibt es eine Permutation o € S,
maut

T:O'OTHOO'il.

Beweis. Es seien k und ¢ die von 7 vertauschten Elemente. Es sei 0 € S, eine
Permutation mit

o(1) =k und o(2) = ¢.
Es sei 77/ := 0 oTs 00~ L. Es ist zu zeigen: 7 = 7. Es gilt:
T'(k) = o(na(o7' (k) = o(n2(1)) = 0(2) = ¢,
-

(0) = a(ra(o™(0)) = 0(n12(2)) = o(1) =k,
(i) = o(ri2(071(4))) = o(oc7(4)) =i fiir i # k, L.

Daraus folgt 7/ = 7. O

Definition Esseio € S,. Eine Inversion von o ist ein Zahlenpaar (7, j) mit
1 <i<j<mnabero(i) > o(j), dh. ein Zahlenpaar, bei der die Reihenfolge
bei der Permutation vertauscht wird.
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Beispiel 17.2 Die Anzahl der Inversionen von
1 2 3 4
3 2 41

Definition Das Signum einer Permutation o € S, ist definiert durch

st 2+ 1+ 1.

on g — +1, falls o eine gerade Anzahl von Inversionen hat,
SIER T = —1, falls o eine ungerade Anzahl von Inversionen hat.

Beispiel 17.3
. 12 3 4\ 1
sign{ 5 5 4 1 =1L

Lemma 17.3 Fiir jedes o € S, gilt

signo = H w.

i<j

Beweis. Im Zahler und Nenner des Produkts auf der rechten Seite kommen
die gleichen Differenzen vor, im Falle einer Inversion aber mit umgekehrtem
Vorzeichen. 0

Satz 17.2 Fiir alle o,7 € S, qult
sign (T o 0) = sign T - sign 0.
Bemerkung 17.1 Dieser Satz besagt gerade, dass die Abbildung
sign : (S,,0) — ({—1,+1},)
ein Gruppenhomomorphismus in die Gruppe mit zwei Elementen ist.
Korollar 17.1 Es gilt sign (c~!) = signo.

Beweis von Satz 17.2. Es ist

son(ro0) — [[TUL=Tlr0)
_ 7(o(j)) — 7(a(i)) o(j) — o(d)
- U5 1175
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Da das zweite Produkt gleich sign o ist, geniigt es zu zeigen, dass das erste
Produkt gleich sign 7 ist.

Il
qq
%\_/
Q\l
/\/-\
=

~
Q|
|
Sl [—
] ]
Q|
—|—
| 9Q

=

i<j 1<J

o(1)<0 () o(1)>0 ()
_ 7(0(j) —7(o(i)) 7(0(j)) — 7(0(i))
ol | Bl | B
o(1)<0 () o(1)<0 ()
i} o(3)) ~ 7(o(i)
sy OU) 7o)

Da o bijektiv ist, kann man das Produkt statt iiber ¢ < j auch iiber o(i) <
o(j) bilden. Also ist das letzte Produkt gleich sign 7. O

Korollar 17.2 Es sein > 2.
(i) Fir jede Transposition T € S, gilt signT = —1.
(ii) Fir o =m o---o1 mit Transpositionen 1y, ..., T gilt

signo = (—1)".

Beweis. (i) Ist T2 die Transposition, die 1 und 2 vertauscht, so ist sign 7o =
—1, denn 795 hat genau eine Inversion. Nach Lemma 17.2 gibt es ein 0 € 5,
mit 7 = o o T 0 0. Also folgt aus Satz 17.2

sign 7 = sign o - sign 75 - sign 0! = sign 7y = —1.
(ii) folgt aus (i) und Satz 17.2. O
Definition Die Menge
A, ={o €S, |signoc =+1} C S,
heifit die alternierende Gruppe.

Lemma 17.4 Die alternierende Gruppe A, ist eine Untergruppe von S,,.
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Beweis. Es sei 0,7 € A,,. Dann gilt
sign (0 o 771) = signosign (771) = signosignt =1-1= 1.
Also ist auch oo 77t € A,,. O

Lemma 17.5 Es sei 7 € S,, mit signT = —1. Dann ist
S,=A,UA, 7 und A, N A, 7 = 0.

Beweis. Es sei o0 € S, gegeben. Ist signo =1, so ist 0 € A,,. Es sei signo =
—1. Dann ist sign(c o77!) = 1. Also ist 0 = (0 o77!) o7 € A,7. Die
Vereinigung ist disjunkt, da fiir jedes o € A, 7 gilt: signo = —1. a

Im Folgenden sei nun A eine n x n-Matrix iiber einem Koérper K.
Definition FEin elementares Produkt von Eintrigen aus A ist ein Produkt
von n Eintrdgen aus A, wobei aus jeder Zeile und jeder Spalte genau ein

Eintrag stammt. Ein elementares Produkt von Eintrdgen aus A ist also ein
Ausdruck

A15(1) * " Ano(n),

wobei o eine Permutation der Menge {1,2,...,n} ist.

Beispiel 17.4 Die elementaren Produkte der Eintrége der Matrix
aip a2
Q21 a22

a11a9292 und a12091 .

sind

Die elementaren Produkte der Eintrage der Matrix

11 Qa2 13
G21 Q22 Q23
a31 Q32 as3
sind
a110A22033 Q12023031 Q13021432
13022031 A11A23G32 G12021033-

Definition Die Determinante der Matrix A, in Zeichen det A, ist definiert
durch die Formel

det A = Z SigN 0 A15(1) -+ Apo(n)-

oESy
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Warnung Man beachte, dass die Determinante nur fiir eine quadratische
Matrix definiert ist!

Beispiel 17.5 Mit Hilfe von Beispiel 17.4 erhalten wir

d 11 A2 o
et = 11022 — A12021,
Q21 A22

11 Q12 413

11022033 + G12G23031 + A13021032
det 921 Q922 Q923 =

—Q13022031 — (11023032 — (120210A33.
a3; Aasz2 ass

Die Berechnung der Determinante einer 3 x 3-Matrix merkt man sich mit
Hilfe der folgenden Regel:

Regel von Sarrus: Man schreibe die ersten beiden Spalten der Matriz noch
einmal hinter die Matrix und multipliziere entlang der angedeuteten Pfeile,
wobei die elementaren Produkte lings der mach oben gerichteten Pfeile mit
dem Vorzeichen — zu versehen sind:

A= 3 -1 1

lautet
detA=24+0+(—6)—(-4)—-1-0=-1.

Warnung Die Regel von Sarrus funktioniert nur fiir 3 x 3-Matrizen, nicht
fiir groflere Matrizen!

Die Berechnung von Determinanten mit Hilfe der Definition erfordert
im Allgemeinen einen grofien Rechenaufwand. Um eine Determinante einer
4 x 4-Matrix zu berechnen, braucht man schon 4! = 24 Terme, bei einer
10 x 10-Matrix 10! = 3628 800. Selbst fiir schnelle Computer wichst die
Rechenzeit mit der Gréfe der Matrix sehr schnell ins Unermessliche.

Notation Statt det A schreibt man auch |A|, also z.B.

11 Qa2 Q13 a11 a2 Q13
det | a21 age as | =| ax ax a
a31 Q32 a3z a31 32 Q33
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Wir wollen uns nun mit Eigenschaften von Determinanten beschéftigen.
Es sei A € Mat(n,n; K). Die Zeilenvektoren von A bezeichnen wir im Fol-
genden mit aq,...,a,, also

ai

an

Satz 17.3 Die Funktion

det : Mat(n,n; K) — K
A — det A

hat die folgenden Eigenschaften:

(D1) det ist linear in jeder Zeile, d.h. fir jedes i =1,...,n gilt

ai ai ai
(a) det| a,+a! | =det| a | +det| af
an Qn Qn

(b) det| Aai | =Adet| a fir A € K.

an Qn

(D2) det ist alternierend, d.h. hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det A = 0.

(D3) det ist normiert, d.h. det E' = 1.
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Beweis. (D1)(a): Es gilt

3]
det | aj + af = Z Sign o aio(1) (a;a(i) + a;,o(i)) “** ng(n)
N O'ESn
ap

+ Z SIgN 0 A14(1) " - - agcr(i) " Qno(n)

oESy

3] a1

= det| a, | +det| a}

(D1)(b) zeigt man analog,.
(D2) Angenommen a; = ay fiir £ < £. Es sei 7 die Transposition, die k
und [ vertauscht. Dann gilt nach Lemma 17.5

S, =A,UA,T

und diese Vereinigung ist disjunkt. Wenn ¢ die Menge A,, durchlduft, durchliuft
o o1 die Menge A, 7 und es gilt

signo = +1 und sign (co7) = —1.

Also gilt

det A =" a15(1) " Gno(m) = Y, Qla(r(1)) " no(r(n))-

oEA, g€A,
Nun gilt aber wegen ax = ay
Q1o(r(1) " Cko(r(k)) * "~ Qo (r(0) " " * Ano(r(n))

= QA1g(1) """ Ako(l) " " Apo(k) * * * Ano(n)

= Q19(1) """ Qko(k) """ Ao (e) " * " Ano(n) = Alo(1) * * * Ano(n)-

Daraus folgt
det A = 0.



17 Determinanten 103

(D3) Es sei

5 — 1, fallsi=j,
Y1 0, falls i # g,

das Kronecker-Symbol. Dann gilt E = (J;;) und damit

det F = Z SIgN 0 O16(1) * * * Ono(n) = sign(id) 611 - - - dpp = 1.

O‘ESn

O

Bemerkung 17.2 Man kann beweisen, dass es genau eine Funktion det :
Mat(n,n; K) — K mit den Eigenschaften (D1)-(D3) gibt. Man kann die
Determinante also auch durch die Eigenschaften (D1)—(D3) charakterisieren.

Aus den Eigenschaften (D1)-(D3) folgen weitere Eigenschaften der De-
terminante:

Satz 17.4 Es sei A € Mat(n,n; K).

(D4) Ist B die Matriz, die aus A durch Addition eines Vielfachen einer Zeile
zu einer anderen entsteht, so gilt det B = det A.

(D5) Entsteht B aus A durch eine Zeilenvertauschung, so ist

det B = —det A.

(D6) Enthdlt A eine Nullzeile, so ist det A = 0.
(D7) Enthdlt A zwei linear abhingige Zeilen, so ist det A = 0.

(D8) Es sei A € K. Dann gilt

det(AA) = A" det A.

(D9) Ist A eine obere Dreiecksmatriz, also

)\1 *
A:

dann ist det A = Ay - \,.
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(D10) Es sei A von der Gestalt

A= A C (A1, As quadratisch).
0 | Ay

Dann gilt
det A = det Ay - det As.

Beweis. (D4) Die Matrix B entstehe aus A durch Addition des A-fachen der
k-ten Zeile zur [-ten Zeile. Nach Satz 17.3 gilt dann

Qe Qe Qg
det B = det : = det : + Adet : =det A

a; + Aay a ag

(D5) Wir nehmen an, dass B aus A durch Vertauschen der Zeilen ¢ < j
entsteht. Dann folgt aus Satz 17.3 (D1) und (D2):

a; a;
det A+det B = det : + det :
Q; a;
a; a; a; a;
= det : + det : + det : + det
a; a; a; a;
a; + Q;
= det : =0
a; + Q;

(D6) Die I-te Zeile der Matrix A sei eine Nullzeile. Addieren wir eine
beliebige andere Zeile, etwa die k-te Zeile, k # [, zu dieser Zeile, so enthélt
die neue Matrix B eine Zeile doppelt. Nach Satz 17.3 (D2) gilt det B = 0.
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(D7) Enthalt die Matrix A zwei linear abhéngige Zeilen, so kann man
durch Addition eines geeigneten Vielfachen der einen Zeile zur anderen eine
Nullzeile erzeugen.

(D8) Jede der n Zeilen der Matrix AA enthélt den gemeinsamen Faktor .
Nach Satz 17.3 (D1)(b) kann er aus jeder Zeile vor die Determinante gezogen
werden. Insgesamt ergibt sich also der Faktor \".

(D9) Sind alle A; # 0, so kénnen wir A durch elementare Zeilenumfor-
mungen vom Typ (Z2) auf Diagonalgestalt bringen. Nach (D4) wird dabei
die Determinante nicht geédndert. Also gilt

A1 0
det A = det =M Apdet E = A0 A,
0 An

Gibt es ein ¢ mit \; = 0, so sei ¢ maximal gewahlt, d.h. Ay # 0 fiir i < k < n.
Mit Hilfe von elementaren Zeilenoperationen vom Typ (Z2) kénnen wir dann
die i-te Zeile zu einer Nullzeile machen. Aus (D5) folgt dann det A = 0.

(D10) Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ (Z1) und (Z2) ma-
chen wir A; zu einer oberen Dreiecksmatrix B;. Dabei bleibt A, unveriandert,
aus C' wird C". Ist k; die Anzahl der ausgefiihrten Zeilenvertauschungen, so
folgt aus (D5):

det Bl = (—]_)kl det Al.

Nun machen wir entsprechend A, zu einer oberen Dreiecksmatrix Bsy. Dabei
bleiben B; und C’" unverandert. Ist ky die Anzahl der ausgefithrten Zeilen-
vertauschungen, so gilt

det By = (—1)*2 det As,.

- (345)

ist dann eine obere Dreiecksmatrix. Nach (D9) folgt

Die Matrix

det B = det B; - det B,.

Anderseits gilt
det A = (—1)"1+*2 det B.

Daraus folgt die Behauptung. O
Satz 17.5 FEs sei A € Mat(n,n; K). Dann gilt
det AT = det A.
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Beweis. Es gilt

det AT = Z SIgN T Ap(1)1 * * * Ao(n)n
oESy

Da es zu jeder Permutation o € S, nach Beispiel 8.6 genau eine inverse
Permutation o~! € S, gibt, kénnen wir die Summe genauso gut iiber 0!
laufen lassen und o' durchlduft S,. Nach Korollar 17.1 gilt sign(c™!) =
sign 0. Setzen wir also 7 = 07!, so folgt

det AT = Z SIgN T G17(1) - * - Gpr(n) = det A.

TESK
(Il

Aus diesem Satz folgt, dass wir in allen Sétzen {iber Determinanten, die
sich auf die Zeilen der Matrix beziehen, das Wort ”Zeile” durch ”Spalte” er-
setzen konnen, wir also einen entsprechenden Satz fiir die Spalten der Matrix
erhalten.

Wir berechnen nun die Determinanten der in §6 betrachteten Elementar-
matrizen.

Satz 17.6 (1) det Fj, = —1.
(2) det F}y = 1.
(3) det F* = \.

Beweis. Nach Satz 17.3 (D3) gilt det E = 1. Man erhalt die Elementarmatri-
zen durch elementare Zeilenumformungen aus der Einheitsmatrix E. Damit
folgt die Behauptung aus Satz 17.3 und Satz 17.4. O

Satz 17.7 (Determinantenmultiplikationssatz) Es seien A und B zwei
n X n-Matrizen tiber K. Dann gilt

det AB = det Adet B.

Beweis. (a) Wir zeigen den Satz zunéchst fiir den Spezialfall, dass A eine
Elementarmatrix ist. Es sel etwa A = Fj.. Dann entsteht AB = F;; B aus
B durch Vertauschung der i-ten mit der k-ten Zeile. Nach Satz 17.4 gilt
det AB = — det B. Nach Satz 17.6 gilt det I}, = —1, also

det F;;, B = det F};, det B.
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Analog zeigt man die Behauptung fiir die anderen Elementarmatrizen.

(b) Wir zeigen den Satz fiir den Spezialfall, dass A eine Nullzeile enthilt.
In diesem Fall enthélt auch AB eine Nullzeile. Nach Satz 17.4 (D6) gilt dann
det A = det AB = 0, also auch

det AB = det Adet B.

(c) Wir zeigen den Satz nun fiir den Fall, dass A invertierbar ist. Nach
Satz 6.6 lasst sich A dann als Produkt von Elementarmatrizen schreiben.
Damit folgt die Behauptung durch wiederholte Anwendung von (a).

(d) Schliellich betrachten wir den Fall, dass A nicht invertierbar ist. Nach
Satz 15.5 hat A dann nicht maximalen Rang. Das bedeutet, dass die Zeilen
von A linear abhéngig sind. Durch geeignete Zeilenumformungen kann man
dann eine Nullzeile erzeugen. Den Zeilenumformungen entspricht aber die
Multiplikation der Matrix A mit Elementarmatrizen. Also folgt die Behaup-
tung aus Teil (a) und (b). O

Korollar 17.3 Fine Matriz A € Mat(n,n; K) ist genau dann invertierbar,
wenn det A # 0 gult. In diesem Fall gilt

1
-1 __
det A = A

Beweis. Ist A invertierbar, so gilt AA~! = E. Nach Satz 17.7 folgt
det Adet A™' = det E = 1.

Also folgt det A # 0 und wir konnen die Gleichung durch det A dividieren.
Ist A nicht invertierbar, so sind die Zeilen von A nach Satz 15.5 linear

abhéngig. Durch geeignete Zeilenumformungen kann man dann eine Nullzeile

erzeugen. Aus Satz 17.4 folgt dann det A = 0. O

Wir behandeln nun ein wichtiges Verfahren zur Berechnung von Determi-
nanten. Dazu sehen wir uns noch einmal die Determinante einer 3 x 3-Matrix

ailz aiz Az
A= a21 A2z A3

az1 aszz G33

an. In Beispiel 17.5 hatten wir gesehen

det A = aq1a92a33 + a12a23a31 + a13021a32

— (13022031 — (11023032 — (12021033.
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Dies konnen wir auch wie folgt schreiben:
det A = CL11(&22(133 - CL32G23) - azl(a12a33 - a32a13) + a31(a12a23 - (122&13)-

Die Ausdriicke in den Klammern sind aber Determinanten von Untermatri-
Zen.

Definition Es sei A € Mat(n,n; K). Die Matrix A;; entstehe aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A, d.h.

a1 e A1 15 a1541 - Aip
Ai—11 - Gj—15-1 i—1,7 Qi—1j5+41 - Qi—1n

Ay = Qip—————Cj—+ i it Simy
Air11 0 @ip15-1 Airiy Giplg41 000 Qitdn

Gn1 Tt Qp,j—1 (nj Qp j+1 T Qnn

Mit dieser Definition kénnen wir also schreiben
det A = a1 det AH — a921 det A21 + asy det Agl.
Allgemein gilt der folgende Satz

Satz 17.8 (Laplacescher Entwicklungssatz) FEs sei A € Mat(n,n; K),
1 <k <n. Dann gilt

det A = Z(—l)”kaik det A;  (Entwicklung nach der k-ten Spalte)
i=1
und

det A = Z(—l)k+jakj det Ay;  (Entwicklung nach der k-ten Zeile).
j=1

Bemerkung 17.3 Die Vorzeichen in Satz 17.8 sind gemé&f eines Schach-
brettmusters verteilt:

+ - + -
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Beispiel 17.7 Wir entwickeln die Determinante der Matrix

0 -1 1 2
1 0 2 -1
A= -1 1 1 0
0 -1 0 1
nach der ersten Spalte:
-1 1 2 -1 1 2
detA=—-] 1 1 0|—-] 0 2 —-1|=0-3=-3.
-1 0 1 -1 0 1

Zum Beweis dieses Satzes fithren wir noch eine andere aus A abgeleitete
Matrix ein. Es sei A;; die Matrix, die man aus A enthélt, indem man a;;
durch 1 und alle anderen Eintrége in der i-ten Zeile und j-ten Spalte durch
0 ersetzt:

a11 A1 0 1541 0 QAip
. Qi—1,1 - Qi—15-1 0 A;i—1,54+1 *°° Qi—1n
Aij = 0 - 0 1 0 . 0
aiv1,1 - Gigri—1 0 Gy 0 Gigan
an1 e Qp,j—1 0 Ay j+1 e Qpn

Lemma 17.6 FEs gilt
det Ay; = (=1)"7 det Aj;.

Beweis. Durch ¢ — 1 Vertauschungen benachbarter Zeilen und j — 1 Vertau-
schungen benachbarter Spalten kann man A;; auf die Gestalt

(0 2,)
0 A
bringen. Aus Satz 17.4 (D10) folgt dann
det A;; = (—1)0 V40D det A;; = (—1)™ det A;;.
O

Beweis von Satz 17.8. Wir zeigen die Formel fiir die Entwicklung nach der k-
ten Spalte. Der Beweis fiir die Entwicklung nach der k-ten Zeile geht analog.



17 Determinanten 110

Es seien sq,...,s, die Spaltenvektoren von A. Dann gilt
det AZ] = det(sla 3 85-1,605 Sy, asn)7

da man durch Addition von geeigneten Vielfachen der j-ten Spalte e; alle
Eintrdge in der i-ten Zeile auler der 1 in der j-ten Spalte zu Null machen
kann. Nun gilt

n
det A = det(sy, -, Sgp_1, E @ik€iy Sk41s " 5 Sn)
i—1

= Z a; det(sy, -+, Sk—1, €, Sg+1,- -, Sn) (nach (D1))
i=1

= Z a;, det gzk = Z(—l)”kaik det Ajx  (nach Lemma 17.6).

i=1 i=1

Wir betrachten nun Anwendungen von Determinanten.

Satz 17.9 (Cramersche Regel) Es sei A € Mat(n,n; K) eine invertier-
bare Matriz und b € K™. Mit A; bezeichnen wir die Matriz, die dadurch
entsteht, dass wir die i-te Spalte von A durch den Spaltenvektor b ersetzen.
Dann werden die Komponenten x; der Lésung x des linearen Gleichungssy-
stems Ax = b durch die Formel

Ti= —V—">, 1=,
det A
gegeben.
Beweis. Wir bezeichnen die Spaltenvektoren der Matrix A mit sy, ..., s,.
Dann gilt
det Ay = det(b, sa,..., )
= det(z181 + -+ + TpSn, S2y- -, Sn)
= xydet(sy,S9,...,8,) + -+ x,det(spy, S2,. .., Sn)
= x;det A.
Der Beweis fiir die anderen Komponenten geht analog. O

Die Cramersche Regel ist fiir praktische Berechnungen nicht sehr geeignet,
wohl aber fiir theoretische Uberlegungen.
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Beispiel 17.8 Wir betrachten das folgende Gleichungssystem

2[E1—l’2 = 4
—3ZE1+2$2 = 3.

Dann ergibt die Cramersche Regel:

4 -1 2 4
-3 2 -3 =3
I = == 5, To = = 6.
2 -1 2 -1
-3 2 -3 2

Wir wenden nun die Cramersche Regel auf die Bestimmung der inversen
Matrix einer invertierbaren Matrix an. Es sei A eine invertierbare n x n-
Matrix iiber K. Die inverse Matrix bestimmt sich durch das lineare Glei-
chungssystem

AX =F
oder
ij:ej, jzl,...,n,
wobei wir mit zq, ..., x, die Spalten der Matrix X bezeichnen. Nach der
Cramerschen Regel gilt
1
YT Qer A °°

wobei A; die Matrix ist, die aus A entsteht, indem man die i-te Spalte durch
den Vektor e; ersetzt. Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz gilt

B 1
det A

Definition Die Matrix A* := (a;) mit aj; = (—1)"*7 det Aj; heift die ad-
jungierte Matriz von A.

xl-j

Wir haben damit bewiesen:

Satz 17.10 Flir eine invertierbare Matriz A ist

1
-1 = A*.
det A

Bemerkung 17.4 Man beachte die Vertauschung der Indizes ¢ und j bei
der Definition der adjungierten Matrix.
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Beispiel 17.9 Die adjungierte Matrix zu der Matrix

1
A= 1
1

W W N
Ot =~ W

lautet
3 -1 -1
AF = -1 2 -1

Wegen det A =1 ist A™1 = A*.

18 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir haben in §16 gesehen, dass jede Matrix dquivalent zu einer Matrix in
besonders einfacher Form ist, ndmlich zu der Matrix

(7 0)

Wir betrachten nun eine quadratische Matrix A und suchen eine Matrix A’
in moglichst einfacher Form, die &hnlich zu der Matrix A ist, d.h. wir suchen
eine invertierbare Matrix 7', so dass die Matrix

A =TAT!

in moglichst einfacher Form ist. Dieses Problem ist schwieriger zu behan-
deln, da wir nur eine Matrix T" zur Verfiigung haben. Die Behandlung dieses
Problems fithrt zu der Betrachtung von Eigenwerten und Eigenvektoren.

Ist f:R™ — R" eine lineare Abbildung und = € R", so besteht im Allge-
meinen keine Beziehung zwischen den Vektoren z und f(z). Hiufig existieren
jedoch von Null verschiedene Vektoren z, so dass z und f(z) skalare Vielfa-
che voneinander sind. Solche Vektoren nennt man Eigenvektoren. Sie spielen
in Anwendungen eine grofie Rolle, so zum Beispiel bei der Untersuchung von
Schwingungen und elektrischen Systemen.

Im Folgenden sei V' ein K-Vektorraum.

Definition Es sei f : V — V eine lineare Abbildung. Ein Vektor v € V
heilt Figenvektor von f, wenn v # 0 und es ein A € K gibt mit

f(v) = Av.
Der Skalar A heifit dann Figenwert von f.
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Wegen des engen Zusammenhangs zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen konnen wir auch zu quadratischen Matrizen Figenvektoren und
Eigenwerte definieren.

Definition Es sei A € Mat(n,n; K). Ein Vektor x € K™ heiit Eigenvektor
von A, wenn x # 0 und es ein A € K gibt mit

Ax = Ax.
Der Skalar A heifit dann Figenwert von A.

Bemerkung 18.1 Man beachte, dass der Nullvektor ausdriicklich ausge-
schlossen ist. Denn fiir den Nullvektor gilt f(0) = 0 = A0 bzw. A0 =0 = A0
fiir jeden Skalar .

Beispiel 18.1 Es sei V = R? und f : R* — R? die Spiegelung an der
Geraden x — y = 0. Die Abbildung f hat beziiglich der Standardbasis die

Darstellungsmatrix
01
A= ( 0! )

Es ist anschaulich klar, dass ( 1 ) ein Eigenvektor zum Figenwert 1 ist und

< _11 ) ein Eigenvektor zum Eigenwert —1 ist.

Wir setzen von nun an voraus, dass V ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum ist. Es sei B eine Basis des K-Vektorraums V. Dann ist ein
Vektor v € V genau dann Eigenvektor der linearen Abbildung f:V — V
zum Eigenwert A\, wenn der Koordinatenvektor gp(v) von v beziiglich der
Basis B ein Eigenvektor der Darstellungsmatrix MEZ(f) von f beziiglich der
Basis B zu demselben Eigenwert ist. Ein Vektor v € K™ ist genau dann ein
Eigenvektor von A € Mat(n, n; K) zum Eigenwert A, wenn v Eigenvektor der
linearen Abbildung f : K™ — K", f(x) = Az, zu demselben Eigenwert ist.
Deswegen werden wir im Folgenden nur Eigenvektoren und Eigenwerte einer
Matrix betrachten.

Wie bestimmt man nun die Eigenwerte einer nxn-Matrix A? Dazu formen
wir die Gleichung Ax = Az um:

Ax = Mz
& Az — =0
& Ar—AExr =0
& (A= AE)z=0.
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Damit A\ ein Eigenwert von A ist, muss die Gleichung
(A= AE)z =0

eine nichttriviale Losung besitzen. Nach Satz 6.6 ist das genau dann der Fall,
wenn die Matrix A — AF nicht invertierbar ist. Nach Korollar 17.3 ist dies
dquivalent zu

det(A — AE) = 0.
Definition Die Gleichung
det(A—AE)=0

fiir die Unbekannte A heif3t die charakteristische Gleichungvon A. Ihre Losungen
sind die Eigenwerte von A. Entwickelt man det(A — AE), so ergibt sich ein
Polynom p4(A) in A, das als charakteristisches Polynom von A bezeichnet
wird.

Es gilt
pa(A) = det(A— \E)
aj; — A Q12 T A1n
N 21 agy — A --- (57
an1 (07%) st Qpp — )\

= (=D"N" 4+ N e

Das charakteristische Polynom einer n x n-Matrix ist also ein Polynom n-ten
Grades.

Beispiel 18.2 Das charakteristische Polynom der Matrix
a b
1=(0)

a— A b ’

lautet

pah) = det(A—xE)=| """ 7

= (a—A)(d—X) —bc= X\ —(a+d)X+ (ad — be).

-(20)

Fiir die Matrix
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erhalten wir

paN) =X —1=A-1(\+1).

Die Eigenwerte von A sind also +1 und —1 in Ubereinstimmung mit Bei-
spiel 18.1.

Satz 18.1 Es ses

a1 a2 - Qip
0 azxp - an

A=
0 -+ 0 an

eine obere Dreiecksmatrixz. Dann sind die Eigenwerte von A die Hauptdiago-
nalelemente von A.

Beweis. Es gilt

pa(A) = det(A— \E)

aj; — A Q12 T A1n
O 929 — )\ s QAon
0 0 app— A

Also sind die Eigenwerte
)\:(1,11, )\:a227 Cey A:ann.

O

Das charakteristische Polynom einer Matrix mit reellen Eintragen kann
auch komplexe Nullstellen haben.

Beispiel 18.3 Die Matrix

A [ cos 5 —sing _ 0 —1
sing  cos g 1 0
hat das charakteristische Polynom

-2 -1

det(A — A\E) = ' Y

':A?+L

Dieses Polynom hat die komplexen Nullstellen A = ¢ und A\ = —1.
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Wir befassen uns nun mit der Bestimmung der Eigenvektoren zu einem
gegebenen Eigenwert.

Definition Zu einem Eigenwert A € K nennen wir
Eig(A,\) = {2z € K" | Az = Az}
den Figenraum von A zum Eigenwert .

Bemerkung 18.2 Eig(A, \) ist ein Unterraum des K™, denn Eig(A, \) ist
der Losungsraum des linearen Gleichungssystems (A — AE)x = 0.

Zur Bestimmung des Eigenraums zu einem Eigenwert A muss man also
das lineare Gleichungssystem

(A= AE)x =0
losen.

Beispiel 18.4 Wir bestimmen eine Basis des Eigenraums zum Eigenwert 1

der Matrix
0 1
().

Dazu miissen wir eine Basis des Losungsraum des Gleichungssystems

-1 1 x\ (0
1 -1 y ) \O0
bestimmen. Man sieht leicht, dass dieses lineare Gleichungssystem einen ein-

dimensionalen Losungsraum mit der Basis {( i )} hat.

19 Diagonalisierung

Wir kommen nun auf das eingangs gestellte Problem der Vereinfachung einer
quadratischen Matrix zuriick.

Definition Eine Diagonalmatriz A ist eine quadratische Matrix, bei der
alle Elemente aufler eventuell den Diagonalelementen gleich Null sind, d.h.
A hat die Form
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Definition Eine n x n-Matrix A iiber K heiflt diagonalisierbar, wenn sie
dghnlich zu einer Diagonalmatrix ist, d.h. wenn eine invertierbare Matrix T’
existiert, so dass TAT ! Diagonalgestalt hat.

Satz 19.1 Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom.

Beweis. Es sei B = TAT~!. Dann gilt

det(B— AE) = det(TAT ' —ANTET') =det(T(A— AE)T™1)
= detTdet(A — AE)det T™" = det(A — \E).
(I

Korollar 19.1 Ist A diagonalisierbar, so ist A dhnlich zu einer Diagonal-
matriz, bei der auf der Diagonalen die Eigenwerte von A stehen.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 19.1. O

Satz 19.2 FEine Matrix A € Mat(n,n; K) ist genau dann diagonalisierbar,
wenn sie n linear unabhdngige Figenvektoren besitzt.

Beweis. ”=": Es sei A diagonalisierbar. Dann gibt es ein 7" € GL(n; K), so
dass TAT ! Diagonalgestalt hat. Also ist TAT ! = D mit

N O - 0
D 0 M :
N ()
0 -+ 0 M\,

Aus TAT™' = D folgt AT™!' = T7'D. Es sei (ey,...,e,) die Standardbasis
von K". Dann gilt

AT Y(e)) =T (Neg) = NT7Y(ey) fiiri=1,...,n.

Also ist T71(e;) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;, i = 1,...,n. Da
die Vektoren ey, ..., e, linear unabhiingig sind und 7! invertierbar ist, sind
auch die Vektoren T !(e;), ..., T ! (e,) linear unabhéingig.

"< Es seien vy, . .., v, die linear unabhéngigen Figenvektoren von A zu
den Eigenwerten \j,...,\,. Es sei B die Standardbasis von K" und B’ =
(v1,...,v,). Es sei D die Matrix

M O - 0

D = O A2

0 -~ 0 M\,
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Dann ist D die Darstellungsmatrix M 5,’( f) der linearen Abbildung f : K™ —
K™ mit f(z) = Az beziiglich der Basis B’. Nach Satz 16.4 gilt

A=TED(TE) .
Also ist A diagonalisierbar. O

Beispiel 19.1 Wir untersuchen die Matrix

11
(o)
auf Diagonalisierbarkeit. Das charakteristische Polynom
det(A — AE) = (1 — \)?

liefert 1 als einzigen Eigenwert, aber der Eigenraum Eig(A, 1) zum Eigenwert

1 wird von dem Vektor ( L ) erzeugt. Also besitzt die Matrix A nur einen

0
linear unabhéngigen Eigenvektor. Nach Satz 19.2 ist A nicht diagonalisierbar.

Satz 19.3 FEs sei A € Mat(n,n; K). Es seien Ay, ..., \x paarweise verschie-
dene Eigenwerte von A und vy, ..., v zugehirige Figenvektoren. Dann sind
die Vektoren vy, ..., v linear unabhdingig.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber £ durch.
Induktionsanfang: Da ein Eigenvektor v; nach Definition verschieden
vom Nullvektor ist, ist v; linear unabhéngig. Damit ist der Satz fiir k=1

richtig.
Induktionsschritt: Es sei £ > 2. Wir nehmen an, dass die Aussage
bereits fiir k£ — 1 bewiesen ist. Wir miissen zeigen, dass vy, ..., v; linear un-

abhéngig sind. Dazu betrachten wir die Gleichung
Qv + -+ -+ agug = 0. (6)
Wir multiplizieren diese Gleichung einerseits mit A und andererseits mit A;:

AU + e Xove + -+ agp Ay = 0
041>\1U1 + 042)\17)2 + -+ ozk)\lvk =0

Subtrahieren wir die zweite Gleichung von der ersten, so ergibt sich

042()\2 — )\1)1)2 + -+ Oék()\k - Al)vk =0.



20 Euklidische und unitiare Vektorraume 119

Nach Induktionsannahme sind die Vektoren wvs,...,v; linear unabhéngig.
Daraus folgt
042()\2 — )\1) == Oék()\k — )\1) =0.

Da nach Voraussetzung die Eigenwerte paarweise verschieden sind, ergibt
sich daraus
g =---=qa=0.

Setzt man dies in Gleichung (6) ein, so folgt
a1V = 0

und daraus a; = 0, da vy # 0. O

Aus Satz 19.3 erhalten wir als Folgerung:

Satz 19.4 Besitzt eine n xn-Matriz A n paarweise verschiedene Eigenwerte,
so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Es seien vy, ...,v, Eigenvektoren zu den paarweise verschiedenen
Eigenwerten Aq,...,\,. Nach Satz 19.3 sind wvy,...,v, linear unabhéingig.
Nach Satz 19.2 ist A deshalb diagonalisierbar. a

Satz 19.4 liefert nur ein hinreichendes, aber kein notwendiges Kriterium
fiir die Diagonalisierbarkeit.

20 Euklidische und unitire Vektorrdume
Wir wollen das Skalarprodukt auf dem R"™ verallgemeinern.

Definition Es sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung

(,): VxV — R
(v,w) +— (v,w)

heift
(i) eine Bilinearform, falls fir alle v,v',;w,w’ € V und X € R gilt

v+, w) = (v,w) + (v, w) (M, w) = Ao, w)
(v,w~+w'") = (v,w) + (v, W) (v, \w) = Mv, w),

(ii) symmetrisch, falls fir alle v,w € V

(v, 0) = (w,v),
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(iii) positiv definit, falls

(v,v) > 0 fiir alle v # 0.

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform nennt man auch ein Ska-
larprodukt.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein R-Vektorraum zusammen mit einem
Skalarprodukt.

Beispiel 20.1 Nach Satz 3.1 ist der R™ mit dem gewohnlichen Skalarpro-
dukt
Y1

(x,y) == 2ty = (X1, ..., Ty) : = Zmlyz
Yn =1

ein euklidischer Vektorraum.

Beispiel 20.2 Essei V = C[0,1] = {f| f : [0,1] — R stetig} und

1
()= [ gt
0
Nach den Rechenregeln fiir Integrale ist ( , ) eine symmetrische Bilinearform.
Wegen
1
(f) = [ P> ot o

0

ist diese Bilinearform positiv definit, also ein Skalarprodukt auf V.

Wir wollen nun auch ein Skalarprodukt auf dem C™ einfiihren. Warum
definiert die Bilinearform von Beispiel 20.1 kein Skalarprodukt auf dem C"?

Definition Es sei V' ein C-Vektorraum. Eine Abbildung

(,): VxV — C
(v,w) +— (v,w)

heif3t

(i) eine Sesquilinearform, falls fiir alle v, v, w,w’ € V und A € C gilt

v+, w) = (v,w) + (v, w) (A, w) (v, w
</l)7 w>7

=
(v,w~+w'") = (v,w) + (v, W) (v, \w) = X
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(ii) hermitesch, falls fiir alle v,w € V

(v, 0) = (w,v),

(iii) positiv definit, falls

(v,v) > 0 fiir alle v # 0.

Eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf einem C-Vektorraum
V nennt man auch ein Skalarprodukt auf V.

Ein unitdrer Vektorraum ist ein C-Vektorraum zusammen mit einem Ska-
larprodukt.

Beispiel 20.3 Man rechnet leicht nach, dass C" mit der Sesquilinearform

wq

n
(zyw) =21 = (21,...,2n) : = sz
i=1

W,
ein unitarer Vektorraum ist.

Beispiel 20.4 Es sei f : [0,1] — C eine Funktion. Dann ist f = u + iv
fiir reelle Funktionen u,v : [0,1] — R. Die Funktion f heifit stetig. falls die
reellen Funktionen u und v stetig sind. Das Integral von f iiber [0, 1] ist

definiert als )
/ f(t)dt == / (t)dtJrz'/ v(t)dt € C.
0
Essei V ={f:[0,1] — C stetig} und

(f.g) = / F(Hgdt

Dann definiert ( , ) ein Skalarprodukt auf V.
Definition (a) Eine n x n-Matrix iiber R heifit symmetrisch, falls
A= AT
(b) Eine n x n-Matrix tiber C heifit hermitesch, falls
A=A"

(Hierbei ist A wie folgt definiert: Ist A = (a;;), so ist A = (a@;;))
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Es sei im Folgenden K = R oder K = C. Fiir eine symmetrische (hermi-
tesche) n x n-Matrix A iiber K setzen wir

( Va: K'x K" — K
(xay) — <x’y>A ::xTAy‘

Man beachte, dass die komplexe Konjugation auf R die Identitdt ist. Des-
wegen konnen wir auf diese Weise den symmetrischen und den hermiteschen
Fall parallel behandeln.

Lemma 20.1 Ist A symmetrisch (hermitesch), so ist { , )a eine symmetri-
sche Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform).

Beweis.

(@, y)a = 2T Ay =5 ATe = yTA' T = yTAT = (y, 2) 4.
O

Es sei nun V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit einer fest
gewihlten geordneten Basis B = (vy, . .., v,). Dann konnen wir einer symme-
trischen (hermiteschen) n x n-Matrix A wie folgt eine symmetrische Bilinear-
form (hermitesche Sesquilinearform) auf V' zuordnen: Es seien v, w € V' und
x = gp(v) der Koordinatenvektor zu v und y = ¢p(w) der Koordinatenvektor
zu w beziiglich der Basis B. Dann setzen wir

(v, w) 4 := T Ay.
Es sei nun umgekehrt
(,):VXV—>K

eine symmetrische Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform). Dann ord-
nen wir dieser eine n X n-Matrix A wie folgt zu:

A= ((vi, ).

Definition Die Matrix A heifit die Darstellungsmatriz von ( , ) beziiglich
der Basis B.

Lemma 20.2 Die Darstellungsmatriz A einer symmetrischen Bilinearform
(hermiteschen Sesquilinearform) ist symmetrisch (hermitesch).
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Beweis. Dies folgt aus

aij = (i, v5) = (vj, vi) = @s.
O

Daraus ergibt sich, dass wir nach Wahl einer Basis B eine bijektive Bezie-
hung zwischen symmetrischen (hermiteschen) Matrizen und symmetrischen
Bilinearformen (hermiteschen Sesquilinearformen) auf V' haben.

Wir diskutieren nun, wie sich die Darstellungsmatrix einer symmetrischen
Bilinearform (hermiteschen Sesquilinearform) ( , ) &ndert, wenn wir von der
Basis B zu einer anderen Basis B’ {ibergehen.

Satz 20.1 (Transformationsformel) Es sei V' ein endlich dimensionaler
K-Vektorraum, B, B" Basen von'V und ( , ) eine symmetrische Bilinearform
(hermitesche Sesquilinearform) auf V. Es sei A bzw. A" die Darstellungsma-
triz von ( , ) beziiglich B bzw. B'. Schlieflich sei S = TE, die Transformati-
onsmatriz von B nach B'. Dann gilt

A=STAS.

Beweis. Es seien v,w € V und z = gp(v) bzw. y = gp(w) die Koordinaten-
vektoren von v bzw. w beziiglich der Basis B. Dann sind Sz bzw. Sy die
Koordinatenvektoren von v bzw. w beziiglich der Basis B’. Dann gilt auf der
einen Seite

<U7 w) = xTAya

auf der anderen Seite
(v,w) = (Sz)TA'(Sy) = 27 (STA'S)7.
Speziell fiir v = v;, w = v; erhélt man

(vi,vj) = € Ag; = ayy,

(vi,v) = € (STA'S)g; = cy,
wobei A = (a;;) und STA'S = (c;;). Daraus folgt
A=STAS.
O

Man vergleiche diese Formel mit der Transformationsformel fiir lineare
Abbildungen (Satz 16.4).
Wie in §3 definieren wir:
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Definition Es sei V ein euklidischer (unitérer) Vektorraum. Fiir v € V
setzen wir

[0l := v/ {wv, v).
Wir nennen ||v|| die Norm von v.

Wie in §3 kann man zeigen, dass die Abbildung

Ny: v — R
v o— ]|

die Eigenschaften von Satz 3.5 hat.
Definition Es sei V ein euklidischer (unitérer) Vektorraum.

(a) Zwei Vektoren v,w € V heiflen orthogonal, in Zeichen v 1 w, falls
(vaw) = 0.

(b) Eine Teilmenge S = {vy,...,v,} von V heifit orthogonal, wenn die
Vektoren v; paarweise orthogonal sind, d.h. wenn v; L v; fiir alle ¢ # j,
1,7 =1,...,n, gilt.

(c¢) Eine Teilmenge S = {vy,...,v,} von V heifit orthonormal, wenn S
orthogonal ist und alle Vektoren auf die Lénge 1 normiert sind, d.h.
wenn

(vi,vj) =0 fiir alle ¢ # j und (v;,v;) =1firi,j=1,...,n.

(d) Eine Basis S = {vy,...,v,} von V heifit Orthonormalbasis (abgekiirzt
ON-Basis), wenn sie orthonormal ist.

Es sei V ein euklidischer (unitérer) Vektorraum.

Lemma 20.3 FEine orthogonale Teilmenge S = {vy,...,v,} von V mit vom
Nullvektor verschiedenen Elementen ist linear unabhdngig.

Beweis. Es sei
a1vy + -+ ayv, = 0.
Dann gilt
(11 + -+ + U, ) = 05 (v, v;) = 0.
Da nach Vorausetzung v; # 0, folgt daraus «; = 0. Dies gilt fiir alle i =
1 , M. O

PARIRER
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Lemma 20.4 Es sei W ein Unterraum von V und {v1,...,v,} eine Ortho-
normalbasis von W. Es set w € V.. Dann ist der Vektor

vi=u— (U, v1)v; — 0 — (U, U YUy
orthogonal zu allen Vektoren von W.
Definition Der Vektor
w— (U, v1)vy — - — (U, V) Uy
heilt die zu W orthogonale Komponente von u.
Beweis. Es gilt

(v,v;) = (u— (U, v1)v1 — -+ — (U, VYU, ;) = (u, v;) — (u, v;) = 0.

O

Satz 20.2 (Orthonormalisierungssatz) Es sei V' ein endlich dimensio-
naler euklidischer (unitirer) Vektorraum. Es sei W C V' ein Unterraum und
{wy,...,wy} eine ON-Basis von W. Dann kann man diese zu einer ON-
Basis {wy, ..., Wy, W1, .., w,} von V' erginzen.

Beweis. Der Beweis wird durch das E. Schmidt’sche Orthonormalisierungs-
verfahren gegeben.

Ist V = W, so ist man fertig. Andernfalls gibt es ein v € V' \ W. Wir
betrachten die zu W orthogonale Komponente von v:

w =0 — (v, W)Wy — -+ — (V, Wyy,) Wy

Da v & W, ist w # 0. Nach Lemma 20.4 ist w orthogonal zu allen Vektoren
aus W. Wir setzen nun

w
Wyl = —.
Jw]|

Dann ist {wy, ..., w1} eine orthogonale Teilmenge, deren Elemente vom

Nullvektor verschieden sind. Nach Lemma 20.3 ist diese Teilmenge linear
unabhéingig und damit eine ON-Basis von

W' := Span{wy, ..., W11}

Ist W/ = V| so ist man fertig. Andernfalls kommt man nach endlich vielen
Schritten zum Ziel. O

Korollar 20.1 Jeder endlich dimensionale euklidische (unitire) Vektorraum
besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis. Man wende das obige Verfahren mit W = {0} an. O
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21 Orthogonale und unitire Endomorphismen

Im Folgenden sei wieder K = R, C und (V,(, )) ein euklidischer (unitérer)
Vektorraum.

Definition Es sei V' ein euklidischer (unitérer) Vektorraum. Ein Endomor-
phismus f: V — V heifit orthogonal (unitdr), falls gilt:

(f(v), f(w)) = (v,w) fiir alle v,w € V.

Satz 21.1 Fir einen orthogonalen (unitdren) Endomorphismus f:V —V
gilt:

) [f @) = l[oll fir alle v e V.
(i) v Lwe f(v) L f(w).
(iii) f ist injektiv.

)

(iv) Ist V endlich dimensional, so ist f ein Automorphismus und f~! ist
ebenfalls orthogonal (unitdr).

(v) Ist X ein Eigenwert von f, so ist |\| = 1.

Beweis. Die Aussagen (i),(ii) sind klar. Aus (i) folgt, dass f injektiv ist. Aus
Satz 14.5 folgt damit (iv).
(v) Es sei v Eigenvektor von f zum Eigenwert A. Dann gilt

[oll = [[f )]l = Aol = [A[][]].
Wegen v # 0 folgt daraus |A| = 1. 0

Satz 21.2 FEin Endomorphismus f : V. — V st genau dann orthogonal
(unitir), wenn f eine Isometrie ist, d.h. || f(v)|| = ||v]|| fir alle v € V gilt.

Zum Beweis benutzen wir den folgenden Zusammenhang zwischen dem
Skalarprodukt und der Norm. Man kann ( , ) aus || || zuriickgewinnen. Dies
nennt man Polarisierung:

K=R: (vw)=(lv+wl—lv-wl?),
K=C: (vyu)==([v+wl]>=v—w|®+ilv+iw|]|>—i|(v—iw|?).

(Beweis durch Nachrechnen.)
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Beweis von Satz 21.2. 7=" ist Satz 21.1 (i).
"<". Essei K = R. (Der Fall K = C kann analog bewiesen werden.) Wir
wenden Polarisierung an:

(I (@) + f@)l* = [1f(v) = f(w)])
(L@ +w)l* = [lf (0 = w)?)
(I

(f(v), f(w)) =

=l —w[?) = (v, w).

N e S TSN
=
_|_
&
T

O
Definition  (a) Eine Matrix A € GL(n;R) heifit orthogonal, wenn gilt:
At = AT,
(b) Eine Matrix A € GL(n; C) heifit unitdr, wenn gilt:
At =A".
Lemma 21.1 Fir eine orthogonale (unitire) Matriz A gilt | det A| = 1.
Beweis. Aus AA = E folgt:

det(AA") = det Adet A" = (det A)(det A) = |det A2 = 1.

Definition
(a) O(n) :={A € GL(m;R) | A=t = AT} (orthogonale Gruppe)
(b) SO(n) :={A € O(n)| det A = 1} (spezielle orthogonale Gruppe)
(¢) U(n) :={A € GL(n;C)| A=t = A"} (unitire Gruppe)
(d) SU(n):={Ae€U(n)| det A = 1} (spezielle unitire Gruppe)

Die angegebenen Mengen sind Untergruppen von GL(n; K) (Beweis Ubungs-
aufgabe).

Satz 21.3 Fir A € Mat(n,n; K) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist orthogonal (unitdir).
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(ii) Die Spaltenvektoren von A bilden eine ON-Basis von K.

(iii) Die Zeilenvektoren von A bilden eine ON-Basis von K".

Beweis. (ii) bedeutet ATA = E.
(iii) bedeutet AA" = E. O

Satz 21.4 FEs sei V' ein euklidischer (unitdrer) Vektorraum mit einer ON-
Basis B und f ein Endomorphismus von V. Dann ist f genau dann ortho-
gonal (unitir), wenn die Darstellungsmatriz ME(f) beziiglich der Basis B
orthogonal (unitdr) ist.

Bewers. Es seien v,w € V und x bzw. y die Koordinatenvektoren von v bzw.
w beziiglich der Basis B. Dann gilt

<U7 w> - *TTEy = xTya

da E die Darstellungsmatrix des Skalarprodukts beziiglich einer ON-Basis
ist.
Setze A := ME(f). Dann gilt:

(f(v), f(w)) = (v,w) & (Az)T(Ay) = 2"j = ATA=E.
0

Wir betrachten nun orthogonale Abbildungen f : R — R"™ fiirn = 1, 2, 3.
a) Im Fall n = 1 gibt es nur die Moglichkeiten

f(z) = £x.
b) Im Fall n = 2 klassifizieren wir die orthogonalen 2 x 2-Matrizen.

Satz 21.5 Ist A eine orthogonale 2 x 2-Matrix, so gibt es ein o € [0, 27), so

dass
cosa —sina cosa sino
A= . oder A = ) .
siha cosa sihaw — coso

Beweis. Es sei

Aus ATA = E folgt

a c a b\ [ ad®+ ab+ed (10
b d cd) \ab+ed *+d&* ) \ 0 1)
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Wegen a® + ¢ =1 und b* + d*> = 1 gibt es o, a’ € [0,27), so dass
a=cosa, c=sina, b=-sind/, d=cosd .
Wegen ab + cd = 0 gilt
0=cosa-sina +sina - cosa’ = sin(a + o).

Also ist a4+’ entweder ein geradzahliges oder ein ungeradzahliges Vielfaches
von 7. Im ersten Fall ist

b=sina’ = —sina und d = cosa’ = cos
und im zweiten Fall ist
b=sina’ =sina und d = cosa’ = — cos a.

O

Im ersten Fall ist die zugehorige orthogonale Abbildung eine Drehung um
den Winkel «, im zweiten Fall eine Spiegelung an der um den Winkel «/2
gedrehten z-Achse. Im ersten Fall ist A dann und nur dann diagonalisierbar,
wenn « = 0 oder o« = 7 ist. Im zweiten Fall ist A diagonalisierbar mit den
Eigenwerten +1 und —1.

c) Es sei nun f : R® — R3 eine orthogonale Abbildung. Dann hat das
charakteristische Polynom einer Darstellungsmatrix von f den Grad 3. Also
hat das charakteristische Polynom mindestens eine reelle Nullstelle. Also hat
f einen Eigenwert \;. Nach Satz 21.1 gilt \; = £1. Es sei v; € R? ein Eigen-
vektor zu dem Eigenwert A; mit ||v1|| = 1. Mit Hilfe des E. Schmidt’schen
Orthonormalisierungsverfahrens (Satz 20.2) konnen wir {v; } zu einer Ortho-
normalbasis B = (v1, v2, v3) des R? ergéinzen. Es sei W die von v, und vs auf-
gespannte Ebene. Aus Satz 21.1 folgt, dass f(W) = W. Es sei A := ME(f).
Dann gilt

A 00

A= 0 ;
0
Aus Satz 21.4 folgt, dass A’ eine orthogonale 2 x 2-Matrix ist. Aulerdem gilt
det A = )\1 det A/.

Nun miissen wir Fallunterscheidungen machen.
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Es sei det A = +1. Ist \; = —1, so muss det A’ = —1 gelten. Damit hat
A’ die Eigenwerte Ay = +1 und A3 = —1 und wir kénnen vy als Eigenvektor
zu A9 und vz als Eigenvektor zu A3 wéhlen. Damit gilt

1 0
0

A= 0
0 —1

o = O

Die zugehorige orthogonale Abbildung ist eine Drehung des R? um die von
vy aufgespannte Gerade um den Winkel 180°.

Ist Ay = 41, so muss auch det A" = +1 sein. Also gibt es nach Satz 21.5
ein a € [0,27), so dass

1 0 0
A= 0 cosaa —sina
0 sina cos«

Die zugehorige orthogonale Abbildung ist eine Drehung des R? um die von
v aufgespannte Gerade um den Winkel a.
Ist det A = —1, so ergeben sich die Mdoglichkeiten

1 0 O -1 0 0
A= 01 0 und A = 0 cosa —sina
00 -1 0 sina cos«o

Die zugehorige orthogonale Abbildung ist im ersten Fall eine Spiegelung an
der von v; und vy aufgespannten Ebene. Im zweiten Fall handelt es sich
um eine Drehspiegelung: Die Vektoren des R?® werden an der von v, und v
aufgespannten Ebene gespiegelt und anschlieBend um den Winkel o« um die
von v; aufgespannte Gerade gedreht.

Diese Uberlegungen haben eine erstaunliche Konsequenz:

Satz 21.6 (Satz vom Fuf3ball) Bei jedem Fufballspiel, in dem nur ein
Ball benutzt wird, gibt es zwei Punkte auf der Oberfliche des Balles, die sich
zu Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit (wenn der Ball genau auf dem
Anstofipunkt liegt) an der gleichen Stelle im umgebenden Raum befinden.

Beweis. Die beiden Positionen des Balles unterscheiden sich durch eine or-
thogonale Abbildung f des Balles mit der Determinante +1. Eine solche
Abbildung hat stets den Eigenwert 41, d.h. f lasst eine Gerade fest. Die
Gerade schneidet die Oberfliche des Fufiballs in zwei Punkten. O



INHALTSVERZEICHNIS 131
Inhaltsverzeichnis

1 Lineare Gleichungssysteme und der R" 3
2 Geraden und Ebenen 5
3 Das Skalarprodukt im R" 11
4 Das Vektorprodukt 16
5 Der Gauflsche Algorithmus 23
6 Matrizen 31
7 Mengen und Abbildungen 41
8 Algebraische Grundstrukturen 45
9 Vektorrdume 57
10 Lineare Hiille und lineare Unabhingigkeit 63
11 Basis und Dimension 67
12 Rang einer Matrix 72
13 Lineare Abbildungen 75
14 Kern und Bild 80
15 Lineare Gleichungssysteme 83
16 Lineare Abbildungen und Matrizen 87
17 Determinanten 94
18 Eigenwerte und Eigenvektoren 112
19 Diagonalisierung 116
20 Euklidische und unitire Vektorraume 119
21 Orthogonale und unitire Endomorphismen 126



