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Kapitel 7

Kurven im R"

7.1 Ebene Kurven

Wir wollen nun Kurven in der Ebene betrachten.

Definition FEine ebene Kurve ist die Losungsmenge einer Gleichung:
C = {(x,y) € R?| F(z,y) = 0}.

Eine andere Moglichkeit, Kurven zu beschreiben, ist eine Parameterdarstel-
lung. Wir betrachten eine vektorwertige Funktion

- (). wesn

Léasst man ¢ variieren, so durchlduft der Punkt 7(¢) eine Kurve. Die Funktion
7(t) heiBt Parameterdarstellung dieser Kurve, t der Parameter und [a, b] das
Parameterintervall.

Kinematische Deutung

Man fasst t € [a,b] als Zeit und 7(t) € R? als Ort auf. Die Parameterdarstel-
lung beschreibt dann die Bewegung eines Massenpunktes auf der Kurve.

Zu einer Kurve gibt es unendlich viele verschiedene Parameterdarstellun-
gen, denn es konnen auf ihr ganz verschiedene Bewegungen stattfinden.

Beispiel 7.1.1 (1) Die Gerade durch die Punkte Py = (z¢,y0) und P, =
(x1,71) (Py # Pp) hat die Gleichung
Y —Yo T — Zo

N & (y1 = o) (& —w0) = (&1 = 20)(y — o) = 0.
Y1 — Y T — g (41 = o) (x — m0) — (1 — 20)(y — w0)
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Sie besitzt die Parameterdarstellung

Zo + t(CCl — 513'0)

r(t) = , (teR).
) ( Yo +t(y1 — yo) ) ( )
(2) Der Kreis um Py = (¢, yo) vom Radius R hat die Gleichung

(x = x0)* + (y — v0)* = R?
und die Parameterdarstellung

F(t) = ( ro+ Rcost

Yo + Rsint )’ (0 <t <2m).

(3) Kegelschnitte (in Hauptachsenlage):

2 2
4 ‘Z—Q —1 / N Ellipse
a
2 2 b
x_2 — % =1 \ Hyperbel
a
/ a \
Hier ist a,b > 0.
22 —y=0 Parabel

Die Ellipse hat die Parameterdarstellung

7(t) = ( acost ) . (0<t<2nm).

bsint
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Abbildung 7.2: Die Hyperbel als Kegelschnitt
(4) Ein Graph y = f(z) (a <z < b) besitzt die Parameterdarstellung

”t):(f(t))’ esr=0

Von einer Parameterdarstellung = = z(t), y = y(¢), kann man im Allgemei-
nen nur stiickweise zu einer expliziten Darstellung y = f(x) oder x = g(y)
iibergehen: Zum Beispiel beim Kreis gilt fiir 0 <t < 7, 7 <t < 2m:

= yo+ VR —(x—120)? (0<t<m),
— yo—\/R2—(x—mo)2 (m <t <2m).

(5) Zykloiden: Lisst man einen Kreis K vom Radius R auf der z-Achse
abrollen, so beschreibt ein Punkt P auf K, der vom Kreismittelpunkt M den
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Abbildung 7.3: Die Parabe

—_—

als Kegelschnitt

Abstand a hat, eine Zykloide (oder Radkurve). Bild fir a = R:

0 Rt 2T R

Sie besitzt eine Parameterdarstellung

F(t) = ( Rt —asint

R —acost

) . (0<t<00).
Denn nach dem Abrollen um den Winkel ¢ liegt M in (zp,yn) = (RE, R)
und P in (z(t),y(t)) mit

x(t) = xp —asint = Rt — asint,
y(t) = ym —acost =R — acost.

Eine Epizykloide entsteht, wenn der Kreis nicht auf der x-Achse, sondern
auf dem Kreis 22 + y? = p? abrollt. Sie hat die Parameterdarstellung

o[ (p+ R)cost — acos (ﬂt)
m(t) = ( (p+R)sint—asin(%t) )
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Spezialfall: p = R = a: Herzlinie (Kardiode)
K a=R= Y

N

Eine Hypozykloide entsteht beim Abrollen in Innern des Kreises. Sie hat
die Parameterdarstellung

iy — ( (o= R)cost +acos (251)
r(t) = ( (p — R)sint — asin (%%t) )



8 Kapitel 7. Kurven im R"

/g\ - §
Spezialfall: @ = R = £: Astroide
/\ o g

Es sei
0= (36)

die Parameterdarstellung einer Kurve K. Wir setzen nun voraus, dass (),
y(t) differenzierbare Funktionen sind.

Definition Der Vektor

<.
g
~

) = Jim h

r(t+h) —i(t) ( zg; >

heifit der Tangentialvektor an K zum Parameterwert t.
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Geometrische Deutung

7(t) lisst sich als Limes von Sekantenvektoren auffassen.

Kinematische Deutung

—

Beschreibt 7(t) die Bewegung eines Massenpunktes, dann ist 7(¢) der mo-
mentane Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt .

=50

vom Nullvektor verschieden, so gibt der Vektor

Ist der Vektor

die positive Normalenrichtung in diesem Punkt an.

Definition Die Parameterdarstellung 7(t) = ( zg; ), (a <t < b) einer

Kurve heifit regulir, wenn die Funktionen z(t),y(t) iiber [a,b] stetig diffe-
renzierbar sind und 2 (¢)% + ¢(¢)? # 0 fiir t € [a,b] gilt (2(a), 2(b) einseitige
Ableitungen).

Satz 7.1.1 (Bogenlinge) (a) Die Linge eines Kurvenbogens mit requldrer

Parameterdarstellung 7(t) = ( Z(t) ), a <t <b, betrigt

L:/ \?(t)|dt:/ NEOETOE.

(b) Die Bogenlinge des Graphen y = f(x) einer stetig differenzierbaren
Funktion f : [a,b] — R betrdgt

L= [ VT

Beispiel 7.1.2 (1) Der Kreisumfang: Ein Kreis vom Radius R hat die Lénge

21 27
L= V R2sin?t + R2 cos? tdt — Rdt = 27 R.
0 0
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(2) Die Bogenlange der Ellipse

22y
Y + b—2 = 1 .
Sie hat die Parameterdarstellung

m(t) = ( acost ) . (0<t<2m),

bsint

Fiir die Lange ergibt sich

27
L = \/a2 sin? t + b2 cos? tdt

= / \/1— 1—— cos? tdt

= 4a/ 1 —k2cos?tdt mit k =
0

a2 — b?
a

Die Zahl k£ nennt man auch die numerische Exzentrizitit der Ellipse. Durch
die Substitution 7 = 7 —t (beachte sin? 7 = cos? 7) erhilt man die Bogenlinge
der Ellipse in der Form (7 wieder durch ¢ ersetzt)

L =4aE(k) mit E(k / V1 — kZsin® tdt.

E(k) ist ein elliptisches Integral zweiter Gattung und nicht elementar inte-
grierbar.

(3) Der Zykloidenbogen = = R(t — sint), y = R(1 — cost) (0 < ¢t < 27)
(a = R) hat die Lénge

2 2 ¢
L:R/ \/(1 —cost)2+sin2tdt:2R/ sin —dt = 8R.
0 0 2

= (50)
<t <,

Es sei

eine reguldre Parameterdarstellung, a mit zweimal differenzierbaren

Funktionen x(t), y(t). Es sei
o(t) := Winkel zwischen z-Achse und Tangentialvektor 7(t) = ( x(t) )

s(t) = /\/iJ(T)Q—i—y(T)QdT

(Lange des Kurvenbogens iiber dem Intervall [a, t])
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Die Anderung Ay der Tangentenrichtung bezogen auf die Anderung As der
Bogenlidnge iiber dem Intervall [¢, ¢ + At], also %, ist ein Ma$ fiir die durch-
schnittliche Kriimmung des Kurvenbogens iiber diesem Teilintervall.

Definition Die Zahl

o Ap o 9()
wl) = im RS = 5

heifit die Krimmung der Kurve im Punkt P(t) = (x(t),y(t)).

Satz 7.1.2 (a) Die Krimmung einer Kurve mit zweimal stetig differen-
zierbarer reguldrer Parameterdarstellung r(t) = ( Zgg ), a <t<b,
in P(t) = (z(t),y(t)) betrdgt

i(t

\/

() —y@)2(t)

=G iy

)
(

(b) Die Krimmung des Graphen y = f(x) einer zweimal differenzierbaren
Funktion f : [a,b] — R im Punkt (z, f(x)) betrdgt

/")
1+ f'(x)?)?

r(e) =
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Wegen $§ = /12 + 92 > 0 haben k und ¢ dasselbe Vorzeichen. Aus I,
Satz 4.4.6, folgt

k>0 = ¢ wichst = Linkskrimmung
k<0 = ¢ fillt = Rechtskriimmung

Beispiel 7.1.3 Kriimmung der Ellipse:
x\ [ acost T\ [ —asint Z\ ([ —acost
y )\ bsint )’ y ) \ bcost )’ g )\ —bsint )’

@j—yi  ab(sin®t+cos?t) ab

N V(@2 +92)3 a Vi(a2sin?t + b2 cos?t)?  /(a?sint + b2 cos? t)?

Spezialfall: a = b= R: k = %.

Beispiel 7.1.4 Kriimmung der Parabel y = 2%
y// 2

K= = .

V9?3 (14 422)3

Definition Es sei P = (z(t),y(t)) ein Kurvenpunkt. Der zu P gehorige
Kriimmungskreis ist der durch P gehende Kreis mit derselben Kriimmung
und Tangentenrichtung in P wie die Kurve. Der Radius r des Kriimmungskrei-
ses in P heifit der Krimmungsradius der Kurve in P.

Falls k # 0 ist, gilt nach Beispiel 7.1.3

r=-—
5]

Der Mittelpunkt (z 7, yar) des Kriimmungskreises liegt auf der Normalen im
Abstand ﬁ von P und hat die Koordinaten

1 . t 2 .2
PRSI S (O L
Ky/x(t)? + y(t)? Y —Yyx
1 o(t) a2
yvy = yt)+ ——= — =
Ky/x(t)? + y(t) TY —Yyx

Durchlauft ¢ das Parameterintervall, dann durchlauft (z,,yas) eine Kurve,
die Evolute der gegebenen Kurve genannt wird.
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Beispiel 7.1.5 Evolute der Parabel x = ¢, y = t%

1+ 4¢?
Ty = t—2t A
1+ 42 1
= 2 — 324 =
ym 2 3

Diese Kurve heifit Neilsche Parabel.

Statt in kartesischen Koordinaten kann man eine Kurve auch in Polarko-
ordinaten darstellen und den Winkel als Parameter nehmen.

Die Umrechnungsformeln kartesische Koordinaten <+ Polarkoordinaten
lauten

(@) xz=rcosp, y=rsing

arccos =, falls y > 0,

(b) r=+22+y? @=1q 2m—arccos?, fallsy <0
unbestimmt, falls r = 0.

Lassen wir einen Zeiger, der sich um den Nullpunkt dreht und seine Lénge
verdndern kann, auf einer Kurve laufen, so hat er beim Winkel ¢ die Lénge
r(¢). Die Polarkoordinaten des entsprechenden Kurvenpunktes sind (7(¢), ¢),

(< < P).

Definition Die Darstellung

r=r(p), a<e<p,

heifit Polardarstellung der Kurve. Die z-Achse heiflit Polarachse.
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Die Parameterdarstellung der Kurve r = r(¢), a < ¢ < , mit dem
Winkel ¢ als Parameter lautet:

e () asesn

Mit dieser Parameterdarstellung kann man Tangentialvektoren, Bogenlénge,
Kriimmung usw. berechnen Insbesondere folgt aus Satz 7.1.1(a) fiir die Bo-
genldnge der Kurve r = r(p), a < p <
2
)) do

/%

Beispiel 7.1.6 (1) Polardarstellung eines Kreises vom Radius ¢ um 0: r = ¢.
(2) Die Archimedische Spirale hat die Polardarstellung

r=ap (a>0,0<p<o0).

/D
N

Die Bogenldnge nach einem Umlauf betrégt:

2m
L = V (ap)? + a’dy
0

2m
= a/ V% + 1dp Substitution: ¢ = sinht,dy = cosht
0

arsinh 27
= a / cosh? tdt

rsinh 0

— g (27r\/ 1+ (2m)2 +1In(27 + /1 + (277)2)> :
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(3) Die Herzlinie hat die Polardarstellung
r=a(l+cosp) (a>0,0<p<2m).

(Zugehorige Parameterdarstellung:

2 4+ 2(2cos ¢ + cos 2¢)
2 T2 <<
90'_>< 4 (2sin p + sin 2¢) (0= = 2m)

Bogenlénge:

2m
L= a/ \/(1 + cos )2 + sin® pdyp = 8a.
0

Wir wollen nun Sektorflachen iiber Kurvenstiicken betrachten. Es sei

tw(x(t)), a<t<b,

y(t)

eine stiickweise stetig differenzierbare Parameterdarstellung eines ebenen Kur-
venstiicks K, das von jedem Ursprungsstrahl hochstens einmal getroffen wird.
Dann besitzt K eine Polardarstellung r = r(¢), a < ¢ < 3, so dass jedem
Winkel ¢ hochstens ein Parameterwert ¢ entspricht. Wir betrachten dann die
von K begrenzte Sektorflache.

Satz 7.1.3 (Leibnizsche Sektorformel) Der Inhalt der durch K begrenz-
ten Sektorfliche betrdgt

1
F=-
2

b
[ et - y(t)a's(t)]dt\

Satz 7.1.4 (Sektorformel in Polarkoordinaten) Der Inhalt der durch K
begrenzten Sektorfliche betrigt in Polarkoordinaten

1 [ )
F:§ () dp

Beispiel 7.1.7 (1) Der Fldcheninhalt des Ellipsensektors

acost s
<t < —
t'_)(bsint) (O_t_Q)

betrédgt nach der Leibnizschen Sektorformel:

F=- /2 [abcos® t + absin® t]dt = ab™.
2, 4
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Also ist der Flicheninhalt der Ellipse gleich F' = abr.
(2) Fiir 0 < ¢ < 27 begrenzt die Archimedische Spirale r = ag eine Sektor-
fliche mit dem Inhalt

1 [ 4
F = 5/0 a’p*dy = §a27r3.

7.2 Kurven im R"

Fiir ebene Kurven haben wir verschiedene Darstellungsarten kennengelernt:

e abschnittsweise explizite Darstellung als Graph y = f(z) einer Funkti-
on

e implizite Darstellung F(z,y) =0
e Parameterdarstellung t — ( z(t) )

e Polardarstellung r = r(y)

Fiir die allgemeine Behandlung von Kurven, insbesondere auch von Raum-
kurven, eignet sich am besten die Parameterdarstellung.
Wir betrachten nun eine auf einem Intervall I C R erklérte vektorwertige

Funktion
r: I — R"

1 (t)
t o () = xQZ(t)
2t
Die Funktionen z; : I — R, t — x;(t), heiflen die Komponentenfunktionen

von Z(t).
Die grundlegenden Begriffe der Analysis lassen sich nun auf solche Funk-
tionen verallgemeinern, indem man sie komponentenweise erklért:

Definition
$1<t> C1
. To(t) C2 . ,
lim ) = ) e limx(t) =¢ (1<i<n)
t—to : : t—to
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Definition Eine Funktion 7' : I — R"” heif3t
stetig intyel
differenzierbar auf [

< alle Komponentenfunktionen sind { stetlg } { 1natgf€[] } .

differenzierbar
9:01(t)
Z(t) = %f(t) = lim 2[Z(t + h) = Z(1)] = xz:(t)
i (t)

Wie im ebenen Fall heiBt Z(t) der Tangentialvektor von Z an der Stelle ¢ € I.

Die geometrische und kinematische Interpretation ist die gleiche wie im

Fall von ebenen Kurven.
Man hat folgende
Ableitungsregeln (7,7 : I — R", «, 5 € R)

(a) %(af(t) + By(t)) = a(t) + By(t) (Linearitt).

(b) —[Z(t) - §(t)] = Z(t) - §(t) + Z(t) - y(t) (Produktregel fiir das Skalarpro-

(¢) n=3: %[m) x J(t)] = Z(t) x §(t) + Z(t) x §(t) (Produktregel fiir das
Vektorprodukt)

d
(d) E[a(t)gj(t)] = a(t)y(t) + a(t)y(t) (Produktregel fiir die Multiplikation
mit einer skalaren Funktion).
Ubungsaufgabe 7.2.1 Man zeige

|Z(t)| = const. fiir t € I = Z(t) L Z(t) fiir t € I.

Beweis.
|Z(t)| = const. = F(t) - @(t) = |#(t)|* = const.
d_ .\ - N =
= Ex(t) -Z(t) = 22(t) - ¥(t) =0
= Z(t) L Z(t)
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Definition Ein Kurvenstick im R"™ ist eine stetig differenzierbare Funktion
Z: [a,b] — R™ oder auch das Bild {Z(t) |a <t < b} einer solchen Funktion.
Der Punkt #(a) heifit Anfangspunkt, £(b) Endpunkt des Kurvenstiicks. Ein
Kurvenstiick & heifit reguldr, wenn (t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b] gilt. Ein Punkt
Z(t) mit Z(t) = 0 heiBt singuldrer Punkt des Kurvenstiicks.

Es sei nun 7 : [a,b] — R3 ein reguliires Kurvenstiick im R3, ¢ € [a, b]. Fiir
die Bogenlinge des Kurvenstiicks iiber [a, b] gilt:

s(t) :/ab

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

Z(t) ‘ dt.

ds

f(t)) .

Definition Es sei nun Z hinreichend oft differenzierbar. Wir definieren nun

— 1 .
T(t) .= ——Z(t) Tangenten(einheits Jvektor
#(t)|
Fiir T'(t) # 0 setzen wir
= 1 = S
N(t) .= —=——=T(t) Hauptnormaleneinheits Jvektor
7(t)]

B(t) :=T(t) x N(¢t) Binormalen(einheits Jvektor

Nach der obigen Ubungsaufgabe stehen die Vektoren N (t) und T (t) zu jeder
Parameterstelle ¢ senkrecht aufeinander. Deswegen bildet

(T'(t), N(t), B(t))
eine Orthonormalbasis des R?. Man nennt dieses Tripel von Vektoren das
begleitende Dreibein der Kurve an der Parameterstelle ¢. Die von 7'(t) und

N (t) aufgespannte Ebene durch Z(t),

F=F(t) + NT(t) + uN(t), X\ pcR,
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heifit die Schmiegebene der Kurve zum Parameterwert ¢. Sie ist der Grenzwert
der Ebenen durch #(t) und zwei weitere Kurvenpunkte.

Scwn m'\tse\oene

Die Kriimmung einer ebenen Kurve hatten wir eingefiihrt als die Anderung
der Tangentenrichtung bezogen auf die Anderung As der Bogenlinge. Die
Anderung der Tangentenrichtung wurde in diesem Fall durch die Anderung
des Winkels der Tangente Ay gegeben. Im allgemeinen Fall miissen wir die
Anderung des Tangentenvektors

AT =T(t + At) — T(t)

auf dem Intervall [¢,¢ + At] betrachten. Wir definieren

Definition
im — —
At—0 As S(t) rUMmungsvexktior
1 |5 ‘f(t)‘
Rt) = - T@)‘ =T Kriimmung
o i)

man

#(t) = ‘f(t) T(t) = $(OT(1)
H) = L)
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also

Kinematische Deutung

7 : [a,b] — R? beschreibt die Bewegung eines Massenpunktes

e Z(t) = 5(t)T(t) Geschwindigkeitsvektor, tangential zur Bahn

f(t)‘ = $(t) Momentangeschwindigkeit

Die Vektoren (¢) und Z(¢) haben beziiglich der Basis (T', N) der Schmieg-
ebene die Koordinaten

W=() 0= (o )

Satz 7.1.2 ergibt fiir die Kriimmung in der Schmiegebene
5(t) - 5(t)*k(t) — 0 - 5(¢)
(5(1)%)°

Ks(t) = = k().

Es folgt

1 L L .
—— = Radius eines Kriimmungskreises in der Schmiegebene

r(t)

Weiter berechnen wir

#t) x #(t) = (s'(t) “(t)) X (g(t)f(t) +$(t)2/f(t)]\7(t)>

= é(t)é(t)f(j) x T(t) + $(t)*k()T(t) x N(t)
= 5(t)*k(t)B(t)
‘:?(t) X g’é(z)‘ — 5(t)%k(t) (da é(t)‘ —1)
Also folgt
’x(t) X é?(t)’
K(t) = —
f(t)‘
Blt) = — ) x F(t) (falls (1) x (1)] #0)

‘g?(t) x a"é’(t)‘
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Fiir eine ebene Kurve

ergibt die Formel fiir
T
y | x
0

(e BSFENH

L _ i i
@+ EPP

Dies ist bis auf das Vorzeichen die Formel von Satz 7.1.2(a). (Nur falls @4 —
y# > 0 haben 7 und N die gleiche Richtung!)
Aufgrund der Formel fiir B (t) bestimmt man das begleitende Dreibein
(T, N, B) in der Reihenfolge
1 .

T = 7,
T
= |
B = ——1@x2,
TXT
N = BxT.

Bei Raumkurven kommt zusétzlich zu der Kriimmung eine weitere Grofie
ins Spiel, die Torsion. Sie beschreibt das Herauswinden der Kurve aus der
Schmiegebene. Dies wird durch die Anderungsrate des Binormalenvektors,
bezogen auf die Bogenldnge, gemessen:

Definition Der Vektor

Jim (Bt + Af) — B()] = %é(t)

heifit der Torsionsvektor.

Nach der Ubungsaufgabe ist wegen |B(t)| = 1 der Vektor B orthogonal zu
B. Aus oy . _ _
E:E(fx]\?):fxﬁ+fxﬁ:fxﬁ

folgt auch B L T, also B || N. Deshalb gibt es ein 7(¢) mit
1
5(t

—)é(t) — ()N (?).
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Definition Die Zahl 7(¢) heifit die Torsion der Kurve zum Parameterwert

t.
Es gilt
15 =
T = ——B-N
S
1- = o Lo oL
— B-N (B-N=0=B-N+B-N=0)
s
1o 1 .. d- d = .
= p %f ausafza(fsTJré%{N)
) (w9
= — — T X T Q—ZE
S|Zx ¥ SR
= 12
’fxf

Also erhalten wir

]:’z(t) x #(t)

Wir fassen die Resultate in einem Satz zusammen

Satz 7.2.1 Eine dreimal stetig differenzierbare Kurve Z : [a,b] — R® besitzt
fir jeden Parameterwert t mit & x Z(t) # 0

B 1 .
Tangentenvektor T(t) = ——Z(t)
#(t)|
- 1
Binormalenvektor B(t) = —Z(t) x Z(t)
#(t) x f(t))
Hauptnormalenvektor N(t) = B(t) x T(t)
Z(t) x é?(t)’
Krimmung k(t) = —
T
| [#(0), 50, 7 (1)
Torsion 7(t) = —
‘x(t) x x(t)‘
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Beispiel 7.2.1 (Schraubenlinie) Die neutrale Faser einer Schraubenfeder
ist eine Schraubenlinie und besitzt die Parameterdarstellung

rcost
Z(t) = | rsint (0 <t <2mn)
ht

(r Radius, 2rh Ganghohe, n Windungszahl).

2mh T
x (Y
Es gilt
—rsint ) —rcost rsint
Z(t)=1| rcost |, Z(t)=| —rsint |, ¥ =| —rcost
h 0 0




24 Kapitel 7. Kurven im R”

Damit errechnet man

. 1 —rsint
Tt) = = rcost
h
—rsint —rcost rhsint
T(t) x Z(t) = rcost x | —rsint | = | —rhcost
h 0 r?
1 hsint
B(t) = —= | —hcost
R T
1 hsint —rsint —cost
N(t) = o3 —hcost | x | rcost | =| —sint
r h 0
r
k(t) = S
—rsint —rcost rsint
T(t) = - rcost —rsint —rcost | = h
r2(r? + h?) L 0 0 r? + h?

Man beachte, dass x(t) und 7(¢) konstant sind.



Kapitel 8

Funktionen mehrerer
Veranderlicher

8.1 Differentiation

Wir wollen nun Funktionen mehrerer Verdnderlicher betrachten.
Es sei D C R"™. Eine reellwertige Funktion ist eine Funktion

f: D — R
Zq
T = — f(Z) = f(z1,...,2,) =1 2
Tn

Eine reellwertige Funktion f : D — R wird auch als Skalarenfeld bezeichnet
(einem ¥ € D wird eine skalare physikalische Grofle, z.B. Hohe, Temperatur,
zugeordnet).

Die Funktion f kann gegeben sein

e durch eine explizite Vorschrift, z.B. f(z,y) = 3 — 2°.

e durch eine implizite Gleichung, z.B. f(z,y) ist die positive Losung von
24y +22=1(D={(z,y) e R?|2*> +y? < 1})

Der Graph von f: D — R ist die Menge
Iy:={(%2) € DxR|z=f(¥)} CR".
Um eine Funktion f: D — R zu beschreiben, betrachtet man auch

25
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e die Niveaumengen (Niveaukurven, Niveauflichen) von f zum Niveau
ceR:
N.:={¥ € D| f(Z) = c}.

e die "partiellen” Funktionen
x> flag, .o a1, T Qigry e o Q)

mit @ = (a1, ...,a,)" € D (definiert auf einer zu der i-ten Koordina-
tenachse parallelen Geraden).

Anschauliche Darstellung im Fall n = 2

Im Fall n = 2 schreiben wir auch f(z,y). Der Graph
Ty = {(@,3,2) €RY|2 = f(z,y)} C RS
ist eine Fliche im R?. Sie wird beschrieben durch
(a) Blockbild
(b) Hohenkarte

(a) Blockbild
Beispiel: f(z,y) =3 — 2% auf D = {(z,y) € R*||z| < 1,|y| < 1}

Zur Erstellung eines Blockbildes muss man die Graphen der partiellen Funk-
tionen z = f(ay,y) bzw. z = f(x, az) bestimmen.
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(b) Hohenkarte
Beispiel: f(z,y) =1 — 2% — ¢?

N
&%

Die Funktion kann auch durch ihre Niveaukurven N, = {(x,y) € D| f(x,y) =
¢} (Héhenlinien einer Landkarte) veranschaulicht werden.

Wir wollen nun Grenzwerte solcher Funktionen betrachten. Dazu brau-
chen wir ein Maf} fiir den Abstand zweier Punkte des R".

Der Abstand zweier Punkte 7, € R" ist definiert durch

Die Definitionsmengen von Funktionen einer Verénderlichen waren meistens
Intervalle. Dabei machte es fiir viele Betrachtungen einen Unterschied, ob
wir uns im Innern des Intervalls oder in einem Randpunkt befanden. Zur
Beschreibung der Definitionsmengen im R"™ brauchen wir einige topologische
Begriffe.

Definition FEs sei @ € R", ¢ > 0. Die Menge
Ud) ={ZeR"||¥—d| < e}
hei3t e-Umgebung von a.

Beispiel 8.1.1 n=1: U.(a) :== (a —¢,a + ¢€)

n = 2: U.(d) ist eine Kreisscheibe vom Radius € um @ ohne Rand.

n = 3: U.(@) ist eine Kugel um @ vom Radius € ohne Punkte auf der Ober-
flache.
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Definition Es sei D C R".

(a) Ein Punkt @ € D heifit innerer Punkt von D, wenn es eine e-Umgebung
von @ gibt, die ganz in D enthalten ist.

(b) D heit offen, wenn jeder Punkt von D ein innerer Punkt ist.

(¢) Ein b € R™ heiBt Randpunkt von D, wenn jede e-Umgebung U.(b) von b
mindestens einen Punkt aus D und mindestens einen Punkt nicht aus
D enthilt.

(d) Die Menge aller Randpunkte von D heifit Rand von D, in Zeichen 0D.
(e) D heiBt abgeschlossen, wenn sie alle ihre Randpunkte enthélt.

(f) D heifit beschrinkt, wenn es eine Konstante K > 0 gibt mit

|Z| < K fiir alle ¥ € D.

(g) D heifit kompakt, wenn D beschriankt und abgeschlossen ist.
Beispiel 8.1.2 Die Kreisscheibe (ohne Rand)
K, ={(z,y) € R?| (x — 20)* + (y — 90)* <%}
ist eine offene Menge. Rand:
0K, = {(z,y) € R*|(z — x0)* + (y — y0)* = 7"}
Die Menge
K = K, U0K, = {(z,y) € R*|(z — 20)* + (y — y)* < 1}
ist abgeschlossen und beschrankt, also kompakt.

Warnung Es gibt Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind, z.B.
halboffene Intervalle, R = {(z,y) e R*|0 <2 < 1,0 <y < 1}.

Definition Eine Folge (Z)ken, Zx € R™, heiBt konvergent gegen @ € R™, in
Zeichen

lim ¥, =ad oder T — a fir k — oo,
k—o00

wenn gilt:

k—o00
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Beispiel 8.1.3 Die Folge
21 21
e (o)
% S1n T

liegt auf der Archimedischen Spirale und konvergiert gegen 0.

Definition Essei D CR" f: D —-R,a€ DUJD.
(a) f hat in @ den Grenzwert ¢ € R, in Zeichen

lim f(Z) =c¢ oder f(Z) — c fir © — d@,

r—a

wenn fiir jede Folge (Zy)keny aus D mit @y — @ und 7y # @ fiir alle &
die Folge (f(Zk))ren gegen c strebt.

(b) f heifit stetig in @ € D :& lim f(Z) = f(a).

T—d
(¢) f heifit stetig auf D, wenn f in jedem @ € D stetig ist.
Da die Definitionen véllig analog zu den Definitionen im Fall einer Va-
riablen sind, iibertragen sich die Rechenregeln fiir Grenzwerte und stetige

Funktionen aus Kapitel 3. Insbesondere sind Summe, Produkt, Quotient ste-
tiger Funktionen stetig.

Beispiel 8.1.4 Die Projektionen

Di - R — R
x1

T = Z; _— Z;
Tn

sind stetig und damit auch jedes Polynom in n Variablen

2\ k1 ,.k2 k

pE) = Uk kg ki 1 Ty o T
0< k’l <m
0<kn,<m

(z.B. p(x,y) = aror + any + agr? + anay + aey?).
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Warnung Die Stetigkeit von f(x,y) ergibt sich nicht aus der Stetigkeit der
partiellen Funktionen x — f(z,v0), vy — f(xo,y). Gegenbeispiel:

f: R? — R
2xy

( x > s flay) =4 g (z,y) # (0,0)
Y 0, ('Tmy) = (070)

Es gilt
f(l’,O)If(O,y):O, f(l’,x>:17 f(x,—x):—l.

Bei Annéherung von 0 auf der 2- oder y-Achse ergibt sich als Grenzwert 0,
bei Anndherung auf den Geraden y = x und y = —x der Grenzwert 1 bzw.
—1. Also ist f nicht stetig in 0.

Wir kommen nun zur Frage der Differenzierbarkeit von Funktionen meh-
rerer Verénderlicher.

ai
Definition Es sei D C R" offen, f : D — R, d = : € D. Wir
betrachten die partielle Funktion
XT; — f(al, ey A1, Ty Qg 1,y - - ,an).

Existiert die Ableitung dieser Funktion an der Stelle z; = a;, so nennt man
diese die partielle Ableitung von f nach x; in d, in Zeichen

of . of (%)
axi (CL) oder 85171 fzav fa:iy
also
af (@) = limf(arl,...,xi+t,...,xn)—f(xl,...,xi,...,xn)
Ox; =0 . t
~ lim f(Z+te) — f(2)
t—0 t

(Ableiten nach z; (variabel), andere Variablen als konstant ansehen.)
Beispiel 8.1.5 f(z,y) = 2®siny + e*y*.

0 0
8—£(w, y) = 32%siny + "y, a—‘;(x, y) = 2% cosy + 2e*y.
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Definition f heifit partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen
fz, existieren.

Ist f partiell differenzierbar, so fasst man die partiellen Ableitungen zu
einem Vektor zusammen. Diesen Vektor schreibt man zweckméfig als Zeilen-
vektor.

Definition Der Vektor

grad f(7) = (8—%(5), 3_3;2@’ e 8—%(9?’))

heifit der Gradient von f in .

Die Funktion & +— grad f(Z) ist eine vektorwertige Funktion (ein Vektor-
feld): jedem ¥ € D wird der Vektor grad f(Z) € R™ zugeordnet.

Beispiel 8.1.6 f(z,y) = z®siny + e*y>.
grad f(z,y) = (32%siny + e*y?, 2° cosy + 2e™y).
Man kann nun auch hohere partielle Ableitungen betrachten.

Notation (f(z,y))

fow = 62_f foy = 9 (9f — o f foy = ﬁ
o2 Y oy \ O oyox’ Y oy
Beispiel 8.1.7 f(x,y) = 23siny + e"y°.
82 82
a—é(:p, y) = 6xsiny + ey’ 8y8fx (z,y) = 3x% cosy + 2%y,
92 92
ngy(x’ y) = 3x?cosy + 2e"y, a—y];(x, y) = —2’siny + 2¢”.
: o O O’ f :
Warnung In diesem Beispiel gilt 00r — Dade Das braucht aber nicht
yox oY
der Fall zu sein. Gegenbeispiel:
f: R? — R
22—y
( X ) — fla,y) = xyma (z,y) # (0,0)
Y 0, (z,y) = (0,0)

Es gilt
f<x70) = f(oay) =0= fm(OvO) - fy(0,0) =0.
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x2 — 92 21 (2 + y?) — 2z (2 — o2
Yy (% +y*) — 22(2* — y°)
I2+y2 ($2+y2)2
2?2 — y? Axy?
0,0
(Gl i) @£ 00)
(xQ_y2 Axy?
X

2 + 92 - (22 +y2)2) , (x,y) # (0,0).

fx:y

fy -
Daraus folgt
fx’(oa y) - f$<0a O) _yg

00 = iy ERAZERS - 5 -
o fy(@50) = £,0,00 2t

Es gilt aber der folgende Satz:

Satz 8.1.1 (Schwarz; Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen)
Fiir jede Funktion f : D — R, D C R" offen, deren zweite partielle Ablei-
tungen existieren und stetig sind, gilt

o (of\ _ 9 (0of N
o (o) =2y (32) =ion

Neben dem Begriff der partiellen Differenzierbarkeit gibt es fiir Funktio-
nen mehrerer Verdnderlicher auch den Begrift der totalen Differenzierbarkeit.
Dabei geht man von der Deutung der Ableitung als lineare Approximation
aus. Zur Beschreibung der Giite der Approximation fithren wir folgendes
Symbol ein.

Definition (Definition des o-Symbols) Firr f,g : D — R, D C R",
Zo € D, k € N, schreibt man

falls ~ -
lim f(ff) —49(56) _o
T—Zo ‘i[f — on‘k

also

Die Gleichung f(Z) = g(Z) + o(|7 — %o|*) besagt: Der bei der Approxima-
tion von f durch g in der Nidhe von Z gemachte Fehler f(Z) — ¢g(Z) ist klein
im Vergleich zu |7 — 7 |*.
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Beispiel 8.1.8 Es sei I C R ein offenes Intervall, f : I — R eine differen-
zierbare Funktion, xg € I. Dann gilt

f(@) = f(xo) + f'(zo)(x — 20) + o]z — 20])-

Definition Essei D C R" offen. Eine Funktion f : D — R heifit in Zy € D
total differenzierbar, wenn es einen Vektor @ € R™ gibt mit

F(Z) = f(Zo) +a- (T — To) + o(|T — To|) fiir T — .

Warnung Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt nicht die totale Dif-
ferenzierbarkeit!

Satz 8.1.2 FEs sei f in Xy € D total differenzierbar,
f(Z) = [(Zo) + @~ (¥ — To) + o(|Z — Zol).
Dann ist f partiell differenzierbar und es gilt
a = grad f(%).

Nach Satz 8.1.2 gilt also: Ist f in Zy € D total differenzierbar, so gilt

(@) = f(Zo) + grad f(Z) - (Z — Zo) + o(|Z — Ty|) fiir T — Z.

Dies ist der Grund, weshalb man grad f () iiblicherweise als Zeilenvektor
schreibt.

Anschauliche Deutung fiir n = 2

Die Fldche (Graph) z = f(z,y) wird in der Ndhe von (zo, o, f (o, ¥o)) durch
die Ebene

z = f(xo,y0) + fo(20,v0)(x — x0) + fy(l‘o,yo)(y — o)
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mit einem Fehler o(v/(z — x0)2 + (y — y0)?) approximiert. Diese Ebene heift
Tangentialebene der Fliche z = f((z,y) in (xo, Yo, f(x0, Y0))-

Die Tangentialebene enthilt alle Flachentangenten in dem Punkt.

Satz 8.1.3 (stetig partiell diffbar = total diffbar) Es sei D C R" of-
fen. Ist f : D — R auf D partiell differenzierbar und sind alle partiellen
Ableitungen stetig, so ist f auf D total differenzierbar.

Beispiel 8.1.9 f(z,y) =3 — 2% — %
(a) (z0,50) = (0,0):

Fen) =3+ 0.0 (1) o/,

Gleichung der Tangentialebene in (0,0,3): z =3
(b) (anyO) = (17 1)

fe =1+ 22 (271 ) ol/E= P G- )

Gleichung der Tangentialebene in (1,1,1):
z=1-2(x—1)—2(y—1).

Bemerkung 8.1.1 Fiir eine erste Naherung wird der o-Anteil vernachléssigt
und f(Z) in der Nahe von Zy durch f(%y) + grad f(Zy) - (¥ — @) ersetzt:

f(@) =~ f(Zo) + grad f(Zo) - (T — Zo).
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8.2 Richtungsableitung

0 ..
Die partiellen Ableitungen a—f(f) geben die Anderung der Funktionswer-
"

te in Richtung der Kordinatenachsen (d.h. in €;-Richtung) an. Allgemeiner
definiert man:

Definition Es sei v € R", |¢] = 1. Dann heifit der Grenzwert

D () = lim LET D) = /(D)

t—0 t

(falls er existiert) die Richtungsableitung (oder der Anstieg) von f an der
Stelle Z in Richtung .

0
Notation Andere Bezeichnungen: Dz f(Z), a—{(f)
U

Anschauliche Deutung fiir n = 2

Betrachte die Schnittkurve des Graphen z = f(x,y) mit der zur z-Achse
parallelen Ebene durch die Gerade

3?0+tz7:(x0>+t(vl ) 0] = 1.
Yo U2

Nl

(XO JYO)

Diese Kurve besitzt die Parameterdarstellung

To + tvg
f(t) = Yo + tvg
f(xo + tur, yo + tv)
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Der Tangentialvektor im Punkte (xq, yo, f(z0, y0)) lautet:

. Ul
f(t) = (%)

95.f (0, %0)

Die Tangente hat die Steigung 9z f(xo, yo)-

Physikalische Deutung

Wir betrachten eine ebene Platte mit einer Druckverteilung p = f(z,y) und
einen Querschnitt durch die Platte durch den Punkt (z, yo). Die momentane
Druckénderung lédngs dieses Querschnitts in (xq,yo) wird durch 9z f (o, yo)
gegeben.

Satz 8.2.1 Es set D C R" offen, f : D — R total differenzierbar, v € R",
|U| = 1. Dann gilt

Ogf (%) = grad f(Z) - U = (Z)v;

Beispiel 8.2.1 f(x,y) =3 — 2% —3°.
Richtungsableitung im Punkt (1,1) in Richtung v = ( Z?ﬁg ):

Oxf(Z) = grad f(1,1)- ( cosa ) = (=2,-2) ( cosa ) = —2(cos o + sin ).

sin «v sin «v
Bemerkung 8.2.1 Es gilt:

Oz f(Z) >0 = f steigt in Richtung ¢’ an.
Ozf(¥) <0 = f fallt in Richtung v ab.

Satz 8.2.2 (Kettenregel) Es sei D C R"™ offen, f: D — R total differen-
zierbar, [a,b] CR, Z: [a,b] — D ein Kurvenstiick. Dann gilt

d . d
%f(m(t)) = —fla1(t), xo(t), ..., 2,(t))

fo. . of ., ...
- a—m(x(l?)xl(t) Tt (Z(t))an (1)

= grad f(Z(t)) - Z(t)
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Beispiel 8.2.2 (Koordinatentransformationen)
(a) Polarkoordinaten im R?
Durch die Koordinatentransformation

T = Trcosy
y = rsing

geht die Funktion f(z,y) tiber in die Funktion F(r,¢) := f(r cos ¢, rsing).
Die Kettenregel ergibt

F. = (fa fy) ( Z?j:g ) = fecosp+ fysing
Fo = () ( T ) = Forsing) + freosy)

Daraus folgt durch Auflésen nach f, und f:

1
fo = F.cosp— —F,sinp

fy = Fy.sinp+ —F,cosyp
r

Man rechnet weiter aus:

Frr = facx COSQSO + 2fmy COSQOSiIl(,O + fnyiHQSO

o OF, _3 cos
o ()

Of, O cos — sin
(e 52) (e )+ oo ()
(foa(—rsing) + foy(rcosg)) cos
+ (fyz(=rsing) + fyy(rcosp))sing — fysing + f, cosp
foz(—78in @ cOS @) + foyr(cos® p —sin® @) + f,,(rsin ¢ cos )

— fzsingp + f, cosp.

o = () (7 ) s (2522
= (fox(—rsing) + foy(rcosp))(—rsingp)
+ (fya(—rsineg) + f,(rcosg))rcosg — fyrcosp + fyrsing
foz(r?sin® ) + 2f,, (—r% sin @ cos @) + f,, (r* cos® p)
— farcosp + fyrsinp.
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Daraus folgt

Af = fux+ fyy (Laplace-Operator)
1 1
- F?“T + ;Fr + 7'_2F‘p‘p

(b) Zylinderkoordinaten im R?
Die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eines Punktes (z,y,2) € R? sind wie folgt
definiert:

T oS
= rsing (0 < ¢ < 2m)

Z = Z

f(z,y,2) = F(r,p,2) == f(rcosp,rsing, 2)

Wie in (a) berechnet man fiir den Laplace-Operator

Af = fu+ [y + [-o (Laplace-Operator)
1 1
= FTT+;FT+T_2F¢¢+Fzz

(c) Kugelkoordinaten im R?
Die Kugelkoordinaten (r, p,0) eines Punktes & = (x,y, z) € R? sind wie folgt
definiert

= rcospsind (0 < ¢ < 2m)
= rsinpsind (0<6<m)

z = rcosf

'
o
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flz,y,2) = F(r,¢,0) := f(rcosesinb, rsinpsin, r cos )

Fiir den Laplace-Operator kann man wie in (a) durch mehrfache Anwendung
der Kettenregel und anschlieBendes Auflésen nach f.., f,y, f.. berechnen:

Af = fwx+fyy+fzz
2 1

1 1
= F,+-F.+—-F —F — cot O F,
+ r + r2sin?6 ot r? 99+r2 corvre

Aus Satz 8.2.1 kénnen wir die nachstehende Folgerung ziehen: Fiir eine
total differenzierbare Funktion f : D — R ist der Anstieg im Punkt ¥ € D
in Richtung eines Vektors ¥ € R™, || = 1, gegeben durch

Oz f (7) = grad f(Z) - v = [grad f(Z)[ cos a,

wobei « den Winkel zwischen grad f(Z) und ¢ bezeichnet. Dieser Anstieg ist
am Grofiten fiir cosa = 1, d.h. fiir « = 0. Also gilt fiir grad f(z) # 0:

Der Gradient zeigt in die Richtung des grofiten Anstiegs der Funktion. ‘

Beispiel 8.2.3 f(z,y) =3 — 2% — %
gradf(]-a 1) = (_27 _2)

Es sei weiterhin D C R" offen, f : D — R eine total differenzierbare
Funktion. Wir betrachten die Niveaumenge

N.={Z e D|f(&) =c} C D.

Dies ist eine Hyperfliche in D. Betrachte eine Kurve auf N, mit der Para-
meterdarstellung ¢ — 2(¢), t € [a, b]. Dann gilt

f(Z(t)) = c fiir alle t € [a, b].
Mit der Kettenregel (Satz 8.2.2) folgt:
d .
5/ (@(1) = grad f(z(t)) - 2(¢) = 0.

Das bedeutet:

Der Gradient steht senkrecht auf der Niveaumenge ‘

Wir sehen uns an, was das im Einzelnen fiir n = 2 und n = 3 bedeutet.
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n = 2: In jedem Punkt (¢, yo) der Niveaukurve f(z,y) = csteht grad f(xo, yo)
senkrecht auf der Kurventangente. Fiir grad f(xg, yo) # 0 erhélt man damit
die

Normalengleichung der Tangente an die Niveaukurve f(z,y) = ¢ in
(0, Yo):

fa(zo, o) (T — 0) + fy (20, 40)(y — yo) = 0

Spezialfall: f(z,y) =y — g(z) =0:
Y — Yo — ¢ (zo)(x — 20) =0

ist die Tangente an den Graphen y = g(z) in x.

Beispiel 8.2.4 Die Tangente an den Kreis (x —u)*+ (y —v)? = r? im Punkt
(20, o) hat die Gleichung

2(xg —u)(x —x0) +2(yo —v)(y —yo) =0
& (2o —u)((z —u) = (zo —u)) + (Yo —v)((y —v) = (Yo —v)) =0
& (20 —u)(@—u)+ (g —v)ly—v) =71

n = 3: In jedem Punkt &y = (x¢, yo, 20) der Niveauflache f(Z) = f(z,y,2) = ¢
steht grad f(#) senkrecht auf allen Tangenten an die Fldche im Punkt Z.
Die Ebene, die von den Tangenten an die Fliache in einem Punkt aufge-
spannt wird, heifit Tangentialebene an die Fliache in diesem Punkt. Fiir
grad f (&) # 0 erhélt man die

Normalengleichung der Tangentialebene an die Niveaufliche f(z,y, z) =
& in ',fo - (x())y(); ZO>:

grad f(Zo) - (¥ — Zo) =0

oder

Ja (20, Yo, 20) (2 — 20) + fy (20, Yo, 20) (¥ — Yo) + f=(0-Y0, 20)(2 — 20) = 0

Spezialfall: f(z,y,2) =2z — g(x,y) = 0:

Z— 2= g:z:(an yo)(x - xo) + gy(x07 yo)(y - ?Jo)

ist die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen z = g(z,y) im Punkt
(0, yo) (s.0.)
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Beispiel 8.2.5 Das elliptische Paraboloid

lzl
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55
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A7, 7
I

7/
\\\\
\\\§\{\\‘§

\

/
{l

2?2 P
§+b—2—2pz:0 (p#0)

hat in (2o, yo, 20) die Tangentialebene

Io(x - Io) Z/o(y - Z/o)
a? + b2
ToT  YolUY

?+b_2_ (Z+Zg)=0

—p(z—20) =0

8.3 Lokale Extremwerte

Wir wollen nun auch die Taylor-Formel verallgemeinern. Der Einfachheit
halber beschranken wir uns auf eine Funktion von zwei Verdnderlichen. Es

sei D C R?, f : D — R beliebig oft differenzierbar, ¥y € D, v = ( Zl ) € R2,
2

Wir betrachten die Funktion
h(t) == f(Zo+tv) (0<t<1).
Wenn t von 0 nach 1 lduft, durchlauft 7y + tv' die ganze Verbindungsstrecke
von Ty und Zy + ¢. Damit h tiberall definiert ist, muss diese Verbindungs-
strecke ganz in D liegen. Deswegen setzen wir voraus, dass D ein konvexes
Gebiet ist, d.h.
1. D ist offen.

2. Mit je zwei Punkten &,y € D liegt auch die Verbindungsstrecke {Z +
t(y— )|t €0,1]} ganz in D.
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Die Taylor-Formel fiir A(t) an der Stelle ¢t = 0 (mit ¢ = 1) lautet

1

)+ (k+1)!

A1) = (0) + h(0) + () + ..+ RO (1)

mit 7, zwischen 0 und 1. Die Ableitungen h*)(0) berechnet man mit der
Kettenregel:

h(1) = f(Z+7), h(0)= f(Zo),
h(t) = grad f(Zy + tv) - U,
0) = grad (@) -7 = Gy + G (@)
h(t) = vy [grad f, (2o + t0) - U] 4+ v [grad f,(Zo + t0) - U],
.. 2 2 2 2
hO) = o |G+ e+ | e+ S L e
2 2 2
— U%%(fo) + 22}11)2 aiéfy (fo) + Ugg—w(fo)

Wir kénnen 72(0) und h(0) vereinfacht folgendermafien schreiben:

ho) = (”13%“2%) f(@o)

. ) d\°
h(0) = <U1%+U2(‘)_y) [(Zo)

Damit erhilt man allgemein:

0 0

k
h®)(0) = <v1% + vza—y) £(@o).

Setzt man diese Werte oben ein, so erhéilt man

Satz 8.3.1 (Taylor-Formel fiir 2 Variable) Es sei D C R? ein konvezes
Gebiet, f : D — R eine beliebig oft partiell differenzierbare Funktion, Zo, To+
v € D. Dann gilt

0 0
flwo+v1,90 +v2) = f(20,%0) + <U1£+U2a_y) f (o, y0)

B o\" Lo
+ ...+ = Ul—x+v2_y f(.iEo,yg)‘l‘Rk(iUO,'U)
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mit dem Restglied

1 0 a k+1
Ry (%), V) = k+1)! <01% +U28_y) f(xo + Tpv1, yo + TEV2)

mait T € [0, 1]
Setzen wir & := Ty + ¥, so nennt man das Polynom

0

Te(z,y) = f(xo, %) + (Ul(% + 028_3;) f (o, yo0)

1 ) a\"
+"'+H U1%+U28—y f(xo,y0)

das k-te Taylor-Polynom von f an der Stelle (g, yo). Dieses Polynom appro-
ximiert f(x,y) bis auf den Fehler

Rk(£07 17) - f(xv y) - Tk(‘ra y)u
fiir den gilt
lim Rk(:f07v)
70 ’U|k

=0.

Also gilt

fla,y) = Tila,y) +ol(V/(z — 20)* + (y — 10)*)").
Das Taylorpolynom lautet in den Spezialfillen £ = 0, 1,2 wie folgt:

To(w,y) = f(z0,yo)

T (z,y) = f(20,y0) + fo(2o, y0)(x — 20) + fy(w0,%0) (¥ — ¥0)

Ty(w,y) = f(zo,y0) + fa(®o,y0)(® — 20) + fy(0, 0) (¥ — vo)
+5 (faw(o, y0) (2 — 20) + 2 fay (€0, y0) (z — 20)(y — yo)
+ fuy (20, Y0) (Y — 10)?)

= flzo,y0) + (fo(zo, v0), fy(20,%0)) ( QZ:;UE )

Ly (lrow) Sl (2

2 Ty (20, Y0)  fyy(2o0, Yo) Y — %

Die Matrix

. fxm<x07 yO) f:ty(x()yo)
Hy(@o.30) := ( fye (o, 90)  fuy (@0, Yo) )
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nennt man auch die Hesse-Matriz von f in (g, o). Sie ist nach Satz 8.1.1
symmetrisch.

Wir wollen nun Anwendungen der Taylor-Formel darstellen. Wie bei Funk-
tionen einer Verdnderlichen interessiert man sich fiir die Eztremwerte einer
Funktion mehrerer Verdnderlicher. Véllig analog zum Fall einer Funktion
einer Variablen definiert man:

Definition Essei D CR", f: D — R.

Ein Punkt @ € D heiit eine lokale (oder relative) Mazimumstelle (bzw.
Minimumstelle) von f, wenn es eine e-Umgebung U, (a) = {# € R"||7—ad| <
e} von @ gibt, so dass fiir alle ¥ € U.(@) N D gilt:

f(@) < f(@)  (bzw. f(d@) < f(7)).

Der Punkt @ heifit globale (oder absolute) Mazimum- (bzw. Minimumstelle),
wenn

f(@) < fa)  (bzw. f(a@) < f(T))

fiir alle ¥ € D gilt. Die Zahl f(@) heifit dann je nachdem lokales oder globales
Mazximum oder Minimum. Ein Extremum oder Extremwert ist ein Maximum
oder Minimum.

Eine typische Aufgabe der angewandten Analysis ist die Bestimmung der
Extremalstellen einer Funktion f(Z) auf einem Bereich D:

f(#) = Extr! (Z€ D)
(bzw. f(Z) = max!, f(&)= min!)

Die Extremalstellen kénnen nun im Innern oder auf dem Rand von D liegen.
Fiir diese beiden Félle benutzt man unterschiedliche Methoden zur Bestim-
mung der Extremalstellen. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass die lokalen
Extremalstellen im Innern von D liegen.

Satz 8.3.2 (Lokale Extrema im Innern von D) Ist f: U.(d) - R, d €
R™, total differenzierbar, so gilt

a ist lokale Extremalstelle von f = grad f(@) =0

Definition Ein Punkt @ € R™ heif3t stationdrer Punkt von f, wenn
grad f(@) =0

gilt.
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Nach Satz 8.3.2 muss man die inneren lokalen Extremalstellen unter den
stationdren Punkten suchen. Aber:

Warnung Nicht jeder stationdre Punkt ist eine Extremalstelle! Es gibt auch
Sattelpunkte: Auch dort ist die Tangentialebene waagrecht.

Wir leiten nun einen Extremstellentest her. Der Einfachheit halber be-
schréanken wir uns auf den Fall n = 2. Wir betrachten zunéchst drei Beispiele.

Beispiel 8.3.1 (a) f(z,y) = 2 + y*
Es gilt

of _ of _
5 (L0 Y) = 2z und o (z,y) = 2y.

Also ist der einzige kritische Punkt der Nullpunkt. Wegen f(0,0) = 0 und
f(z,y) > 0 hat die Funktion in diesem Punkt ein lokales (sogar ein globales)
Minimum (vgl. Abb. 8.1). Die Hesse-Matrix lautet

e = ()

(b) f(z,y) = —a® —y*.

Abbildung 8.1: Der Graph der Funktion f(z,y) = x? + y?

Wie in (a) sehen wir, dass der einzige kritische Punkt der Nullpunkt ist.
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Wegen f(0,0) = 0 und f(z,y) < 0 hat die Funktion in diesem Punkt ein
lokales (sogar ein globales) Maximum. Die Hesse-Matrix lautet

Hy(z,y) = ( _02 _02 ) :
(¢) f(z,y) = 2> —y°.

Wie in (a) sehen wir wieder, dass der Nullpunkt der einzige kritische Punkt
ist. Es gilt wieder f(0,0) = 0. Berechnen wir Werte von f in der Umgebung
des Nullpunkts, dann stellen wir fest: f(x,0) > 0 und f(0,y) < 0. Da z
und y beliebig klein gewéhlt werden kénnen, kann der Nullpunkt weder eine
lokale Maximum- noch eine lokale Minimumstelle sein. Es handelt sich um
einen Sattelpunkt (vgl. Abb. 8.2). Die Hesse-Matrix lautet

Abbildung 8.2: Der Graph der Funktion f(z,y) = 2% — ¢?

2 0
(d) f(z,y) = 2>
Jeder Punkt auf der y-Achse ist ein lokales Minimum. Die Hesse-Matrix lautet

Hf(l“,y)Z((z) 8)-
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(e) f(z,y) = az® + 2bay + dy* (a # 0)
Die Hesse-Matrix ist gerade die Matrix

He(x,y) = ( ;Z ;2 ) =: 2A.
Wir nehmen folgende Koordinatentransformation vor:
r = 2 —by
ay’
Es gilt
fl@'y) = a(a’ —=by')* +2b(a" — by')(ay') + d(ay’)®

= ax’” — 2abx’y’ + ab*y? + 2abz’'y — 2ab’y? + a*dy’?
ax’? + a(ad — b*)y">

In den neuen Koordinaten lautet die Hesse-Matrix

Hf(x,y):Z(g a(ado—bQ))’ ad — b* = det A.

Es folgt

det A>0,a>0 = (0,0) lokales Minimum
det A>0,a<0 = (0,0) lokales Maximum
det A <0 = (0,0) Sattelpunkt

det A=0 = eine Gerade von lokalen Extremstellen

Es sei nun U C R? offen, f : U — R eine geniigend oft differenzierbare
Funktion. Es sei 7 ein stationédrer Punkt von f. Dann kénnen wir f in einer
Umgebung von # nidherungsweise durch das Taylorpolynom 2-ten Grades
ersetzen:

Fe,) ® FGor0) + 5 a0, o) — 20)?
+ 2 fay (20, Y0) (x — 0) (y — ¥0) + Fyy (0, %0) (¥ — %0)?)

Aus Beispiel 8.3.1(e) folgt dann

Satz 8.3.3 (Extremstellentest fiir 2 Variable) FEs sei U C R? offen, f :
U — R beliebig oft differenzierbar, Ty ein stationdrer Punkt von f. Dann gilt

(a) det H(xo,y0) > 0, fuu(z0,90) > 0 = (x0,%0) lokale Minimumstelle.
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(b) det H¢(zo,%0) > 0, fuu(o,%0) <0 = (z0,v0) lokale Mazimumstelle.

(c) det H¢(zo,yo) < 0 = (w0, y0) Sattelpunkt.

Beispiel 8.3.2 f(z,y) = 2® — y* + 322
Bestimmung der stationdren Punkte:

grad f(l’, y) = (312 + 61:7 _Qy)v

grad f(z,y) = (0,0) & 3z(z+2) =0,-2y =0 < (z,y) = (0,0),(—2,0).

Extremstellentest:

6xr+6 O
Hy(x,y) = ( 0 9 >,

det H;(0,0) <0 = (0,0) Sattelpunkt
det Hf(—2,0) =12>0,-6 <0 = (—2,0) lokale Maximumstelle

8.4 Extremwerte mit Nebenbedingungen
Wir betrachten nun Extremwertaufgaben
flxy, ..., x,) = Extrl,

wobei die Menge der zuldssigen Punkte & = (x1,...,z,) durch eine Neben-
bedingung g(x1,...,z,) = 0 eingeschrinkt ist.

Notation
f(@) = Extr! NB: g(2) = 0.

Gesucht sind die Extrema von f(z) fiir diejenigen & € R™, fiir die
9(Z) = 0 ist.

Beispiel 8.4.1 Aus einem kreisrunden Blech vom Radius 1 ist ein Rechteck
maximalen Fldcheninhalts auszuschneiden (vgl. Abb. 8.3). Bezeichnen wir
die Seiten dieses Rechtecks mit 2z und 2y, so lautet die Aufgabe

f(z,y) = ry = max! NB:2? +3* —1=0.

Um Extrema unter Nebenbedingungen zu bestimmen, gibt es mehrere
Losungsmoglichkeiten.
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Abbildung 8.3: Zu Beispiel 8.4.1

1. Methode: Einsetzen

Man 16st, falls moglich, g(x1,...,x,) nach einer Variablen auf, zum Beispiel
nach z,,,

Ty =h(x,...,T0 1),
und setzt dies in die Funktion f(x1,...,z,) ein. Dann hat man eine Extrem-

wertaufgabe ohne Nebenbedingungen zu l6sen:
flzy, ..o xp1, h(xy, ..., xp_q)) = Extrl.

Beispiel 8.4.2 In Beispiel 8.4.1 geniigt es, die Extremwerte von f(x,y) = zy
auf dem Halbkreis y = /1 — 22 zu bestimmen. Einsetzen in f(x,y) ergibt

die Funktion
F(z) :=a2v1—2%
Die kritischen Punkte von F' sind die Losungen der Gleichung
1 — 222

F/(f’?):ﬁ:(L

()-(3) ()

Damit erhélt man als mogliche Extremalpunkte auf dem Kreis 22 +y*—1 = 0:

1 _1\ 1 . 1
i=| ¢ |.-a={ W J.b=| ¥ ). -b=| Y3 .
V2 V2 V2 V2

also
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Da f auf dem Kreis Maximal- und Minimalstellen hat, sind wegen f(@) =

-, -,

f(=a@) = 1/2 und f(b) = f(—b) = —1/2 die Punkte @, —a Maximalstellen
und g, —b Minimalstellen.

Die Losung der Extremwertaufgabe ist daher, wie nicht anders erwartet,
ein Quadrat der Seitenlidnge %

2. Methode: Parametrisierung der Nebenbedingungen

Fiir n = 2 zum Beispiel bestimmt man eine Parameterdarstellung

= (30 )

der Kurve g(z,y) = 0. Dann hat man eine Extremwertaufgabe ohne Neben-
bedingungen zu l6sen:

P(t) = f(x(t), y(t)) = Fxtr!
Beispiel 8.4.3 In Beispiel 8.4.1 betrachtet man die Parameterdarstellung

PR ( (Sii)s;f ) des Kreises 2% + y> — 1 = 0 und hat die Aufgabe

costsint = Extr!

7zu 10sen.

3. Methode: Lagrange-Multiplikatorregel

Um die 3. Methode zu motivieren, versuchen wir, das Problem geometrisch
zu losen.

Beispiel 8.4.4 Wir betrachten wieder Beispiel 8.4.1. Wir betrachten die
Hohenlinien der Funktion f(z,y) = zy im Verhéltnis zum Kreis g(z,y) =
2?2 +y? — 1 = 0. Die Extremalstellen sind gerade die Stellen, an denen die
Niveaulinien f(z,y) = ¢ die Kurve g(x,y) = 0 berithren (vgl. Abb. 8.4). An
diesen Stellen sind die Vektoren grad f(z,y) und grad g(z,y) parallel, d.h.
linear abhingig.

Satz 8.4.1 (Lagrange-Multiplikator) Zu jeder Lisung d des Extremal-
problems

f(@) =Extr! NB: ¢(¥) =0
mit f,g total differenzierbar und grad g(a@) # 0 gibt es ein A € R, so dass
qilt:

grad f(@) + A grad g(a) = 0.
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7

Z

A\ 7

Abbildung 8.4: Zur Lagrange’schen Multiplikatorregel

Definition Die Zahl \ heifit Lagrange-Multiplikator.

Aus Satz 8.4.1 ergibt sich das folgende Losungsverfahren:

Lagrangesche Multiplikatorregel
1. Schritt. Man bildet die Lagrangesche Hilfsfunktion

L(zy, ..., A) = fxy, ..o 2n) + Ag(21, ... xp)

und berechnet grad L(xy, ..., xn, A).
2. Schritt. Man bestimmt die Losungen (x1, .. ., x,, \) des Gleichungssystems

oL _of dg _
a—xl(l’l,...,xn,)\) = a—xl(xl,...7In)+)\a—x1($1,...,l’n)—0
oL o of g B
axn(xl,...,xn,)\) = axn(ml,...,xn)—l—)\axn(m, ,xn) =0
oL

a(xl,...,:cn,)\) = g(xy,...,z,) =0.

3. Schritt. Hat man in Schritt 2 die Losung (x4, ..., z,, A) gefunden, so un-
tersucht man, ob (z1,...,x,) tatsichlich eine Extremalstelle ist.
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Beispiel 8.4.5 Wir betrachten wieder das Beispiel 8.4.1.

1. Schritt.

2. Schritt.
oL
— = y+2 =0
ox
oL
— = 22y =0
3y T+ 2AY
oL 9 9

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt x = (—2\)?z. Daraus folgt z = 0
und y = 0, was im Widerspruch zur dritten Gleichung steht, oder A = i%.
Daraus folgt y = £x. Wir erhalten wieder die Losungen

1 _ . _ 1 B 1
V2 V2 V2 V2

Beispiel 8.4.6 Gesucht sind diejenigen Punkte der Ellipse

=Sl

2 2
Z Y
2 e

die von 8 den grofiten oder kleinsten Abstand haben (statt Abstand:

Quadrat des Abstandes) (Scheitelpunkte):

2 2 z? 312
1. Schritt.
2 2 z? yz
L(.T,y,)\):l’ +y +>\(?+b_2_1).
2. Schritt.
oL 2\
o - wret=0 W
oL 2\
— = 2 —y = 2
3y yt+zy=0 (2)

oL 2 q?
gL _ T Y .
™o 0 ()
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Offenbar gilt A # 0 (A =0 =z =y = 0 im Widerspruch zu (3)).

r=0 = y==b
y=0 = z==a.
Die Scheitelpunkte sind also (a,0), (—a,0), (0,b), (0, —b).

Wir kommen nun noch einmal auf die Bestimmung von Extremwerten
einer Funktion f : D — R, D C R?, zuriick. Wir nehmen an, dass der
Bereich D durch eine Kurve g(z,y) = 0 begrenzt wird:

D = {(z,y) e R*|g(z,y) < 0}.

Dann ergibt sich folgende Liste von

Kandidaten fiir Extremstellen

(a) Stationdre Stellen von f im Innern von D: g(z,y) < 0.

(b) Extremstellen in der Randkurve von D: Extremwertproblem mit Ne-
benbedingung:

f(z,y) = Extr! NB: g(z,y) = 0.

(¢) Punkte von D, in denen f nicht differenzierbar ist.

Durch Vergleich der Funktionswerte an diesen Stellen ermittelt man das glo-
bale Maximum bzw. Minimum von f auf D.

Beispiel 8.4.7 Wir betrachten wieder die Funktion f(z,y) = z® —y* + 322,
nun auf der Kreisscheibe 2% + y? < 16.
(a) Die lokalen Extremstellen im Innern wurden bereits bestimmt:

d=(—2,0) lokale Maximumstelle
(b) Die Extremstellen auf dem Rand
f(z,y) = Extr! NB:2?+9*—16 =0

bestimmen wir mit der Lagrangeschen Multiplikatorregel:

L(z,y,\) = 2° —y* +32° + \(2® +y* — 16)
L, = 322 +6r+2\xx=0 (1)
L, = —2y+2\y=0 (2)
Ly = 22+y*—16=0 (3)
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Aus (2) folgt y = 0 oder A = 1.

y=0 = =44
A=1 = 32°+8x=0

= z=0oderz=—

80 4
= ——= 2:1 _——— = — :j:—
T 3:y 6 9 9 3\/5
Extremstellen:
O O AT
i=(0) 5 o= () = = (k) (Ll
Funktionswerte:
fl@) = 4,
fb) = 112, f(-b) =—16,
f(©) = f(-0) =-16,
= 176
f(d) f(e) = o
Ergebnis:



Kapitel 9

Integration im R"

9.1 Integration iiber Bereiche

Wir wollen nun Funktionen mehrerer Verénderlicher integrieren. Wir be-
trachten zunéchst den Fall n = 2.

Wir beschrédnken uns bei den Mengen, iiber die wir integrieren wollen,
auf reguldre Bereiche:

Definition Ein Bereich B C R? heiit reguldr, wenn gilt:
(a) Der Rand 0B besteht aus endlich vielen reguldren Kurvenstiicken.

(b) B ist nicht leer und zusammenhingend, d.h. je zwei Punkte ¥y und &
aus B lassen sich durch eine regulire Kurve (), t € [a,b], Z(a) = o,
Z(b) = &, verbinden.

(c) B ist beschriankt und abgeschlossen.

Es sei B ein regulédrer Bereich. Wir wollen nun zunéchst den Flacheninhalt
von B bestimmen. Dazu zerlegen wir die (z,y)-Ebene durch ein Gitter ach-
senparalleler Geraden

1 1
T= N Y= (n=0,£1,£2,...)
in Quadrate mit dem Flacheninhalt 2% Es sei

sk(B) = Flédcheninhalt aller Quadrate, die samt Rand ganz in B liegen
Sk(B) = Flidcheninhalt aller Quadrate, die mindestens einen Punkt

von B enthalten

95
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Man kann zeigen, dass fiir einen reguléren Bereich gilt

lim sx(B) = lim S(B).

k—o0 k—o00
Wir definieren daher
Definition Der Flicheninhalt von B ist

F(B) := lim sg(B) = lim Sk(B).
k—o0 k—o00
Es sei nun f : B — R eine beschénkte stetige, nicht negative Funktion.

Ziel: Berechnung des Volumens des sdulenformigen Korpers, der von der
(x,y)-Ebene und dem Graphen von f begrenzt wird.

Dazu zerlegen wir B durch ein Netz reguldrer Kurven in n regulire Teil-
bereiche By, ..., B,. Jedes B; hat einen Flacheninhalt

Wir wéhlen nun fiir jedes i = 1,2, ..., n einen beliebigen Punkt (x;,vy;) € B;.
Das Volumen der zylindrischen Séule tiber B; mit der Hohe f(x;,y;) ist

f(xi>yi>AE-

Dann bilden wir die Riemannsche Summe aller dieser Saulenvolumina
Ly = Z f(xiayi)AFi-
i=1

Z, ist eine Approximation fiir das zu berechnende Volumen, die um so besser
ist, je feiner das Netz gewahlt wurde.

Ahnlich wie bei dem einfachen Integral (I, § 5) kann man zeigen, dass bei
standiger Verfeinerung des Netzes die Riemannschen Summen Z,, gegen das
Volumen als Grenzwert konvergieren. Dieser Grenzwert ist unabhéngig da-
von, wie die Zerlegungen und Zwischenpunkte (z;,v;) € B; gewahlt wurden.

Definition Der Grenzwert wird mit

//f(x,y)dF oder //de

bezeichnet und heifit Doppelintegral (Gebietsintegral, kurz: Integral) von f
tiber B. Das Symbol dF heifit Fldchenelement.

[ [ ar = i > swowar
B =1
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Die Voraussetzung f(z,y) > 0 war nur fiir die Interpretation des Grenz-
wertes als Volumen erforderlich und kann fallen gelassen werden.
Fiir f(x,y) = 1 ergibt sich der Flacheninhalt von B:

F = / / dF Flacheninhalt von B.
B

Es gelten die {iblichen Rechenregeln.

Rechenregeln

@)//mf+@MF:a//ﬂm+b//gﬁymMﬂR@m%mm)
B B B

() fay) < glay) fivalle () € B [ [ far < [ [ gir

(Monotonie).
(©) é / FdF = é / fdF + é / FdF (Additivitit).

Berechnung von Doppelintegralen

Dazu zerlegen wir die (z,y)-Ebene durch ein achsenparalleles Rechtecksgit-
ter mit den Maschenweiten Az, Ay und Flicheninhalt einer Masche AF =
AxzAy. Wir schreiben

[ [ sty = [ [ sa.ir

fiir das Integral als Grenzwert der Riemannschen Summen beziiglich der-
artiger Zerlegungen. dF = dxdy heifit das Fldchenelement in kartesischen
Koordinaten.

Wir betrachten nun eine spezielle Klasse von Integrationsbereichen, bei
denen man die Berechnung des Doppelintegrals auf zwei nacheinander aus-
zufithrende Einfachintegrationen zuriickfithren kann.

Definition B; C R? heifit Normalbereich erster Art, wenn es a,b € R und
stetig differenzierbare Funktionen g, h : [a,b] — R gibt mit g(z) < h(z) und

By ={(z,y)|a <2 <bg(r) <y < h(x)}.
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y = g(x)

Abbildung 9.1: Normalbereiche erster und zweiter Art

B, C R? heit Normalbereich zweiter Art, wenn es ¢, d € R und stetig diffe-
renzierbare Funktionen r,[ : [¢,d] — R gibt mit I(y) < r(y) und

By ={(z,y)[l(y) <z <r(y),c<y < d}.

Satz 9.1.1 (Integration iiber Normalbereiche)

(1) Fliir jede stetige Funktion f : By — R auf einem Normalbereich By C
R? erster Art gilt

A/ﬂ%wmw[(éjvwmw)m

(2) Fiir jede stetige Funktion f : By — R auf einem Normalbereich By C
R? zweiter Art gilt

//ﬂawmwzf«AfV@ww>@

Besitzt B sowohl eine Darstellung als Normalbereich erster als auch zwei-
ter Art

B = {(z,

dann gilt

[frar= [ ([ o) s [
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Als Folgerung erhélt man

Satz 9.1.2 (Fubini) Fir ein Rechteck R = {(z,y)|a <z < b,c <y < d}

gilt
//dezfab (/cdf(x,y)dy) dxz/cd (/abf@c,y)dx) dy

R

Beispiel 9.1.1 (1) //xdF
B

y=x+2

—2 1
B ist Normalbereich erster Art,
B={(z,y)| —2<z<lz+2<y<4-2°}.

Satz 9.1.1 (1) ergibt:

1 4—g? 1 )
/ / rdF = / / xdy | de = / [xy]gz;; dx
5 —2 T+2 -2

1 1
= /(4x—x3—x2—2w)dm:/ (22 — 2% — 2%)dx

2 -2

1 1" 9
_ 2 4.3 1.4 __7
= {:c Bx 41‘]2 1

(2) Volumen des Schnittes zweier Zylinder: Welches Volumen V' hat der
Schnitt der beiden Zylinder 22 4+ y? = 1 und 2? + 2% = 17
Es gilt
V =38W,
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wobel V; das Volumen des auf dem Viertelkreis
B={(ey)0<z<1,0<y<VI-a?}

stehenden Zylinderabschnitts mit Deckfliche z = /1 — 22 ist.
Nach Satz 9.1.1 (1) gilt

1 V1—x2
Vi = //\/1—x2dxdy:/ ( \/1—x2dy>dx
0 0
B

—/1—22

= /01 [My] dx

yi
y=0

Es folgt

(3) Masse und Massenmittelpunkt
Man kann sich f : B — R auch als Belegungsfunktion eines ebenen Fliachenstiicks
vorstellen, z.B. die Massendichteverteilung i : B — R einer Platte B. Die
Masse der Platte B ist dann

M= //u(x,y)dF.

Als Massenmittelpunkt (oder Schwerpunkt) der Platte B bezeichnet man den
Punkt S = (zg, ys) mit

1 1
Tg = M //fﬂ(%y)dﬂ Yys = M //y,u(x,y)dF.
B B

Bei konstanter Massendichteverteilung p(z,y) = po(= const.) erhélt man
den geometrischen Schwerpunkt des ebenen Fliachenstiicks B:

S = (z.7)
L// xdF—l//xdF
MOF Ho _F ’
B B
1 1
mF//ﬁW .F//y ’
B B

8l
I
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wegen
M= //ModF:MO//dF:MoF
B B
mit
F= / / dF,
B
also

Fir
B:{(x,y)| —TSIEST,OgyS\/ﬂ_ﬂ}

berechnet man:

o ffor (7w [

= /ﬁdm-ri

_//xdxdy__/ (/ T xdy) dx

1 I8
= F .CI?\/?”Q — x2dx = {—g(r2 — :UQ)?’/Q] =0,

gl
I

B! |

T

1 1 Vit

- drdy = — dy | d

F//yxy F/ / yy>x

B / RS N IS U L B
- (rf = af)de = 5 |rhe = 5o 22 3 3x

Substitutionsregel (Transformationsformel) fiir Doppelintegrale

<
I

Genau wie bei einfachen Integralen ist auch bei Doppelintegralen die Einfiihrung
neuer Koordinaten oft zweckméfig.
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Es sei B ein regulirer Bereich. Es sei ein (eventuell krummliniges) Ko-
ordinatensystem (u,v) gegeben, welches mit den kartesischen Koordinaten
(x,y) durch Gleichungen der Form

l’:IK(u,U), y:y(u,v)

verkniipft ist. Betrachte nun ein (u, v)-Koordinatennetz mit den Maschenwei-
ten Au, Av. Wir wollen den Fléacheninhalt einer Masche, das Flachenelement
AF, berechnen. Betrachte dazu ein Netzviereck

Y/\ (o, veav)

%y av ;“‘\:
/////
Xy &

(o+bU,V+AV)

("0\0 (Usby,Vv)

;(“v")

Es sei (
. x(u,v)
Z(u,v) =
o= (5 )
der Ortsvektor zum Punkt (u,v). Aufgrund der Interpretation der Ablei-

tung als lineare Approximation gilt (wir setzen voraus, dass z(u,v), y(u,v)
hinreichend oft differenzierbare Funktionen sind):

Z(u + Au,v)
Z(u, v+ Av)

Z(u,v) + Zy(u,v)Au
Z(u,v) + Tp(u, v)Av

Q

%
!

Der Flécheninhalt AF' des Netzvierecks wird durch den Fldcheninhalt des
von den Vektoren Z,, (u, v)Au und Z, (u, v) Av aufgespannten Parallelogramms
approximiert:

AF =~ |Z, X T| AulAwv.

Es gilt
Ty Ty 0
Tu X Ty = | wu x| vy | = 0
0 O xuyv - xvyu
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Damit erhalten wir
'Z"LL x'[}

Yu Yo

< wu(u,v) 2y (u,0) >

Yu(u,v)  yp(u,v)

wird auch Funktionalmatriz der Koordinatentransformation und ihre Deter-
minante

|Zu X Zo| = |

Die Matrix

Ty (u,v)  xy(u,v) ‘
Yu(u,v)  yolu, v)

Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante genannt. Damit erhalten
wir

AuAv.

d(z,y)
AF =~
‘3(% v)

Insgesamt ergibt sich:

Satz 9.1.3 (Substitutionsregel, Transformationsformel) Der requldire
Bereich B C R? entstehe unter der Koordinatentransformation v = x(u,v),
y = y(u,v) aus dem Bereich D der (u,v)-Ebene. Dann gilt fir jede stetige
Funktion f : B — R

é [ sty = /D [ statuo) w0 |52

Substitutionsregel:
In [ [ f(z,y)dxdy ersetzt man
B

dudv.

e z,y durch x(u,v),y(u,v)

dudv

,U

e dxdy durch )%

e B durch D

Spezialfall: Polarkoordinaten
T =Trcosy, Y =rsiney,

T, Ty
Yr Yo

cosp —rsing |
siny  rcose

9
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-G
- <

2T

Abbildung 9.2: Die Polarkoordinatenabbildung

é/f(%y)dmdy: é/f(rcoscp,rsingp)rdrdcp

Beispiel 9.1.2 Volumen V' des Kreiskegels iiber dem Einheitskreis von der
Hohe 1: Der Kegel wird beschrieben durch

flr,y)=1—+a2+y2, 2°+y" <1

Es ist
B = {(z.y)|a* +y* <1},
D = {(rne|0<r<1,0< ¢ <2}
Dann gilt
vV = //(1 — V2?2 + y?)dxdy
B
2w 1
= //(1 —r)rdrdp = / (/ (1-— r)rdr) dp
- 0 0
! 1, 1" =
= 27T/ (r —r¥)dr =2n |=1r* — =r®| = —.
) 2" T3], 73
Dreifachintegrale

Der Begriff des Dreifachintegrals von Funktionen f(z,y,z) {iber Bereiche
B C R? lisst sich ganz analog wie im zweidimensionalen Fall einfiihren.
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Dabei beschrinkt man sich wieder auf regulire Bereiche B C R3, wobei
dies heilen soll, dass der Rand 0B aus endlich vielen reguléaren Flachenstiicken
besteht. Der genaue Begriff eines reguléren Flichenstiicks ist an dieser Stelle
nicht wichtig, er wird spéter eingefiihrt.

Der Bereich B wird nun in einzelne regulédre rdumliche Teilbereiche
By, ..., B, mit den Volumina AVj, ..., AV, zerlegt. Die Riemannsche Sum-
me nimmt die Gestalt

Zn =Y f@i,yi, 2)AV;
i=1

all.

Definition Der Grenzwert
[[[ 1avi= im ARG
B =

heifit Dreifachintegral oder Volumenintegral von f diber B. Das Symbol dV
heifit Volumenelement.

Fiir das Dreifachintegral gelten die iiblichen Rechenregeln: Linearitét,
Monotonie, Additivitét.

Bildet man die Riemannschen Summen beziiglich Schnittebenen parallel
zu den drei Koordinatenebenen, dann bezeichnet man das Volumenintegral

/B/ fdxdydz oder /B// f(z,y, z)dxdydz.

dV = dzxdydz ist das Volumenelement beziiglich kartesischer Koordinaten.
Ist B ein Normalbereich, d.h. z.B.

B={(z,y,2)[a<z<bl(z) <y<r(z)g(zy) <z<hz,y)}

dann folgt analog zu Satz 9.1.1

[[ [ sacavas = | b ( /Z( ()) ( / :() fay, z)dz) dy) o

Fiir den Fall eines Quaders

B={(z,y,2)|a1 <x <by,a <y < by a3 < 2z < by}
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ergibt sich eine Verallgemeinerung von Satz 9.1.2 (Satz von Fubini): Die
Integrationsreihenfolge ist beliebig, d.h.

// fddydz = /b (/b( a:Sf(:c,y, z)dz) dy) dz
- /:3 </ab2 ( : f(@.y, Z)dfc> dy) ds = - ..

Beispiel 9.1.3 (1) Volumen Das Volumen eines reguliiren Bereichs B C R3

ergibt sich als
v = [[[av
B

Z.B. ergibt sich fiir den Zylinder B der Hohe A und Grundfliche D vom
Radius r

V(B):/B//dV:/Oh é/dF dz:hé/dF:hWQ.

(2) Masse, Schwerpunkt

Masse: M = / / / pdV , Massendichteverteilung: p,

Tg = %///w(w,y, z)dV,
ys = %///yp(%y, z)dv,
25 = %///zp(a:,y,z)dv.

(Geometrischer Schwerpunkt: p = 1)

B
Schwerpunkt:

Substitutionsregel (Transformationsformel) fiir Volumenintegrale

Es sei B C R3 ein reguldrer raumlicher Bereich. Es sei ein (eventuell krumm-
liniges) Koordinatensystem (u,v,w) gegeben, das mit den kartesischen Ko-
ordinaten (z,y, z) durch Gleichungen der Form

r=z(u,v,w), y=yluvw), z=zu,vw)
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in Verbindung steht. Wir setzen wieder voraus, dass die Funktionen z(u, v, w),
y(u,v,w), z(u, v, w) hinreichend oft differenzierbar sind.

Betrachte nun ein (u, v, w)-Koordinatengitter mit den Maschenweiten Auw,
Av, Aw. Wir wollen das Volumen AV eines von den Koordinatenflichen
des Gitters ausgeschnittenen Gitterquaders berechnen. Diesen Gitterquader
approximieren wir wieder wie im zweidimensionalen Fall linear durch einen
Spat, der von den drei im Punkt #(u,v,w) angetragenen Vektoren z,Au,
TpAv, T, Aw aufgespannt wird. Das Volumen dieses Spats betragt

O(z,y,2)

AuAvAw
(u, v, w)

AV =~ [, T, To]| AudvoAw = ’

mit der Funktionaldeterminante (oder Jacobi-Determinante)

Owy2) |70 0
Navw) — | Y Yo Yo
(1,0, w) Zu Zv Zw

Insgesamt ergibt sich

Satz 9.1.4 (Substitutionsregel, Transformationsformel) Der requldre
Bereich B C R3 entstehe unter der Koordinatentransformation x = x(u, v, w),
y =y(u,v,w), z = z(u,v,w) aus dem Bereich D des (u,v,w)-Raumes. Dann
qilt fiir jede stetige Funktion f: B — R

// f(z,y, z)dxdydz

///f x(u, v, w),y(u, v, w), z(uvw))’ggg’wi

Man nennt

dudvdw.

o(z,y,2)
d(u, v, w)

das Volumenelement beziiglich der (u, v, w)-Koordinaten.

dV = ‘ dudvdw

Spezialfille
(1) Zylinderkoordinaten

r=rcosy, Yy=rsiny, z=2z,
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sy | | [ 0]
8— =\ Y Yo Yz | = YUr Yo =T,
(7”7 P, Z) 0 0 1

Zr zZp 1
///f(a:,y,z)dxdydz:///f(rcosgp,rsingp,z)rdrdgpdz
B D

(2) Kugelkoordinaten

xr=rcospsinf, y=rsinpsinfd, z=rcosé,

P Tr Ty, Tg cospsinf —rsinpsinfd rcospcosl

(337 y? Z) _ _ : : 6 : 9 : 9

Nrod) Yr Yo Yp | =| singsin rcosesing  rsinpcos
A 2y 2y 28 cos 0/ 0 —rsin¢

= —r?cos® psin® @ — r?sin® psinf cos? 0
— 1?2 cos? psin B cos® @ — r? sin? psin® @

= —r’sinb,

dV = r?sin Odrdpd?,

///f(x,y,z)dxdydz

= /// f(rcos @sin @, rsin psin 6, r cos 0)r? sin Odrdpdd
D

Beispiel 9.1.4 Volumen V' der Kugel K vom Radius R:

Vo= /K//dxdydz

R T 27
— / / / r? sin fdpdfdr  (Kugelkoordinaten)
o Jo Jo

R T 1 4
= 27r/ r? </ sin 9d9) dr = 21=R*— cos O] = —mR®.
0 0 3 3

Volumina von Rotationskérpern

Eine weitere Anwendung der Transformationsformel ist eine Regel zur Be-
rechnung des Volumens eines Rotationskorpers:
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Satz 9.1.5 (2. Regel von Guldin) Das Volumen eines Rotationskirpers

betrdgt
wober
F = Flicheninhalt eines Meridianschnitts
ro = Abstand des Flachenschwerpunkts von der Drehachse

X
.\<

9.2 Kurvenintegrale

Wir wollen den Integralbegriff nun auch dahingehend erweitern, dass wir eine
Funktion iiber eine Kurve integrieren wollen.
Es sei

wt) = | y@) |, telad]

die Parametrisierung eines Kurvenstiicks im R3. Wir betrachten eine skalare
Belegungsfunktion f auf dem Kurvenstiick, so dass ¢ — f(ui(t)) stetig ist. Im
Kurvenpunkt w(t) ist das Kurvenstiick also mit der skalaren Grofle f(w(t))
(z.B. Masse) belegt. Wir wollen nun die Gesamtbelegung berechnen. Dazu
zerlegen wir das Kurvenstiick durch Aufteilung des Parameterintervalls

a=to<t;1 <...<t,=b

in Bogen iiber [t;_1,¢;] (1 <1i < n) der Lange As;. Nach der Berechnungsfor-
mel fiir die Bogenlénge gilt

tL . .
Asi = / () dt = Jdi(m) | At
ti—1



70 Kapitel 9. Integration im R"

fiir ein 7; € [t;_1,t;] nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Die Be-
legung des i-ten Bogens wird nun durch

F(@ () As; = f(wi(m)) @i (m:) | Aty

approximiert, die Gesamtbelegung durch die Riemannsche Summe

Z, —Zf w(T;) |w ;)| At;.

Wegen der Stetigkeit von f konvergieren diese Riemannschen Summen fiir
n — oo und At; — 0:

lim Z, —/ f(w (t)|dt.

n—o0

Wir definieren daher:
Definition Die Zahl

/fds—/f (1)t

heiBt das Kurvenintegral von f lings «. Das Symbol ds = |w(t)|dt heiBt das
Bogenelement von 0.

Auch fiir Kurvenintegrale gelten die iiblichen Rechenregeln: Linearitét,
Monotonie, Additivitét.

Beispiel 9.2.1 (1) Bogenlidnge. Nach §7 gilt fiir die Lange L(w) eines Kur-
venstiicks w : [a, b] — R:

L(w):/ab|zﬁ(t)|dt:/wds

(2) Masse. Stellt p(x,y, z) die Massendichte einer Kurve  (z.B. eines Seiles)
dar, so betrigt die Gesamtmasse

M:/pds.

Z.B. betrachten wir eine Schraubenfeder mit der Massendichte p(z,y, z) =
%y + 22
Parameterdarstellung:

x(t) 2cost
W)=\ y(t) | = | 2sint |,0<t<dm,

2
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ds = |W(t)|dt = \/2% + ¢ + 22dt = \/1_7dt,

M = /pds—/:verz
- /0 ((2cost) (2sint)? + (%t)2> %\/T?dt

1 indt 1 0" V17 16
= SVIT {Qt _ R —t?’] -V (87r + —7r3)
0

2 12 2 3

Das Integral fw fds ist unabhéngig von einer speziellen Parameterdarstel-
lung:

Satz 9.2.1 Sindw: [a,b] — R?, @ : [c,d] — R® z2wei Parameterdarstellungen
des gleichen Kurvenstiicks, dann gilt

/abf(w(t ()]t = / Fa)i)|dt.

9.3 Oberflachenintegrale

Fiir verschiedene Anwendungen ist es wichtig, Flicheninhalte von Ober-
flachenstiicken zu berechnen. Dariiber hinaus spielen Integrale von Funk-
tionen f(x,y, z) eine Rolle, bei denen die Integrationsbereiche Flidchenstiicke
im R? sind. Das fiihrt zu dem Begriff des Oberflichenintegrals, mit dem wir
uns jetzt beschéaftigen wollen.

Dazu miissen wir zunédchst Fldchen betrachten. Wie bei Kurven haben
wir verschiedenen Arten der Flichendarstellung. Bisher kennen gelernt haben
wir:

e explizite Darstellung als Graph z = h(z,y), (z,y) € D, einer Funktion,
e implizite Darstellung als Niveauflache f(z,y, 2) = ¢(= const.).

Daneben hat man auch fiir Fldchen eine Parameterdarstellung.

Definition Es sei D ein reguldrer Bereich der (u,v)-Ebene. Unter der Pa-
rameterdarstellung eines requldren Flichenstiicks versteht man eine Funktion
7:D — R3,

mit folgenden Eigenschaften:
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(a) Die Funktionen z(u,v),y(u,v), z(u,v) besitzen stetige partielle Ablei-
tungen.

(b) Fiir beliebige Punkte (u,v) # (u/,v") aus D ist stets Z(u,v) # Z(u/,v").
(¢) Zy(u,v) x Zy(u,v) # 0 fir alle (u,v) € D.
Die Punktmenge

S = {(m(u,v),y(u,v),z(u,v)) | <u7v) S D}

(und manchmal auch die Parameterdarstellung von S) bezeichnet man als
das dargestellte requldre Flichenstiick.

Nach (b) gibt es zu jedem Punkt (z,y,z) € S genau einen Punkt (u,v)
des Parameterbereichs D mit z = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v).

Variiert man nur einen Parameter und hélt den anderen fest, so erhélt
man zwei Kurvenscharen auf S:

u +— Z(u,v) (v=const.) Parameterlinie v = const.

—

v = Z(u,v) (u=const.) Parameterlinie u = const.

Die Vektoren

o= (u, v) o (u, )
Zu(u,v) = %(u,v) . Ty(u,v) = %(u,v)
Ei(u’ 'U) Fi(ua U)

sind die Tangentialvektoren an die Parameterlinien. Die Voraussetzung (c)
bedeutet, dass diese Tangentialvektoren in allen Punkten (u,v) € D linear
unabhéngig sein sollen. Die Tangentialebene durch den Flachenpunkt #(u, v)
ist die von ¥, und 7, aufgespannte Ebene mit der Parameterdarstellung

T\, 1) = Z(u,v) + Ay (u, v) + pZy(u,v), A\ peR

Der auf der Tangentialebene durch #(u, v) senkrecht stehende Einheitsvektor

1

ni= 5
|2 X T

Ty X Ty

heifit Flichennormale in Z(u,v).
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Beispiel 9.3.1 (1) Graphen. Parameterdarstellung eines Graphen z = h(x,y),
(x,y) € D:
T
Tz, y) = y , (z,y9) €D.
h(z,y)

Die Parameterlinien sind die Schnitte mit den Ebenen x = const. bzw. y =
const. Es gilt

1 0 —h,
Zo= 0|, #=|1]|, @xz=|-n
h, hy 1

(2) Drehflachen. Wir drehen ein regulires Kurvenstiick ohne Doppelpunkte

(t)

t— | 0 |, a<t<b

um die z-Achse.

Wir erhalten ein reguldres Flachenstiick (Drehflache) mit der Parameterdar-
stellung

x(t) cos ¢

. (to)eD={(ty)|a<t<b0<p<2m)

8
~
&

I

8
)
\t:\/

@,

=
aS)

Parameterlinien:

t = const.: Breitenkreise

@ = const.: Meridiane
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Beispiele
(a) Kegel (-Mantelfléiche) der Hohe hq iiber Grundkreis vom Radius R

tcos
Z(t,p) = tsin , 0<t<R,0<¢p<2m.

ho (1= %)
(b) Zylinder vom Radius r

7 Cos @
T(z,p) = | rsing |, 2<z2<2,0<p<27
z

(c) Sphére (Kugeloberfliche) mit Zentrum 0 und Radius r

rsin # cos @
Z(0,0) = | rsinfsing |, 0<60<7m0<p <27
rcosf

Wir wollen nun stetige Funktionen f(x,y, z) iiber regulidre Flachenstiicke

integrieren.
Essei 7: D — R3 D C R?,

die Parameterdarstellung eines reguliaren Flichenstiicks S. Es sei f: 5 — R
eine stetige Funktion, die wir als Belegungsfunktion von S auffassen.

Wir zerlegen nun S durch ein Netz von Parameterlinien in n
Teilstiicke AS, ..., AS,. Wir betrachten nun ein solches Teilstiick AS vom
Flacheninhalt AO. Das Netzviereck AS wird durch das Parallelogramm, das
von den im Flachenpunkt #(u,v) angetragenen Vektoren Z,Au, Z,Av aufge-
spannt wird, linear approximiert. Der Flacheninhalt dieses Parallelogramms
ist

AO = |Z, X Tp|AuAv.
Nun betrachten wir wieder die obige Zerlegung von S in n Teilstiicke
ASy, ..., AS,. In jedem Teilstiick AS; wahlen wir einen Punkt
(@ (us, v3), y(us, v), 2(ug, v;)). Wir betrachten dann die Riemannsche Summe

Zn = Zf(x(uiavi)ay(ui;vi>a 2(ug, ) )| x 7| Aulv.
i=1
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Es gilt

n—oo

lim Z, = flz(u,v), y(u,v), z(u, v))|T, X Z,|dudv.
f

Wir definieren daher:

Definition Die Zahl

//de = //f(x(u,v%y(u,v),z(u,v))m X Ty dudy
S D

heifit das Oberflichenintegral von f iiber S. Insbesondere heif3t

0(S) = //dO: //]fu « 7| dudy
S D

der Fldcheninhalt des reguléren Flachenstiicks S. Das Symbol

dO = |7, x Z,|dudv

heiBt das (skalare) Fldchenelement (oder Oberflichenelement) von S.
Man kann wieder zeigen, dass das Integral [ [ fdO unabhingig von der
S

gewihlten Parametrisierung ist. Auch fiir das Oberflichenintegral gelten die
iiblichen Rechenregeln: Linearitat, Monotonie, Additivitét.

Beispiel 9.3.2 (1) Oberflicheninhalt eines Graphen z = h(x,y), (x,y) €

O://w/l—i-hi—i-hzdxdy.
D

(2) Oberflicheninhalt einer Drehfliche

x(t) cos ¢
Z(t,po) =1 z(t)sing |, a<t<b0< <27
z(t)
&(t) cos p —z(t)sing —rZcos
Ty=| z(t)sing |, Zo,=|[ =x({t)cosp |, TxT,=| —xising |,
A(t) 0 i
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b
= // V2?2 (2? + 22)dtdyp = 27T/ V@2 + 22dt.
D a

(3) Oberfliche der Halbkugel vom Radius r:

rsin 6 cos ¢
7(0,0) = | rsinfsing |, 0<60<
rcosf

L0 < < 27,

IA

7
2

Nach (2) gilt:

/2 /2
0= 27T/ rsin 49\/7“2 cos2 6 + r2sin? 0dh = 27T’I“2/ sin 0dh = 27r?.
0 0

(4) Oberfliche eines Kreiskegels z = hy <1 — £V + y2> Nach (1) gilt
(D ={(z,y) |0 < 2*+y* < R*})

h2$2 h2y2
O = 0 dxd
//\/ x2+y>+R2<x2+y2>”
\/RQ—w2 , h2
= o \/ dll? = 7TR 1 + ﬁ

Aus Beispiel 9.3.2 (2) leitet man ab:

Satz 9.3.1 (1. Regel von Guldin) Der Oberflicheninhalt einer Drehfliche

betraigt

wobet

¢ = Linge eines Meridianschnitts

ro = Abstand des Schwerpunkts eines Meridianschnitts von der Drehachse

9.4 Integralsitze

Die Integralsétze stellen eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Diffe-
rential- und Integralrechnung dar und sind fiir viele Anwendungen wichtig.
Wir betrachten zunéchst Vektorfelder.



9.4 Integralsétze 7

SASAA e e o
LTI
/l////,,,‘\\\\:\
//‘//I/,>‘\\\\\\
/‘////(,,‘\\\\\\
fffll(,,\\“\\;‘
ff4444,,\“‘~*¥
f*#AA‘A yyv'**$
***lk\‘<;,"**¢
\\\\\»‘4,,,’f//
\\\\\\w<‘)’//’/

\\\\\“4‘,////’/
\\\\\\‘¢‘1/////

Abbildung 9.3: Ein Vektorfeld im R?

Definition Ein Vektorfeld im R? ist eine Funktion v : D — R3, D C R3,

die jedem ¥ € D einen Vektor

)
) | €R?

)

Ul(
U(T) = | el
1)3(

8 8 8

zuordnet.

Physikalische Deutung
An jeden Punkt Z € D ist ein Kraftvektor (%) angeheftet.

Definition Eine Kurve in D heifit Feldlinie des Vektorfelds ¢, wenn der
Vektor ¥(Z) in jedem Kurvenpunkt & parallel zur Kurventangente ist.

Definition Ein Vektorfeld ¢ : D — R3 heifit stetig (bzw. differenzierbar
bzw. partiell differenzierbar), wenn diese Eigenschaften fiir jede Komponen-

tenfunktion v;(¥), i = 1,2, 3, gelten.
Einer differenzierbaren skalaren Funktion f : D — R kann man ein Vek-

torfeld grad f zuordnen:
fo(Z)
grad f(Z) = [ f,(7)
f=(Z)

Statt grad f schreibt man auch Vf (V = Nabla).
Fiir Vektorfelder fithren wir zwei Differentialoperatoren ein:
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Definition (1) Die Divergenz eines Vektorfelds ¢ : D — R? ist das Ska-
larenfeld

801 81}2 - 81}3 .
8:3( )+8—y($)+g($)

divt': D - R, divi(Z) =

2) Die Rotation eines Vektorfelds ' : D — R? ist das Vektorfeld
(

@) - F@)
rot7: D —» R rotv = %(f)—%(f)
0y o)
ooy

Bequeme Operatorenschreibweise

P
p)
V:(it), grad f =V f, divi=V-vu, rotd=V xuv.

Y
0z
Rechenregeln
(a) rot(grad f) = V x Vf = 0.
(b) div(rotv) =V - (V x ¥) = 0.

C

) div(

(c) div(grad f) =V -Vf =Af.

(d) div(fv) = (grad f) - v+ fdiv.
) rot(fv) = (grad f) x U+ frotv.
) ot(

f) rot(rot v) = grad(divv) — Av.

(e
(
Dabei ist A der Laplace-Operator, der einem Skalarenfeld f : D — R das
Skalarenfeld

Af:D =R, Af(@) =55(@)+ 55@) + 55(),

und einem Vektorfeld 7 : D — R? das Vektorfeld

A’Ul
AT = | Av,y
A’U3
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zuordnet. Es gilt
Af=V.-V{f.

Wir wollen nun auch Vektorfelder lings Kurven integrieren.

Definition Es sei D C R3 offen,  : [a,b] — D eine reguliire Kurve und
7 : D — R3 ein stetiges Vektorfeld. Man nennt

/U7 G di = / " S@(0)) - o)t

das Kurvenintegral von v lings .
Ist w geschlossen, d.h. der Anfangspunkt von 0 ist gleich dem Endpunkt
von W, so schreibt man auch
7{ U+ dZ.

Mit

gilt

/wﬁ.df:/ab (g(zﬁ(ﬂ)-f(t)) \w@)ut:/w(g.f)ds_

Beispiel 9.4.1 Die von einer Kraft K im Kurvenpunkt w(t) langs des Weges
dx = w(t)dt geleistete Arbeit betréigt

—

dA =K -di = (K - T)ds.

Gesamtarbeit von K langs

A:/X-df.

Die Kurvenintegrale liefern ein Mittel, zu grad f eine Stammfunktion f
zu rekonstruieren.

Definition Es sei D C R? ein Gebiet. Ein Vektorfeld ¢ : D — R? heif}t
ein Gradientenfeld (oder Potentialfeld), wenn es eine stetig differenzierbare
Funktion f: D — R gibt mit

(%) = grad f(Z) (¥ € D).

In diesem Fall heifit f (oder —f) eine Potentialfunktion (oder ein Potential)
von 7.
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Satz 9.4.1 (Hauptsatz iiber Kurvenintegrale) Es sei Q C R?® ein ach-
senparalleler Quader und v : Q — R? ein Vektorfeld mit in Q stetigen parti-
ellen Ableitungen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Das Vektorfeld U ist ein Gradientenfeld.
(b) rot 7 = 0.

(¢) Das Kurvenintegral [ U - dZ hingt fir alle requliren Kurven @ in Q
nur vom Anfangs- und Endpunkt von w0 ab.

(d) Fir alle geschlossenen requliren Kurven w in Q) gilt

fﬂdf—o.

Praktische Bestimmung eines Potentials
Gegeben sei 7: Q — R3.
(1) rot #(Z) # 0 fiir ein # € Q = kein Potential.

(2) rot ¥ = 0: Wihle 7y € Q fest. Zu @ € Q wihle Kurve @ in Q, die 7
mit £ verbindet. Setze

F:Q >R, f(f)::[ﬁ-df

w

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
/ F'(w)dz = F(b) — F(a)

besagt, dass es moglich ist, ein Integral auf einen Ausdruck zuriickzufiihren,
in dem nur die Funktionswerte am Rande des Intervalls [a, b] auftreten. Ent-
sprechend wollen wir nun Bereichsintegrale auf Randintegrale zuriickfiihren.

Es sei B C R? ein regulirer Bereich, dessen Rand 9B aus einer geschlos-
senen stiickweise reguldren Kurve @ besteht, die positiv orientiert ist. Setzt
sich die Kurve w aus den reguldren Kurvenstiicken y, . . ., w, zusammen, so

definiert man
/17-d:f::/17-d:5+...+/ v - dT.
OB @ B,
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Satz 9.4.2 (Satz von Green) Es seien B,0B wie beschrieben, D C R?
eine offene Menge mit B C D und ¢ : D — R? ein stetig partiell differen-
zierbares ebenes Vektorfeld. Dann gilt

e [ (=55 o
8B y

Beispiel 9.4.2 Mit 9(%) = ( 2 ) ergibt sich fiir den Fliécheninhalt von B

1
F = //da:dy:/ :Edy:—/ yda::—/ (—ydx + xdy).
A OB oB 2 Jop

Wir definieren nun das Oberflachenintegral eines Vektorfeldes.

Definition Es sei D C R2, S ein durch die Parameterdarstellung 7 : D —
R3 gegebenes regulires Flichenstiick mit Normale

1
n= ﬁfu X fv
| T X T

und ¢ ein auf S stetiges Vektorfeld. Man nennt

//de // 7)dO = //xxdud

das Oberflichenintegral von U lings S oder den Fluss von v durch S.

dO = iAdO = #, x Tydudy

heifit vektorielles Oberflichenelement von S.

Physikalische Deutung

Es sei v das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Fliissigkeitsstromung.
Dann ist

U, 2y, Z,|dudv = [U, &, du, Z,dv]
das Volumen der Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch das Ober-
flaichenelement dO stromt und

é/ﬁd”

das Gesamtvolumen der Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch S zu
der Seite, zu der 7 zeigt, hindurchstromt.
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s

Abbildung 9.4: Orientierung des Randes 0.5

Satz 9.4.3 (Satz von Stokes) Es sei S ein regulires Flichenstiick mit ei-
ner geschlossenen stiickweise reguldren Randkurve 0S, die in Bezug auf die
Normalenrichtung i positiv orientiert ist (vgl. Abbildung 9.4). Es sei U C R3
eine offene Menge, die S enthilt, und v : U — R3 ein stetig partiell differen-
zierbares Vektorfeld. Dann gilt

]{ a-d:z://(mm-ﬁ)do
oS 5

U1
Beispiel 9.4.3 Es sei S = 7(D) CR*und ¥ = [ vy | ein ebenes Vektor-
0
feld. Dann gilt
N 0 N 81)2 81}1
n=101], rotv-n=———,
1 or Oy

also nach dem Satz von Stokes

o o o 0vy o
v-ds://rotv-ndS://(———)dxd.
/. s = [ [ (57 =5 ) o

S

Damit folgt der Satz von Green aus dem Satz von Stokes.

Physikalische Deutung des Satzes von Stokes

Es sei ¥ wieder das Geschwindigkeitsfeld einer stationéren Fliissigkeitsstro-
mung. Man nennt das Integral
% U d¥
a8

die Zirkulation (oder Wirbelstirke) der Fliissigkeit entlang 05 (die Tangen-
tialkomponente von ¢ wird aufintegriert). Der Satz von Stokes besagt, dass
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die Zirkulation von ¢ entlang 95 gleich dem Integral der Normalkomponente
der Rotation rot ¥+ 7i iiber S ist. Man nennt rot v'- 71(Z) die spezifische Zirku-
lation (oder Wirbeldichte) der Stromung durch S in Z. Die Stromung heift
wirbelfrei, wenn rot 7 = 0 ist.

Satz 9.4.4 (Satz von Gaufl) Es sei B C R3 ein requlirer rdumlicher Be-
reich mit einer geschlossenen Oberfliche OB, die aus endlich vielen requldren
Flichenstiicken besteht. Es seini die aus allen requldren Flichenstiicken von
OB nach aufen weisende Normale, U C R3 offen mit B C U, v : U — R3
ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

[ [@vaa = [ [@ o

Physikalische Deutung des Satzes von Gauf

Es sei ¥ wieder das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Fliissigkeitsstro-
mung. Der Satz von Gaufl besagt, dass der Flufl von ¢ durch die Kérperober-
fliche (von innen nach auflen) gleich dem Volumenintegral der Divergenz
div ¢ von ¥ ist. Die Divergenz misst also den aus der Volumeneinheit her-
austretenden Fluf. Man nennt div 0(%) die spezifische Ergiebigkeit oder Quell-
dichte der Stromung in . Man nennt & Quelle, wenn div ¥(Z) > 0 ist, und
Senke, wenn div #(Z) < 0. Die Stromung heifit quellenfrei, wenn dive = 0
ist.

Wir wollen nun Anwendungen der Integralsétze darstellen. Wir brauchen
dazu noch ein Resultat iiber Parameterintegrale.

Parameterintegrale

Ein Integral der Form
d
F(z) = / f(z,y)dy,
wobei der Integrand vom Parameter x abhéngt, heifit ein Parameterintegral.

Beispiel 9.4.4 Die Gammafunktion (vgl. I, Beispiel 5.4.3 (2))

['(x) ::/ e 't
0

ist ein Beispiel fiir ein Parameterintegral.
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Satz 9.4.5 (Differentiation unter dem Integralzeichen) Es sei
R={(x,y) €R2|a§x§b,c§y§d}

ein abgeschlossenes Rechteck im R? und f : R — R eine auf dem Intervall
la,b] stetig partiell nach x differenzierbare Funktion. Dann ist die Integral-
funktion

d
F(z) = / fa.y)dy, a<a<b

differenzierbar mit der Ableitung

d d
Fa) =2 [ ey = [ Sy

Anwendungen der Integralsitze
1. Die Kontinuitédtsgleichung der Hydrodynamik

Es sei
v Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Fliissigkeit
p Massendichte (auch abhéngig von der Zeit)
B reguldrer rdaumlicher Bereich mit der Oberfliche S

Durch das Oberflichenelement dO tritt pro Zeiteinheit das Fliissigkeitsvolumen
(0 1)dO

hindurch. Die gesamte durch S aus B herausstromende Masse betrigt also

//p17~ﬁd0.
S

Die zeitliche Anderung der Masse wird auch durch

el

gegeben. Damit erhalten wir

- dp ...
//piwndO—l—///EdV—O.
S B
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Aus dem Satz von Gauf3 folgt

///(mm )dV—O

Da diese Gleichung fiir beliebige regulidre Bereiche B gilt, folgt daraus die
Kontinuitdtsgleichung der Hydrodynamik

d
div(p?) + &L

=0
dt

Fiir eine stationdre (d.h. zeitunabhéngige) Stromung gilt % = 0, also div(pv) =
0. Ist die Fliissigkeit inkompressibel, d.h. p = const., dann folgt
dp
dt

Das bedeutet, dass das Geschwindigkeitsfeld einer inkompressiblen Fliissigkeit
quellenfrei ist.

=0 = div(pv) = pdivi=0= dive = 0.

2. Die Wiarmeleitungsgleichung
Wir betrachten einen homogenen erwarmten Korper mit

p konstante Massendichte

o konstante spezifische Wérme

U =U(x,y, zt) Temperatur zum Zeitpunkt ¢ im Punkt (x,y, 2)
k Warmeleitfahigkeit des Materials

B reguldrer rdumlicher Bereich mit der Oberfliche S

Dann speichert ein Volumenelement dV' die Warmemenge
dW = oUpdV.

Die Gesamtwérme in B betragt

W:/B//andV.

Fiir die zeitliche Anderung der Wiarme (Wérmeaustausch) gilt

[t
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Das Gesetz von Fourier besagt, dass der Warmeaustausch dd—vf als Warmefluss

durch die Oberfliche S gedeutet werden kann:

dw 3 _(OU oU oU
% = // /{:(graden)dO, grade— (%,a—y,$> .
S

Aus dem Gesetz von Fourier und dem Satz von Gauf folgt damit

///p"%_[tjdvz /// k(divgrad; U)dV.

Damit ergibt sich die Wérmeleitungsgleichung

Uk,
at  op

mit
LU U U
02 Oy 022

AzU

3. Die Maxwellgleichungen der Elektrodynamik

Ein elektromagnetisches Feld wird durch die folgenden vom Ort & und von
der Zeit ¢t abhéngigen Vektorfelder beschrieben:

E elektrische Feldstirke

H magnetische Feldstdrke

—

D elektrische Flufidichte (Verschiebungsdichte)

]l

magnetische Induktion
J elektrische Stromdichte

Es sei S ein regulédres Flachenstiick mit Rand C. Das Faradaysche Indukti-
onsgesetz besagt

Die Formel von Biot-Savart-Ampere-Maxwell besagt

L%ﬁ@%/]fﬁw+//2ﬁﬂw.
o ot
S S
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Abbildung 9.5: Zum Faradayschen Gesetz

Aus dem Satz von Stokes folgt

//rotﬁ-ﬁdo — —2//§~ﬁd0,
ot
S S
— R — a—» N
//rotH-ndO = // (J—{—ED) -ndO.
S S

Daraus folgen die ersten Maxwellgleichungen

ot Be 25 wotd=Ji+lp.

ot ot

Wenden wir auf beide Seiten dieser Gleichungen den Operator div an, so
folgt hieraus wegen divrot v = 0 fiir alle Vektorfelder v

%dwé =0, div (f+ %5) =0.
Das Coulomb-Gesetz besagt (p Ladungsdichte)

div D = p-
Dass es keine freie magnetische Ladung gibt, besagt

div B = 0.

Daraus folgen schliellich die Kontinuitétsgleichungen:

— a —
divJ+a—§) —0, divB=0.
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In homogenen Medien gilt
J=0E, D=c¢E, B=uH

(Elektrische Leitfahigkeit o, Permitivitéit e, Permeabilitdt p). Damit erhélt
man die Maxwellgleichungen fiir homogene Medien:

S0 - . S 0 -
rot £ + ,uaH =0, div(cE+ EEE) =0,

rot H = aﬁ+£%ﬁ, div H = 0.

Dies sind Bestimmungsgleichungen fiir die elektrische Feldstérke E und die
magnetische Feldstarke H.

Nun nehmen wir an, dass die Ladungsdichte p = 0 ist, d.h. divE = 0.
Dann folgt durch Anwendung des Operators rot auf die erste Gleichung

rot(u%ﬁ) = —rot(rot E) = —(grad(div E) — AE) = AE

und durch Anwendung von % auf die dritte Gleichung
o? 0
—F=—urotH —op—F
Hegp™ = gt Hort

Hieraus folgt die allgemeine Wellengleichung fiir E:
,ugE_;tt -+ O'IUE; = AE
Entsprechend leitet man die allgemeine Wellengleichung fiir H her:

,u&‘ﬁtt + O'/Lﬁt = Aﬁ

4. Berechnung von Volumina

Man kann die Integralsdtze auch anwenden, um Integrale, z.B. Volumina
und Schwerpunkte, auszurechnen. Eine solche Anwendung wollen wir zum
Abschluss betrachten.

Beispiel 9.4.5 Wir wollen das Volumen V' eines Kegelstumpfes B von der
Hohe h und den Radien R und R (R < R) berechnen (vgl. Abbildung 9.6).
Wir betrachten ein zur Mantelfliche M tangentiales Vektorfeld

—T

U(z,y,2) = —Y
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|~

\J

s

Abbildung 9.6: Kegelstumpf

Es gilt div v = —2. Nach dem Satz von Gauf} gilt daher

—2V(B) = //(U i) do.
0B

Der Rand 0B besteht aus der Mantelflache M und den beiden Deckelflachen
S1 und S;. Da ¢ tangential zu M ist, gilt v -7 = 0 auf M. Weiter gilt

Parametrisierungen von S7, So:

S; : x=rcosp, y=rsing, 0<r<
Sy  w=rcosp, y=rsing, 0<r<

Es gilt

dO = rdrdep.
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Es folgt

Loy = //__mdm// e L CRERL

h 5 // 5
= — rédrdy — redrd
([ o [ frun
SQ Sl
h 27 R 2 R
= —— / / r2drdg0—/ / rdrdep
R—R \Jo 0 0 0

o2mh (1 1,
- R—E(SR 3R)

2 ~ o~
= —gwh(R2+RR+R2).

Daraus folgt
1 -~ -
V= gnh(}‘f? + RR + R?).



Kapitel 10

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

10.1 Spezielle Differentialgleichungen 1. und
2. Ordnung

Eine gewohnliche Differentialgleichung ist eine Gleichung, in der Ableitungen
einer Funktion von einer Verdnderlichen auftreten. Sie hat die allgemeine
Form

Fw,y(z),y'(2),....y" (@) = 0.

Die gesuchte Unbekannte ist hierbei die Funktion y(x).

Beispiel 10.1.1 Radioaktiver Zerfall
Die zerfallende Menge einer radioaktiven Substanz y(t) in einer kleinen Zeit-
spanne At ist proportional zu der noch vorhandenen Substanz:

y(t + At) —y(t)
At

=—C-y(t), C = const.> 0.

Damit erhélt man die folgende Differentialgleichung

yt) = =C-y(t)

Beispiel 10.1.2 Schwingungen an einer Feder

Ein Massenpunkt der Masse m sei an zwei gleichlangen homogenen Federn
zwischen zwei festen Winden aufgehéngt. (Von der Schwerkraft soll abgese-
hen werden.) Gesucht ist die zeitliche Verdnderung der Auslenkung = = z(t)
des Massenpunktes aus der Ruhelage x = 0, wenn er in Schwingung versetzt

91
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wird.

E\\
V
1797

~

Das Hookesche Gesetz besagt, dass die Riickstellkraft proportional zur

Auslenkung ist:
Ry =Fk-x, k>0 konstant.

Die Reibungskraft ist proportional zur Geschwindigkeit:
Ry =7r-z, r >0 konstant.
Nach Newton ist die Beschleunigung & proportional zur Kraft:
m-T=—-R —Ry=—-k-z—7r-2.

Daraus ergibt sich die Differentialgleichung

’m-f+r-x'+k-x:0‘

Definition Eine Bestimmungsgleichung fiir y = y(z) der Form

(n) = f(x7 y’ y/’ tet 7y(n_1))

heifit gewdhnliche Differentialgleichung (abgekiirzt DGL) n-ter Ordnung. Ei-
ne n-mal differenzierbare Funktion y : I — R heifit Ldosung der DGL auf I,
wenn fiir alle z € I gilt:

Yy (2) = flz,y(z),y (), ...,y V(=)).

Y

Beispiel 10.1.1
Eine Losung der DGL ¢/(t) = —C' - y(t) ist

Ct fiir ein beliebiges ¢y € R.

y(t) = coe”
Die Konstante ¢y kann durch den Anfangswert y(0) = ¢, festgelegt werden.

Das Problem

y(n) - f(x7 y? y’? et 7y(n_1)>
y(zo) = wyo, ¥(z0) =11, .. 7y(n_1)(1‘0) = Yn—1

heifit Anfangswertproblem (abgekiirzt AWP).
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Abbildung 10.1: Richtungsfeld zu y’ = 22 + 1?

Beispiel 10.1.2

In diesem Beispiel (Linearschwinger) lautet das Anfangswertproblem
m-Z+r-c+k-x=0

z(0) =x9, (0) =vy (Anfangszustand)
(Vorgabe des Anfangsortes und der Anfangsgeschwindigkeit)

Wir wollen uns nun zunéchst mit Differentialgleichungen 1. Ordnung be-
fassen:

y = [flz,y).

Spezialfall

Losung ist einfache Integration:
y(zr) = / f)dt +c¢, w0 fest,c € R.
o

Geometrische Interpretation

Eine DGL ¢ = f(z,y) bestimmt ein Richtungsfeld: In jedem Punkt (z,y) €
R? wird durch 3 = f(x,y) eine Steigung vorgegeben. Dies muss dann die
Richtung der Tangente der Losungskurve (Integralkurve) sein, die durch (z, y)
verlauft.
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Zur Konstruktion von Integralkurven sind auch die Isoklinen hilfreich.
Die Isoklinen der DGL sind diejenigen Kurven in der (z,y)-Ebene, auf denen
die Losungen y(z) die gleiche Steigung ¢ haben, also die Hohenlinien von
f(z,y)

flz,y) =

Beispiel 10.1.3 Das Richtungsfeld zu 3’ = 2% + 3?2 ist in Abb. 10.1 darge-
stellt.

Beispiel 10.1.4 Im Allgemeinen braucht durch einen Punkt (x, y) nicht nur
eine Integralkurve hindurchzugehen:

/

y =3y

Wi

Eine Losung: y(z) = 0.
Fiir y # 0 erhélt man

/y‘gdy:/dx—l—c

= y(z)=(z+c)?, ceR.

(ON]
<
&
N—
Wi
W =

Durch jeden Punkt —c der x-Achse verlaufen zwei Losungskurven, ndmlich
y(z) = 0 und y(z) = (z + ¢)>.

Wir betrachten nun Losungsmethoden fiir einige spezielle Differentialglei-
chungen 1. Ordnung.
Trennung der Variablen
Wir betrachten Differentialgleichungen der Form
y = f(x)g(y)-

Eine solche DGL 16st man mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen.
Fiir g(y) # 0 schreibt man

ey = 1@ ‘/

/ g?;((ﬂ;)) . / f@)dz+¢ | Substitution
dy

o = /f(m)dm—l—c
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10.1 Spezielle Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung
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Abbildung 10.2: Richtungsfeld und Integralkurven zu 3/

Merkregel

= f(x)g(y) in der Form:

(1) Schreibe

dy

(2) Trennung der Variablen:

(3) Auf beiden Seiten integrieren.

(4) Auflésen nach y.

Beispiel 10.1.5

(dh. f(z) =1,9(y) = ¥*)

y/:yQ
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Abbildung 10.3: Richtungsfeld und Integralkurven zu v/

Beispiel 10.1.6
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Abbildung 10.4: Richtungsfeld und Integralkurven zu ¢/ = =%
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10.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ord-
nung

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung sind von der Form
Y = a(x)y + b(z).

b(x) heiit Storfunktion (Storglied). Die DGL heifit homogen, wenn b(z) = 0,
andernfalls inhomogen.
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Wir betrachten zunéchst die der obigen DGL zugeordnete homogene DGL

Losung der homogenen DGL
Mit Trennung der Variablen folgt

= Inly| :/a(x)da:+co

= y(z) =cexp (/ a(t)dt) . xg fest,c € R.
To

Losung der inhomogenen DGL durch Variation der Konstanten

Ansatz:

y(x) = c(x)yn(z)
mit y, = exp( f;; a(t)dt) Losung der zugeordneten homogenenDGL. In ¢/ =
a(z)y + b(x) eingesetzt:

Y = cyn +cy), = acy, + b

/ — bz 1
= d(z) =( )yh(m)
= c(z) = / b(f)yhtg)df +c, c €R

Damit erhalten wir als vollstdndige allgemeine Losung

y(x) = el O <c+ / b(é)e‘ffo”“)d%) 2o, @ fest,c € R,
1

Bemerkung 10.2.1 z(, x; sind beliebig, aber fest zu wahlen. Ist eine An-
fangsbedingung y(z*) = y* gegeben, so ist es zweckméBig xg = x; = =* zu
wéhlen.

Beispiel 10.2.1
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(1) Homogene Gleichung:

, 1 dy 1
Yy=-y < — =Y
T der =z
d 1
= Yo
Y T

"1
= y(x) =cexp (/ ;dt) = cx.
0

(2) Variation der Konstanten: Ansatz y(x) = c(x)z

c(x) —/Oxg?édﬁ—i-c— %x?’—i-c

1
= y(zr) = §x4 + cx.

10.3 Der Satz von Picard-Lindelof

Wir behandeln nun die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen
eines Anfangswertproblems

y' = f(x,y), w(xo) = o

Dieses Anfangswertproblem kann genau eine Losung besitzen (Beispiel 10.1.1)
oder auch mehr als eine Losung (Beispiel 10.1.4). Wie kann man es f ansehen,
welcher dieser Félle eintritt?

Satz 10.3.1 (Existenzsatz von Peano) Essei D C R?, f: D — R stetig
und (zo,yo) € D beliebig. Dann besitzt das Anfangswertproblem

y/:f(x7y>7 y(ZL’()) = Yo, (x,y) €D

mindestens eine Léosung, die sich bis zum Rand von D nach links und rechts
fortsetzen ldsst.

Definition Essei G C R? und f: G — R. Man sagt, [ geniigt in G einer
Lipschitz-Bedingung beziiglich y, wenn es eine Konstante L > 0 (Lipschitz-
Konstante) gibt mit

|f($,y1) - f(l',y2)| < L|y1 - y2|

fiir alle Punkte (x, 1), (z,y2) € G.
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Die Lipschitz-Bedingung lasst sich oft schwer nachpriifen. Deswegen ist
der folgende Satz sehr niitzlich.

Satz 10.3.2 Es sei G C R?, f : G — R. Besitzt f(x,y) eine in G be-
schrankte partielle Ableitung f,(x,y), so gentgt f in G einer Lipschitz-
Bedingung beziiglich y.

Satz 10.3.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f)
Es set
R={(z,y) ||z — x| < a,ly—yol <b} CR?,

f R — R stetig und f geniige in R einer Lipschitzbedingung beziiglich y. Es
set M = max{|f(z,y)|| (z,y) € R} und o = min{a,b/M}.
Dann besitzt das AWP

y = f(z,y), y(mo) = Yo, (a:,y) S

genau eine Losung, die mindestens auf dem Intervall [xo— o, xo+ ] definiert
15t.

10.4 Lineare Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten

Eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
hat die Form

y' +ay' + by = f(x)

mit Konstanten a,b € R und einer Storfunktion f(x).
Ist f(x) =0, so nennt man die DGL homogen, andernfalls inhomogen.

Homogene lineare DGL 2. Ordnung
v +ay + by = 0.
Sind y; (), y2(z) Losungen dieser DGL und ¢4, ¢; € R, so ist auch
y(z) == cayi(z) + coya ()

eine Losung der DGL. Man kann nun zeigen, dass man zwei Losungen y; ()
und y2(x) finden kann, so dass sich jede Losung y,(x) der homogenen DGL
in der Form

yn(r) = cryr(x) + coya(x), c1,00 €R
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schreiben lasst. Ein solches Paar von Losungen y; (), y2(z) heifit ein Funda-
mentalsystem (von Losungen) der DGL.

Um nun ein Fundamentalsystem zu bestimmen, ist es zweckméfig, auch
komplexe Loésungen zuzulassen.

Komplexifizierung

Wir fassen die DGL als eine DGL fiir eine komplexwertige Funktion
y(x) = ulz) +iv(z), u(x),vlz) € R,

der reellen Variablen x auf.
Ableitung: ¥/ (x) = u/(z) + ' (z).
Vergleich von Realteil und Imaginirteil zeigt:

y(x) = u(x) + iv(z) ist Losung von y" + ay’ + by = f(x)

N { Wt au +bu = f(x) }
V4 av +bv = 0
In I, §1, haben wir € als Bezeichnung eingefiihrt (Eulerformel):
€ = cos p +ising.

Wir definieren nun allgemeiner:

Definition (Komplexe e-Funktion) Fiir jedes z =z +iy € C, z,y € R,
ist

e’ = ¢e"e" = ¢e"(cosy + isiny)

Fiir die komplexe e-Funktion gelten die folgenden Regeln

Funktionalgleichung : e“"* =¢"e*, w,z€ C

d
Ableitungsregel : d—e“’z =we™, weCzelR
x

Fundamentalsystem fiir die homogene lineare Differentialgleichung

v +ay +by=0 (a,b€R)



102 Kapitel 10. Gewohnliche Differentialgleichungen

Losungsansatz: y(z) = e, A € C
in DGL eingesetzt:

MM axe™ 4 be™ = (A2 4+ aX + b)er =0
& x(\) =X +a\+b=0 (charakteristische Gleichung)

Nullstellen: Ay p = —5 £ %\/ a? —4b

Nun machen wir eine Fallunterscheidung

1. Fall: /\1,)\2 € R, /\1 ?é )\22

Aox

yi(z) =M, yp(z) =€

reelle Losungen, Fundamentalsystem.
2. Fall: )\1 = )\2 € R.
Nur eine Fundamentallosung: y; (x) = eM®.

Variation der Konstanten: y(z) = ¢(x)y;(x)
In die DGL eingesetzt ergibt sich:

"y + 2dyy + eyl + acyy + acy| + beyy =0
& 'y + 20y + adyy + ey +ay; +by) =0
& (2)eM” 4+ 207 (2)eM” + ad (z)eMT =0

s d(x)=0 <da A = —g) :
Daraus folgt c(x) = ¢; + cox fiir ¢1, co € R. Als allgemeine Losung ergibt sich:

Alx

y(x) = (c1 + cax)e™®, 1,00 € R, (reelle Losung).

Fundamentalsystem:

y1(z) = M yo(x) = xeM®.

3. Fall: Die Nullstellen sind komplex konjugiert
)\1:()é+7:/87 A2:a_iﬁ7 057/66]:&7/87&0

Komplexe Losungen:
?71 (l’) o e)\lx — eam
~ Aox — 0T

Y2(x) = e

(cos Bz + isin fx)
(cos fx — isin fx)
Reelle Losungen:
yi(r) = Reyi(x) = e cosfr
pr— ea

y2(r) = Imy () “sin S
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Losungen der inhomogenen Differentialgleichung
Yy +ay +by = f(z) (a,b€R)
Die vollsténdige allgemeine Losung dieser DGL ist
y(@) = yp(x) + yn(2) = yp(x) + 11 (2) + c202(2), 1,2 €R
yp partikuldre Losung der inhomogenen DGL
yn Losung der zugeordneten homogenen DGL
y1,y2 Fundamentalsystem der zugeordneten homogenen DGL
Eine spezielle Losung y,(z) kann man mit
(a) Variation der Konstanten
(b) Ansatz vom Typ der rechten Seite

bestimmen. Die Methode (b) wird in dem folgenden Beispiel behandelt.

Beispiel 10.4.1 (Lineare Schwingungen) Wir betrachten die Schwingung
eines Federpendels unter Einwirkung einer dufieren Kraft (erzwungene Schwin-

gung):
m-Z+r-c+k-x=cosut, p>0.

Die Storfunktion cos ut bedeutet eine harmonische Anregung.
(a) Léisung der homogenen DGL (FEigenschwingungen)
m-Z+r-c+k-x=0
Charakteristische Gleichung:
RIS L)
m m

Nullstellen:

k
>\1,2 = T3 05 T
m

1. Fall: a*® — w2 > 0 (starke Ddmpfung)
Dann gilt A, Ay € R, Ay # Ao, A1, Ay < 0. Die allgemeine Losung lautet

zp(t) = c1e™M 4 e, ¢y, 0 €R.
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Abbildung 10.5: Starke Dampfung: x;,(t) = e™*

Die Losungen klingen ohne Schwingungen, d.h. aperiodisch ab.

2. Fall: o* = w2 (> 0)
Dann gilt A, A2 € R, Ay = Ay = —a < 0. Die allgemeine Losung lautet

xp(t) = (c1 + cot)e™™,  c1,c0 €R.

Die Losungen haben qualitativ das gleiche Verhalten wie im 1. Fall: Das Pen-
del schwingt noch einmal durch die Ruhelage hindurch, um dann langsam
endgiiltig in die Ruhelage zuriickzukehren (bei gewissen Anfangsbedingun-
gen). (Dies ist aber auch im 1. Fall moglich!) Dieser Fall heifit der aperiodische
Grenzfall.

Abbildung 10.6: Aperiodischer Grenzfall: z,(t) = (1 — 3t)e™*

3. Fall: a® — w2 < 0 (schwache Dampfung)
Die Nullstellen sind also konjugiert komplex:

AN =—a+iw, A=-—a—iw, w:=\/wi—a’

Die allgemeine Losung lautet
xp(t) = e *(cicoswt + cpsinwt), ¢, € R.

—at

Das bedeutet, es treten gedimpfte (die Amplitude wird um den Faktor e
geddmpft) Schwingungen mit der Figenfrequenz w auf: periodischer Fall. Man
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/\
VAR

Abbildung 10.7: Schwache Dampfung: j,(t) = e~ (/2 cos 5t

beachte, dass die Eigenfrequenz w mit zunehmender Reibung r abnimmt.
Grenzfille:

r =0 (keine Reibung): w = wy harmonische Schwingungen

r = 2v/mk: aperiodischer Grenzfall.

(b) Liosung der inhomogenen DGL
m-&+r-T+k-x = cosput.
Hier ist es zweckméfBig, die DGL
m-i+r-i+k-x=e" =cosut+isinput (10.1)
zu l6sen und nachher nur den Realteil zu betrachten.

Ansatz: (t) = Be'™.
Einsetzen ergibt:

—mu®Be™ + irpBe™ 4 kBet = et
1

& B=
(k—m - p?) +irp

Man beachte, dass B # 0 fiir r > 0, 4 > 0. Es gilt

(k—m-p?) —irp

B = .
(k—m - p?)?+r2u?

Schreibe B = Ae™™ mit

1 T
A= , = arctan ———.
V(k—m- ) + 2y ki —my?

Damit ist
wh(t) = Aetrt=¢)
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Losung von (10.1) und wir erhalten als spezielle Losung der inhomogenen
DGL
zp(t) = Acos(ut — ).

Diese Schwingung hat die gleiche Frequenz p wie die Anregung, sie ist fiir
r > 0 stets um die Phase ¢ > 0 verschoben und hat eine Amplitude, die wie
@ von p abhingt. Man nennt A den Verstdirkungsfaktor.

A hat fiir p = po ein Maximum, wenn der Nenner dort ein Minimum
besitzt. Eine notwendige Bedingung dafiir ist:

k 2

2 2 2
Uy = — — —— = wy — 2a”.
" m  2m?2 0

Dies ist die Resonanzfrequenz. Es gilt

r—-0=a—->0=pu—>w=A4— .

Dies fithrt zur Resonanzkatastrophe (z.B. Einsturz von Briicken).



Inhaltsverzeichnis

7 Kurven im R" 3
7.1 Ebene Kurven . . . . . . . .. .. ... L 3
7.2 Kurvenim R™ . . . . . . .. .. 16

8 Funktionen mehrerer Verénderlicher 25
8.1 Differentiation . . . . . . . ... oL 25
8.2 Richtungsableitung . . . . . . .. ... ... . 35
8.3 Lokale Extremwerte . . . . . . . .. ... 41
8.4 Extremwerte mit Nebenbedingungen . . . . . . ... ... .. 48

9 Integration im R” 55
9.1 Integration iiber Bereiche . . . . . . . . .. ... ... .. 55
9.2 Kurvenintegrale . . . . . . .. ... oL 69
9.3 Oberflaichenintegrale . . . . . . . ... .. ... ... ..... 71
9.4 Integralsdtze . . . . . . . . . ... 76

10 Gewohnliche Differentialgleichungen 91
10.1 Spezielle Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung . . . . . . 91
10.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung . . . . . . . . . 97
10.3 Der Satz von Picard-Lindelof . . . . . . ... ... ... ... 99

10.4 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten . 100

107



