Algebraische Flachen

Klaus Hulek

Der vorliegende Text ist die Ausarbeitung einer Vorlesung {iber Algebraische Fléchen, die
ich im SS 1994 und im Wintersemester 2001/2002 an der Universitat Hannover gehalten
habe. Mein Ziel war es, die Enriques-Kodaira Klassifikation der algebraischen Fldchen im
Sinne der Mori-Theorie durchzufiithren. Als Quellen haben mir vor allem Vorlesungsaus-
arbeitungen von C. Peters, M. Schneider und A. Van de Ven gedient. Diesen Kollegen
mochte ich herzlich fiir die Uberlassung ihrer Manuskripte danken. Die vorliegende Aus-
arbeitung lehnt sich teilweise eng an das Skript von C. Peters an.

Mein besonderer Dank gilt Frau S. Guttner fiir die sorgféltige Erstellung des Tex-Files
und Herrn R. Wetke fiir die Erstellung der Bilder.

I Grundlagen

1.1 Divisoren

Im folgenden bezeichnet S immer eine glatte, irreduzible projektive Fliche. Wir arbeiten
stets iiber dem Grundkorper C der komplexen Zahlen.

Os bezeichnet die Strukturgarbe auf S. Die Garbe der 1-Formen wird mit Qf, das Tan-
gentialbiindel mit Ts bezeichnet. Ferner sei

KS = Wws = A2Q§

das kanonische Biindel auf S.
Ein Divisor auf S ist eine endliche formale Summe

mit n; € Z, wobei die C; irreduzible Kurven auf S sind. Zwei Divisoren Di, Dy heiflen
linear dquivalent (Dy ~ Ds), falls es eine rationale Funktion 0 # f € K(S) gibt, mit

(f) = D1 — Ds.
Die Menge aller Divisoren auf S bildet eine Gruppe Div (S). Der Quotient
Cl (S) = Div (S)/ ~

heiflt die Divisorenklassengruppe von S.

Ein Geradenbiindel auf S ist eine lokalfreie Og-Garbe vom Rang 1. Die Menge der (Isomor-
phieklassen) aller Geradenbiindel auf S bildet mit dem Tensorprodukt ® als Verkniipfung
eine Gruppe Pic(S). Dies ist die Picardgruppe von S.
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Man kann jedem Divisor wie folgt ein Geradenbiindel zuordnen: Es sei U = (U;);cr eine
offene Uberdeckung von S, so dafl es rationale Funktionen f; gibt, mit

Dann setzt man 1

U, = OU,L- cK
Dies definiert eine Untergarbe Og(D) C K, wobei K die (konstante) Garbe der rationalen
Funktionen auf S bezeichnet. Diese Zuordnung liefert einen Isomorphismus

Os(D)

U;

Cl(S) = PicS

(Statt Og(D) ist auch oft die Bezeichnung £(D) iiblich).
Beispiele:

(i) S =% Dann ist
Pic P2 = {O(k) : k € Z} 2 Z.

(i) S =P! x P'. Es seien p, q die Projektionen auf die einzelnen Faktoren. Mit
O(a,b) = p*Opi(a) @ ¢ Op1 (b)
gilt
Pic P! x P* = {O(a,b);a,b € Z} 2 7 x Z.

1.2 Das Schnittprodukt

In diesem Abschnitt soll das Schnittprodukt auf Flichen eingefithrt werden.
Dazu seien zundchst C, C’ zwei irreduzible Kurven mit C' # C’. Fiir P € S sei Op der
lokale Ring in P und f, g seien lokale Gleichungen fiir C', bzw. C’.

Definition: Fiir jeden Punkt P € S wird die lokale Schnittmultiplizitit definiert durch
Hlp(C, O,) = dlm(c Op/(f, g)
Bemerkungen:

(i) Es gilt
mp(C,C") >0« PeCnC.

(ii) Nach dem (lokalen) Nullstellensatz existiert ein n mit ™, y™ € (f, g), d.h. es gilt
mp(C,C") < 0.



Beispiele:
(i) Es seien z,y lokale Koordinaten.
C={xz=0}, C' ={y=0}
Dann ist
mp(C,C") = dim cOp/(x,y) = dim cOp/mp = dim ¢C =1,

wobel mp C Op das maximale Ideal bezeichnet.

(ii) Es sei
C={x=0}), C' ={y*—zx=0}
Dann ist
Op/(z,y*) = (1,7)
Das heifit

Hlp(C, C/) = 2.

Lemma 1.2.1 Die Kurven C und C" schneiden sich genau dann in P transversal, wenn

mp(C, Cl) =1.

Beweis. Falls sich C' und C” transversal schneiden in P, erzeugen f und g den Vektorraum
mp/m%. Nach dem Nakayama Lemma gilt dann (f, g) = mp, also

mp(C', Cl) = dlm(c Op/(f,g> = dlmc Op/mp =1.

Ist umgekehrt der Schnitt nicht transversal, so gilt (f, g) € mp. Also hat die natiirliche
Abbildung
Op/(f.9) — Op/mp — 0

einen nicht-trivialen Kern, d.h.
IIlp(C, O/) = dim¢ Op/(f, g) > 1.
O

Da C und C’ verschiedene irreduzible Kurven sind, ist die Schnittmenge C'N C” endlich.
Definition: Die Schnittzahl von C und C’ ist definiert als

C.C'= Y mp(C.C).

reCnC’

Bemerkung: Es seien C,C’ C P? ebene Kurven von Grad d, bzw. d’. Dann besagt der

Satz von Bezout:
cCC =d-d.

Wir wollen obigen Sachverhalt nun umformulieren. Dazu betrachten wir die Geradenbiindel
Os(—C), bzw. Og(—C"). Dies sind die Idealgarben von C, bzw. C’. Es gibt (bis auf
einen Skalar eindeutig bestimmte) Schnitte s € H°(Og(C)), bzw. s’ € H°(Og(C")) mit
C ={s=0}, bzw. " = {s' = 0}. Es sei

Ocner = 0s/(0s(=C) + Os(—=C"))



Lemma 1.2.2 Die Sequenz
0= Os(—C — ") L 0g(—0) & O5(—C") 2 O — Opner — 0
1st exakt.

Beweis. Sind f, g lokale Gleichungen fiir C' und C’, so lautet die obige Sequenz lokal

O—)OP(g’;O OP@OP(f_MQ))OP—)OP/(fvg)—)O

Die Exaktheit ist nur an der zweiten Stelle zu iiberpriifen. Ist af + bg = 0, so folgt, da
Op faktoriell ist, dafl a = hg, b= —hf ist. Dies zeigt Exaktheit. a

Bemerkung: Der Beweis des obigen Lemmas zeigt auch, dafl
C.C/ = dlm(c HO (OCQC’) .

Definition: Fiir eine koharente Garbe £ auf S ist die Euler-Charakteristik von L defi-

niert durch o
X(£) = (=1)'h(L)

i>0

(wobei h'(L) = dime H'(S, L) ist).

Bemerkung: Ist
00— L — Ly — L3—0

so gilt
X(L1) = x(L2) +x(L£3) =0

Definition: Fiir Geradenbiindel £, £ € Pic S wird das Schnittprodukt definiert durch
(L.L) = x(Os) = x(L™) = x(LT) +x(L @ L),
Theorem 1.2.3
(i) Das Schnittprodukt definiert eine symmetrische Bilinearform

(,):PicSx PicS— 7.

(ii) Sind C,C" irreduzible, verschiedene Kurven, so gilt:

(C.C") = (05(C).0s(C)).

Beweis. (ii) Unter Verwendung von Lemma 1.2.2 gilt:

(C.CY) = B (Ocner)
= X (Ocne)
= Xx(0s) = x(0s(=C)) = x(Os(=C")) + x(Os(=C) @ (Os(-C")))
= (05(C).0s(C")).

O

Bevor wir den Beweis von (i) geben kénnen, bendtigen wir noch einige Vorbereitungen.

4



Lemma 1.2.4 FEs set C C S eine glatte, irreduzible Kurve. Dann gilt
(0s(C).L) = deg(L]e)
Beweis. Wir haben die exakten Sequenzen
0 —0s(-C) — Os — 0O — 0
0 —L1(-C) — £ — LY — 0

Diese ergeben

X(Os) = x(0s(=C)) = x(O¢) (1)
—X(L7) + x(L7TH=C)) = —x(L7Ye) (2)

Nun ist
x(Oc) =1-g(C) (3)

bzw. nach dem Satz von Riemann-Roch auf C'
—X(L7Me) = deg L] — 1+ g(C). (4)
Addition von (1) und (2) ergibt zusammen mit (3) und (4):

(0s(C).L) = x(0s5) = x(Os(=C)) = x(L™) +x(LH(=C))
= ( c) = x(L7Me)

- 9(C) +deg(L|c) — 1+ g(C)

= deg(ﬁ\ ).

Fiir Geradenbiindel £; € Pic S, i =1,2,3 definieren wir
S(El, £2, £3) = (ﬁl.ﬁg & ﬁg) — (£1£2) — (ﬁlﬁg)

Bemerkungen:

(i) Die Abbildung s ist symmetrisch in £1, £ und L3. ( Dies ist klar fiir £o und Ls.
Fiir £; und £, priift man es unmittelbar mit Hilfe der Definition nach.)

(i) Ist £1 = Og(C) fiir C glatt, irreduzibel so ist s(Lq, Lo, L3) = 0. Wegen (i) gilt dies
auch, falls Lo = Og(C), bzw L3 = Og(C).

Satz 1.2.5 Fliir jeden Divisor D gibt es glatte, irreduzible Kurven A, B mit D ~ A — B.

Beweis. Es sei H sehr ampel. Dann kann man aus dem Satz von Serre schlieflen, daf3
fiir n > 0 auch D 4+ nH sehr ampel ist. Nach dem Satz von Bertini gibt es eine glatte
irreduzible Kurve A mit D +nH ~ A. Ebenfalls nach Bertini gibt es auch eine glatte
irreduzible Kurve B mit nH ~ B. Dann ist D ~ A — B. a



Beweis.(von Theorem 1.2.3(ii):) Die Form ( . ) ist offensichtlich symmetrisch. Wir kénnen
nun glatte, irreduzible Kurven A, B wihlen mit £ = Og(A — B). Nach der obigen
Bemerkung gilt dann

s(L, L', 0s(B)) = 0.

Dies gibt

bzw.

(£.05(A)) = (L.L) + (£.05(B))

(L.L') = (L.Os(A)) —(L.Os(B))
= deg(L|a) — deg(L|p)

unter Verwendung von Lemma 1.2.4. Dies zeigt Linearitéit in £. Linearitéit bziiglich £’
folgt nun aus der Symmetrie. O

Bemerkung: Es folgt, dafl Eias Schnittprodukt C.C” nur von den Aquivalenzklassen von
C und C" beziiglich linearer Aquivalenz abhangt.

Beispiel:

(i)

Satz

(i)

S = P? Dann ist
Pic (P?) = {Op2(aL); a€Z}
wobei L C P? eine Gerade ist. Es ist
LL=1
also
(Op2(aL).Op2(bL)) = ab (a,b€Z).
S = P! x P'. Dann ist
Pic (P* x P') = {Op1yp(a,b); a,b,c Z} 27 x Z
Geometrisch ist
O[pl %P1 (CL, b) = OPI <Pl (aL1 -+ bLg)
wobei L, Ly Regelgeraden sind. Die Schnittform ist festgelegt durch
Liy.Lo=1, Li.L41=Ls.Ly=0
Also
(Oplxpl (a, b).OPlX]}Dl (a’, b/)) = ab’ + a'b.
D.h. durch die durch L; und L, gegebene Basis ist die Schnittform durch die Matrix

(7o)

gegeben. Das Gitter Z? versehen mit dieser symmetrischen Bilinearform wird auch
als hyperbolische Ebene bezeichnet.

1.2.6 (i) Es sei C eine Kurve und f : S — C sei ein surjektiver Morphismus.
Dann gilt fiir jede Faser F, daf§ F? = 0.

Es sei S’ eine Fliche und f : S — S ein surjektiver Morphismus vom Grad d.
Dann gilt
(f*(D).f*(D)) = d(D.D").

Beweis. Unmittelbar aus dem "moving lemma” 1.2.5. a



1.3 Riemann-Roch und Adjunktionsformel

Zunéachst erinnern wir an

Theorem 1.3.1 (Serre-Dualitét:) Fir jede lokal freie Garbe F auf S gibt es einen
natirlichen Isomorphismus

HY(S,F)= H* (S, F¥ @ wg)".
Bemerkung: Insbesondere gilt h(F) = h?~{(F¥ ® wg) und damit x(F) = x(F' @ wg).
Theorem 1.3.2 (Riemann-Roch:) Fir jedes Geradenbiindel L € Pic (S) gilt

X(£) = x(Os) + %(ﬁ2 — Lwsg).

Beweis. Aus der Definition der Schnittzahl ergibt sich

(L7 Low ") = x(0s) —x(L) — x(LT" @ws) + x(ws)
= 2(x(0s) — x(£))

also
X(L) = X(OS)+§(£.£®w§1).
O

Bemerkung: Fiir £ = Og(D) schreibt man oft h'(D) := h'(O(D)). Damit lautet der
Satz von Riemann-Roch

h°(D) — h' (D) + h*(D) = x(Os) + %(DQ — D.Kg)

bzw. unter Verwendung von Serre-Dualitét

h°(D) — h* (D) + h’(Ks — D) = x(Os) + %(D2 — D.Kg).
Es sei nun C' eine Kurve.
Definition: Das arithmetische Geschlecht von C'is definiert durch

p(C) =1 —=x(0Oc)

Bemerkung: Ist C reduziert und zusammenhingend, so ist h°(O¢) = 1, also p(C) =
h'(O¢). Insbesondere stimmen fiir eine glatte, zusammenhingende Kurve das arithmeti-
sche Geschlecht und das geometrische Geschlecht iiberein.

Es sei nun C' eine irreduzible, reduzierte Kurve und v : C — C sei die Normalisierung
von C'. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0—=0c—1v.05—0d—0

wobei der Triiger von § der singuldre Ort von C' ist. Da nun h%(O)c = h°(Op) = 1 und
h(8) = 0, so folgt
' (O¢) = W (1.0z) + h°(0).
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Da v ein affiner Morphismus ist, gilt

W' (1.0¢) = h'(O¢) = p(C).

Also 3
p(C) =p(C) + Z dim dp.

Pe Sing C

Insbesondere ist p(C') > p(C') aufler C' ist glatt. Dies fiithrt zu folgender Feststellung, die
spater wiederholt von Nutzen sein wird:

Bemerkung: Ist C' eine irreduzible Kurve mit p(C) = 0, so ist die Kurve C' selbst
rational und glatt.

Satz 1.3.3 Fiir eine Kurve C' C S gilt
p(C)=1+ %(02 + C.Kj).
Beweis. Aus der exakten Sequenz
0— 0s(—C) — Og — Oc —0

folgt zusammen mit Riemann-Roch

p(C) = 1-x(Oc¢

Bemerkung: Ist C' C S glatt, so gilt die Adjunktionsformel
we = 0g(C + Kg)|c = 0s(C) ® ws|c.
Dies folgt unmittelbar aus der exakten Sequenz
0 — Zo/T& = Qilo — Q& — 0

die in dieser Situation
0— OS(_C>’C — Q}g‘c — Wo — 0

ist.

1.4 Zusammenhang mit der Topologie

Wir betrachten nun eine projektive Fliache S, versehen mit der gewohnlichen (komple-
xen) Topologie. Dann kann man die Kohomologiegruppen H(S,Z), H'(S,R) entweder
topologisch einfiithren, oder als Kohomologiegruppen der konstanten Garben Z, bzw. R
erhalten. Da S reell 4-dimensional ist, gilt H(S,Z) = 0, bzw. H'(S,R) = 0 fiir 7 > 4.
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Definition:

(i) Die i-te Bettizahl von S ist definiert als

bi(S) = dimg H'(S,R)

(ii) Die Fulerzahl von S ist definiert durch

1>0

Bemerkung: Die Gruppen H'(S,Z) sind endlich erzeugte abelsche Gruppen. Insbeson-
dere sind die Vektorrdume H'(S,R) endlich dimensional.

Wir betrachten nun die folgende exakte Sequenz
(1) O—>Z—>Ohﬁ(92—>0.
wobei O, die holomorphe Strukturgarbe ist. Dies induziert eine exakte Sequenz
0— HYS,Z) — H'(S,0) — H'(S,0;) — H*(S,Z) — ... .

Dabei ist
Hl(S, O;) = Pic,S

die Gruppe der holomorphen Geradenbiindel. Nach GAGA gibt es nun kanonische Iso-
morphismen

Hl(sv O) = Hl(Sa Oh)

sowie
Pic S = Pic,S.

Damit lautet obige Sequenz
(2)  0— HYS,Z) — H'(S,0) — Pic (S) = H*(S,7Z)
Definition:

(i) Ist £ ein Geradenbiindel auf S, so heifit die Kohomologieklasse c¢;(L£) die erste
Chernklasse von L.

(ii) Das Bild von Pic (S) unter ¢; heiit die Néron-Severi Gruppe von S.

Bezeichnung: Die Néron-Severi-Gruppe wird mit NS(.S) bezeichnet.

Bemerkung: H?(S,Z) und damit auch NS(S) sind endlich erzeugte abelsche Gruppen.
Insbesondere ist NS(S) von der Form

(3) NS(S) =7 @ Torsion.

Definition: Der Rang p der Néron-Severi Gruppe heif3t die Picard-Zahl von S.



Schliefllich setzen wir noch
(4)  Pic°(S) = H'(S,0)/H"(S,Z).
Mit Hilfe der Hodge-Theorie zeigt man, daf Pic °(S) ein Torus der Dimension
g =h'(S,0)
ist. In der Tat ist Pic °(S) sogar eine abelsche Varietit.

Definition: ¢ heifit die Irreqularitit der Fliache S.
Zusammenfassend hat man damit eine exakte Sequenz
0 — Pic °S — Pic S — NS(S) — 0. (5)

Man kann Pic °S als den kontinuierlichen und N S(S) als den diskreten Anteil der Picard-
gruppe verstehen.

Da S eine orientierte 4-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, hat man einen natiirlichen Iso-
morphismus

H*(S,Z) = 7.

Das Cup-Produkt liefert mit Hilfe dieser Identifikation eine (iiber R) nicht-ausgeartete
symmetrische Bilinearform

H*(S,Z) x H*(8,Z) — H'(S,Z) =L (6)
([al. [B]) —  laUl]

Sind nun £ und £’ Geradenbiindel auf S, so gilt
(£.L7) = [er(L) U ea(L)]. (7)

SchlieBlich besagt die Poincaré-Dualitit (welche im wesentlichen dazu dquivalent ist, daf
die durch (6) gegebene Form nicht ausgeartet ist), dafl es Isomorphismen

Ds: H"(S,Z) — Hy_n(S,7Z)
gibt. Insbesondere also ist
Ds : H*(S,7) — Hy(S, 7).
Ist nun C' eine Kurve auf S, so sei
[C] = Ds(a1(0s(C)).

Der Einfachheit halber sei C' als glatt und irreduzibel angenommen. Dann kann man C'
auch so erhalten: Die Inklusion ¢ : C' — S liefert eine Abbildung

i* : HQ(C, Z) — HQ(S, Z)

Da C eine kompakte Riemannsche Kurve ist, gilt Ho(C,Z) = Z, und man erhalt



SchlieBlich liefert das topologische Schnittprodukt eine (iiber R) nicht-ausgeartete symme-

trische Bilinearform
HQ(S, Z) X HQ(S, Z) — HQ(S, Z) = 7.

Fiir Kurven C,C" auf S gilt dann
(0s(C).0s(C")) = (C.C") = [CL[C"]. (8)

SchlieBlich sei noch auf Noethers Formel hingewiesen:

X(Os) = 5(KE + (5))

Diese kann man als Korollar der Hirzebruchschen Form des Satzes von Riemann-Roch
erhalten.

1.5 Hodge-Theorie

Nach der Hodge-Theorie gibt es eine Zerlegung der Kohomologiegruppen mit komplexen
Koeffizienten

HYX,C)= @ H™ 9)

wobel

HP = HY(X,QP)
ist. (X bezeichnet hier eine projektive Mannigfaltigkeit). Es gilt
HP = Hap,
Die Zahlen

h*? = dim¢e H??
heiflen die Hodgezahlen von X. Fiir die Bettizahlen von X gilt
bi(X) =) h™.
Ptq=i
Es gilt
hPY = pIP pPT = TP (n = dim X). (10)

Letzteres ist eine Konsequenz der Serre-Dualitit.

Fiir eine Fliache S betrachtet man den sogenannten Hodge-Diamanten, der wesentliche
Informationen iiber die Topologie von S liefert.

hOO
th hOl
h20 hll hOQ
h30 h03
h22
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Ist S = P2, bzw. P! x P! so sieht der Hodge-Diamant wie folgt aus:

1

bzw.

1

Das universelle Koeffiziententheorem liefert eine natiirliche Abbildung

i: H?*(S,Z) — H?*(S,Z)®C= H?*S,C)
o — a®l.

Ein Satz von Lefschetz besagt dann, daf}, fait man NS(S) als Teilmenge von H?(S,R)
auf, gilt
NS(S) = H*(S,Z) i '(H").

Man schreibt dies auch oft in der Form
NS(S) = H*(S,Z)n H"'. (11)

Definition: Wir setzen
No(S) :==NS(S)®Q

bzw.

Ng(S) :=NS(S)®R.

Dies sind endlich-dimensionale Vektorraume iiber Q bzw. R. Die Schnittform liefert eine
symmetrische Bilinearform

(.):NS(S)® NS(S) — Z.
Dies induziert eine symmetrische Bilinearform
(.):Nr(S)® Ng(S) —R (12)

Mit Hilfe von Hodge-Theorie kann man zeigen, dafl diese Form nicht ausgeartet ist.

1.6 Der algebraische Indexsatz

Wir fithren zuniichst den Begriff der numerischen Aquivalenz ein.
Definition: Zwei Divisoren Dy, Dy heiflen numerisch dquivalent (D, = Ds), falls fiir alle

Divisoren F gilt Di.FE = Ds.E. )
Numerische Aquivalenz definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Divisoren.
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Bemerkung: Dy ~ Dy = Dy = Ds.
Definition: =~ Num (S5) := Div (5)/ = .

Bemerkung: Es gilt
Num (5) = NS(S)/Torsion.

Klarerweise sind Torsionselemente numerisch trivial. Der Rest der Behauptung folgt, da
die Schnittform auf NSg(S) nicht ausgeartet ist.

Es sei L ein Geradenbiindel auf einer Varietdt X und s, ... , sy eine Basis von X. Dann
definiert man die rationale Abbildung

PLlcl - X --» PN
x— (so(x) ;... sn(x)).

Definition:
(i) Das Geradenbiindel £ heifit sehr ampel, falls die Abbildung ¢z eine Einbettung ist.
(ii) L heiit ampel, falls es ein n > 0 gibt, so dafl L®" sehr ampel ist.

(iii) Ein Divisor D heifit ampel (sehr ampel), falls das zugehorige Geradenbiindel £ =
Ox (D) ampel (sehr ampel) ist.

Theorem 1.6.1 (Algebraischer Indexsatz) FEs sei H ein ampler Divisor auf S. FEs
sei D ein Divisor mit D.H = 0 und D # 0. Dann gilt D* < 0.

Korollar 1.6.2 Die durch die Schnittform induzierte symmetrische Bilinearform
(.):Nr(S)®Ng(S) — R
hat die Signatur (1,p —1).

Beweis. Dies folgt sofort aus obigem und der Tatsache, dafl ( . ) nicht ausgeartet ist. O

Bevor wir den Indexsatz beweisen kénnen, benétigen wir noch

Lemma 1.6.3 Es sei H ein ampler Divisor auf S. Fiir eine Divisorenklasse D mit D* > 0
und (D.H) > 0 gilt, daf§ fir alle n >> 0 der Divisor nD effektiv ist (d.h. es gibt einen
effektiven Divisor D', der den Punkt nD € Ng(S) reprdsentiert).

Beweis. Der Satz von Riemann-Roch fiir nD besagt
1O(nD) — h'(nD) + h2(nD) — %(nD)(nD ~K) + x(O)
Wegen der Serre-Dualitét gilt
h*(nD) = h°(K —nD).

Fiir n >> 0 ist (K —nD).H < 0, also h°(K —nD) = 0, da H ampel ist (d.h. ein positives
Vielfaches von H ist ein Hyperebenenschnitt). Also folgt, dafl

1 1
r’(nD) > 57’L2D2 - inD.K +x(Og) >0 fiir n >> 0.
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O

Beweis.(von 1.6.1) Sei D? > 0. Wir betrachten zuniichst den Fall, dafl D? > 0. Sei H' =
D+nH. Fir n >> 0ist H' (vgl. [3, p. 358]) ampel. Es gilt D.H' = D*+nD.H > 0 fiir
alle n. Nach 1.6.3 ist dann mD effektiv fiir m >> 0. Da H ampel ist, folgt (mD).H > 0,
also D.H > 0, ein Widerspruch.

Es sei nun D? = 0. Da D # 0 gibt es einen Divisor £ mit D.E # 0. Sei

E' = (H*E — (E.H)H.
Dann gilt D.E' = (H?)(D.E) # 0 und E'.H = 0. Sei
D' =nD+ FE'.

Dann gilt D'.H = nD.H + E'.H = 0, sowie (D')? = 2nD.E' + (E')®>. Wegen D.E' # 0
kann man n so wihlen, da (D’)? > 0. Nun kann man den ersten Schritt auf D’ anwenden,
und erhélt erneut einen Widerspruch. O

Wir betrachten jetzt den endlich-dimensionalen Vektorraum Ng(S) zusammen mit der
Schnittform

die die Signatur (1,p — 1) besitzt. FEin Kegel ist eine Teilmenge C' C Ng(S) fir die
folgendes gilt: Ist x € C, so auch Az fiir alle A € R.y. Eine Teilmenge C' C Ng(S) heifit
konvex, falls mit x,y € C' auch die Verbindungsstrecke 7y in C' liegt.

Definition: Der Lichtkegel ist definiert als die Menge
C = {z € Ng(9); (z.x) = 0}.
Beispiel: Ist p = dimNg(S) = 3, so hat man

91
(x.x) >0 i - —a3=0
()
x3
(x.x) <0
T2
—C*(S)

Das Innere des Lichtkegels zerfillt in zwei disjunkte Teilmengen

CH(S) 1L —C(S).
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Es sei nun S C PV eine projektive Einbettung und H ein Hyperebenenschnitt von S.
Dann gilt H? > 0 und fiir alle effektiven Divisoren D gilt H.D > 0. Das heift, daf alle
effektiven Divisoren C' mit C? > 0 in einer Zusammenhangskomponente des Inneren des
Lichtkegels liegen. Diese wird im folgenden stets mit C'*(.S) bezeichnet.

Definition: Ist C' C Ng(S) ein Kegel, so wird der duale Kegel definiert durch

CY ={y € Nr(S); (y.x)>0 fiir alle x € C}.

Es sel nun = # 0 ein Element des Lichtkegels mit x € C*+(S). Dann ist Rsoz ein
Halbstrahl. Der duale Kegel
Hy = (Rxoz)"

ist ein Halbraum, der durch die Hyperebene 2+ beschrinkt wird:

il?J‘

xt ist tangential an den Lichtkegel und geht durch z. Es gilt:
C+(S) = N H,.
(z.2)=0,2eC*(S)

Damit sieht man auch, dafl

Definition:

(i) Ein Q-Divisor ist ein Element D € Div (S) ® Q, d.h. eine endliche Summe

(ii) Ein Q-Divisor D heifit effektiv, falls es ein n > 0 gibt, so da nD ein effektiver
Divisor ist.
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Korollar 1.6.4 Die rationalen Punkte in C*(S) sind effektive Q-Divisoren.

Beweis. Es sei C' € CT(S)(Q). Es gibt n > 0 mit " = nC' € Div (S). Dann ist
(C")? =n2C? > 0 und C".H = (nC).H > 0. Damit gibt es nach Lemma 1.6.3 ein m > 0,
so daBl mC’" = mnC' effektiv ist. O

Im allgemeinen gibt es aber auch noch effektive Divisoren, die nicht in C*(S) liegen, z.B.
exzeptionelle Kurven mit C? < 0. Es sei Ef (S) der konvexe Kegel, der in Ng(S) von den
effektiven Divisoren aufgespannt wird.

Definition: Der Nef-Kegel von S ist definiert durch
Nef (S) = Ef (S)Y = {z € Ng(S); z.e>0 fiir alle e € Ef (9)}.

Definition: Ein Divisor (Q-Divisor) D heifit nef (numerically effective, bzw. numerically
eventually free), falls fiir alle irreduziblen Kurven C' gilt D.C' > 0.

Bemerkung:

(i) Die nef Q-Divisoren sind die rationalen Punkte in Nef (S).

(ii) Nef (S) € C*+(S). Nach Korollar 1.6.4 ist namlich C*(S) C Ef(S). Also gilt

Nef(S) = Ef(S)" c C*(S)Y = C*(9).
Wir werden die folgenden beiden Aussagen bendétigen.

Theorem 1.6.5 FEs sind dquivalent:
(i) L ist ampel

(ii) fiir jede kohdrente Garbe F auf X gibt es eine Zahl ng, so dafp H'(X,F @ L™) =0
fiir n > ng und i > 0.

Beweis. [Ha, Proposition I11.5.3] a

Korollar 1.6.6 Es sei f: X — Y ein Morphismus projektiver Varietiten mit endlichen
Fasern. Es sei L ein Geradenbiindel auf Y. Dann ist L genau dann ampel, wenn f*(L)
ampel 1st.

Beweis. [Ha, Exercise 111.9.7] in Verbindung mit [Ha, Exercise 111.11.2] O

Ziel ist es nun, das folgende numerische Kriterium fiir ample Divisoren auf einer projek-
tiven Flédche S zu beweisen.

Theorem 1.6.7 (Nakai-Moishezon) FEin Divisor D auf einer Fliche S ist genau dann
ampel, wenn D* > 0 und D.C > 0 fiir alle irreduziblen Kurven C auf S ist.

Zum Beweis benttigen wir noch einige Vorbereitungen.

Lemma 1.6.8 FEs seien A, B effektive Divisoren auf S. Sei C = A+ B. Dann gibt es

eine exakte Sequenz

O—>OA(—B) —>OC @;OB — 0.
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Beweis. Man hat die natiirliche exakte Sequenz

0 — Tp/Te — 0o L 0, — 0.

Nun ist Zg = Og(—B),Za = Og(—A) und Z¢ = Og(—A — B). Tensoriert man die exakte
Sequenz
0— Og(—A4) — Os — 04 — 0

mit Og(—B) so erhilt man
0 — Og(—A—B) — Og(—B) — O4(—B) — 0
also
Ip/Zc = O4(—B).
([
Lemma 1.6.9 FEs sei C' C S eine Kurve. Sei C' = Zle C; die Zerlequng in irreduzible

Komponenten. Ein Geradenbindel L auf C' ist genau dann ampel, wenn L|c, ampel ist
fiir alle Komponenten C;.

Beweis. Ist £ ampel, so ist natiirlich £|¢, ampel. Um die Umkehrung zu sehen, betrachten
k

wir eine kohérente Garbe F auf der Kurve C = A+ B, mit A := C; und B := ) C;.
i=2

Unter Verwendung von Lemma (1.6.8) finden wir eine exakte Sequenz
0—G—F —F0=F|p—0
wobei G eine kohirente O 4-Garbe ist. Tensorieren mit £%" gibt
0—GRL|p— FRL™ — F L — 0.

Wir machen nun Induktion nach k. Fiir £k = 1 ist nichts zu zeigen. Die Aussage sei nun
richtig fiir £ — 1. Dann gibt es nach Theorem 1.6.5 Zahlen ng, n; mit

HZ(A7Q®£®H|A) =0 ) 10 2 n()vi Z 1
H (B,F® L*"|5) =0 ,n>ny,i>1

Also folgt '
H'(C,F® L") =0, n> max (ng,n1),i > 1.

Wiederum nach Theorem 1.6.5 ist dann £ ampel auf C'. O

Beweis von Theorem 1.6.7: Wenn D ampel ist, so liefert mD fiir m > 0 eine Einbettung.
Also ist m*D? > 0 und mD.C > 0 fiir jede irreduzible Kurve C. Damit gilt auch D* > 0,
sowie D.C' > 0.

Es sei nun D? > 0 und D.C' > 0 fiir jede Kurve C. Aus letzterem folgt, dafl fiir jeden
amplen Divisor H auch D.H > 0 gilt. Damit ist nach Lemma 1.6.3 der Divisor mD effektiv
fiir m > 0. Nach eventuellem Ubergang von D zu mD konnen wir also annehmen, daf
D effektiv ist. Wir betrachten das Geradenbiindel £ = Og(D). Wir behaupten zunéchst,
dal £|p ein amples Geradenbiindel ist. Sei dazu D = Zle C;. Nach Lemma 1.6.9 geniigt
es zu zeigen, dafl L|q, fiir alle ¢ ampel ist. Es sei v; : C; — C; die Normalisierung. Nach
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Korollar 1.6.6 wiederum reicht es aus zu zeigen, dal v(L|¢,) ampel ist. Dies folgt aber,
da deg(v(L]|¢,)) = D.C; > 0.

Das néichste Ziel ist, zu zeigen, dafi L™ fiir n > 0 global erzeugt ist Da £ = Og(D) und
D effektiv ist, gibt es einen Schnitt, der genau auf D verschwindet. Damit ist £ auflerhalb
von D global erzeugt. Wir betrachten nun die exakte Sequenz

0— L '=04(-D) — Oy — Op — 0
Getwistet mit L™ ergibt dies
0 — Lo — L& s L% — 0.

Die zugehorige lange Kohomologiesequenz lautet

0— HS, LYYy — HS, L") — HYD,L®"|p) —
— HYS, %Y — HYS,L%") — HYD,L%"|p) —

Da L|p ampel ist, ist H'(D, L"|p) = 0 fiir n > 0. Also folgt
h(S, L") < h'(S, L%

fiir n > ng. Diese Zahlenfolge muf fiir n > n; ab einem gewiflen n; stationdr werden.
Also gilt fiir n > ny dafl
H°(S, L") — H°(D, L"|p)

surjektiv ist. Nun ist £|p ampel. Also ist L"|p fiir n > 0 global erzeugt. Nach obigem
liften die Schnitte von £"|p zu globalen Schnitten in £". Nach dem Lemma von Nakayama,
erzeugen diese Schnitte dann den Halm von £" in jedem Punkt von D.

Es sei nun n so grof§ gewihlt, dafi L™ global erzeugt ist. Dann erhalten wir einen Mor-
phismus

Y = QD‘Ln| S —>]P’N.
L= gO*O]pN(l).

Die néchste Behauptung ist, daf§ ¢ endliche Fasern hat. Ansonsten gébe es eine Kurve
C, so dafBl ¢(C) ein Punkt ist. Dann wire aber (L".Og(C)) = 0, also D.C' = 0 ein

Widerspruch zu unseren Voraussetzungen. Da ¢ endliche Fasern hat, folgt die Ampelheit
von L™, und damit von £, nun aus Korollar 1.6.6. a

Satz 1.6.10 FEin Divisor D auf S ist genau dann ampel, wenn (D.C) > 0 fir alle C €
Ef(S) \ {0}.

Beweis. Sei zunéchst D ampel. Dann gilt (D.C") > 0 fiir alle effektiven Divisoren C’, also
gilt D.C' > 0 fiir alle C' € Ef(S). Es sei nun C # 0. Wir miissen zeigen, daf§ (D.C) # 0.
Angenommen es sei D.C' = 0. Da D im Inneren von C*(S) liegt, gibt es dann rationale
Punkte E € C*(S) mit C.E < 0. Nach Lemma (1.6.3) konnen wir annehmen, dafl E ein
effektiver Divisor ist.
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C«J_
¢ (5)

Der Divisor nD + E ist ampel fiir n >> 0 (benutze das Nakai-Moishezon Kriterium).
Nun gilt
(nD+ E).C =n(D.C)+ E.C <0,

ein Widerspruch.

Um die Umkehrung zu beweisen, geniigt es nach dem Nakai-Moishezon Kriterium zu
zeigen, dal D? > 0. Wir wihlen zunichst einen festen amplen Divisor H auf S. Die
Funktion

[ Ef(S\{0} — R
f(C) = (D.C)/(H.C)

ist invariant beziiglich Multiplikation mit Skalaren, nimmt also alle ihre Werte bereits
auf der Einheitssphidre B an. Es sei ¢ das Minimum von f auf der kompakten Menge

B N Ef(S). Nach Voraussetzung ist € > 0. Es gilt

1
(D — §5H).C’ > 0 fiir alle C' € Ef(S)\{0}.

Damit ist D — seH insbesondere nef. Da Nef (S) C C*(S) gilt, ist insbesondere der
Selbstschnitt von D — %eH nicht negativ. Es folgt nun, dafl

(D.D) = (((D—3cH)+ 3cH).(D — ieH) + 1cH))
= (D—3%cH)*+¢e(D - icH).H + 1c2H? > 0.

O

Korollar 1.6.11 Die amplen Q-Divisoren auf S bilden einen offenen konvexen Kegel in
Ng(S), dessen Abschluf$ der Nef-Kegel ist.
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Beweis. Zunéchst folgt unmittelbar aus dem Nakai-Moishezon Kriterium, dafi die amplen
Divisoren einen konvexen Kegel bilden, und dafl dieser in Nef (S) enthalten ist.

Wir zeigen nun, dafl der Kegel der amplen Divisoren offen ist. Dazu sei B wieder die
Einheitssphére und K = B N Ef(S). Wir betrachten fiir einen festen amplen Divisor H
die Funktion

f:BxK-—R

(D, C) = 55,

Da f beschrénkt ist, gibt es ein ¢y > 0 mit f(D.C') < 1/ty, d.h. da H.C' > 0 folgt
tD.C > H.C fiir t € [0, ).

Damit ist (H —tD).C' > 0 fiir D € B und t € [0,ty]. Analog zeigt man (H — tD)* > 0
fiir t € [0,t] fur ein geeignetes t; > 0. Nach dem Nakai-Moishezon Kriterium folgt, dafl
der ample Kegel offen ist.

Da Nef(S) konvex ist und innere Punkte besitzt, ndmlich den amplen Kegel, ist Nef(S)
der Abschluf seiner inneren Punkte. Liegt D im Inneren von Nef(S), so gilt D.C' > 0 fiir

alle C' € Ef(S)\{0} (vgl. den Beweis von Satz (1.6.10)) und D? > 0, also ist D ampel. O
Wir haben damit folgendes Bild
T (S)

Nef(S)
ampler Kegel
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II Birationale Geometrie von Flichen

2.1 Der o-Prozef3

Es sei S eine Fliche und P ein Punkt auf S. Der o-Prozef§ ,ersetzt” ~ den Punkt P durch
einen P!. Genauer gesagt, wird eine Fliche S zusammen mit einer Abbildung 7 : S — S
konstruiert, so dafl gilt:

(1) 7Tlg\-1(py : S\nm~1(P) = S\{P} ist ein Isomorphismus.
(i) 7—!(P) = E ist isomorph zu P'.

Um die Konstruktion zu beschreiben, sei U eine Umgebung von S mit lokalen Koordinaten
x,y. In U x P! betrachten wir

U:={((z,y),(X:Y)) eUxP: z2Y—yX =0}

Die natiirliche Projektion py; : U X P! — U liefert durch Einschrinkung eine Abbildung
7 U — U. Die Flache S erhalten wir durch Identifikation

S=S\{P}uy U.
Wir weisen nun die Eigenschaften (i), (ii) nach. Es geniigt, dies fiir U zu tun.

(i) Es sei etwa 2 # 0. Dann ist Y/X = y/z, d.h. iiber (z,y) liegt genau ein Punkt in
U. Analog fiir y # 0.

(ii) Nach Konstruktion ist 771{(0,0)} = {(0,0)} x P! = P!
Bemerkungen:

(i) Die Konstruktion ist unabhéngig von der Wahl der Koordinaten.

(i) Ist S C P*, so ist S C P" X P! und 7 ist durch die Einschrinkung der Projektion
auf P" gegeben. Also sind S und 7 algebraisch.

(iii) Es sei Z die Idealgarbe von P in S. Dann gilt

S =ProjP 1.

d>0

Man kann den o-Proze3 durch folgendes Bild veranschaulichen:

E C
AN
>< (X °
Die Punkte auf E entsprechen den Tangentenrichtungen in P(y/xz =Y/X).
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Definition: Fiir eine Kurve C C S heif3t

C=rC\{P})
das eigentliche (strikte) Urbild von C.
Lemma I1.1.1 Die Multiplizitat der Kurve C' im Punkt P sei m. Dann gilt:
C =C +mkE.
Beweis. In geeigneten lokalen Koordinaten ist C' gegeben durch f = 0 mit
f=fml@,y) + fra(z,9) + .

wobei die f; homogen vom Grad k sind. Wir kénnen annehmen, da§ {y = 0} nicht
tangential ist zu C' in P (d.h. f,(z,y) spaltet y nicht als Faktor ab). Es gilt also
fm(1,0) # 0. In der Ndhe des Punktes (1 : 0) € E geben z und ¢ = Y/X lokale
Koordinaten auf S. Dann gilt y = 2(Y/X) = xt. Wir erhalten

(1) 7f = f(x,tz) = 2" fr(1,t) + 2 frnrr (1,8) + ... ]
Wegen f,,(1,0) # 0 ist C' N E endlich und die Behauptung folgt. O
Satz I1.1.2 Es seim: S — S der o-Prozef) im Punkt P. Dann gilt:
(i) Es gibt einen Isomorphismus

PicS®Z — PicS
(D,n) — 7D+ nkE.

(i) (#*D).(n*D’) = D.D',(x*D).E =0, E? = —1.
(ili) NS(S) = NS(S) @ Z.
(vi) Kg =mm*Kg+ E.

Beweis. (ii) Die beiden ersten Aussagen folgen aus dem Moving Lemma (1.2.5). Es sei
nun C eine glatte Kurve auf S durch P. Dann ist (vgl.(1)) die Kurve C ebenfalls glatt
und schneidet E' transversal in einem Punkt. Aus

0= (7*C).E=(C+E).E =1+ E?
folgt sofort £? = —1.

(i) Wir zeigen zunéchst, dal die angegebene Abbildung surjektiv ist. Ist D ein Divi-
sor auf 5’, so gilt D = 7", D + nE fir ein n € Z. Es sei nun 7D +nE = 0. Aus
(m*D +nE).E = —n folgt sofort n = 0. Ist 7*D = 0, so gibt es eine rationale Funktion f
auf S mit 7*D = (f). Damit gilt (D) = (f) auf S\{P} und damit auf S. Also folgt D = 0.

(iii) Analog.

22



(iv) Klarerweise gilt Kg = 7Kg+ nkFE fiir ein n. Nach der Adjunktionsformel erhdlt man

Da E = P! ist
—2=degKp=(n+1)E*=—(n+1).

Also n = 1. O

Bemerkung: Mit Hilfe von holomorphen Differentialen kann man die letzte Bemerkung
auch so beweisen: Sei w = dz A dy. Mit t =Y /X und y = «xt folgt

m'w =dx Nd(xt) = xdx A dt.
Dies zeigt, dafl das zuriickgeholte Differential auf E eine einfache Nullstelle hat, d.h.
T Kg = Kz(—FE).
2.2 Rationale Abbildungen
Es sei S eine projektive Flache und
p:S———X

eine rationale Abbildung in eine projektive Varietéit X. Wir kénnen o.E. X = P" nehmen.
Dann gibt es stets eine endliche Menge F', so dafl

p: S\FF — P"

ein Morphismus ist. Ist C' C S eine Kurve, so ist ¢(C) stets definiert.
Die Einschréankungsabbildung induziert einen Isomorphismus

PicS — Pic(S\F).
Also konnen wir ¢*Opn (1) stets als Geradenbiindel auf S auffassen.
Es sei nun £ ein Geradenbiindel auf S und V C HY(S, L) ein Linearsystem.
Definition:

(i) Der Basisort von V ist der Durchschnitt aller effektiven Divisoren D, D € V.

(ii) Eine Kurve C heifit Basiskomponente von V| falls sie im Basisort von V' enthalten
ist.

(iii) Der Basisdivisor von V ist die maximale Kurve (als Schema), die im Basisort von
V' enthalten ist.

Es sei Dy der Basisdivisor von V', und DeV. Dann besitzt |D — Dy| hochstens endlich
viele Basispunkte. Besitzt ein Linearsystem V' keine Basiskomponenten, so ist die Anzahl
der Basispunkte héchstens D?, wobei D € V.

Ist V ein Linearsystem ohne Basisdivisor, so liefert V' eine rationale Abbildung.

pv S —— =PV

Ist umgekehrt
p:S———P"

eine rationale Abbildung, so ist ¢*(|H|) ein Linearsystem ohne Basisdivisor.
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Theorem I1.2.1 FEs sei ¢ : S — — — P" eine rationale Abbildung. Dann gibt es ei-
ne Abbildung n : " — S, zusammengesetzt aus endlich vielen o-ProzefSen und einen
Morphismus f: S" — P", so daf das folgende Diagramm kommutiert:

S/
X
G- Z_spn
Beweis. Wir kénnen zunéchst annehmen, dafl ¢(S) den Raum P" aufspannt. Dann ist
|D| = ¢*|H| ein Linearsystem mit hochstens endlich vielen Basispunkten. Falls keine
Basispunkte vorliegen, ist ¢ bereits ein Morphismus, und es ist nichts zu zeigen. Sei nun
P, ein Basispunkt. Es sei m; : S7 — S der o-Prozef§ in P,. Wir wahlen k; maximal, so
daB ki Fy im Basisdivisor von | D| liegt. Nach Voraussetzung ist k1 > 0. Das Linearsystem
|Dy| = |7 D — k1 E,| hat keinen Basisdivisor. Fiir die zugehorige Abbildung f; : S —— —
P" kommutiert das Diagramm

Ist |D;| basispunktfrei, so sind wir fertig. Ansonsten wiederholen wir dies Verfahren,
und erhalten induktiv Linearsysteme |D,| = |7} D,_1 — k, F,| und rationale Abbildungen
fn S, —— — P Esgilt

D2=D>  —k:<D? |

Da die Linearsysteme |D| alle nur endlich viele Basispunkte besitzen, gilt D2 > 0. Also
muf} dieses Verfahren abbrechen, und wir erhalten das gesuchte Diagramm. O

Beispiele:

(i) Es sei S C P". Projektion von einem Punkt P € S gibt eine rationale Abbildung
P:S—— P! Essein:S — S der o-ProzeB in P. Zieht man vom
Linearsystem der Hyperebenen durch P den exzeptionellen Divisor ab, so erhélt
man ein basispunktfreies Linearsystem |H|. Dies induziert einen Morphismus p :

S — P! so daB
S
Y
p

§----- ~pr-!
kommutiert. Es gilt H2 = H2 — 1 = deg S — 1.

(ii) Es sei Q C P? eine Quadrik. Projeziert man von einem Punkt P € Q, so werden
die Geraden durch P auf verschiedene Punkte P, # P, € P? abgebildet. Es sei
7 : Q — Q der o-ProzeB in P. Die Abbildung p : Q) — P? ist birational und
kontrahiert zwei Kurven. (Q ist die Aufblasung von P? in P, und P, vgl. die
nachfolgende Diskussion). Insbesondere zeigt dies, da Q = P! xP! und P? birational
sind.
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Im folgenden werden wir sehen, dafl sich alle birationalen Abbildungen aus o-Prozelen
(und Isomorphismen) zusammensetzen lassen.

Lemma I1.2.2 FEs sei S eine projektive 2-dimensionale Varietit. S’ sei eine projektive
(glatte) Fliche. Es sei f : S — S’ ein birationaler Morphismus. Ist f~1 in einem Punkt
P' € S’ nicht definiert, so ist f~'(P') eine Kurve.

Beweis. Zunichst ist f~!'(P’) nicht leer. Die Aussage ist lokaler Natur. Wir betrachten
also einen Punkt in f~'(P’) und ersetzen S durch eine affine Varietéit, d.h. wir kénnen
j : S C C" annehmen. Die Abbildung jo f~ : & — — — C" ist durch n rationale
Funktionen gegeben. Wir kénnen annehmen, daf} die erste dieser Funktionen in P’ nicht
definiert ist, d.h. daf sie von der Gestalt g/h mit g, h teilerfremd und h(P’) = 0 ist. Nach
Konstruktion gilt
2)  fg) =z f"(h)

wobei x; die erste Koordinatenfunktion auf C” ist. Es sei D die Kurve auf S, die durch
f*(h) gegeben ist. Wegen (2) verschwindet auch f*(g) auf D. Insbesondere ist g(P’) = 0.
Also gilt, dal D = f~Y(D’) mit D’ = {g = h = 0}. Da g, h teilerfremd sind, kann man
nach eventuellem Verkleinern von S annehmen, da§ D’ = {P'}. Also ist f~!(P’) eine
Kurve. O

Lemma I1.2.3 Es sei ¢ : S — — — S’ eine birationale Abbildung zwischen Flachen. Die
Abbildung ¢~ sei im Punkt P' € S’ nicht definiert. Dann gibt es eine Kurve C' mit
p(C) = P".

Beweis. Es sei p|y : U — S’ die Einschriankung von ¢ auf das maximale Definitionsgebiet
von ¢. Wir betrachten den Graph I' von |y, d.h.

I'={(u,p(u);ueU}CcUxS".

Essei S =T C S x 5. Dann ist S; ein projektives 2-dimensionales Schema. Mit den
Projektionen ¢, bzw. ¢’ auf S, bzw. S’ haben wir ein kommutatives Diagramm.

Da ¢! in P’ nicht definiert ist, gilt dies auch fiir (¢/)~!. Also gibt es eine Kurve C; C S;
mit ¢'(Cy) = P'. Da C; C S x Sy und ¢/(C}) ein Punkt ist, ist C' = ¢(C) eine Kurve. Es
gilt o(C) = P'. O

Satz I11.2.4 (Universelle Eigenschaft des o-Prozefes:) Es sei f: S — S ein bira-
tionaler Morphismus. Ist f~! in einem Punkt P € S nicht definiert, und ist w: S — S
die Aufblasung in P, so gibt es einen birationalen Morphismus g : S’ — S, so dafs

N

S’ S

kommutiert.
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Beweis. Es ist klar, daf g, falls es existiert, birational ist. Wir betrachten

-1

g:S’LS—W——ng

Natiirlich geniigt es zu zeigen, dafl g ein Morphismus ist. Es sei Q € S’ ein Punkt, in
dem ¢ nicht definiert ist. Dann gibt es nach Lemma (I1.2.3) eine Kurve C' in S mit
fton(C)=Q also 7(C) = f(Q). Die einzige Kurve, die unter 7 kontrahiert wird ist F,
also gilt C'= F und f(Q) = P.

Es sei m¢ das maximale Ideal von ) in S’. Wir behaupten, daf es eine lokale Koordinate
y € Ogp gibt mit f*(y) € mg. Dazu scien z,t € Ogp lokale Koordinaten. Falls
f*(x) ¢ mg, so verschwindet f*(z) mit Multiplizitit 1 auf f~'(P) bei Q( dies ist nach
Voraussetzung eine Kurve). Damit ist f*(x) eine lokale Gleichung fiir f~*(P) bei Q. Es
folgt (vgl. Beweis von Lemma (I1.2.2), da§ f*(t) = uf*(x) fir ein u € Og . Wir setzen
y:=t—u(Q)z. Dann ist

[y = 1@ —U()Q)f ()

= (u—u(Q)) f(x) € m

Es sei nun e € F ein Punkt, in dem ¢g~! definiert ist. Dann gilt
(97 [ (y) = 7"(y) € me.

Dies ist aber ein Widerspruch, da y eine lokale Koordinate ist. Damit schneidet 7*(y)
den exzeptionellen Divisor E in genau einem Punkt transversal. a

Bemerkung: Es gibt auch noch folgende universelle Eigenschaft des o-Prozesses. Es sei
h : S — P" ein Morphismus, der die exzeptionelle Kurve E kontrahiert. Dann faktorisiert
h iiber S, d.h. es gibt einen Morphismus A’ : S — P™ so daf§

N

kommutiert. Der Beweis hiervon ist einfach. Es sei A(E) = Q. Wir kénnen annehmen,
daBl @ € Uy = {xo # 0} C P". Damit sind hy/hg, ... ,h,/hy reguldre Funktionen in
einer Umgebung von F, und damit in einer Umgebung von P = m(F). Damit sind diese
Funktionen auch in P regulédr, und definieren die gesuchte Abbildung A'.

Theorem I1.2.5 FEs sev f : S — Sy ein birationaler Morphismus Dann gibt es Aufbla-
sungen my, : Sy — Sk_1, sowie einen Isomorphismus p: S = S, mit f = pom,o...0m.

Beweis. Ist f ein Isomorphismus, so ist man fertig. Ansonsten ist f~! in einem Punkt
nicht definiert. Es sei m; : §7 — Sy die Aufblasung in diesem Punkt. Nach Satz ( 11.2.4)
gibt es einen Morphismus f; : S — S; so dafl



kommutiert. Jede Kurve in S, die durch f; kontrahiert wird, wird auch durch f kontra-
hiert. Andererseits kontrahiert f strikt mehr Kurven als f;, namlich jene Kurven, die
iiber der exzeptionellen Kurve E; C S liegen. Ist f; ' iiberall definiert, ist man fertig.
Ansonsten wendet man das Verfahren erneut an. Dieser Prozefl mufl abbrechen, da f nur
endlich viele Kurven kontrahiert. a

Korollar 11.2.6 Ist f: S—— — S’ eine birationale Abbildung zwischen Flichen, so gibt
es ein kommutatives Diagramm

wobei g und h aus Isomorphismen und o-Prozeflen zusammengesetzt sind.
Beweis. Unmittelbar aus Theorem (I1.2.1) und Theorem (I1.2.5). O
Beispiel: Wir betrachten

p: P2 - — — P?
o(xo, 1, T2) = (X129 : ToTy : ToZy).

Diese Abbildung ist iiberall definiert bis auf die drei Basispunkte Py = (1:0:0), P, =
(0:1:0), P,=1(0:0:1). Man hat ein kommutatives Diagramm

wobei 7 die Aufblasung in den Punkten P;; ¢ =1,2,3, ist. Es ergibt sich folgendes Bild

B Lo

Ly Ly

Fy Ly P, Ly

Definition:

(i) Eine Flache Sy dominiert die Fliche Sy, falls es einen birationalen Morphismus

f 5 — Sy gibt.
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(ii) Eine Flache S heifit minimal, wenn jeder birationale Morphismus f : S — S’ ein
[somorphismus ist.

Satz I1.2.7 Jede Fliche S dominiert eine minimale Fldche, d.h. es gibt einen birationa-
len Morphismus f : S — S" auf eine glatte minimale Fliche S’. Die Fliche S entsteht
also aus einer minimalen Fliche S” durch endlich viele Aufblasungen und Isomorphismen.

Beweis. Die letzte Aussage folgt aus Theorem (I1.2.5). Ist S nicht minimal gibt es
einen Morphismus f; : S — Sj. Dieser besteht aus endlich vielen o-Prozeflen (und
Isomorphismen). Es ist vk NS(S;) < rk NS(S). Ist S; minimal, so ist man fertig.
Ansonsten setze man dieses Verfahren fort. Da der Rang der Neron-Severigruppe stets
abnimmt, mufl dieses Verfahren zu einem Ende kommen. O

Definition: Ein minimales Modell einer Fliache S ist eine Fliache S’, die zu S birational
dquivalent und minimal ist.

Bemerkung: Wir haben also insbesondere bewiesen,daf} jede Fléche ein glattes minima-
les Modell besitzt. In hohere Dimensionen mufl man fiir minimale Modelle Singularitéten
in Codimension > 3 zulassen. Die Existenz minimaler Modelle wurde fiir Dimension 3, 4
gezeigt (Mori).

Man kann das Klassifikationsproblem fiir Flachen in zwei Teile aufspalten:

1) Birationale Aquivalenz: Man bestimme alle Aquivalenzklassen modulo birationaler
Aquivalenz.

2) Minimale Modelle: Man bestimme fiir eine gegebene birationale Aquivalenzklasse
alle minimalen Modelle.

Definition: Eine Kurve E auf S heifit ezzeptionelle Kurve der 1. Art (oder (-1)-Kurve),
falls es einen o-Prozefl = : S — S’ gibt, so dafl E exzeptionelle Kurve dieses o-Prozesses
ist.

Theorem I1.2.8 FEine Kurve E ist genau dann exzeptionell, wenn E glatt rational ist,
und E* = —1 gilt.

Beweis. Falls E exzeptionell ist, ist E glatt rational, und es gilt £? = —1.
Es sei nun F glatt rational mit £? = —1. Wir kénnen (nach Serre’s Theoremen) einen
sehr amplen Divisor H wihlen mit H'(Og(H)) = 0. Es sei d = H.E. Wir betrachten

H' = H +dE.

Dann gilt H'.F = 0. Wir wollen zeigen, dafl |H’| einen Morphismus ¢ : S — S’ definiert,
so dal S glatt ist, p(F) = P ein Punkt ist (dies folgt, da H'.E = 0 ist, d.h. ¢ muf§ £
kontrahieren), und so da8 ¢|s\g : S\E — S’\{P} ein Isomorphismus ist. Es folgt dann
aus der Bemerkung nach Satz (I1.2.4), dafl ¢ der o-Prozefl beziiglich P € S’ ist.

Wir wollen nun eine spezielle Basis von H°(Og(H')) konstruieren. Zuniichst betrachten
wir die exakte Sequenz

0— Os(H+(i—1)E) > Og(H+iE) — Op(d—i) —0 i=1,...,d.
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Wegen H'(Og(H)) = 0, folgt, dafl auch H'(Og(H +iE)) = 0 fiir ¢ = 1,... ,d. Ferner
sind die Abbildungen H°(Og(H + iE)) — H°(Og(d — 1)) surjektiv fiir i = 1,... ,d. Es
sei nun {so,...,s,} Basis von H°(Og(H)). Ferner kénnen wir Elemente s;, ... , Si4 1
von H°(Og(H + iE)) so wihlen, daB die Bilder eine Basis von H°(Og(d — i)) sind.
Mit Verwendung des Schnittes s € H°(Og(F)) erhalten wir dann folgende Basis von
H(Og(H")):

d d d—1 d-1
{5980, , 8%, 8" 510,000 58 S1,d-1,--- ,58d-1,0, 55d—1,173d,0}«

Da sq40 auf E eine von Null verschiedene Konstante ist, sehen wir, dafl durch |H’| ein
Morphismus ¢ definiert wird. Es gilt ¢(E)=(0:...:0:1) = P. Essei nun U C S jene
offene Menge in S, die durch sqo # 0 gegeben wird. Es ist £ C U. Wir betrachten die
folgenden Schnitte von Oy (—F) :

Sd—1,0 _ Sd-1,1

5d,0 5d,0

Diese Schnitte schriinken sich auf eine Basis von H°(Og(1)) ein. Nach eventuellem Ver-
kleinern von U koénnen wir also annehmen, dal z,y auf U keine gemeinsame Nullstelle
besitzen. Wir erhalten also eine Abbildung

hy = (z:y): U — P.
Durch die Funktion (sz, sy) haben wir ferner eine Abbildung
hy = (sx,sy) : U — C2.

Damit erhalten wir
h = (hl,hg) . U—>CQ X]P)l.

Wir haben C2 ¢ C2? x P!, wobei 7 : C2 — C2 der o-ProzeB im Ursprung ist. Wegen
(sz)y — (sy)z = 0 gilt h(U) C C2.

Essei ¢ : S — S der durch |H’| gegebene Morphismus. Da ¢ eigentlich ist, ist ¢(U) offen
in S’. Zusammen mit der Bemerkung nach Satz (I1.2.4) erhalten wir ein kommutatives
Diagramm:

U L@Q

S
p(U) —— C?

Behauptung: Nach eventuellem Verkleinern von U liefert h einen Isomorphismus von
©(U) mit einer Umgebung des Ursprungs in C2.

Es gilt zunéchst:

(i) h|p is ein Isomorphismus von E auf die exzeptionelle Gerade in C2.

(ii) Fiir jeden Punkt @ € E gibt es eine Umgebung, so dafi h dort étale ist (d.h. sind
21, 73 lokale Koordinaten um h(q), so sind h*(z1), h*(22) lokale Koordinatenn um ¢). Ins-
besondere ist A um ¢ lokal eine biholomorphe Abbildung.

(i) folgt unmittelbar aus der Konstruktion von h. Fiir (ii) konnen wir etwa annehmen,
dal h(q) = ((0,0),(0 : 1)). Verwenden wir Koordinaten ((U,V), (U : V)) auf C? x P!,
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so ist C? gegeben durch uV — vU = 0. Um ((0,0), (0 : 1)) kénnen wir die Koordinaten
v, U/V wihlen. Es ist
hi(v) = sy, h(U/V)=z/y.

h*(v) verschwindet mit Vielfachheit 1 auf F, wihrend die Einschrankung von h*(U/V')
auf E in ¢ eine einfache Nullstelle besitzt. Dies ergibt (ii).
Wir verwenden nun folgendes Ergebnis aus der Topologie.

Lemma 11.2.9 FEs sei f: X — Y eine stetige Abbildung zwischen Hausdorffraumen. Es
sei K C X eine kompakte Teilmenge. Es gelte

(i) flx : K — f(K) ist ein Homoomorphismus.
(ii) Fir alle Punkte h € K ist f ein lokaler Homdomorphismus um k.

Dann gibt es eine Umgebung W von K in X wund eine offene Menge W'in Y, so daf
flw : W — W' ein Homéomorphismus ist.

Wir arbeiten nun in der C— Topologie weiter. Nach obigem Lemma gibt es eine Umgebung
W von E in S, sowie eine Umgebung W’ von f(E) in C2, so daB hly : W — W’ ein
Homoomorphismus, und damit biholomorph ist. Wir betrachten ¢ o h~!|,. Nach der
Bemerkung nach Satz (I1.2.4) gilt ¢ o A = g o m|w. Also ist g lokal invers zu h.
Damit ist % lokal biholomorph um P = ¢(E). Damit ist P glatter Punkt von ¢(U) in der
holomorphen, und damit auch in der algebraischen Kategorie. Dies beendet den Beweis
von Theorem (I1.2.8). O

Korollar I1.2.10 FEine Fliche S ist genau dann minimal, wenn sie keine (—1)-Kurve
enthdlt.

In der Mori-Theorie ist es von entscheidender Bedeutung, ob Kg nef ist, oder nicht. Wir
wollen dies zum Abschlufl dieses Abschnittes beleuchten.

Definition:

(i) Das n-te Plurigeschlecht von S ist definiert durch

P,(S) = dim H°(S,nKs). (n>1).

(ii) Man sagt S habe die Kodaira-Dimension - oo, falls P,(S) = 0 fiir alle n > 1 gilt.

Satz I1.2.11

(i) Es sei C eine irreduzible Kurve mit (Kg.C) < 0 und C* < 0. Dann ist C eine
(—1)-Kurve.

(ii) Ist K nicht nef, so ist S nicht minimal, oder aber S hat Kodaira-Dimension - co.

Beweis.
(i) Die Adjunktionsformel gibt

2p(C) — 2 = K5.C + C”.

30



Da C' irreduzibel ist, ist p(C) > 0. Es bleibt nur p(C) =0, Kg.C = —1und C? = —1
iibrig. Damit ist C glatt rational und C? = —1.

(ii) Gibt es eine irreduzible Kurve mit K5.C' < 0 und C? < 0, so ist nach obigem S nicht
minimal. Wenn dies nicht der Fall ist, so ist Kg.C' < 0 fiir eine irreduzible Kurve C' mit
C? > 0. Angenommen, es gibt einen effektiven Divisor D mit D ~ nKg, n > 1. Wir
kéonnen D = aC + R schreiben, wobei a > 0 und C in R nicht vorkommt. Dann gilt
D.C = aC? + aR.C > 0. Andererseits ist D.C' = n(Kgs.C') < 0, ein Widerspruch. O

Satz I1.2.12 Es seien S und S’ Flichen. Ferner sei f : S — — — S eine birationale
Abbildung. Ist Kg nef, so ist f ein Morphismus. Ist zudem noch Kg nef, so ist f ein
Isomorphismus.

Beweis. Es sei S eine Fliche und 7 : S} — S; ein o-ProzeB. Es sei C' C 5'1, eine

irreduzible Kurve, so da§ auch C' = 7(C) eine Kurve ist. Ist m die Multiplizitdt der
Kurve C' in dem Punkt P € 57, der aufgeblasen wird, so gilt

(Kg,.C) = (1" Ks, + E).(1°C —mE) = (Kg,.C) + m > (Kg,.C).

Ist also Kg, nef, so ist (K Slé’) > 0. Es kann dann also keine Kurve C' geben, mit
(Kgl.é’) < 0, die unter 7 auf eine Kurve in S; abgebildet wird. Ist g : S — S; ein
beliebiger birationaler Morphismus, so ist dieser aus o-Prozeflen zusammengesetzt, und
man erhiilt das Ergebnis: Ist K, nef, so ist Kg,.C' > 0.

Wir betrachten nun f : S — — — S’. Durch endliche Anwendung von o-Prozeflen kann
man die Unbestimmtheitsstellen beseitigen. Wir erhalten

Die Anzahl der Aufblasungen sei minimal gewahlt. Wenn wir annehmen, dal f Unbe-
stimmtheitsstellen hat, gibt es mindestens eine Aufblasung. Es sei E der exzeptionelle
Divisor der letzten Aufblasung. Wegen der Minimalitit der Aufblasungen ist f (E) eine
Kurve in 8. Wenn K¢ nef ist, folgt aus obigem, daf (Kg.E) > 0. Da aber (Kg.E) = —1,
erhalten wir einen Widerspruch.

Die zweite Aussage erhalten wir durch Anwendung der selben Schlufiweise auf f=t. O
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III Rationale Flichen und Regelflichen

3.1 Regelflichen

Wir beginnen mit der

Definition:

(i) Eine Fliche S heifit eine Regelfliche, falls S birational zu einem Produkt C' x P!
ist, wobei C' eine glatte Kurve ist.

(ii) S heift rational, falls S birational zu P* x P! ist.

Bemerkung: Wir hatten bereits gesehen, dafi P! x P! birational zur projektiven Ebene
P? ist. Also ist S genau dann rational, wenn S birational zu P? ist. Dies ist genau dann
der Fall, wenn fiir den Funktionenkorper von S gilt:

K(S) = C(z,y).

Definition: Eine Flache S heifit geometrische Regelfliche, wenn es eine glatte Kurve C,
sowie eine Abbildung p : S — C von maximalem Rang gibt (d.h. dp(x) hat in jedem
Punkt Rang 1), deren Fasern isomorph zu P! sind.

Beispiel: Produkte C' x P! sind in offensichtlicher Weise geometrische Regelfléichen.

Theorem III.1.1 (Noether-Enriques) Es sei S eine Fliche, p : S — C eine Abbil-
dung auf eine glatte Kurve. Sei Q) € C' ein requldrer Wert von p, so dafS die Faser
tiiber Q isomorph zu P' ist. Dann gibt es eine offene Umgebung U von Q, und einen
Isomorphismus ¢ : p~Y(U) = U x P!, so daf das Diagramm

p Y U)= U x P!

X pri
U

kommutiert.
Korollar II1.1.2 FEine geometrische Regelfliche ist eine Regelfliche.

Bemerkung: Verwendet man die GAGA Sétze, d.h. die Aussage, daf} es eine Bijektion
gibt zwischen Isomorphieklassen von holomorphen und algebraischen Vektorbiindeln, so
kann man dies auch aus dem Satz von Grauert-Fischer schlieBen, der die analytische lokale
Trivialitat gibt.

Bemerkung: Diese Aussage lafit sich nicht auf héhere Dimensionen iibertragen.

Wir bemerken noch

Lemma II1.1.3 FEs sei D ein effektiver Divisor und C' eine irreduzible Kurve mit C* > 0.
Dann ist D.C > 0.
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Beweis. Wir kénnen schreiben D = D’'+nC, n > 0sodafl C in D’ nicht mehr vorkommt.
Dann gilt D.C = D'.C +nC? > 0. O

Beweis von Theorem (III.1.1): Wir gehen in mehreren Schritten vor.
1. Schritt: H?*(Og) = 0.
Es sei F' die Faser von p iiber Q. Es gilt F’> = 0. Serre-Dualitiit ergibt h?(Og) = h°(Ky)

Wire h?(Og) # 0, so wire Kg effektiv. Nach obigem Lemma wire dann Kg.F > 0.
Andererseits besagt die Adjunktionsformel

(1)  —2=2p(F)—2=F.(F +Ks) = FKg

ein Widerspruch.
2. Schritt: Es gibt einen Divisor H auf S mit H.F. = 1. Dies ist der essentielle Schritt.
Wir betrachten hierzu die exakte Sequenz

0 — Pic’S — Pic S — H*(S,Z) — H*(Oy)

Da H%*(Og) = 0 ist, folgt, dal H*(S,Z) = NS(S) gilt. Es geniigt also, ein Element
h € H?(S,Z) zu finden mit h.f = 1 (wobei f die Klasse von F in H?(S,Z) bezeichnet).
Wir betrachten dazu die Abbildung

H*(S,7) — Z

a — af.

Das Bild ist ein Ideal in Z, und damit von der Form (d), d € N. Wir wollen d = 1 zeigen.
Wir betrachten die Abbildung

HX(S,Z) — 7

a — 3af).
Wegen der Poincaré-Dualitét ist die Abbildung

H%(S,Z) —> Hom (H(S,Z),Z)
o (@ — af’)

surjektiv, und der Kern ist gerade die Torsion von H?(S,Z). Also gibt es ein Element
f' € H*(S,Z), so da f = df’ modulo Torsion gilt in H*(S,Z). Andererseits sei Kg der
kanonische Divisor auf S und k die zugehérige Klasse in H?(S,Z). Fiir jede irreduzible
Kurve C gilt

2p(C)—-2=(K+C).C

Daraus folgt, daf§ fiir die zugehorigen Kohomologieklassen gilt
(2) ¢+ ck =0 mod 2
Nun gilt fiir a,b € H*(S,Z), daB
(a+0)*+ (a+ b)k = (a® + ak) + (b* + bk) + 2ab.

D.h.
(a+b)+ (a+ bk = ((a®+ ak) + (b* + bk)) mod 2.
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Damit gilt Formel (2) fiir alle Kohomologieklassen ¢ € H?*(S,Z). Wegen f* = 0 und
f = df’ modulo Torsion folgt auch (f')? = 0. Ebenso folgt aus (1), dal f'.k = —2. Dies
zeigt bereits, dafl d = 1 oder 2. Da nun

2
=

=0 mod 2

QN

(Ff 4 £k =~

folgt d = 1.
3. Schritt: Wir betrachten den oben gefundenen Divisor H. Die exakte Sequenz

0—-0s(H+(r—1)F)— Og(H+1rF)— Op(1) — 0

fithrt zu der langen Kohomologiesequenz

ar

o= HYOg(H+1rF)) = H°Op(1)) — HY (Os(H + (r—1)F))

b OsH - rF) — H(OR1) — ...

Da H'(Op(1)) = 0 ist miissen die b, fiir r > 0 Isomorphismen sein. Dann ist a, surjektiv.
Es sei nun V C H°(Og(H +7F)) ein 2-dimensionaler Unterraum mit a, (V) = H°(Or(1)).
Es seien nun xy,... ,x; € C so gewihlt, dafl alle Basiskomponenten von V' in den Fasern
F,,, ... F,, enthalten sind. Ferner seien x441,... ,2; € C so, dafl alle Basispunkte von V'
in F. .. F,, liegen. Schliefllich seien z;11, ... ,z,, diejenigen Punkte in C, so daf} die

Tyt *
Fasern F, F,, reduzibel sind. Wir setzen U = C\{zy,... ,2,}. Auf p~}(U) ist

Tigp1r 0t v b m

der Pencil V' basispunktfrei. Wir erhalten eine Abbildung
pv ipH(U) — PL

Da V auf jeder Faser basispunktfrei von Grad 1 ist, ist ¢y |11, : p~'(z) = P! stets ein
Isomorphismus. Also ist

p_1<U) »=(p,pr) U x Pl
x pri
U

ein kommutatives Diagramm und ¢ ist ein Isomorphismus. (Die Umkehrabbildung ist
gegeben durch ¢~ !(u,t) = p~l(u) N ¢! (t). Dabei ist C; = ¢y (t) ein Schnitt von
p(U) —U). O

Wir wollen im folgenden geometrische Regelflichen genauer untersuchen. Bekanntlich
gibt es eine exakte Sequenz

1—C"— GL (n,C) — PGL (n,C) — 1.
Wir betrachten nun Garben GL(n,C), bzw. PGL(n,C), die definiert sind durch
L(U,GL(n,C)) ={f;f:U — GL (n,C) ist ein Morphismus}
bzw.

LU, PGL(n,C)) ={f;f:U — PGL (n,C) ist ein Morphismus}.
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Dies liefert eine exakte Sequenz
(3) 1 — 0" — GL(n,C) — PGL(n,C) — 1.

Ist &€ ein Vektorbiindel von Rang n auf X, so gibt es eine offene Uberdeckung U = (Us)ier
von X, sowie [somorphismen

(ori Wﬁl(Ui) = Uz x C"

wobei 7 : £ — X die Biindelabbildung ist. Sind 7,7 € I, so erhalten wir ein kommutatives
Diagramm
fij=pjop; !

(Uz‘mUj) x C™ (UZHU]) x C™

7T71<UZ‘ N UJ)

Dies liefert Schnitte
fij € F(UZ N Uj, Qﬁ(n, C))

mit fix = fij o fjx. Dies ergibt eine 1-Cozykel, und damit eine Klasse
(fis) € H'(X,GL(n,C)).
Damit ergibt sich eine Bijektion
H'(X,GL(n,C)) = { Rang n Vektorbiindel auf X}.
Im Spezialfall n = 1 fiihrt dies auf die uns schon bekannte Identifikation:
H'(X,0*) = Pic X.

Fiir lokal-freie P"-Biindel erhélt man analog

H'(X,PGL(n,C)) = { Lokal freie P" — Biindel auf X}.

Ist £ ein Vektorbiindel, so kann man diesem ein P"~!-Biindel P(£) zuordnen, indem man
fasernweise P(€),, = P(€,) setzt.

Satz I11.1.4 FEs sei C eine glatte Kurve.

(i) Jede geometrische Regelfiiche S diber C' ist von der Form S =P(E) fir ein Rang 2
Biindel € auf C'.

(i) Es gibt genau dann einen Isomorphismus von P'-Biindeln P(E) =2 P(E'), wenn € =
E' @ L fir ein Geradenbiindel L € Pic C.

Beweis. Wir beweisen dies in der analytischen Kategorie. Dies ist wegen der GAGA-Sétze
ausreichend. Wir betrachten hierzu die exakte Sequenz

1 — Of —s GL(2,C) — PGL(2,C) —> 1.
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Obwohl GL(n,C), bzw. PGL(n,C) fir n > 2 keine abelschen Gruppen sind, so erhalten
wir doch eine lange Kohomologiesequenz von Mengen

0— HY(C,0f) — HYC,GL(2,C)) — H'Y(C,PGL(2,C))
— H*C,0f) —....

Ist S eine geometrische Regelfliche iiber C, so definiert dies nach Korollar (II1.1.2)
(bzw. dem Satz von Grauert-Fischer) ein lokal-freies P!'-Biindel, also ein Element in
H'(C,PGL(2,C)). Unsere Behauptung folgt, wenn wir zeigen kénnen, da H*(C, OF) =
0. Hierzu betrachten wir die lange exakte Kohomologiesequenz, die sich aus der Expo-
nentialsequenz ergibt:

.— H*(C,0¢) — H*(C,0%) — H*(C,Z) — ... .

Da H*(C,0¢) = H*(C,Z) = 0 ist, folgt die Aussage. O

Wir wollen nun die minimalen Modelle von Regelflichen untersuchen.

Satz II1.1.5 Es sei S eine Fldche, auf der keine (—1)— Kurven existieren. Es sei S eine
glatte Kurve und f : S — C ein Morphismus, dessen allgemeine Faser ein P* ist. Dann
ist f: S — C eine geometrische Regelfiiche.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl alle Fasern glatt und isomorph zu P! sind. Dann folgt
die Aussage aus Theorem (IT1.1.1). Da die allgemeine Faser ein P! ist, folgt aus der
Adjunktionsformel, dal K.F' = —2 ist. Damit kann es auch keine mehrfachen Fasern
geben. Also haben alle irreduziblen Fasern das Geschlecht p(F') = 0 und sind damit glatt
und rational. Es ist also auszuschlieffen, dafl es reduzible Fasern gibt. Zunéchst folgt aus
topologischen Griinden aus der Tatsache, dafl die allgemeine Faser zusammenhéngend ist,
auch, daf alle Fasern zusammenhéngend sind. Es sei F' = ) n;C; nun eine reduzible
Faser. Es gilt
J#
Da F zusammenhéngend ist, gibt es ein j # ¢ mit C; N C; # (0. Also ist

niC} = (Ci.(F =) n;Cy)) = =Y ni(Ci.Cy) <0
Ji

und damit C? < 0. Die Adjunktionsformel gibt

Ist C? < 0, so ist entweder C? = —1, K.C; = —1 und C; glatt rational, was nach Voraus-
setzung ausgeschlossen wurde, oder K.C; > 0. Aber dann folgt K.F' > 0 im Widerspruch
zu K.F. = —2. O

Korollar I11.1.6 Ist S eine minimale Regelfiiche, die nicht rational ist, so ist S eine
geometrische Regelfliche.
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Beweis. Nach Voraussetzung ist S birational dquivalent zu C' x P!. Die Projektion auf C
liefert eine rationale Abbildung S — — — C'. Dies ist bereits ein Morphismus. Ansonsten
betrachten wir eine Unbestimmtheitsstelle P € S und erhalten ein Diagramm

Der exzeptionelle Divisor E in S kann nicht auf C' abgebildet werden, da C' nicht rational
ist. Damit geht E auf einen Punkt in C' und nach der Bemerkung nach Satz (11.2.4) ist
P keine Unbestimmtheitsstelle der Abbildung S — — — C, ein Widerspruch.

Die allgemeine Faser der Projektion S — C' ist ein P!, damit folgt die Behauptung aus
Satz (II1.1.5). O

Will man nun geometrische Regelflichen studieren, so heifit dies, dal man Flédchen der
Form P(€) studiert, wobei £ ein Rang-2 Biindel auf C' ist. Das heifit, die Klassifikation der
geometrischen Regelfldchen stimmt mit der Klassifikation der Rang-2 Biindel auf glatten
Kurven, modulo tensorieren mit Geradenbiindeln, iiberein.

Satz I11.1.7 Jedes Rangr Biindel £ aufP' spaltet, d.h. es gibt Geradenbiindel Op, (k;),i =
1,...,r mit

E=0p(k1)®...®Op, (k)
Beweis. Fiir ein Rang r Biindel auf P! lautet der Satz von Riemann-Roch bekanntlich
X&) =h(E) = h'(E) = deg £ +1r(1 —g).
Also ist h°(E(n)) # 0 fiir n > 0. Andererseits ist nach Serre
R(E(—n)) = AY(EY(n —2)) =0 fiir n > 0.
Wir kénnen daher ng so wihlen, dal h°(E(ng)) # 0, aber h°(E(ng — 1)) = 0. Ein Schnitt
0— Opr — E(ng)

hat keine Nullstellen, da sonst h°(E(ng — k)) # 0 fiir k¥ > 1. Dies liefert eine exakte
Sequenz

(4) 0—>O[pli>g(n0>£>f—>0

wobei F ein Vektorbiindel vom Rang r — 1 ist.
Behauptung: h!'(FY) = 0.
Twisted man Sequenz (4) mit Op:(—1), so erhdlt man

0— Op,(=1) = EMmoy—1) = F(—-1) — 0.
Da h%(E(ng — 1)) = 0 und A (Opi(—1)) = 0, folgt h°(F(=1)) = 0 und damit auch
hY(F(—2)) = 0. Mittels Serre-Dualitéit ergibt dies h'(F") = 0.

Tensoriert man (4) mit FV, so erhdlt man

0->F' 0 —->F ®@&EMny) > F' @F =0
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bzw.

0 — Hom o, (F,0) — Hom o, (F,&(ng)) — Hom o, (F,F) — 0.
Da h'( Hom o, (F,0)) = h'(F") =0, gibt es ein Element
v e Hom Op1 (f, 5(710))
das auf die Identitdt in Hom o, (F, F) abgebildet wird. Wir haben also
a B
0—Op —E(ny) =2 F—0
v
mit § oy =idr. Also ist

(@,7) : Opr & F = E(no)

ein Isomorphismus. Nach Induktionsvoraussetzung ist F eine direkte Summe von Gera-
denbiindel und damit auch £(ng), bezichungsweise £. O

Bemerkung: Ist C' eine elliptische Kurve, so gibt es darauf nicht zerfallende Rang 2
Biindel. Modulo Tensorien mit Geradenbiindeln sind diese von der Form

0—0c—& — Oc—0

oder

0— Oc — & — Oc(R) —0 (P e C).

Dabei hiangt & (modulo tensorieren mit Geradenbiindeln) nicht von Py ab. Es gibt also
iiber elliptischen Kurven genau zwei geometrische Regelflichen, die nicht von der Form
P(Cl D ,CQ) mit El, EQ € Pic C sind.

Wir kehren nun kurz zu den geometrischen Regelflichen iiber P! zuriick. Nach Satz
(II1.1.7) sind diese von der Form

F, =P(Op1 @ Op1(n)), n>0.

Definition: Die Flachen F, heiflen Hirzebruchfldchen.
Damit kann man Satz(I11.1.7) auch so formulieren:

Korollar II1.1.8 Jede geometrische Regelficiche diber P ist eine Hirzebruchfliche.

Wir kehren nun nochmals zu allgemeinen geometrischen Regelflichen S = P(£) — C
zuriick. Wir wissen aus dem Beweis von Theorem(II1.1.1), dafi es einen Divisor H gibt,
mit H.F' = 1. Wir bezeichnen die entsprechenden Klassen in H?(S,Z) mit h, bzw f.

Satz 111.1.9 Fiir die geometrische Regelfiiche p : S — C' gilt:
(i) PicS = p*PicC @ ZH
(i) H*(S,Z) =Zf ® Zh

(iii) Ist d = h* und g das Geschlecht von C, so gilt: ¢;(Ks) = —2h + (29 — 2+ d) f und
K2 =238(1-y9).
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Beweis. Es sei D ein Divisor. Ist m = —D.F so gilt (D +mH).F = 0. Es geniigt also
folgendes zu zeigen: Ist D ein Divisor auf S mit D.F' = 0, so ist D Pullback eines Divisors
auf C. Wir setzen D,, :== D + nF'. Dann ist auch D,,.F' = 0. Ferner gilt

D?=D? D,K=DK-2n.

Da (K — D,).F = K.F = -2, folgt h°(K — D,;) = h*(Dn) = 0. Damit ergibt Riemann-
Roch fiir D,,

1
h°(D,) — h*(D,) = x(Os) + §(Dg —D,.K)>0
fiir n > 0. Wir konnen also annehmen, dafl D,, effektiv ist. Da D,.F = 0, ist D,, eine

Summe von Fasern, also ist D,, ein Element von p* Div C, und damit auch D.
(ii) Die Exponentialsequenz gibt

.. — HY(S,0) — Pic S — H*(S,Z) — H*(S,0) — ...

Da h*(S,0s) = h°(S,Ks) = 0 wegen Kg.F = —2, folgt, dal NS(S) = H?*(S,Z). Ins-
besondere ist H?(S,Z) durch h und f erzeugt. Da h.f = 1, sind diese beiden Elemente
unabhéngig.

(iii) Es gilt ¢;(Kg) = ah+bf in H*(S,Z). Da Kg.F = —2 folgt a = —2. Wir betrachten
nun H, = H +nF. Es gilt

H?>=d+2n, H,K=HK--2n (K-H,)F=-3

Dann schliet man mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch, dafi H,, effektiv ist fiir n > 0.
Da H,.F = 1ist, enthdlt H, einen Schnitt, d.h. eine Kurve C" C S, so dafl p|C" : C" — C
ein Isomorphismus ist. Die Adjunktionsformel fiir C” ergibt

29— 2= (Ks+C").C"=(=2h+bf + h+nf)(h+nf)
also
20—2=—-d—n+b+n

d.h.
=29 —2+d.

Also erhalten wir
Kg = (—2h+(2g—2—|—d)f)2
= 4d—4(29g—2+4d)
= 8(1—g).

Wir hatten bereits folgende Invarianten eingefiihrt:
q = h'(Os)=hrQs) (Irregularitit)
p, = h'(Kp) (Geometrisches Geschlecht)
P, = h°(nKs),n>2 (n-tes Plurigeschlecht)

Satz I11.1.10 q,p, und P, sind birationale Invarianten.
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Beweis. Wir fithren den Beweis fiir
Pg = hO(KS) = hO(A2Q}g).

Fiir die anderen Invarianten kann man analog argumentieren. Es sei f : S — — — S’ eine
birationale Abbildung. Es sei F' C S die minimale endliche Menge, so dafl f auf S\F

definiert ist. Man hat eine Abbildung
f*HY(S', A%QL) — HO(S\F, AQQ}g\F)
w +—  ffw.
In einer Umgebung U eines Punktes P € F' ist
ffw=gdz; Ndz

wobei g regular auf U\ P ist, und damit auf ganz U. Also erhalten wir einen Homomor-

phismus
[ HO(S',A%QL) —  HY(S,A*Q%)
w = ffw.

Da (f~1)* eine Umkehrabbildung ist, ist f* ein Isomorphismus. 0

Satz I11.1.11 S sei birational dquivalent zu C' x P'. Dann ist p, = P,(S) = 0 und
q(5) = ¢(C).

Beweis. Es geniigt, die Invarianten von C' x P! zu berechnen. Es seien p, bzw. ¢ die
Projektionen auf C, bzw. P!. Dann gilt

(5)  Qs=p" QB¢ =p" KD ¢ Kpr.
Also
H0<Su Q}S‘) = HO(C> KC) S HO<]P)17 KIFM)

und damit
q = h"(S,Q5) = h°(K¢) = g(C).

Aus (5) folgt auch
Kg=MANQg=p"'Ko® ¢ Kpr.

Nun ist Kp1 = Op1(—2). Also ist
Ks.Fy = —2

fiir alle Fasern der Abbildung p. Es folgt, daBl nKg fiir n > 1 nicht effektiv sein kann. O
Wir betrachten nun wieder die Hirzebruch-Flachen
Fn = P(Opl D O[pl (n))

Die Abbildung
so: P! — F,
x — (0:1) € (F,)

definiert einen Schnitt Cy C F),. Es gilt dann

Pic F,, = ZCy + ZF.
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Ferner konnen wir zu jedem Polynom P, € I'(Op1(n)) einen Schnitt Cp, definieren durch
die Abbildung
sp, : P! — F,
r — (1:Py(x)) € (Fn)a-

Es gilt
Cp . F=1, Cp .Cy=0.

Insbesondere folgt daraus auch, dafl Cp, und Cy, fiir je zwei Polynome P, und @),, nu-
merisch, und damit auch linear &quivalent sind.

Satz I11.1.12

(i) Es gilt C3 = —n. Auf F, gibt es aufer Cy keine weiteren irreduziblen Kurven mit
negativem Selbstschnitt.

(ii) Ist n # 1, ist F,, minimal.
(iii) Die Flichen F, sind paarweise nicht isomorph.

(iv) Die Flichen F,,n # 1 sind genau die minimalen geometrischen Regelflachen mit
q=0.

Beweis. Die Aussagen (ii) - (iv) folgen unmittelbar aus (i). Um (i) zu zeigen, schreiben
wir
Cpn = Co + al.

Nun ist C} = (Cp,.Co,) = n, also
n=C} =CoCp, +aF.Cp, =a
d.h.  Cy=Cp, —nF und damit
Cs =Cp —2nCp,.F = —n.

Wir miissen noch zeigen, dafl es keine weiteren irreduziblen Kurven mit negativem Selbst-
schnitt gibt. Es sei D # Cj eine irreduzible Kurve. Wir haben eine Darstellung

D =aCy+bF, a>0.
Es ist
0<D.Cy=—an+b.

also b > an. Damit gilt
D? = —a’n + 2ab > a*n > 0.

O

Wir hatten gesehen, dafl die Klassifikation von geometrischen Regelflachen iiber einer
Kurve C der Klassifikation von Rang 2 Biindeln auf ', modulo tensorieren mit Ge-
radenbiindeln, entspricht. Bei Kurven von héherem Geschlecht sind dies Familien von
Vektorbiindeln. Bei elliptischen Kurven hat man folgende Félle

(i) Direkte Summen: O & L, L € Pic (C)
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(ii) Nicht-spaltende Erweiterungen von Grad 0:

0—-0c—E&—0Os—0

(iii) Nicht-spaltende Erweiterungen von Grad 1:

0— 0Oc— & — Oc(Py) — 0

wobei Py ein Punkt von C' ist. Das P!-Biindel P(£’) héingt nicht vom Punkt Py ab.
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IV Weitere Hilfmittel

4.1 Normalisierung
Es sei X eine algebraische Menge.
Definition:

(i) Ein Punkt x € X heiit normaler Punkt, falls der lokale Ring O, normal ist, d.h.
falls Oy, ein Integritétsring ist, der in seinem Quotientenkorper ganz abgeschlossen
ist.

(ii) X heiBt normal, falls fiir alle Punkte z € X der lokale Ring Ox , normal ist.

Bemerkungen:
(i) Jeder reguldre Punkt ist normal.

(ii) Ist X eine normale Varietét, so gilt codimxSing(X) > 2. Insbesondere ist eine
Kurve genau dann normal, wenn sie glatt ist.

(iii) Eine irreduzible affine Varietdt X C C" ist genau dann normal, wenn der Koordi-
natenring A(X) normal ist.

(iv) Wir betrachten die Kurve
C={a" -y’ =0}

Im Nullpunkt ist C' nicht normal. Die Funktion A = x/y ist nicht reguldr in 0. Es

gilt jedoch
2 r\? x? —y’
Y Y

(v) Essei X = X; UX, mit X; = {f; = 0} und z € X; N X,. Dann ist Oy, nicht
nullteilerfrei, also ist x nicht normal.

Definition: Eine Normalisierung einer Varietdt X ist ein Paar (X', v) wobei X’ eine
normale Varietéit und v : X’ — X eine endliche, birationale Abbildung ist.

Satz IV.1.1 Ist X eine affine (projektive) Varietit, so gibt es stets eine Normalisierung
(X',v). Dabei ist X" wieder eine affine (projektive) Varietit. Ist (X",v') eine weitere
Normalisierung, dann gibt es einen Isomorphismus f : X' — X" mit v/ =v" o f.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall, dal X eine affine Varietét ist. Wir konnen uns
darauf beschranken, daf3 X irreduzibel ist. Ansonsten zerlegen wir X in seine irreduziblen
Komponenten X, ..., X;. Ist (X/,1;) eine Normalisierung fiir i = 1,... | k, so definieren
wir X’ als die disjunkte Vereinigung der X/. Zusammen mit der offensichtlichen Abbil-
dung nach X erhalten wir eine Normalisierung von X’. Auflerdem sehen wir mit Punkt (v)
der obigen Bemerkung, daf§ die Normalisierung einer Varietéit genau dieselbe Anzahl von
Komponenten besitzt wie X selbst und die disjunkte Vereinigung der Normalisierungen
der Komponenten ist. Es sei A(X) der Koordinatenring von X. Es sei A(X) der ganze
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Abschlufl von A(X) in dem Funktionenkorper K(X) von X. Da A(X) eine endlich er-
zeugte reduzierte k-Algebra ist, ist A(X) endlich erzeugter A(X)-Modul und eine endlich
erzeugte reduzierte k-Algebra. Es sei X' = Spec A(X). Die Inklusion A(X) — A(X)
induziert eine endliche Abbildung v : X’ — X. Da A(X) normal ist, ist X’ eine normale
Varietiit. Die Abbildung v ist birational, da sowohl A(X) als auch A(X) denselben Quo-
tientenkorper K (X) besitzen. Ist v/ : X” — X eine weitere Normalisierung, so ist X", da
V' eine endliche Abbildung ist wieder eine affine Varietdt. Der Koordinatenring A(X") ist
in K(X"”) = K(X) enthalten und ganz algebraisch iiber A(X). Also folgt A(X') = A(X")
und dieser Isomorphismus induziert den gesuchten Isomorphismus f: X’ — X”.

Es sei nun X C P" eine projektive Varietdt mit homogenem Koordinatenring S(X) und
Funktionenkérper K (X). Der ganze Abschluf S(X) von S(X) in K(X) ist ein graduierter
Ring, und wir kénnen X’ = Proj S(X) wihlen. Es bleibt zu zeigen, daf8 X’ normal und
die natiirliche Abbildung v : X’ — X endlich ist. Sei dazu U; = {z; # 0} C P" bzw.
X; = XNU;. Dann ist X; affin mit Koordinatenring A(X;) = S(X),,. Da lokalisieren und
normalisieren vertauschbar sind, gilt S(X),, = S(X),,. Insbesondere ist X; = v~}(X,)
normal und v| x;: X{ — X; ist eine Normalisierung. Die Eindeutigkeit folgt &hnlich wie
oben. a

Bemerkung: Die Normalisierung ist allgemeiner fiir quasi-projektive Varietédten erklart.

Satz IV.1.2 Es sei f : X — Y ein Morphismus projektiver Varietiten. Dann gilt

(i) Ist die natirliche Abbildung Oy — f.Ox ein Isomorphismus, so ist f surjektiv, und
alle Fasern sind zusammenhdngend.

(ii) Ist umgekehrt Y normal, f surjektiv und sind alle Fasern zusammenhdngend, so ist
die natirliche Abbildung Oy — f.Ox ein Isomorphismus.

Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus dem Theorem iiber formale Funktionen (vgl.
[3, Theorem II1.11.1 und Corollary II1.11.3]). O

Korollar IV.1.3 FEs sei f : X — Y eine surjektive Abbildung zwischen projektiven Va-
rietdten. Die Varietit Y sei mormal, und die Fasern von f seien zusammenhdngend.
Dann ist fiir jedes Geradenbiindel L aufY die natirliche Abbildung

[Ty, L) — (X, [7L)
ein Isomorphismus.
Beweis. Offensichtlich ist f* injektiv. Es gilt
[ L=L® f.0x

(dies ist ein einfacher Fall der Projektionsformel). Nach Satz (IV.1.2) gilt in diesem Fall
f+Ox = Oy. Also erhilt man
LIrL=L

und somit

T(X, fL) =T, f.f*L) X T(Y, L).
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Korollar IV.1.4 (Zariski’s Main Theorem) Sei Y eine normale irreduzible projek-
tive Varietdt und sei f : X — Y ein birationaler Morphismus. Dann hat f zusam-
menhdngende Fasern.

Beweis. Nach Satz (IV.1.2) ist f.Ox = Oy zu zeigen. Dies ist eine lokale Aussa-
ge. Wir konnen daher annehmen, dafi Y affin ist. Es sei A = A(Y) = T'(Y,Oy)
der Koordinatenring. Da f ein Morphismus zwischen projektiven Varietéiten ist, ist
B = T'(Y, f.Ox) = I'(X,0Ox) ein endlich erzeugter A-Modul. Sowohl A als auch B
sind Integritérsringe mit Quotientenkorper K (X) = K(Y). Da A ganz abgeschlossen ist,
folgt A = B. Damit gilt f,Ox = Oy. O

Diese Aussage kann man auf rationale Abbildungen anwenden. Essei f : X — — —= Y
eine rationale Abbildung mit maximalem Definitionsgebiet X\ F. Der Graph von f ist

I'y={(z, f(z);z € X\F} C X xY.
Es sei p: I'y — X die Projektion auf X, sowie ¢ : I'y — Y die Projektion auf Y.

Korollar IV.1.5 FEs sei f : X — — — Y eine rationale Abbildung zwischen irreduziblen
projektiven Varietiten. Ist X normal, so ist fiir jedes v € X die Menge f(x) := q(p~*(2))
zusammenhdangend.

Beweis. p : T'y — X ist surjektiv und birational. Da X normal ist, ist p~*(z) zusam-
menhéngend, und damit auch q(p~'(x)). O

Korollar IV.1.6 FEs sei f: X — Y ein dominanter Morphismus irreduzibler projektiver
Varietiten. Es seien v : X' — X, bzw. p:Y' — Y die Normalisierungen von X, bzw. Y.
Dann gibt es einen Morphismus f': X' —Y', so daff po f' = fov gilt.

Beweis. Da v und p birational sind und f dominant ist, kénnen wir eine rationa-
le Abbildung f’ = p~'o f o v definieren. Es geniigt zu zeigen, dafl f'(x) aus einem
Punkt besteht. Nun ist nach obigem Korollar f'(x) zusammenhéngend. Andererseits ist
f'(z) € p(f(v(z))). Da p endlich ist, ist dies eine endliche Menge. Also ist f'(z) ein
Punkt. a

Theorem IV.1.7 (Steinfaktorisierung) FEs sei f : X — Y ein surjektiver Morphis-
mus projektiver Varietdten. Dann gibt es eine Varietdt Y', einen endlichen Morphismus
g:Y' =Y und einen Morphismus f' : X — Y’ mit zusammenhdngenden Fasern, so dajs

das Diagramm
f’l X

R v

kommutiert. Ist X normal, dann auch Y.

Beweis. Wir setzen

Y' = Spec f.0Ox.

(Dies soll folgendes bedeuten: Fiir jede affine offene Menge V' C Y betrachten wir Y|, =
Spec (I'(f~H(V),Op-1(vy)). Die Y}, verkleben sich zu Y”). Die natiirliche Abbildung
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Oy — f,Ox induziert einen Morphismus g : Y — Y. Da f ein Morphismus zwischen
projektiven Varietéten ist, ist f,Ox ein kohédrenten Oy-Modul. Deswegen ist g : Y — Y
endlich. Nun ist Oy = f,Ox, d.h. wir haben eine natiirliche Abbildung. Oy, = f.Ox —
Ox. Dies induziert einen Morphismus f': X — Y’ mit f.Ox = f.Ox = Oy. Also hat
f’ nach Satz (IV.1.2) zusammenhingende Fasern. Die Morphismen f und f’, und damit
auch g sind surjektiv.

Ist X normal, soist I'(f~*(V'), Oy-1()) ein normaler Ring. Damit ist auch Oy~ /(,) normal
und Y’ ist eine normale Varietét. g

Korollar IV.1.8 FEs sei f: X — Y ein Morphismus irreduzibler projektiver Varietdten,
Y sei normal und eine Faser von f sei glatt und zusammenhdngend. Dann ist jede Faser
von f zusammenhdngend.

Beweis. Wir betrachten die Steinfaktorisierung

T

Y’TY

Die Abbildung ¢ hat Grad 1, ist also birational. Nach Korollar (IV.1.4) bestehen alle
Fasern von ¢ aus einem Punkt. Da f’ zusammenhingende Fasern hat, gilt dasselbe fiir f.
O

4.2 Der Albanese Torus

Es sei zunédchst V' ein g-dimensionaler komplexer Vektorraum und I' ein Gitter in V.

Dann ist
T=V/T

ein kompakter g-dimensionaler Torus.
Jedes Element v € I" definiert eine geschlossene Kurve in T" durch

v:0,1] — T
t — 1.

Dies liefert einen Isomorphismus

(1) T =% H(T,Z)
v — [l

Auflerdem haben wir einen Isomorphismus

(2) VYV = HYT,QL)
f — df.

Es gilt
@ [ =,
t(v)
Es sei nun X eine komplexe, projektive Mannigfaltigkeit. Es sei

b1 (X) = dimg H' (X, R) = dimcH' (X, C)
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die erste Bettizahl. Hodge Theorie liefert eine Zerlegung

HY(X,C) = HQy)® H'(Ox)
10y © AL,
Insbesondere gilt, da§ b; = 2g mit g = h°(Q%) ist.
Es sel nun wy, ... ,w, eine Basis von H°(Q%) und 7,...,72, eine Basis von H,(X,Z)
modulo Torsion.
Die Matrix

fu)l fwl
7

V29

Q= € M(g x 2g,C)

[wy oo [ w,
71

Y2g

heifit die Periodenmatriz von X.

Lemma IV.2.1 Die Spalten der Periodenmatriz sind linear unabhdingig, definieren also
ein Gitter in C9.

Beweis. Angenommen, es gebe eine lineare Relation mit reellen Koeffizienten a;;i =
1,...,2¢. Dann gilt

Zai /w =0 (fiir alle w € H°(QY))
i

und damit auch

Zai/wzo.

Vi

D.h. die lineare Abbildung
Zai/ L H'(X,C) = HY(QL) @ HO(QL) — C
i

ist identisch 0. Da die Paarung zwischen H'(X,C) und H;(X,C) nicht ausgeartet ist, ist
Y aivi=01in H(X,C) also a; =0, furi=1,...,2g. O

Ist I' das durch die Periodenmatrix €2 gegebene Gitter, so kann man eine Torus
Alb(X) =C9/T
definieren. Intrinsisch ist
Alb(X) = HY(Q%)"/ im H,(X,Z)
wobei

Hi(X,Z) — HY(X, QL)Y
~ — .
v
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Definition: Alb(X) heiit der Albanese Torus von X.
Es sei nun xy € X ein fest gewédhlter Punkt. Dann konnen wir die Abbildung

a: X — Alb(X)
r — (w — fw)
o

betrachten. Nach Konstruktion des Albanese Torus ist o wohldefiniert. Die Abbildung
« ist holomorph. Da dies ein lokales Problem ist, geniigt es offene Mengen U C X zu

betrachten, so dafl U isomorph zum Einheitsball in C” ist. Dann ist @« = ¢ o a wobei
q: H°(Q%)Y — Alb(X) die kanonische Projektion und

a:U — HY (X, QL)Y
r — (w — fw)
o

ist. Die Abbildung a ist holomorph, da das Integral holomorph von der oberen Integral-
grenze abhéngt.

Die Abbildung « induziert einen Homomorphismus

a” HO(Q}ub(X)) - HO(Qﬁc)-
Andererseits haben wir einen Isomorphismus

T Ho(f&) - H0<Q}x1b(){))-
Lemma IV.2.2 o* =771,

Beweis. Wir miifilen zeigen, dal o*(7(w)) = w fiir alle w € H°(QL). Wir rechnen nun
lokal, wobei die Bezeichnungen wie oben seien. Dann gilt fiir alle x € U:

(for)(w)(z) = (a”oq)(r(w))(x)
= a'd(< w,—>)(x)
= d(< w,a(z) >) ( Definition von a)

= d| Jw
0
= w(z)
Hierbei ist <, > die Paarung zwischen H°(2) und dessen Dualraum. O
Im folgenden soll die universelle Eigenschaft des Albanese Torus gezeigt werden.

Satz IV.2.3 Es sei X eine projektive Mannigfaltigkeit und f : X — T eine holomorphe
Abbildung in einen Torus T'. Dann gibt es genau eine Abbildung f : Alb(X) — T, so daf
das folgende Diagramm kommutiert:




Bevor wir den Satz beweisen konnen, benoétigen wir noch ein Lemma iiber Abbildungen
zwischen komplexen Tori. Es seien dazu 7' = V/I" bzw. T" = V'/I" Tori. Ein Vektor-
raumhomomorphismus H : V' — V' mit H(I') C I” induziert eine Abbildung h: T — T".
In gewilem Sinne gilt auch die Umkehrung

Lemma IV.2.4 [st h : T — T’ eine holomorphe Abbildung, so gibt es eine Translation
t auf V' und eine lineare Abbildung H : V — V' mit H(T') C I", so daf8 h durch t o H
induziert wird. Ferner gilt, daf$ das kommutative Diagramm

(Vl)\/ tH VV
J/TTI J{’TT
HO(T', QL) — HO(T, Q)
kommutiert.

Beweis. Da V und V' die universellen Uberlagerungen von T und 7" sind, gibt es eine
holomorphe Abbildung h : V — V' mit h(v +v) — h(v) € IV fiir alle v € V und v € T.
Aus Stetigkeitsgriinden ist A(v + ) — h(v) von v unabhingig. Also sind die partiellen
Ableitungen von h invariant unter I' und damit konstant. Also gibt es einen konstanten
Vektor a € V', so daf}

h(v) = H(v) +a (veV)

und H ist linear mit H(I') C I". Die Kommutativitdt des Diagramms folgt unmittelbar
aus den Definitionen. O

Beweis von Satz(IV.2.3) Wir haben zunéchst
Alb(X) = H°(X,Q%)"/ im H,(X,Z) = V/T

sowie

T =V
Das folgende Diagramm definiert die Abbildung f* : H(T, QL) — H°(Alb X, Q/lnb( X))

HO(X, QL) ~L— H(T, )

(w)ll /
i

HP(AIb(X), Q)

Dies zeigt, daf3 f , falls es existiert, bis auf Translation eindeutig bestimmt ist. Da aber
f(zo) = f(a(zo)) = f(0), ist f eindeutig bestimmt.

Um die Existenz von f zu zeigen, betrachten wir

—1
TAIb(X)

w: (V)Y 5 O, 0) L5 HO(AIB(X), Q4 ) 28 VY.

Wir miissen zeigen, daf3
fu(D) C T
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Fir v € Hi(X,Z), (V)" € (V')Y und mit der Bezeichnung i : H,(X,Z) — T gilt

[
A
~

1
:ﬁ
2
<
=
vV

Da dies fiir alle v' € V' gilt, folgt

“u(i(y)) =tz ()
d.h., da f.(H1(X,Z)) C H{(T,Z), erhédlt man

fu(i(y)) e I

Bemerkungen:

(i) Ist C eine projektive Kurve, so stimmen die Jacobivarietit Jac(C') und die Albane-
sevarietidt Alb(C') iiberein. Damit ist die Periodenmatrix beziiglich einer geeigneten

Basis von der Form
1 T ... Tig

Q:

1 Tgr .- Tgg

wobei 7 = (7;;) eine symmetrische Matrix mit Im 7 > 0 ist. Damit ist in diesem Fall
Alb(C) eine prinzipal polarisierte abelsche Varietét. Ferner ist o : C' C Alb(C') =
Jac (C) die Abel-Jacobi Einbettung.

(ii) Alb(X) ist stets eine abelsche Varietét.

Folgerungen:

(i) Es gilt
dim Alb(X) = ¢(X) = h'(Ox).
Ist ¢(X) = 0, so ist Alb(X) = {0}. Insbesondere ist jede Abbildung X — T in
einem Torus 7" konstant.

(ii) Das Bild o(X) C Alb(X) ist in keinem echtem Untertorus von Alb(X) enthal-
ten. (Wére ¢ : A C Alb(X) ein solcher Untertorus, wiirde es die Abbildung
a* t HY Q) — H°0(Q) iiber HO(Q2}) faktorisieren und wiire daher kein Iso-
morphismus.
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(iii) Die Konstruktion der Albanesevarietit ist funktoriell. D.h. zu jedem Morphismus
f: X — Y gibt es ein kommutatives Diagramm

x 1. v

axl l‘”

Alb (X) 290 At (Y).
Wegen Bemerkung (ii) gilt folgendes: Ist f surjektiv, dann auch o(f).

(iv) Ist A eine abelsche Varietit, so ist Alb(A) = A.
Wir betrachten schliefllich den Fall, dal das Bild der Albanesevarietit eine Kurve
ist.

Satz IV.2.5 Das Bild der Albaneseabbildung o : X — Alb(X) sei eine Kurve C. Dann
sind alle Fasern zusammenhdngend. Zudem ist C eine glatte Kurve von Geschlecht q(X).

Beweis. Wir betrachten die Steinfaktorisierung der Albaneseabbildung
X < (C C Alb(X)

N

Da X normal ist, ist auch D eine normale Kurve, also glatt. Das obige Diagramm induziert
das folgende kommutative Diagramm

x Lo D L AbX)

L e
Ab(X) Y0 Alb(D) 29 Ab(X).

Da f surjektiv ist, mufl auch «(f) surjektiv sein. Es gilt a(g)oa(f)oa =go f = a. Aus
der universellen Eigenschaft von « folgt, dafl a(g) o a(f) = id. Da a(f) surjektiv ist, muf3
a(f), und damit auch «(g) ein Isomorphismus sein. Da die Abel-Jacobi Abbildung ap eine
Einbettung ist, folgt, dal ¢ = «a(g) oap ebenfalls eine Einbettung, also ein Isomorphismus
auf sein Bild ist. SchlieBlich gilt g(C) = g(D) = dim Alb(D) = dim Alb(X) = ¢(X). O

4.3 Kodaira-Dimension

Es sei nun X eine normale projektive Varietdt und £ ein Geradenbiindel auf X. Wir
nehmen zunichst an, daff es ein ky > 0 mit H(X, £LZ*) #£ 0 gibt, und setzen

R(X, L) =P H(X, L)

Dies kénnen wir als graduierten Ring betrachten. Dazu definieren wir den Koérper der
homogenen Briiche
s

QX.0) = {3 ste H' X, L)1 40},

Man kann Q(X, £) als Unterkorper von K (X) auffassen. Ist £ = Ox(H) wobei H sehr
ampel ist, so ist Q(X, L) = K(X) (vgl. unten), also gilt tr deg Q(X, £) = dim X.
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Satz IV.3.1 Der Transzendenzgrad von Q(XL) tber C ist endlich und héchstens gleich
der Dimension von X . Ferner ist Q(X, L) algebraisch abgeschlossen in K(X).

Beweis. Die erste Behauptung ist klar, da Q(X, £) in K(X) enthalten ist. Es sei f €
K (X) algebraisch iiber Q(X, £). Dann haben wir eine Gleichung

ff4af'+.. . +a, =0, a= %, st € HO(X, L®F).

Dann ist h = f -t ein meromorpher Schnitt von £%*. Dieser erfiillt die Gleichung
R4 sih™ ™ 4 soth™ 2+ ... 4+ 5,7 1 =0.

Die Koeffizienten s;#'~! sind reguliire Schnitte in £#*. Da X normal ist, folgt, da8 in
jedem Punkt A ein reguldrer Schnitt von £&* ist, d.h. h € HY(X,L%*) und f = h/t ist
ein Element von Q(X, £). O

Definition:

(i) Die £-Dimension (X, L) ist definiert als

—oo falls h(X, L) =0 fiir k > 1
w(X, L) = { tr deg «Q(X, L) sonst.

(ii) Die Kodairadimension von X ist k(X)) = r(X, Kx).
Bemerkung: x(X,L) € {—00,0,1,..., dim X}.
Wir betrachten nun die rationalen Abbildungen

Qreor: X —— = PV (N = h(L%F) — 1),

Es sei W, das Bild von X unter dieser Abbildung. Ist s, ... , sy, eine Basis von H°(X, L&),
SO ist
K(Wy) =C(s1/s0,--- 5Sn,/50)-

Es sei nun

dy := min {k > 0; hO(L®*) £ 0}.
Lemma IV.3.2 Es gibt eine Zahl ko > 0, so daff K(Wyqe,) = Q(X, L) fiir k > k.

Beweis. Da HO(X, L&%) +# 0 gibt es Einbettungen K (Wyq,) C K(Wt1)d,)- Es gilt

QX L) = K(Wh,)

k>0

da man homogene Briiche nach Erweiterung stets als Briiche von Elementen in H?(X, £L®*d0)
schreiben kann. Wir haben Inklusionen

CcCcX, L) C K(X).

K(X) ist endlich erzeugt iiber C. Also ist auch Q(X, £) endlich erzeugt iiber C. Damit
gibt es ein kg, ab dem die Inklusion K (Wjq,) C K(Wk11)q,) stationér wird, und fiir dieses
ko gilt die Behauptung. a
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Korollar IV.3.3 (X, £) = max dim Wj.

Beweis. Da K(Wy) C Q(X, L) ist stets dim W), = tr deg « K (W},) < tr deg -Q(X, L) =
k(X, L). Andererseits gilt K(Wyq,) = Q(X, L) fiir k > ky. Dies zeigt die Behauptung. O

Satz IV.3.4 Fir k > ky sei Plrerdy| X — Wiq, ein Morphismus. Dann ist die
allgemeine Faser von @ pera| zusammenhdngend.

Beweis. Wir betrachten die Stein-Faktorisierung

X 4 Wi,
x /
Y

von = | perdg|- Dies liefert folgende Inklusion von Korpern

K(X) > K(Y) 5 K(Wia) = Q(X, £).

Dabei ist [K(Y) : K(Wga,)] endlich algebraisch. Da nach Satz (IV.3.1) der Korper
K (Wyg,) in K(X) algebraisch abgeschlossen ist, folgt K(Y) = K(Wyg,), d.h. g ist bira-
tional. Da ¢ endlich ist, ist die allgemeine Faser von g ein Punkt. Damit stimmen die
allgemeinen Fasern von ¢ und f iiberein. a

Bemerkung: Da X normal ist, ist auch ¥ normal. Also ist g : Y — Wy, die Norma-
lisierung.

SchlieBlich sei D ein effektiver Divisor auf X und £ = Ox(D).

Theorem IV.3.5 Es sei X eine normale projektive Varietdt und D ein effektiver Divisor
auf X. Es sei k = k(X,0x (D)) > 0. Dann gibt es o, 3 > 0 mit

ak® < dim H°(X, Ox (kD)) < Bk"
fir k> 0.

Satz IV.3.6 Es sei f: X — Y eine unverzweigte Uberlagerung zwischen glatten, pro-
jektiven Varietiten. Dann gilt fir £ € Pic Y:

(i) K(X, f7L) = K(Y, L)
(i) k(X)) =r(Y).
Beweis. Da f unverzweigt ist, gilt f*Ky = Kx. Also geniigt es, (i) zu zeigen. Wir haben

eine Inklusion

o HOY, L%%) — HO(X, f*L%F)

Dies zeigt, dafl
R(X, L) > K(Y, £).

Es bleibt, die Umkehrung zu zeigen. Ist k(X f*£) = —o0, so ist auch (Y, L) = —oco. Es
sei dies nicht der Fall.
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1. Fall: f: X — Y sei galoisch, d.h. es gibt eine endliche Gruppe G, die effektiv auf X
operiert, so dal f : X — Y durch die Operation der Gruppe G gegeben ist.
Wir wihlen dann k so, dafl das Bild der Abbildung

o =ppar: X —— =W, CP"
die Dimension k = k(X f*£) hat. Ist sq,... , s, eine Basis von H°(X, f*L£%*) so ist
K(X, f*L) = tr degC(s1/S0, .-, Sn/S0)-

Es sei L = C(s1/s0,...,58n/80). Die Gruppe G operiert auf L. Es sei K = LY der
Fixkorper. Dann ist [L : K] endlich algebraisch. Man kann sogar einer Erzeugersystem
von K iiber C angeben. Dazu betrachten wir die Polynome

[TX = g7 (si/50) = X™ + ar(si/50)X ™ + ... + am(si/50)

geG
wobei m = |G| und i = 1,... ,n. Die Elemente a;(s;/s0);l = 1,... ,m, i = 1,....n
erzeugen K iber C. Es sei to = [] ¢*(so). Dann sind ¢y und toa;(s;/so) regulare G-

geG
invariante Schnitte von H°(X, f*£®*") und kénnen damit als Elemente in H°(Y, L&*™)
interpretiert werden. Es folgt, daf a;(s;/so) € Q(Y, L), d.h. wir haben eine Einbettung
von K in Q(Y, £). Damit gilt

(X, f*L) = tr degeL = tr dege K < tr degeQ(Y, L) = k(Y. L).
2. Fall: Es sei f: X — Y allgemein. Dann ist
feoim(X) = m(Y)
injektiv. Es gibt einen Normalteiler N <71 (Y) mit
N C fom(X) Cc m(Y)

von endlichem Index in 71(Y). Der Normalteiler N liefert eine galoische Uberlagerung
f'+ X' — Y mit Galoisgruppe G = m(Y)/N, so daf ein kommutatives Diagramm

X/
/
X f

N

Y

existiert. Da

KX, L) S w(X' g fL) = k(X' (f) L) = k(Y. L)

hat man diesen Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt. O
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Beispiele: (i) Wir betrachten Produkte von Kurven
S=CxD
mit Projektionen p, bzw. ¢ auf C, bzw. D. Dann ist
Ks=p'Ke®q Kp.
(1) Ist C =P! (oder D = P'), so hatten wir schon gesehen, dafl
HO(S,K§") = p*H°(C,K&") @ ¢"H* (D, K3") = 0
fiir alle n > 1, also k(S) = —oc.
(2) Es sei nun g(C) = 1,¢9(D) = 1. Dann ist K¢ = O¢ sowie Kp = Op und
Kg = 0Og. Also Q(S, Kg) = C, und k(S) = 0.
(3) Essei g(C)=1,g(D) > 2. Nun gilt
HO(S, K§") = ¢ HY(D, K§")

und
pixen 2 S — D C P(H(KR"))

also ist k(5) = 1.
(4)  Schlielich sei g(C) > 2,¢(D) > 2. Dann erhalten wir

en + S = C x D P(H(C,KE") x P(H'(D, K§"))

also k(S) = 2.
(ii) Es sei
S={F;=0}CP? (F; homogen von Grad d).
Dann ist
Kg = 0g(d—4)
und
-0 d < 3
k(S) = 0 d =4
2 d > 5
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V Das Rationalitiatslemma

5.1 Das Rationalititslemma

Es sei nun wieder S eine projektive Fliache. Wir hatten den reellen Vektorraum
Nr(S)=NS(S)®R

betrachtet. Die Dimension von Ng(S) ist die Picardzahl p. Auf Ng(S) haben wir eine
Form mit Signatur (1, p—1). Wir hatten bereits den Nef-Kegel und den amplen Kegel in
Ng(S) betrachtet:

T (S)
H H+tKs
o~ Hb
Nef(S)

ampler Kegel

Es sei nun H ein ampler Divisor. Wir nehmen an, daf§ Kg nicht nef ist. Also ist H +tKg
fiir £ > 0 nicht nef. Wir definieren

b:=sup{t € R; H + tKy ist nef }.

Lemma V.1.1 b ist rational.

Bevor wir den Beweis geben kénnen, bendtigen wir noch

Theorem V.1.2 (Kodairascher Verschwindungssatz) Es sei £ ein amples Gera-
denbiindel auf S. Dann gilt:

(i) Hi(S,L™) =0 firi<1.
(ii) H(S,Ks® L) =0 firi> 1.

Beweis. (i) und (ii) sind wegen Serre-Dualitidt dquivalent zueinander. Man kann nun
Beweise mittels Hodge Theorie oder mit Hilfe des Satzes von Reider geben. a

Beweis des Rationalititslemmas (nach Wilson). Wir betrachten die Funktion

P(v,u) = x(vH + uKg).
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Dies ist ein quadratisches Polynom in v und v. Sind v > 1,v > 0 mit (v —1)/v < b so ist
vH+(u—1)Kg ampel. Nach dem Kodairaschen Verschwindungssatz ist H'(vH+uKg) = 0
fiir i = 1,2. Also folgt P(v,u) = H*(vH + uKs) > 0.

Wir nehmen nun an, daf b irrational ist. Dann gibt es nach einem Ergebnis der Zahlen-
theorie beliebig grofle natiirliche Zahlen p, ¢ mit

(1) p_1 <b<?
q 3q q

Das Polynom P(kq, kp) ist quadratisch in k. Falls es identisch verschwindet, mufl vp — ug
ein Teiler von P(v,u) sein. Wéhlen wir p, ¢ gro§ genug, so kénnen wir annehmen, dafl
dies nicht der Fall ist. Fiir £ = 1,2, 3 erfiillen die Zahlen v = kq,u = kp die Ungleichung
0 < (u—1)/v < b, dh. es gilt P(kq,kp) > 0. Nun hat ein von Null verschiedenes
quadratisches Polynom hochstens zwei reelle Nullstellen. Also gibt es insbesondere eine
rationale Zahl ty = u/v > b mit h°(vH +uKg) > 0. D.h. es gibt einen Divisor D > 0 mit
D ~vH 4+ uKg, so daf3

1
(2) ED =H + toKS ~ ECLJ‘F]‘, Q; Z 0
als Q-Divisoren. Wir setzen

H;, = H 4+t Ks.
Da ty > b ist Hy, nicht nef. Da H,, effektiv ist, kann es nur auf den Kurven I'; negativ
werden. Es existieren b; € Q mit H, .I'; = b;H.I';. Dann ist

c= min b; < 0.
J

Es folgt, dal der Divisor H;, — cH nef ist, und

to

H,= H +
1—c¢

Ks

ist der gesuchte Divisor, d.h. b =t;/(1 — ¢) ist rational. O

5.2 Anwendungen

Satz V.2.1 FEs sei S eine minimale Fliche. Ist Kg nicht nef, so ist S entweder geome-
trische Regelfidche oder der P2,

Beweis. Wir betrachten den Halbstrahl Qso(—Kg) C Ng(S5).

1. Fall: Alle amplen Divisoren in S liegen auf diesem Halbstrahl. Dies bedeutet ins-
besondere, dafl —Kg ampel ist und p(S) = 1 ist. Der Verschwindungssatz von Kodaira
besagt dann, daB§ h°(Ks) = h'(Ks) = 0. Insbesondere gilt ¢ = p, = 0. Damit folgt auch,
daf3

Pic (S) ® Q = H*(S,Q) = Q.
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Es gilt also by(S) = 1,01(S) = 0,b2(S) =1, d.h.

Nun besagt Noethers Formel, dafl
K?* +¢(8) = 12 x(Os)

d.h., da e(S) =3 und x(Og) =1—q+p, =1 folgt K* =9.
Wegen der Nichtausgeartetheit des Schnittprodukts muf3 es einen amplen Divisor H geben
mit H? =1, d.h. 3H = —Kg. Da H—Kg ampel ist, folgt wiederum aus dem Kodairaschen
Verschwindungssatz, dal h'(H) = h?*(H) = 0. Damit ergibt Riemann-Roch fiir H:

1

RO(H) = 5H.(H — Kg)+1=3.

Wir erhalten also eine rationale Abbildung
QO‘H|:S———>IP’2.

Wir wollen zunéchst zeigen, daf8 |H| keine Basispunkte hat, d.h. da8 ¢ | ein Morphismus
ist. Da H in Pic(.S) nicht divisibel ist, konnen wir zunéchst ausschlieen, daf eine Kurve
im Basisort von | H| liegt. Es sei nun P ein Basispunkt und o : S — S die Aufblasung in P.
Wir bezeichnen den exzeptionellen Devisor mit £. Dann erhalten wir ein kommutatives
Diagramm

wobel ¢ = @5 mit H = 0*H — E. Wegen H? = 0 folgt, daB |H| basispunktfrei ist,
und dafi daher ¢ ein Morphismus ist. Ebenfalls wegen H? = 0 folgt, daB das Bild von ¢
eine ebene Kurve C' in P? ist. Da H.E = 1 mufl C eine Gerade sein, im Widerspruch zu

hO(H) = h°(H) = 3. Also ist g : S — P? ein Morphismus. Da H? = 1 gilt, ist ¢yp
birational. Da H ampel ist, kann ¢z keine Kurven kontrahieren. Aus unserer Kenntnis
iiber birationale Morphismen folgt dann, daf ¢z ein Isomorphismus ist.

2. Fall: Es gibt einen amplen Divisor H, der nicht auf Q.Kg liegt. Es sei H ein solcher
Divisor. Wir wenden das Rationalitatslemma auf H und Kg an. Es sei

L:UH+UK5
mit
b=u/v=sup{t € R; H = H + tKg ist nef }.

Da der Nef-Kegel abgeschlossen ist, ist auch L nef. Insbesondere gilt L? > 0. Nach
Konstruktion ist L — cKg ampel fiir ¢ € Q7, ¢ < u. Insbesondere ist also mL — Kg ampel
fiir m > 1. Serredualitdt und der Verschwindungssatz von Kodaira ergeben

H*(mL) = H(—(mL — Kg)) = 0.
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Also folgt aus Riemann-Roch, daf3
1
(3) R(mL) > x(mL) = x(S) + émL.(mL — Kjs).

Wir miissen nun die Fille L2 > 0 und L? = 0 unterscheiden.

(i) Wir betrachten zunichst den Fall L? > 0. Wir behaupten, daf} fiir jeden effektiven
Divisor D > 0 gilt, dafl L.D > 0. Da L nef ist, gilt zunéchst L.D > 0 fiir jeden irreduziblen
effektiven Divisor D. Aus L.D = 0 und D > 0 folgt nach dem algebraischen Indexsatz,
da D? < 0. Nach Konstruktion von L ist Kg.D < 0. Aus den beiden Ungleichungen
folgt, dal D eine (—1)-Kurve ist, im Widerspruch zur Minimalitét von S. Nun folgt
aber aus L? > 0 und L.D > 0 fiir alle effektiven D > 0, dal nach dem Nakai-Moishezon
Kriterium L ampel ist. Dies widerspricht der Konstruktion von L.

(i) Es sei nun L? = 0. Da L nef ist, gilt L.H > 0. Wére L.H = 0 so wiirde aus dem
algebraischen Indexsatz folgen, dafi L = 0, bzw. H = ¢(—Kj) fiir ein ¢ > 0, ¢ € Q. Diesen
Fall hatten wir aber bereits behandelt. Also gilt (L.H) > 0. Wegen L? = 0 gilt

1
0=-L*=(L.H+bL.Kg).
(%

Also folgt, dafl L.Kg < 0. Nun folgt aus (3), dal h°(mL) mit m wichst. Nach eventuellem
Ersetzen von L durch mZL konnen wir daher annehmen, dafl dim |L| > 1. Wir zerlegen L
in seinen variablen Anteil und seinen Basisdivisor

L] = || + Lgixeq-

Da |L'| keinen Basisdivisor besitzt, ist L' nef. Aus L'.L > 0 und L.Lgy.q > 0 folgt
zusammen mit
0=L.L=LL+Lgoql

daf3
L'.L = Lgyoq-L = 0.

Andererseits zeigt
O0=L.L=L.L+ L/'Lﬁxed

zusammen mit L' nef, daff L'? = L/ Liyeq = 0.

Wir betrachten nun einen Pencil P! C |L’| ohne Basisdivisor. Es sei F' eine Zusammen-
hangskomponente eines allgemeinen Elements des Pencils P!. Aus L'.L = 0 und L nef
folgt L.F = 0. Ebenso folgt aus L'.Lgyeq = 0, daB8 F.Lg, q = 0 (da F in einem allgemei-
nen Element des Pencils enthalten ist, konnen wir annehmen, dafl F' keine Komponente
von Ly aq enthélt). Damit gilt

F.I' = F.(L — Lgyeq) = 0.

Es seien Fj,7 = 1,... ,k die anderen Zusammenhangskomponenten des gewéhlten Ele-
ments in dem Pencil P!. Damit ist

FP=FL -F—...—F,)=FL =0.
Wir betrachten nun die Abbildung

opr 1 S — — — P
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Da P! keinen Basisdivisor hat, und L'* = 0, ist P! ohne Basispunkte, d.h. ¢p: ist ein
Morphismus. Steinfaktorisierung ergibt ein kommutatives Diagramm

¥ ]Pl
Qp\A/
C

wobei 1 zusammenhéngende Fasern hat und C' eine glatte Kurve ist. Eine solche Faser
ist . Da F? =0 und L.F = 0 folgt Kg.F < 0, bzw. dafl F' glatt rational ist. Damit ist
S eine Regelfliche. Da S minimal ist, ist es nach Satz (II1.1.5) sogar eine geometrische
Regelfléiche. O

S

Korollar V.2.2 FEs seien S und S’ minimale Flichen, die keine Regelflichen sind. Dann
ist jede birationale Abbildung f : S — — — S’ ein Isomorphismus. Insbesondere besitzen
Fldchen, die keine Regelfiichen sind, genau ein minimales Modell.

Beweis. Nach obigem Satz sind Kg und Kg nef. Die Aussage folgt aus Satz (11.2.12). O

Satz V.2.3 FEs sei S eine Fliche mit Kg nef. Dann gibt es die folgenden Mdglichkeiten
fiir S:

(i) K& > 0. Dann gilt P,, > sm(m — 1)K +1—q+ p, fir m > 2. Es gilt P, > 0.
(i) K2=0, ¢=0 und P, > 0.
(iii) K2=0, p, >0 und q > 0.
(iv) K2=0, p, =0,¢ =1 und by = 2.
Beweis. Da Kg nef ist, folgt zuniichst K% > 0. Es gilt fiir die Fliche S, dafl
by = h'% + p% =2q
also
e(S) = 2by — 2by + by =2 — 4q + bs.
Damit lautet Noethers Formel
KZ+(2—4q+by) =12(1 — g+ p,).
Wir nehmen zunéchst an, daf§ p, = 0. Dann ist
(4)  by=10-8q — K2.
Da by > 0, folgt ¢ < 1. Ist ¢ = 1 und K2 = 0, so folgt by = 2. Dies ist Fall (iv).
In jedem Fall ergibt sich aus Riemann-Roch und Serre-Dualitét

(5) ' (mKs) + h°(—(m — 1)Kg) > %m(m ~DKZ+1—q+p,.

Da Ky nef ist, ist h°(—(m — 1)Kg) = 0 fiir m > 2 oder K% = 0.

Es sei nun K2 > 0. Dann ist h%(—(m — 1)Kg) = 0 und die Ungleichung fiir B, folgt aus
(5). Ist py > 0, so ist auch P, > 0. Ist p, = 0, so folgt aus (4), da ¢ < 1 und P, > 0
folgt aus (5).

SchlieBlich sei K2 = 0. Ist ¢ = 0, so folgt wiederum P, > 0 aus (5). Den Fall p, = 0,¢ =1
hatten wir bereits oben abgehandelt. Es bleibt p, > 0, ¢ > 0, also Fall (iii). O
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Theorem V.2.4 (Castelnuovo) Eine Fliche S ist genau dann rational, wenn ¢ = Py =
0 gult.

Beweis. Wir hatten bereits gesehen, dafl fiir rationale Flachen ¢ = P, = 0 ist. Ist
umgekehrt ¢ = P, = 0, so kann nach obigem Satz(V.2.3) das kanonische Biindel Kg nicht
nef sein. Aus Satz (V.2.1) folgt dann, dafl S eine Regelfliche ist. Es sei S birational
dquivalent zu C' x P'. Nach Satz (II1.1.11) ist ¢(S) = ¢(C). Also ist C rational, und
damit ist S rational. a
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VI

6.1

Die Enriques Klassifikation

Der Klassifikationssatz

Wir wollen zunéchst noch die verschiedenen Klassen von Fléchen durch Beispiele kennen-
lernen.

Definition: Eine Fuserung ist ein surjektiver Morphismus f : S — C einer Flidche S auf
eine glatte Kurve (', so daf} alle Fasern zusammenhéngend sind. Hat die allgemeine Faser
Geschlecht g, so sprechen wir von einer Geschlecht -g Faserung. Im Fall g = 1 sprechen
wir auch von einer elliptischen Faserung.

Beispiele:

(1)
(i)

(iii)

S = C x D. Dann besitzt S zwei Strukturen als Faserungen.
Wir betrachten folgenden Pencil von kubischen Kurven in P?:
Clotr) = {to(zp + 23 + 23) + timoz 129 = 0},
Damit konnen wir eine Fliche S C Py x Py wie folgt definieren
S={(t,x) eP' xP? 2z cC}.

Die Projektion auf P! liefert eine Faserung S — P! mit Fasern Cltg:tr)- Dies ist eine
elliptische Faserung.
Die Fliche S kann man auch anders beschreiben. Sei

{ZL‘%‘I‘I’?‘}‘IL‘%:0}m{$0$1$2:0}:{P1, ,Pg}.

Dann ist .
S =Py(Py,...,F).

Insbesondere ist S eine nicht minimale rationale Flache.

Dieses Beispiel kann man verallgemeinern. Es sei dazu C' eine Kurve. |D| sei ein
basispunktfreies Linearsystem auf C. In C x P? betrachten wir S als allgemeines
Element des Linearsystems |[p*D ® ¢*(3H)| wobei p, bzw. ¢ die Projektionen auf
O, bzw. P? sind. Nach Bertini ist S glatt. Projektion auf C' liefert eine elliptische
Faserung S — C. Nach der Adjunktionsformel ist

KS = p*(Kc X D)

Ist deg D > — deg K¢ = 2—2g, so ist deg(Kc® D) > 0 und S hat Kodairadimension
k(S) = 1.

Wir wollen nun bielliptische Fléchen betrachten. Dazu sei

E=E.=C/(Z+Zr) (Im 7 > 0)

eine elliptische Kurve. Die Gruppe Aut (E) der Automorphismen von F hat die Gestalt

0—FE—Aut (EF) - G—1
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wobei F durch Translation auf sich selbst operiert und G eine endliche Gruppe ist. Es ist
G = 7Z,, wobei folgende Fille auftreten:

n=6: E=E,=2C/(Z+Zp) (p = e*™i/3)
n = 2: sonst.

Fiir jede elliptische Kurve £ hat man die Involution z — —z. In den anderen Féllen ist
der Automorphismus durch Multiplikation mit i, bzw. —p gegeben.

Wir betrachten nun ein Produkt E x F' von elliptischen Kurven. Es sei GG eine endliche
Gruppe mit G C Aut (E) und G C Aut (F). Auf E operiere G durch Translationen.
Dann ist G von der Form G = Z, X Z,. Auf F operiere G so, dafl F'//G = P!. Damit ist
G =T x A wobei T durch Translation auf F' operiert und A den Ursprung von F' fest
1i8t. Die Punkte von T miissen unter A invariant sein (da G = T x A). Da F/G = P!
kann A auf F' nicht nur durch Translationen operieren, d.h. A # 0. Man kann leicht alle
moglichen Fille aufzihlen (F ist beliebig).

Typ F G Operation von G auf F

) | beliebig Zs T —x
) | beliebig | Zo X Zs | x +— —x,x+— x4+ €1 (2¢7 =0)
) F, Zs T px
b?) F, ZyxZs| xw— pr,e—xz+(1—p)/3
) F; Zy T ix

) F; Ly X Lo r—ix,x—x+ (14+14)/2
d) F, L T — —pI.

Da G auf E durch Translationen operiert, ist die Operation von G auf E x F' frei und
S = F x F/G ist wieder eine glatte Flache.
Um nun die Invarianten von .S zu berechnen, lohnt es sich, weiter auszuholen. Es seien C”
und D’ Kurven. Die endliche Gruppe G operiere auf C’ und D’, so daf§ die Operation auf
dem Produkt C’ x D' frei ist. Essei S = C" x D'/G. Ferner sei C' = C'/G und D = D'/G.
Mit p, bzw. q sei die Projektion von S auf C', bzw. D bezeichnet. Es gilt
HO(S, Q}S) - HO(C/ X D/,Qé/XD/)G - HO<C,7Qé/>G@HO(D/,QlD/)G
H(S,K§™) = HO(C'x D\ K&hp)¢ = [HYC,KE™) @ H(D', Kg)C.
Ist C” eine elliptische Kurve und operiert G auf C’ durch Translationen, so ist H*(C’, K&™)
1-dimensional und unter der Gruppe G invariant. In diesem Fall gilt dann

HO(S, K&™) = HY(C' x D', K& ,)¢ = H'(D', K&™)C.

Um nun die invarianten Unterrdume zu bestimmen, benotigen wir die Hurwitzformel fiir
die galoische Uberlagerung
f:¢'—=Cc=C0)aG.

Es sei R =) (e; — 1)R; der Verzweigungsdivisor von f. Dann gilt
J
Ko = f"Ke @ Oci(R).
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Da die Uberlagerung galoisch ist, ist die Verzweigung in allen Punkten einer Faser gleich.
D.h.
R=Y (e; = 1)f Q).
J
Da f*Q; = e;f~1(Q;) ist, kénnen wir dies auch wie folgt schreiben
R=3(1- 2)f0;
J

Also gilt
1
K& = f*(Kgm 1—— ).
o= (K" ® Ej ( ej)mQ])

Ein Schnitt in H°(K&™) der G-invariant ist, liegt notwendigerweise in
* m 1
Frgm @ 10 - —)mlQy)
~ j
j

wobei [ ] den ganzen Anteil bezeichnet. Also folgt
1
(1) HY(CL KM = H(Kg" @) [(1-—)mlQy).

j J

Fiir den Fall m = 1 ergibt sich hieraus
HY(C', Ke)© = HY(C, K¢).

Wir setzen schliefSlich noch

2 Ra(C,G) =3[0 - 2)mlQ;

- €;
j J

Lemma VI.1.1 FEs sei S = C' x D' wobei C' eine elliptische Kurve ist. Die Gruppe G
operiere auf C' und D" wobei G auf C" durch Translationen operiert. Dann operiert G
frei auf S und es gilt

(i) ¢(S) =1+g(D'/G)
(ii) py(S) = g(D'/@)
(i) Pu(S) = h°(D'/G, K. ® O(Rn (D', G))).
Beweis. Unmittelbar aus obiger Diskussion. O

Definition: Eine bielliptische (hyperelliptische) Fliache ist eine Flache der Form S =
E x F/G wobei E und F elliptische Kurven sowie G eine endliche Gruppe ist, die auf F
durch Translationen operiert mit p,(S) = 0.

Bemerkung:

(i) Nach Lemma (VI.1.1) ist p,(S) = 0 dquivalent zu g(F/G) =0, d.h. F/G = P
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(ii) Nach unserer obigen Diskussion gibt es genau 7 Typen von bielliptischen Fléichen,
néimlich die Typen a') — d).

Bemerkung: Alle bielliptischen Flichen haben ¢ = 1. Da Kgyr = Ogy«r gilt, folgt
sofort, daf P,, <1 fiir alle bielliptischen Flichen. Ferner gilt K§™ = Og mit m = 2 fiir
alle Félle a), m = 3 fiir b), m = 4 fiir c und m = 6 fiir d). Es ist stets Kg # Og (da
py(S) = 0). Diese Werte sind die minimalen m mit K§™ trivial. Es ist £(S) = 0.

Definition:
(i) Eine K3-Fliche ist eine Flache S mit ¢ = 0 und Kg = Og.
(ii) Eine Enriquesfliche ist eine Fliche S mit ¢ = p, = 0 und K5? = Os.
(iii) Eine abelsche Fliche ist ein projektiver Torus der Dimension 2.
Bemerkung:
(i) Fiir eine abelsche Flidche S gilt Kg = Og, p; =1 und ¢ = 2.

(ii) Alle diese Flachen haben x(S) = 0.

Definition: Eine Flidche von allgemeinem Typ ist eine Flache S mit (5) = 2.
Wir wollen nun einige Beispiele fiir diese Flachen diskutieren.

Beispiele:
(i) Ist S=C x D mit g(C),g(D) > 2, so ist S von allgemeinem Typ.

(ii) Es sei
S={F;=0}CP® (deg F =d)

Dann ist Kg = Og(d —4) und fiir d > 5 ist S von allgemeinem Typ. Es sei d = 4,
d.h. S ist eine Quartik. Dann ist Kg = Og. Wir behaupten, daf§ S eine K3-Fliche
ist. Dazu betrachten wir die exakte Sequenz

0— Ops(—4) — Ops — Og — 0.
Wegen h'(Ops) = h?(Ops(—4)) = 0 ist q(S) = h'(Og) = 0.
(iii) Ebenso erhalten wir K3-Flichen fiir

S = {@NnF=0cP
S = {QlﬂQgﬂng()}CPB.

Dies sind die einzigen Moglichkeiten fiir vollstdndige Durchschnitte im P”.

(iv) Zu jeder abelschen Fliche gehort eine K3-Fliache, die sogenannte Kummerfliche.
Dazu sei A eine abelsche Fliche (z.B. das Produkt von zwei elliptischen Kurven).
Die Involution

L. A— A

T —X

65



hat genau 16 Fixpunkte. Es sei 0 : A — A die Aufblasung in den 16 Fixpunkten.
Wir behaupten, dafl ¢ zu einer Involution 7 : A — A liftet, so dafl der Quotient

S =Km(A) = A/i

glatt ist. S heifit dann die zu A gehorige Kummerfliche. Die Behauptung iiber ¢,
bzw. rist lokaler Natur. Es geniigt, den Ursprung und eine Umgebung U mit lokalen
Koordinaten x,y zu betrachten. Die Involution ¢ operiert durch (z,y) — (—z, —y).
Nun ist U gegeben durch

U={zY —yX =0} c U xP.

In einer Umgebung von {0} x {(1 :0)} kénnen wir auf U die Koordinaten (u,v) =
(x,Y/X) wihlen. Dann ist y = uv und o ist gegeben durch

o (u,v) — (u,uv).
Die gesuchte Fortsetzung ¢ wird dann lokal gegeben durch
L (u,v) — (—u,v).

Insbesondere ist der Quotient U /7 glatt und wir kénnen als lokale Koordinaten u?, v
wéhlen.

Es bleibt zu zeigen, dal S eine K3-Fliche ist. Es sei w € H°(A, K,) eine nirgends
verschwindende 2-Form, d.h. bis auf eine Konstante gilt w = dx A dy. Dann ist

1
o'w = du A d(uw) = udu A dv = §dU2 A dv.

Dies zeigt, daB o*w = ¢*@ wobei ¢ : A — S die natiirliche Quotientenabbildung und
w eine nirgends verschwindende 2-Form auf S ist. Insbesondere ist Kg = Og: Es
bleibt zu zeigen, dafl ¢(S) = h%(S,25) = 0 ist. Gébe es eine nicht verschwindende
1-Form 7 auf S, so wire ¢*7 eine i-invariante 1-Form auf A. Damit giibe es eine
t-invariante 1-Form 7/ auf A mit ¢*7 = o*7’. Da jede 1-Form auf A von der Form
adxr + bdy ist, kann keine solche Form existieren.

Es ist schwieriger, Enriquesflaichen konkret anzugeben. Es sei zunéchst S eine En-
riquesfliiche. Da p,(S) = 0 ist Kg # Og. Andererseits ist K§* = Og. Wir kénnen
im Totalraum des Geradenbiindels K¢ eine Flache definieren durch

§:{8€K5,82:1}.

Die Projektion auf S liefert eine unverzweigte zweiblittrige Uberlagerung ¢ : S — S.
Da Kg # Og ist S irreduzibel. Wir behaupten zunéchst, da S eine K3-Fliche ist.
Nach Konstruktion hat Kg = ¢*Kg einen nirgends verschwindenden Schnitt. Also
ist Kg = Og, und damit ist p,(S) = 1. Nun gilt offensichtlich (K3)? = 2K2 und
e(S) = 2¢(S). Nach Noethers Formel gilt also auch x(Og) = 2x(Os) = 2. Da
pe(S) =1 zeigt dies, daB ¢(S) = 0 ist.

Es sei nun umgekehrt S eine K3-Fliche und ¢ : S — S eine fixpunktfreie Invo-
lution. Wir behaupten, daff S = S /t eine Enriquesflache ist. Es sei ¢ : S — S
die Quotientenabbildung. Fiir jeden Divisor D auf S gilt ¢.¢*D = 2D. Da-
mit folgt 2Ks = ¢.¢*Ks = ¢.Kg5 = 0, also K§* = Og. Ebenso wie zuvor gilt
X(0s) = $x(Og) = 1. Da q(S) = ho(S, QL) =0, ist auch ¢(S) = 0. Aus x(Os) =1
folgt damit p,(S) = 0.

66



Wir konnen diese Konstruktion nun benutzen, um konkret Enriquesflichen anzugeben.
Wir betrachten dazu einen vollstdndigen Durchschnitt

S=Q:NQyNQs CP°.

Wir hatten bereits gesehen, daB S eine K3-Fliche ist. Die Koordinaten in P5 seien mit
xo, ... ,%5 bezeichnet. Wir nehmen an, daf§ die Quadriken ); von der Form

Q] = Q;(l’o,xﬂ,xj)+Q3((x3,$4,x5) (.] = 17273>
seien. Auf P° betrachten wir die Involution
L PP — PP

(Tg: @1 : X9 X3 : 2y x5) — (To: @1 :Ty: —T3: —Ty: —T5).
Wegen der Gestalt der Quadriken (); induziert ¢ eine Involution auf S. Es bleibt zu zeigen,
daB ¢ auf S keine Fixpunkte besitzt. Auf P° besitzt ¢ zwei Fixebenen, ndmlich

P1:{$3:£E4:£L'5:O}, PQZ{?L’O:JIl:JZQ:O}.

Wir miissen also nur sicherstellen, dafl die Quadriken @’ auf Pp, bzw. die Quadriken Q7
auf P, keine gemeinsamen Nullstellen besitzen. Dies ist fiir allgemeine Wahl der Q’, bzw.
Q7 erfiillt.

Theorem VI.1.2 (Enriques Klassifikation) Es sei S eine minimale Fldiche. Dann
gehort S zu einer der folgenden Fille

K(S) | ¢, pg Typ
—00 [ ¢g=0 P2 F,; n=0,2,3,...
—00 [ qg>0 geom. Regelfliche iiber C, g(C) = ¢

0 |¢g=0,p,=1|K3-Fliche (Kg= Os)

0 |g=p,=0 |Enriquesfliche (Kg*= Og)

0 |¢=2,p, =1 abelsche Fliche (Kg= Og)

0 |g=1,p, =0 bielliptische Fliche (K&'?* = Os)
1

2

minimal elliptisch (k # 0, —o0)

allgemeiner Typ

6.2 Ein Reduktionsschnitt

Wir zitieren zunachst den

Satz VI.2.1 Es sei S eine Fliche mit Kg nef, K3 =0, ¢ = 1 und p, = 0. Dann ist
k(S) =0 oder 1. Der Fall k(S) =0 tritt genau dann ein, wenn S bielliptisch ist.

Wir werden diesen Satz spéater beweisen, und zunéchst einige Folgerungen hieraus ableiten.

Korollar VI.2.2 Fir eine minimale Fliche S ist Kg genau dann nef, wenn (S) > 0.
FEine Fliche S ist genau dann eine Regelfliche, wenn k(S) = —oc.
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Beweis. Ist Kg nef, so folgt aus Satz (V.2.3), dafl entweder P, > 0 (und damit x(S) > 0)
oder K2 =0, ¢ =1, p, =0. Dann ist aber nach Satz (VI1.2.1) x(S) = 1 oder die Fliche
S bielliptisch, und x(S5) = 0.

Ist umgekehrt S minimal und Kg nicht nef, so ist kK(S) = —oo nach Satz (I1.2.11). Dies
zeigt den ersten Teil des Satzes.

Fiir den zweiten Teil konnen wir annehmen, da S minimal ist. Dann ist nach Satz (V.2.1)
S entweder eine geometrische Regelfliiche oder der P2, in jedem Fall also eine Regelfléiche.
Fiir Regelflichen gilt x(S) = —oo nach Satz (II1.1.11). O

Korollar VI1.2.3 Ist S eine minimale rationale Fldche, so ist S entweder isomorph zu
P? oder F,,, n# 1.

Beweis. Ist S rational, so ist k(S) = —oo und Ky ist nicht nef. Nach Satz (V.2.1) ist
damit S entweder P? oder eine geometrische Regelfliiche. Da ¢(S) = 0 ist die Basiskurve
rational. Die Behauptung folgt dann aus Korollar (III.1.8). 0

Satz V1.2.4 Es sei S eine Fliche mit Kg nef und K% = 0. Dann ist £(S) = 0 oder 1.
Im Fall k(S) =1 besitzt S die Struktur einer elliptischen Faserung.

Beweis. Wegen Korollar (VI.2.2) ist x(S) > 0. Es sei nun #(S) > 1. Dann ist |[nKg| fiir
geeignetes n > 0 zumindest 1-dimensional, und wir zerlegen dieses Linearsystem in seinen
beweglichen Teil und den Basisdivisor, d.h.

[nKs| = D]+ Dy.

Behauptung: D?= Kgq.D =0
Es gilt ndmlich
0= TLK% =Ks.D + Ks.Df.

Da Kg nef ist, folgt Kg.D = Kg.Dy = 0. Damit ergibt sich
0=n(D.Ks) = D*+ D.Dy.

Da D beweglich ist, folgt D? = D.D; = 0.

Wir betrachten nun die Abbildung ¢,k = ¢|p|. Da D? = 0, ist dies ein Morphismus.
Also erhalten wir eine Abbildung f : S — C, die alle Elemente von |D| kontrahiert. Damit
ist C' eine Kurve. Wir betrachten eine allgemeine Faser von f, d.h. ein allgemeines, und
damit glattes, Element in dem Linearsystem |D|. Fiir jede Zusammenhangskomponente
D’ gilt , daB D? = D'.Kg = 0. Auf Grund der Adjunktionsformel ist D’ eine elliptische
Kurve. Damit definiert die Steinfaktorierung von f

! C
N
C/

d.h. die Abbildung f’ : S — C’ die Struktur eines elliptischen Faserraums auf S. Die
Kurve C” ist normal, also glatt. O

S

Satz V1.2.5 Es sei S eine Fliche mit Kg nef, Kz = 0 und x(S) = 0. Dann ist S
bielliptisch, abelsch, K3 oder eine Enriquesfliche.
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Beweis. Wegen der Satze (VI.2.1) und (V.2.3) sind nur zwei Falle zu betrachten, ndmlich
pg > 0 (und damit p, = 1 wegen k(S) = 0) oder p, = ¢ = 0. Wir betrachten zunéchst
den zweiten Fall. Wieder nach Satz (V.2.3) ist P, > 0. Wegen x(S) = 0 gilt P, = 1.
Wir behaupten zunichst, dafl P; = 0. Ansonsten wéire P; = 1 und es gébe Divisoren
Dy € |2Kg|, D3 € |3Kg|. Also 3D,, 2D3 € [6Kg|. Da Py < 1 wiirde 2Dy = 3Dj3 folgen,
also gibe es ein D mit Dy = 2D und D3 = 3D. Also gilt D = D3 — Dy € |Kg| im
Widerspruch zu p, = 0.

Riemann-Roch fiir 3Kg ergibt

hO(3Kg) + h°(—2Kg) > x(Og) = 1.

Da P; = 0 folgt h°(—2K3s) # 0, und da P, = h°(2Kg) > 0 ist, ergibt sich 2Kg = 0. Damit
ist S eine Enriquesflache.
Es sei nun p, = 1. Noethers Formel

12x(0s) = e(S) + K3
ergibt
12(2 = ¢(S)) = 2 — 4¢(5) + bs

also

Also ist ¢(S) = 0,1 oder 2.
Ist ¢ = 0, liegt eine K3-Flidche vor. Dazu miissen wir noch zeigen, dafl Kg trivial ist.
Riemann-Roch fiir 2K liefert

R°(2Ks) + h'(—Kg) > 2.

Wie oben folgt daraus, dal Kg trivial ist.

Es sei nun ¢(S) > 0. Wir zeigen zunéchst, daf ¢(S) = 1 nicht moglich ist. Ist ¢(S) > 0, so
gibt es ein Geradenbiindel Og(7) mit Og(27) = Og aber Og(7) # Og (man nehme einen
nicht-trivialen 2-Teilungspunkt in Pic®S). Ist ¢ = 1, so ergibt sich aus Riemann-Roch:

h0(05<7'>) + hO(Os(KS — 7')) > 1.
Da Og(1) # Og, ist h°(Os(7)) = 0, also h°(Os(Ks — 7)) > 1. Es gibt also ein Element
D € |Kg—7|. Da2r =0ist 2D ~ 2Kg (wobei mit Kg auch der eindeutig bestimmte

Divisor in |Kg| bezeichnet wird). Da P, = 1 gilt, folgt D = Kg also 7 = 0, ein Wider-
spruch.

Wir wissen also, daB jetzt ¢(S) = 2 gilt und miissen zeigen, dafl S dann eine abelsche
Flache ist. Da p, = 1 ist, haben wir eine eindeutige Darstellung

KSZZTTLJ'C]' (mj >O)
Da K2 =0 und Ky nef, ist Ks.C; = 0 fiir alle Komponenten C;. Also

0= Ks.Cj = m]C’f + ZmZC’zCJ
i#]
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Wegen der Adjunktionsformel ergeben sich daraus zwei Moglichkeiten: C’f = —2 und C}
ist glatt rational oder 0]2 = 0und C;.C; = 0 fiir « # j. Dann ist C; eine Zusammenhangs-
komponente von Kg und p(C;) = 1. D.h. C} ist glatt elliptisch, oder rational mit einem
Doppelpunkt oder einer Spitze.

Wir betrachten nun die Albanese Abbildung a : S — Alb S. Nach Satz (IV.2.5) ist «
entweder surjektiv, oder das Bild ist eine glatte Kurve C' vom Geschlecht g(C') = ¢(S) = 2.
Wir betrachten zunéchst den zweiten Fall. Wir haben oben gesehen, dafi alle Komponen-
ten von Ky elliptische oder rationale Kurven sind. Da das Geschlecht von C' jedoch zwei
ist, werden die Kurven C; durch a kontrahiert. An dieser Stelle benotigen wir

Lemma VI.2.6 (Zariski) Es sei f : S — C eine Faserung. Es sei F' =Y m;C; eine
Faser. Die C; seien irreduzible Kurven. Dann gilt fiir jeden Q-Divisor D = > r;C;, daf
D? < 0. Es gilt D* =0 genau dann, wenn D = rF fiir einr € Q.

Beweis. Es sei F; = m;C;, also F =Y F;. Mit s; = r;/m; gilt dann D =Y 5;F;. Also ist

D? = 252F2+22515J F,F;

1<j
= ZSQFF > (87 + 57— 2885) i Fj
1<J
= O_Z(z_sj) FiF; <0
i<j

Gleichheit gilt, da die Faser zusammenhéngend ist, nur falls s; = s; = r fiir alle ¢, j, also
fir D => rF, =rF. 0

Nach Satz (IV.2.5) hat « : S — C zusammenhéngende Fasern, ist also eine Faserung.
Nun gilt fiir jede Zusammenhangskomponente D von Kg nach obigem, da D? < 0. Da
K2 = 0, ist stets D? = 0, also folgt nach Lemma (VI.2.6), da D = rF fiir ein r € Q.
Insgesamt ergibt sich, dafl Kg = sF fiir ein s = a/b € Q. Also ist bKg = aF. Ist
a # 0, so geht ho(anS) = h%(naF) gegen unendlich fiir n groB. Also folgt a = 0, d.h.
Kg = 0. Wir betrachten nun eine unverzweigte Uberlagerung ¢’ — C'. Diese induziert
ein kommutatives Diagramm

s L5 8

o

¢ — C
wobei S’ — S ebenfalls unverzweigt ist. Es ist Kg = 7Kg = Og und x(Og) =
(degm)x(Os) = 0. (Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus der Formel von Noether).
Also ergibt sich ¢(S") = 2. Andererseits ist ¢(S’) > ¢g(C’) > 2 ein Widerspruch.
Es sei nun a : S — Alb S surjektiv. Die Abbildung o* : H*(Alb S,C) — H?(S,C) ist
injektiv. Da
ba(S) =22 —8¢(S) = 6 = ba(Alb (5))

ist dies ein Isomorphismus. Es kann daher keine Kurven auf S geben, die unter o auf
einen Punkt kontrahiert werden. Insbesondere besteht K¢ hochstens aus disjunkten ellip-
tischen Kurven. Es sei £ eine Zusammenhangskomponente. Dann sind F und E' = a(FE)
elliptische Kurven. Wir haben einen surjektiven Morphismus

B:5% Alb S — Alb S/E' =E"
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auf eine elliptische Kurve E”. Es sei f : S — C die Steinfaktorisierung von 5. Dann ist
E = rF wobei F die Faser von f ist. Daraus folgt, dal h°(nKg) — oo fiir n > 0 im
Widerspruch zu £(S) = 0. Also ist Kg = 0. Es geniigt nun zu zeigen, dafl o unverzweigt
ist, da jede unverzweigte Uberlagerung eines Torus wieder ein Torus ist. Es sei w = dzAdy
eine 2-Form auf Alb S. Diese verschwindet nirgends. Dann ist a*w € H?(S, Kg). Da Kg
trivial ist, hat auch a*w nirgends Nullstellen. Also ist a unverzweigt. a

6.3 Ende des Beweises

Im folgenden betrachten wir stets Faserungen f : S — C. Ist F eine Faser, so konnen wir
F =" m;F; mit irreduziblen Kurven F; schreiben.

Definition: Die Multiplizitit der Faser F ist der grofite gemeinsame Teiler m der Zahlen
m;.

Fiir eine multiple Faser konnen wir also stets F' = mF"” schreiben.

Lemma VI1.3.1 FEs sei f: S — C eine Faserung. Fs sei 6 C C die endliche Menge der
Punkte, iiber denen f nicht glatt ist. Schliefllich sei F' eine glatte Faser. Dann gilt:

(3)  e(S)=e(C)-e(F) + ) _(e(Fy) = e(F)).

bes
Beweis. Uber U = C' — § ist f ein topologisches Biindel, und es gilt
e(f 1 U)) = e(U) - e(F).
Der Rest folgt durch geeignetes Triangulieren. O

Lemma VI.3.2 Es sei C =) C; eine reduzierte Kurve. Dann gilt e(C) > 2x(O¢) und
Gleichheit gilt genau dann wenn C' glatt ist.

Beweis. Wir betrachten die Normalisierung v : ¢ — C von C. Dann haben wir ein
kommutatives Diagramm

0 CC Vg C(j 5 0
| b
0 Oc v,0p A 0.

Daraus folgt .
e(C) = e(C)+ h°(9)
xX(0g) = x(Oc)+h(D).

Da C glatt ist, gilt e(C) = 2x(Op). Dies ergibt

e(C) = 2x(O¢) + 2R°(A) — h°(6).
Die Abbildung i ist injektiv. Also gilt h°(6) < h°(A). Dies zeigt, daB e(C) > 2x(O¢).
Gleichheit gilt genau dann, wenn h°(A) = 0, d.h. wenn C glatt ist. 0
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Satz VI1.3.3 Es sei S eine Fliche mit Kg nef und p, =0, ¢ =1 und K2 = 0. Weiter
sei o S — D die Albaneseabbildung und g das Geschlecht der allgemeinen Faser von .
Dann ist g > 1. Ist g > 2, so ist « glatt. Ist g = 1, so sind die singuldren Fasern von «
alle von der Form F, = nE wobei E eine elliptische Kurve ist.

Beweis. Zunichst folgt aus Noethers Formel, dal K? = 10 —8q — by, d.h. by, = 2. Dies hat
zur Folge, dafl alle Fasern von « irreduzibel sind: Es seien namlich F}, F, zwei verschiedene
irreduzible Kurven, die in einer Faser enthalten sind. Da by = 2 sind Fy, F5 und H (hier
ist H ein ampler Divisor) in H?(S,Z) abhiingig, d.h. es gibt eine nicht triviale Relation

o + 61F1 + /62F2 =0.

Ist a # 0 so folgt hieraus, da} H.F' = 0 ist, ein Widerspruch. Also ist « = 0, d.h.
wir kénnen annehmen, da Fy, = rF, mit r € Q. Aus Zariski’s Lemma folgt F? < 0
fiir ¢ = 1,2. Schneidet man F| = rF, mit F; folgt » < 0, wihrend der Schnitt mit H
umgekehrt r > 0 gibt, ein Widerspruch.

Es sei nun F, = nC' eine multiple Faser. Dann gilt

e(Fy) = e(C) = 2x(Oc)

sowie mit Hilfe der Adjunktionsformel

1
2)((00) = —CQ—CKS = _EFbKS
1 2
= ——FKg = —x(Or)
1TL n
= —¢(F
—e(F)

wobei F' die allgemeine Faser bezeichnet. Da Kgnef ist, ist ¢ > 1 und e(F) < 0. Also
folgt e(Fy) > e(F'). Gleichheit gilt nur, wenn sowohl e(C') = 2x(O¢), d.h. C glatt ist und
zugleich 2e(F) = e(F), d.h. entweder n =1 oder e(F) =0, d.h. g = 1. In letzterem Fall
ist auch g(C) = 1.

Aus Formel (3) von Lemma (VI.3.1) folgt, da D elliptisch ist, da8

e(S) =) (e(Fy) = e(F)).

bed

Andererseits wissen wir, dal e(S) = 2 — 4¢ + by = 0. Damit folgt die Behauptung. O

Lemma VI1.3.4 Es sei f : S — C eine Faserung. FEs sei Fy eine singulire Faser der
Form Fy, = nF" mit F" irreduzibel, glatt. Dann ist die Ordnung von Op/(F") in Pic F’
gleich n.

Beweis. Da Og(nF") = Og(F) und Op/ (F') = O, ist die Ordnung von Op (F") hochstens
gleich n.

Wir ersetzen nun C' durch eine Scheibe A um b und S durch X = f~}(A). Es geniigt
zu zeigen, dafl die Ordnung von O/ (F’) in der analytischen Kategorie mindestens n ist.
Zunichst stellen wir fest, dal Ox(F’) die Ordnung n hat. Es sei ndmlich m < n die
Ordnung von Ox (F"). Dann gibt es eine holomorphe Funktion g, die auf F” von Ordnung
m verschwindet. Da f zusammenhéngende Fasern hat, ist g von der Form g = f*h, wobei
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h eine holomorphe Funktion auf A ist. Da lokal f durch f(z,y) = y™ gegeben ist, ist dies
fiir m < n unmoglich.
Um die Aussage auch fiir Op (F') zu beweisen, betrachten wir das kommutative Diagramm

0 Z Ox 2P, 01— 0
H restl lrest
0 Z Op —2, 08, —— 0.

L

0 1

Nach eventuellem Verkleinern von A kénnen wir annehmen, daf§ die natiirlichen Abbil-
dungen HY(X,Z) — H'(F',Z),i = 1,2 Isomorphismen sind. Damit erhalten wir ein
kommutatives Diagramm

0 — HYX,Z) —— HY(Ox) —— HYO%) —— H*(X,Z)

H | | H

0 — HYF',Z) —— HYOp) —— HYO%) —— H*(F',7Z)

!

Da Ox(F’) in H(O%) Ordnung n hat, und da H?*(X,Z) torsionsfrei ist, besitzt Ox (F")
ein Urbild ¢ in H'(Ox). Ist m die Ordnung von O (F’) in H'(O%) so gilt m|n. Es
gibt eine Klasse ¢ € H'(X,Z), die auf m(§|p) abgebildet wird. Also haben ¢ und né
dasselbe Bild in H'(Op), nimlich né|p. Da die Abbildung H'(F’,Z) — H'(Og) injektiv
ist, folgt, daB das Bild von ¢ in H*(Ox) mit m¢ iibereinstimmt. Also ist Ox (F")®™ trivial,
und daraus folgt, dafi m = n. a

Satz VI1.3.5 Es sei f:S — C eine elliptische Faserung, deren singuldre Fasern von der
Form F; = m;F] mit F glatt, elliptisch sind. Dann gilt:

Ks=f"L+) (mi—1)F

wobei L ein Divisor auf C' mit deg L = x(Og) — 2x(O¢) ist.

Beweis. Wir gehen in zwei Schritten vor.
Behauptung 1: Kg = f*L+ Y (m; — 1)F! fiir einen Divisor L auf C.

i
Wir betrachten hierzu N glatte Fasern G, ... , Gy, sowie die exakte Sequenz

0— 0g — 0s()_G;) = P Oc,(G)) — 0.
J J

Tensorieren mit Kg gibt zusammen mit der Adjunktionsformel Og,(Ks+G;) = O(Kg,) =
Og;die Sequenz

(4) 0—>O(KS)—>05(K5+ZG]') %@OG]. — 0.

J
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Die lange Kohomologiesequenz von (4) liefert

W(Ks+Y» Gj)>py+N—q.

J

Insbesondere gibt es einen effektiven Divisor D € |Kg+ ) G,| fiir N hinreichend gro8.
Nun ist F.Kg = F.G; = 0, also auch F.D = 0. Dies zeigt, da8 D =) d;D; wobei alle D,

Komponenten von Fasern sind. Wir kénnen also schreiben

D.h. daB
Ks=fL+) nF.
Nun ist wegen der Adjunktionsformel
Op; = Op/(Ks + F) = Op((n; + 1) F)).
Damit folgt aus Lemma (VI.3.4), dal n; + 1 = m;, d.h. n; =m; — 1.
Behauptung 2: deg L = x(Og) — 2x(O¢).

Wir berechnen dazu h(Kg + Y G;) auf zwei verschiedene Weisen. Zunéichst stellen wir
fest, daBl ) (m; — 1)F im Fixteil von |Kg + ) G,| liegt. Also gilt

WO(Ks+ Y Gy)=h(Os(f* L+ Gj)=h"(0c(L+> )
wobei ¢; = f(G;) und Korollar (IV.1.3) verwendet wurde. Nach Riemann-Roch ist also
(5)  h(Ks+ Y Gj)=degL+N+1—g(C)

falls V geniigend grof ist. Auf der anderen Seite hatten wir beim Beweis von Behauptung
1 gesehen, dafl

(6)  h(Kg+> Gj)=x(0s)+N—1+1

wobel

[ = dim im (H'(Os(Ks)) —» H'(Os(Ks + Y _G))))
Mittels Serre-Dualitét ist dies
I =dim im ( (= G)) — H'(0s)).
Mit Hilfe der Standardsequenz
0— 05(—ZG]~) — O — ®0g; — 0

ergibt sich
[ = dim ker (H'(Og) — @H"(Og,)).

Unter Verwendung der Hodgezerlegung, bzw. von H'(Og) = H°(Q}) wird dies zu
[ =dim ker (H(Qg) — ®H"(Qg,))
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Aus der exakten Sequenz
[t — Qs — Qge — 0
folgt, daf} fiir N > 0 der relevante Kern gerade f*HY(Q}) ist. Also gilt:
(1) 1= dim H(QL) = 9(C),
Aus (5), (6) und (7) folgt
deg L = x(Os) + 29(C) — 2 = x(Os) — 2x(Oc).

Bemerkungen:

(i) Obige Formel gilt fiir alle elliptischen Faserungen (kanonische Biindelformel).

(ii) Ist f : S — C eine elliptische Faserung, so kénnen folgende Fasern als multi-
ple Fasern auftreten: elliptische Kurven, rationale Kurven mit einem gewthnlichen
Doppelpunkt und Zykel rationaler (-2)-Kurven.

Definition: Eine Faserung f : X — Y zwischen projektiven Mannigfaltigkeiten heifit
isotrivial, falls es eine unverzweigte Uberlagerung ¢ : Y’ — Y gibt, so daf das Pullback
fl X=X xy Y’ — Y trivial ist, d.h. es gibt eine projektive Mannigfaltigkeit F', so
dal X’ =Y’ x F'und [’ die Projektion auf Y’ ist.

Satz V1.3.6 Fs sei f : S — C eine glatte Faserung einer Fldiche tiber einer Kurve von
Geschlecht 0 oder 1. Die allgemeine Faser habe Geschlecht g > 1. Dann ist f isotrivial.

Beweis. Nach dem Theorem von Ehresmann ist die Faserung f : S — C differenzierbar
lokal trivial. D.h. dafl die Garbe

R'f,Z=|J H\(F.,Z)
ceC
eine lokal konstante Garbe von freien Moduln vom Rang 2g ist, wobei g das Faserge-
schlecht ist.
Weiterhin ist f,Os(Kg) lokal frei von Rang g. Dies folgt aus dem Grauertschen Basis-

wechselsatz. Es gilt
f*OS<KS>/me*OS<KS) = HO(FmWFc)'

Wir withlen nun eine offene Menge U C C, so da R'f,Z und f,Og(Kg) iiber U trivial
sind. D.h. wir kénnen eine Basis

wi(e),...,wy(c) € H°(F,,wr,)

wéhlen, die holomorph vom Basispunkt ¢ abhingt. Ferner konnen wir eine norma-
lisierte Basis 71,...,72, € Hi(F.,Z) wahlen, so dafl bei geeigneter Wahl der Basis
wi(c), ... ,wy(c) fiir die Periodenmatrix gilt:

Jwi(e) ... [ wi(e)

N2 1 0 m(c) ... 7ig(c)
Qc) = : : = " : :
Jwy(e) oo [ wy(e) 0 1 70(c) ... Ty(c)
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Dabei ist 7(c) = (7;5(c)) im Siegelraum S, der Stufe g, d.h.
S,={reM(gxg,C); 7="7, Im 7 > 0}

Die Periodenmatrix 7(c) liegt fest bis auf Basiswechsel, d.h. bis auf Operation der Gruppe

_ . 0 19 t _ O ]-g
swanz) - (e a4 %) (0 )}

Dabei operiert die Gruppe Sp(2g,Z) wie folgt auf S,: Ist M = ( é lB) ) € Sp(2¢9,7)
mit (g x g)-Blocks A, ..., D, so ist

Mt = (AT + B)(CTt + D)!

Wir erhalten lokal eine Abbildung
m:U— S,

die lokale Periodenabbildung. Im allgemeinen 148t sich 7 nicht zu einer Abbildung auf
ganz C fortsetzen. Vielmehr liefert dies eine mehrwertige Abbildung von C' nach S,.
Die Mehrdeutigkeit ist durch die Monodromieoperation von m;(C) auf H;(F, Z) gegeben.
Wir kénnen jedoch zur universellen Uberlagerung C' von C' der Basiskurve iibergehen,
und erhalten dann die Periodenabbildung

7:C — S,

Ist C = P!, bzw. eine elliptische Kurve, so ist auch ¢ = P!, bzw. C = C. Da Sy
ein beschrianktes Gebiet ist, ist 7 konstant. Nach dem Satz von Torelli sind dann alle
Fasern isomorph. Dies wiederum bedeutet nach einem Satz von Grauert-Fischer, dafl
f S — C ein lokaltriviales Biindel mit einer Faser F' und Strukturgruppe G C Aut F
ist. Ist g(F) > 2, so ist G endlich. Die Monodromie liefert einen Homomorphismus
m(C) — G. Es sei G’ das Bild von 7;(C). Der Kern der Abbildung m(C') — G’ ist eine
normale Untergruppe von m;(C') von endlichem Index. Dies entspricht einer endlichen,
unverzweigten galoischen Uberlagerung C' — C'. Die Monodromieoperation von 7r1(C) fiir
die Faserung f : S — C ist nach Konstruktion trivial. Also ist diese Faserung trivial.

Es sei nun g = 1. Wir betrachten R!f,(Z,). Dies ist eine lokal konstante Garbe mit Faser
HY(F,.,Z,) = Zy, X Z,. Die Schnittform liefert eine nicht-ausgeartete Form

R'Yf. 7 x R .7, — (Z)c.

Also erhalten wir
m(C) — Aut (H(F.,Z,)) = Sp(2,Z,).

Das Bild von 7,(C) ist endlich. Nach eventueller endlicher Uberlagerung kénnen wir
annehmen, daf es trivial ist. Ist n > 3, so ist jeder Automorphismus von F', der auf
Hy(F.,Z,) die Identitit induziert bereits die Identitit. Es folgt, daB f : S — C' trivial
ist. a

Wir konnen nun die Flachenklassifikation abschliefen.
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Beweis.von Satz (VI.2.1). Es sei S eine minimale Fliche mit Kg nef , K% = 0,¢ = 1 und
py = 0. Wir betrachten die Albanese Abbildung a : S — C wobei C eine elliptische
Kurve ist. Es sei g das Fasergeschlecht. Nach Satz (VI1.3.3) ist entweder g > 2 oder g = 1
und die einzigen singuldren Fasern sind von der Form nF mit E glatt, elliptisch.

Wir betrachten zundchst den Fall ¢ > 2. Dann ist nach Satz (VI.3.6) die Faserung
o : S — Cisotrivial. Also gibt es eine unverzweigte Uberlagerung S — S mit S = C' x F.
Wegen Satz (V1.3.6) gilt x(S) = x(S) = 1.

Es sei nun ¢ = 1. Falls singulére Fasern vorliegen, so folgt sofort aus der kanonischen
Biindelformel, d.h. Satz (VI.3.5), da8

Ks=fL+) (m—1)F, L>0

wobei deg L = x(Og) — 2x(O¢). Da by(S) = 2 gilt e(S) = 2 — 4q + by = 0, und wegen
K% = 0 auch x(Og) = 0. Da C elliptisch ist, ist auch x(O¢) = 0, d.h. deg L = 0.
Dann folgt sofort, dafl x(S) = 1, da geeignete Vielfache von Kg von der Form f*M mit
deg M > 0 sind. Liegen keine singuléren Fasern vor, so ist f : S — C nach Satz (VI1.3.6)
wiederum isotrivial. Dem Beweis entnimmt man, daf es eine endliche Untergruppe G C C'
gibt, mit S = C x F//G. Da p,(S) = 0, ist S bielliptisch. O
6.4 Plurikanonische Systeme

Es sei S eine Fliache von allgemeinem Typ. Wir betrachten die plurikanonischen Abbil-

dungen
Om = Pimkg| - S—— — PY (N = h'(mKg) —1).

Satz VI.4.1 (Bombieri) FEs sei S eine minimale Fliche von allgemeinem Typ. Dann
qgilt

(i) Ist m >4, so hat ., keine Basispunkte.

(ii) Ist m > 5, so ist @, auflerhalb der rationalen (—2)-Kurven eine Einbettung.

Bemerkungen:
(i) Es konnen (—2)-Kurven existieren.

(ii) ¢m bildet die rationalen (—2)-Kurven auf rationale Doppelpunkte ab. Man erhélt
dadurch das ”kanonische Modell” von S.

Den Satz von Bombieri kann man heute leicht mit Hilfe von Reiders Theorem beweisen.

Theorem VI.4.2 (Reider) FEs sei S eine Fliche. Das Geradenbiindel L sei nef. Dann
qgilt:

(i) Es seit L* > 5. Ist P € S ein Basispunkt von |Kg + L|, so existiert ein effektiver
Divisor D durch P mit

(a) D.L =0, D?* = —1 oder
(b) D.L =1, D*=0.
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(i) Es sei L* > 10. Sind P,Q € S zwei Punkte (méglicherweise unendlich nahe), die
durch |Kg + L| nicht getrennt werden, so gibt es einen Divisor D durch P und Q)
mit:

(a) D.L =0, D?> = —2 oder —1, oder
(b) D.L =1, D* = —1 oder 0, oder
(¢) D.L=2, D*=0.

Beweis.von Satz (V1.4.1)(ii) Wir wollen das Theorem von Reider auf das Geradenbiindel
L = (m — 1)Kg anwenden. Da Kg nef ist, ist auch L nef. Da K2 > 0 ist, gilt

L* = (m —1)2K? > 10.
Es sei ¢, keine Einbettung. Dann gibt es einen effektiven Divisor D mit

D.L=(m—-1)Ks.D = 0, D?* = —1oder —2, oder
D.L=(m—-1)Ks.D = 1, D? = —1oder0, oder
D.L=(m-1)KeD = 2, D* = 0.

Da (m — 1) > 4 gibt es nur die Moglichkeit, daf
Kg.D=0, D?=—1oder —2.
Die Adjunktionsformel lautet
2p(D) —2=D.(D + Kg).

Also folgt
K¢.D=0, D?=-2.

Es sei D = Y m;D;. Da Kg nef ist, folgt Kg.D; = 0. Ferner folgt aus K2 > 0 und
Ks.D; = 0 mit Hilfe des Hodge Indexsatzes, dal D? < 0. Wegen

2p4(D;) — 2 = Dy(D; + Kg) = D} < 0

folgt p.(D;) = 0,D? = —2. D.h. D; ist glatte, rationale (—2)-Kurve. O

6.5 Flichengeographie

Um einen Uberblick iiber die Flichen von allgemeinem Typ zu erhalten, kann man die
folgende Frage stellen: Fiir welche Werte fiir (cf,cy) = (K2, e(S)) gibt es Flichen von
allgemeinem Typ? Man hat folgende Bedingungen

(1) ¢ 4+ ¢, = 0 mod 12 (aus Noethers Formel)

(2) >0, >0

(3) 5¢2 — ¢y + 36 > 0 (im wesentlichen klassisch, Noether)
(4)

4) ¢ < 3cy (Miyaoka).
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2 _

e = 2cy

Cy = 5C% + 36

Co

Die Flédchen, die zu Punkten im Bereich 1 gehoéren, sind relativ schwierig zu konstruie-
ren. Fiir die meisten Paare (c?, ¢p) in dem angegebenen Bereich sind Flichen konstruiert
worden.
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O—

S : glatte projektive Flache

mit Picardzahl p = p(.5)

Nein ® Ja

S : das minimale Modell

Gibt es eine (—1)-Kurve
E auf S?

(i) £(5) >0
(ii) Kg ist semi-ample

END
) )
¢ : S — 5" die Kontraktion von F P2 () = —oo.
S’: eine glatte projektive Flache S = { : - .
mit p(8') = p(S) — 1 eine minimale Regelflache
END
Setze 5 = 5 ——(D)

Abbildung 1: Fliachenklassifikation im Mori-Programm ([4, p. 285])
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