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10 Das Riemannsche Integral

Ziel dieses Paragraphen ist es, den Inhalt einer Fliache, die vom Graphen einer
Funktion berandet wird, exakt zu definieren.

f(b) +

f@

a=t, 4 t, ty t s t;=b

Abbildung 11: Graph einer Funktion mit Untersumme

Wir approximieren diesen Flacheninhalt, indem wir zunéchst das Intervall
[a, b] unterteilen:
a=tg <t < - <tp_1<tp,=h

In diesem Fall spricht man von einer Zerlegung der Lange n in die Teilintervalle
I =[ti1,t];i=1,...,n.
Fiir jedes dieser Teilintervalle definieren wir
m; = 1inf {f(z)|t;i-1 <z <&},
M :=sup {f(z)[ti1 <x < t;}.

Falls die Funktion f beschrankt ist, dann existieren diese Zahlen fiir jede Un-
terteilung des Intervalls I = [a, b].

Definition Es sei f : I = [a,b] — R eine beschrinkte Funktion und P =
{to,t1,...,t,} eine Zerlegung von I, d.h. tg = a < t; < ... < t, = b. Die Zahlen
mg, M;;1=1,...,n seien wie oben definiert.

(i) Die Untersumme von f beziiglich der Zerlegung P ist definiert durch

U(f, P) = Zml(tl — tifl).
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(ii) Die Obersumme von f beziiglich der Zerlegung P ist definiert durch

n

O(f7 P) = ZMi(ti — ti—l)-

i=1
Unmittelbar aus der Definition folgt, dass stets gilt
U(f,P)<O(f,P).

Wir vergleichen nun, was passiert, wenn wir verschiedene Zerlegungen be-
trachten.

Definition Wir sagen, dass eine Zerlegung Q = {t(, ..., t,,} eine Verfeinerung
der Zerlegung P = {tg,...,t,} ist, falls P C Q gilt.

Satz 10.1 Es sei Q) eine Verfeinerung von P. Dann gilt
U(f,P)<U(f,Q) <O(f,Q) <O(f,P).

Beweis. Wir haben bereits bewiesen, dass die zweite Ungleichung gilt. Wir
werden hier die erste Ungleichung zeigen, die dritte geht analog. Ferner geniigt
es, die Situation zu betrachten, wo

PZ{to,...,tn}, QZ{to,...,tk_1,u,tk,...,tn}
mit
a=tg<t1 < - <th1<u<tpy<---<t,=h

Es sei
m’ = inf {f(2)| tx_1 < 2 < u}

m” =inf {f(x)|u <z <t}

Es gilt dann
U(f,P) =Y milti —ti_1).
i=1

k—1 n
U(f.Q) = Zmz(tz —ti1) +m/(u—tp—1) +m" (t —u) + Z mg(t; —ti—1).
i=1 i=k+1

Vergleichen wir die beiden Summen, so sehen wir, dass wir die folgende Un-
gleichung beweisen miissen:

my(ty —te—1) <m/(u—tp_1) +m" (tx, — u).
Nun gilt nach Definition der GréBen my, m’ und m':
my < m/, mp <m’.
Damit gilt
mp(te —te—1) = mr(u—tg_1) + me(ty —u) <m'(u—tp_1) +m" (tx — u).

d
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Satz 10.2 Es sei f : I = [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Dann gilt fir
zwei beliebige Zerlegungen Py und Py von I, dass

U(f, P1) < O(f, P2).

Beweis. Es sei P = P UP, die gemeinsame Verfeinerung von P; und P,. Dann
gilt nach Satz 10.1

Wir betrachten nun die Mengen
U :={U(f,P)| P ist Zerlegung von [a,bl]},

O :={O(f, P)| P ist Zerlegung von [a,b]} .

Nach Satz 10.2 ist die Menge U nach oben und die Menge O nach unten
beschrankt. Daher besitzt U ein Supremum und O ein Infimum.

Definition Es sei f: I = [a,b] — R eine beschrankte Funktion.

(i) Das Unterintegral von f auf dem Intervall I ist definiert durch
b

U/f(x)dx = sup {U(f, P)|P ist Zerlegung von f}.

(ii) Das Oberintegral von f auf dem Intervall I ist definiert durch
b

O/f(:c)d:c = inf {O(f, P)|P ist Zerlegung von f}.

Aus Satz 10.2 folgt sofort, dass

U/abf(z)dz < O/abf(:c)d:c.

Definition Eine beschrankte Funktion f : I = [a,b] — R heifit auf dem
Intervall I (Riemann) integrierbar, falls gilt:

U/abf(z)dz = O/abf(:c)d:c.

Schreibweise: Man schreibt:

/abf(w)dx = /If(w)dx = U/abf(ac)dx = O/ab f()dz.
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Abbildung 12: Die Funktion f aus Beispiel 10.1

Beispiel 10.1 Es sei I = [0,2] und

Flz) = 1 fir 0<z<1
Tl 2 fir 1<z<2.

Fiir jede Zerlegung P, die den Punkt 1 enthalt, gilt

U(f,P)=14+2=3=0(f,P).
Also ist f integrierbar und es gilt

A2ﬂzMz_

Beispiel 10.2 Es sei I = [0,1] und

| 0 fir reQ
f@”‘{1 fir zeR\Q.

Dann gilt fiir jede Zerlegung P von [0, 1]:

il (t; —tim1) =1.

i=0

1
U!f m<0/f

und die Funktion f ist nicht integrierbar.

Also gilt

Satz 10.3 Es seia < c <b. Dann ist eine beschrinkte Funktion f genau dann
auf dem Intervall [a,b] integrierbar, wenn sie auf [a, c] und [c,b] integrierbar ist.

In diesem Fall gilt

b c b

/f@Mz=/}@mx+/f@mﬂ

a a c
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Beweis. Man betrachte die Partitionen von [a, b], die den Punkt ¢ enthalten. O

Satz 10.4 Falls f und g auf I = [a,b] integrierbar sind, dann ist auch f + g
auf I = [a,b] integrierbar, und es gilt

b b

[+ 9= / f@yds+ [ gfa).

Beweis. Es sei P = {tg,...,tn} eine Zerlegung von [a,b]. Wir definieren
m), = inf {f(z)| ti-1 <z <t}
my = inf {g(z)| tio1 <z <t}

m; == inf {f(2) + g(2)| ti-1 <@ <t}

und analog M/, M/ und M;. Dann gilt
m; > mj+ml, M; < M+ M]'.

Damit gilt fiir jede Zerlegung P:

U(f,P)+U(g,P) < U(f +g,P) < O(f + 9. P) < O(f, P) + O(g, P).

Hieraus folgt die Behauptung sofort. ]

Satz 10.5 Die Funktion f sei auf I = [a,b] integrierbar, ¢ € R. Dann ist auch
die Funktion cf auf I = [a,b] integrierbar, und es gilt

b b
/ (ef)(x)dz :c/ f(z)dz.
Bewers. Klar. O
Satz 10.6 Die Funktion f sei auf I = [a,b] integrierbar. Es gelte
m< f(z) <M,z € [a,b].

Dann gilt \
mb—a) < / f(z)de < M(b—a).

Beweis. Fiir jede Zerlegung P des Intervalls I = [a, b] gilt

Bemerkung 10.1 (1) Ist a > b, so definiert man

/abf(z)dz = /baf(:c)d:c.

(2) Ist f > 0, so versteht man das Integral f: f(z)dx als den Flacheninhalt, der
vom Graphen der Funktion und der z-Achse eingeschlossen wird. Ist f <0, so
wird dieser Fldacheninhalt negativ gezahlt.
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Abbildung 13: Das Integral als Flacheninhalt
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11 Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung

In diesem Kapitel wird der Zusammenhang zwischen Differentiation und Inte-
gration hergestellt.

Theorem 11.1 (1. Hauptsatz) : Es sei f auf I = [a,b] integrierbar und im
Punkt c € (a,b) stetig. Dann ist die Funktion

F(x) ::/ f)de
im Punkt c differenzierbar, und es gilt
F'(c) = f(o).

Beweis. Wir miissen den Grenzwert

lim F(c+h)— F(c)
h—0 h

untersuchen. Es sei zunéchst A > 0. Dann gilt

c+h
F(c+h)—F(c) = / F(t)dt.
Wir definieren
my, ;= 1inf {f(t)|lc <t <c+ h},
My, :=sup{f(t)lc<t<c+h}.
Dann gilt nach Satz 10.5:

c+h
mhhg/ f(t)dtSMh~h,

und damit . B F
my < w < M,
Diese Beziehung gilt auch fiir A < 0 mit

my =1inf {f(¢)| c+h <t <c},

My, :=sup{f(t)]c+h<t<c}.
Es gilt dann ndmlich
mp - (—h) < ’ f®)dt < My - (—h).
c+h
Wegen o .
Fle+h) — F(c) :[ fwdt=— [ far

c+h
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folgt
mp, - (—h) < F(¢) — F(c+h) < My, - (=h).

Division durch —h > 0 zeigt dann, dass (1) auch in diesem Fall gilt.
Jetzt beniitzen wir, dass f im Punkt c stetig ist. Daraus folgt dann nédmlich,
dass
li = = lim Mj,.
hli% mp = f (C) hli% h

Damit gilt
lim ZCFM ZFlO)

h—0 h
O

Korollar 11.1 Die Funktion f sei stetig und integrierbar auf I = [a,b] und es
gelte f = ¢’ fiir eine Funktion g. Dann gilt

b
| e = g(6) - gta).
Beweis. Nach Theorem 11.1 ist die Funktion
Flz) = / oy

differenzierbar, und es gilt

Also gibt es eine reelle Zahl ¢ mit
F=g+ec

Man kann die Konstante ¢ wie folgt bestimmen:

Damit gilt

O

Dieses Korollar ist die Grundlage fiir viele Integralberechnungen in der Praxis.

Bemerkung 11.1 Wir werden spéter sehen, dass die Voraussetzung, dass f
integrierbar ist, bereits aus der Voraussetzung, dass f stetig ist, folgt.

Beispiel 11.1 Wir berechnen f; 22dz. In diesem Fall ist also f(z) = 22 und

fiir g(z) kénnen wir g(x) = 23/3 withlen (oder auch g(z) = 23/3 + ¢ fiir ein
beliebiges ¢). Dann gilt

b 1
[ ez =g(b) - g(a) = 50 - .
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Definition Eine Funktion g mit ¢’ = f heif3t eine Stammfunktion von f.

Wir verschérfen jetzt Korollar 11.1 indem wir zeigen, dass die Voraussetzung,
dass f stetig ist, unnétig ist.

Theorem 11.2 (2. Hauptsatz:) Die Funktion [ sei integrierbar auf dem In-
tervall I = [a,b] und es gelte f = g'. Dann gilt

b
/ f(@)dz = g(b) - g(a).

Beweis. Es sei P = {tg,...,tn} eine Zerlegung von I = [a,b]. Nach dem
Zwischenwertsatz der Differentialrechnung gibt es dann Punkte z; € [t;—1,],
fir die gilt

g(t:) — g(tiz1) = g'(x)(ti — tiz1) = f(x) (i — tiz1)-

Es sei
m; = inf {f(.’lﬁ)‘ ti,1 S T S ti},

M; = sup {f(z)| ti-1 <@ < t;}.

Dann gilt offensichtlich
mi(t; —ti—1) < fla)(ti —tiz1) < Mi(t; — tiz1),

bzw.
mi(t; —ti—1) < g(ti) — g(tic1) < Mi(t; —tiq).

Summation iiber ¢ = 1,...,n ergibt
Zmi(ti —ti—1) < g(b) — g(a) < ZMl(t’L —ti—1).
i=1 i

Damit gilt fiir jede Zerlegung P, dass

U(f,P) gg(b)—g(a) SO(f,P)

und daraus folgt sofort, dass

b
/ f(@)dz = g(b) — g(a).

SchlieBlich zeigen wir noch, dass jede stetige Funktion integrierbar ist.

Theorem 11.3 Falls f auf dem Intervall I = [a,b] stetig ist, dann ist f auch
integrierbar.

Beweis. Wir definieren Funktion U = U(z) und O = O(z) auf I durch

Ulz) = U/f(t)dt, O(z) = O/zf(t)dt.
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Es sei x € (a,b) und h > 0. Wir definieren fiir h > 0
my =inf {f(t)|z <t <z +h},

My :=sup{f(t)|x <t <z +h}.
Dann gilt

z+h z+h
mh~h§U/ f(t)dtgo/ F(t)dt < My, - h.

Hieraus folgt
mp-h <U(x+h)—U(z) <O(x+h)—O(h) < My, - h,

bzw.
my, < U(x—!—h})L— U(x) < O(JJ—Fh})L—O(m)

Wie im Beweis von Theorem 11.1 zeigt man, dass diese Ungleichung auch fiir
h < 0 gilt, wenn man setzt

< My,

mp =inf {f(t)|z+h <t <z},

My, :=sup{f(t)|]z+h <t<zx}.

Da f stetig ist, gilt
li = lim Mj, = .
e =y Mo = 70)

Dies zeigt, dass
U'(z) = O'(z) = f().

Also gibt es ein ¢ € R mit

U(x)=0(x)+c, z€l.
Da U(a) = 0 = O(a) muss ¢ = 0 sein. D.h.

U(z) = O(x), = € [a,b]

und damit gilt
b b
U/ flz)de =U(b) =0(b) = O/ f(z)dz

und daher ist f integrierbar. O

Bemerkung 11.2 Es gibt viele integrierbare Funktionen, die nicht stetig sind,
wie das Beispiel der Treppenfunktion zeigt.
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12 Raumkurven

Wir beginnen in diesem Kapitel mit den Anfdngen der mehr-dimensionalen Ana-
lysis. Der n-dimensionale reelle Raum ist das kartesische Produkt

R" =R x--- xR (n Kopien).
D.h. die Elemente des R™ sind n-Tupel
R" >z = (x1,...,2,); z; €ER.

Wir fithren auf R™ eine Metrik ein, indem wir den Lingenbegriff der Ebene R?,
bzw. des Raums R3 verallgemeinern:

||| = /2] + - + 2.
Diese Léangenfunktion hat die folgenden Eigenschaften:

(L1) ||z|| > 0 und [|z|| = 0 genau dann, wenn z =0
(L2)  [|Az]] = [A[[|2]], A € R
(L3) ||z +yl|| <||z|| + |ly|| (Dreiecksungleichung).

Der Abstand zwischen zwei Punkten z,y € R™ wird dann durch
d(x,y) = |l —yll
definiert.

Definition Es sei I C R ein Intervall. Eine Kurve im R™ ist eine Abbildung

f=U1,- fn): T-R"
t— (fl(t)v"'vfn(t))-

Das Bild f([I) heifit die Spur der Kurve f.

Man beachte, dass verschiedene Kurven dieselbe Spur haben kénnen, die Kurven
unterscheiden sich dann durch ihre Parametrisierung.

Definition Wir nennen f stetig (differenzierbar, stetig differenzierbar), falls
die Funktionen f;;i = 1,...,n stetig (differenzierbar, stetig differenzierbar) sind.

Beispiel 12.1 (a) Es sei v € R", 0 # w € R™. Die Kurve

f:R— R"

ft)y=v+tw
parametisiert eine Gerade durch den Punkt v mit Richtungsvektor w. Ist v =
(U1,y...,0,) und w = (wy,...,w,), dann ist

fl(t) = v; + tw;.

(b) Die Kurve
f:1]0,2n] — R?
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f(t) = (rcost,rsint), r >0

parametisiert einen Kreis mit Radius r.
(c) Es seien r, ¢ > 0. Dann stellt die Kurve

f:R—-R?
f(t) = (rcost,rsint,ct)

eine Schraubenlinie dar.

Definition Essei f: I — R” eine differenzierbare Kurve, ¢t € I. Der Vektor

F1() = (@), fa(t)
heifit der Tangentenvektor der Kurve f im Punkt ¢.

Bemerkung 12.1 Man kann den Tangentenvektor als den Limes
. f(t+h) = f(2)
F) = i =—————

verstehen, wobei dieser Limes komponentenweise zu interpretieren ist.

Man verbindet hiermit oft die Vorstellung, dass f(t) die Kurve f in Abhéngigkeit
der Zeit ¢t durchlduft. Dann kann man f’(t) als den Geschwindigkeitsvektor
interpretieren. Die Lénge des Vektors f’(t), d.h.

@I = \/(f{(t))2 + -+ (SR (1)
ist dann der Betrag der Geschwindigkeit.

Definition Es sei f : I — R" eine differenzierbare Kurve. Ein Punkt ¢ € I
mit f'(¢) # 0 heifit ein regulirer Punkt der Kurve f. Gilt f’(¢) = 0, so nennt
man t einen singuliren (oder stationdren) Punkt der Kurve.

Beispiel 12.2 Die Kurve
f:R—R?

F(t) = (%)
heifit Neilsche Parabel. Wegen

() = (2t,3t%)
besitzt f genau einen singuléren Punkt, ndmlich den Nullpunkt ¢ = 0.

Definition Essei f : [a,b] — R"™ eine stetig differenzierbare Kurve. Die Linge
dieser Kurve ist dann definiert durch

b
L= [ClIr ol

Man beachte, dass es sich hier um ein gewohnliches Integral iiber eine stetige
Funktion in einer Variablen handelt.
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0.4+

0.2+

Abbildung 14: Neilsche Parabel

Beispiel 12.3 (a) Wir betrachten wieder den Kreis

f(t) = (rcost,rsint), ¢t € [0, 2x].

Dann gilt
f'(t) = (—rsint,rcost)
und damit
ILf' ()] = Vr2sin?t 4 r2 cos2 t = r-.
D.h.

27
L= / rdt = 27r.
0

Dies ist die bekannte Formel fiir den Kreisumfang.
(b) Wir betrachten die Lénge der Zykloide

f:R—R?
f(t) = (t —sint,1 — cost).
Dies ist die Bahn eines Punktes auf dem Umfang eines Kreises vom Radius
1, der in der (z,y)- Ebene auf der z-Achse abgewickelt wird.
Wir wollen nun die Bogenlédnge der Zykloide berechnen. Es gilt
f'(t) = (1 — cost,sint).

Man beachte, dass die Punkte z,, = 27mn,n € Z stationéire Punkte der Kurve f
sind. Es gilt
IlF/®)])> = (1 —cost)?+sin’t
=1—2cost+ cos®t +sin?t

=2—2cost

— 2t _ oin2t
=2 — 2(cos 5.—2811511 3)
:2—22(}—28111 5)

= 4sin 5
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‘ 6
t=0 t=2n

Abbildung 15: Zykloide

Also gilt
2m 2w t
L:/ ||f’(t)||dt:/ 2/ sin L|dt.
0 0 2

Durch die Substitution u = t/2 ergibt sich hieraus
L= 4/ sinu = 4 [— cosu); = 8.
0

Definition Man sagt, dass eine Kurve f : I — R" nach der Bogenlinge para-
metisiert ist, falls ||f/(¢t)|| = 1 fiir alle ¢ € T gilt.

Bemerkung 12.2 Ist f[a,b] — R"™ nach der Bogenlinge parametisiert, dann

gilt
b b
= [Ur@la= [ i=p-a

Dies erklirt die Bezeichnung dieses Begriffs.
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1 Grenzwerte

Notation Im folgenden ist f : D — R immer eine Funktion mit Definitions-
bereich D C R. Wenn wir D im folgenden nicht angeben, so soll D immer der
maximale Definitionsbereich sein, auf dem f definiert ist. Ferner sind a, [ usw.
reelle Zahlen.

Der Grenzwertbegriff wird in dieser Vorlesung eine zentrale Rolle spielen.
Wir wollen zunéchst erkléren was

lim f(z) =1

bedeuten soll.

Provisorische Definition: Es gilt lim,_,, f(2z) = | gdw. man erreichen kann,
dass f(x) beliebig nahe bei [ liegt, wenn man verlangt, dass z hinreichend nahe
bei a, aber verschieden von a, ist.

Man beachte, dass f(a) nicht definiert zu sein braucht.
Wir untersuchen nun diese Definition an einem Beispiel. Wir betrachten die
Funktion f(z) = zsind an der Stelle a = 0. Wir wollen zeigen

1
lim x sin — = 0.
T

z—0
Wie erreichen wir, dass z sin % in einem Abstand von 1—10 von 0 liegt? Wir wollen

alS()
X S1n - O(lel

Das ist aber leicht zu erreichen. Wir wissen

1 < 1
Tsin — —.
T 10

1
sin‘ <1 fir allez #0,
T

also

1

xsin’ <|z| fir alle x # 0.
x

Das bedeutet also

1
2] < =

10’ x#£0 =

1
sin — | < —.
xmx‘ 10
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N it
il \/

Abbildung 1: f(z) = zsin 2

T

Statt % héitten wir ein beliebiges € > 0 nehmen kénnen, und dann gilt fiir
f(z) = sini:

[t =0 <e =|f(z)—0| <e.

Betrachten wir ein anderes Beispiel: die Funktion f(z) = 1/|x| an der Stelle
a=0.Um |y/|z|| < € zu erreichen, miissen wir

lz| < 2

verlangen.

Sehen wir uns ein drittes Beispiel an. Fiir die Funktion f(z) = sin < ist es
falsch, dass sie gegen 0 geht, wenn = gegen a = 0 geht. Es ist nicht wahr, dass wir
fiir jedes € > 0 erreichen konnen, dass |f(z) — 0| < ¢ gilt, sofern |z| hinreichend
klein und ungleich 0 ist. Dazu brauchen wir nur ein € > 0 zu finden, fiir das die
Bedingung |f(z) — 0] < e nicht mehr garantiert ist, auch wenn wir verlangen,
dass || noch so klein ist. Zum Beispiel tut es ¢ = 1: es gilt nicht |f(z)| < & fiir
alle hinreichend kleinen |z|. Denn fiir jedes § > 0 finden wir ein z =
mit |z < 4§, fur das f(x) =1 gilt.

Wir wollen nun unsere provisorische Definition zu einer mathematisch pri-
zisen machen. Wir prézisieren die Teile der provisorischen Definition wie folgt:

w/2+42nm

Man kann erreichen, dass f(z) be- | Fiir ein beliebig gewéhltes ¢ > 0 gilt
liebig nahe bei [ liegt, |f(z) —1] <e,

wenn man verlangt, ‘ wenn man verlangt,

dass z eine Ungleichung der Form
0 < |x — a] < ¢ fiir ein hinreichend
kleines § > 0 erfiillt.

dass x hinreichend nahe bei a, aber
verschieden von a, ist.

Damit kommen wir zu der folgenden Definition.

Definition Es gilt lim,_, f(z) =1 gdw. es fiir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fiir jedes x aus 0 < |z — a| < ¢ folgt, dass |f(x) — | < € gilt.
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Abbildung 2: f(z) = +/|z]|

Abbildung 3: f(z) = sin

x
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a+46

Abbildung 4: lim,_, f(z) =1

In unserem Beispiel f(z) = xsin % konnten wir § = ¢ wihlen. In dem Beispiel
f(x) = /]z] tat es § = 2.

Es ist wichtig, sich die logische Struktur dieser Definition noch einmal klarzu-
machen. Deswegen schreiben wir diese Definition auch noch einmal formal hin:
zliirzf(:z:):l<:>V€>OE|5>OVz O<jz—al<d=|f(x) =1 <e).

Was haben wir zu tun, wenn wir lim,_,, f(z) = [ beweisen wollen? Wir
miissen uns zunédchst ein beliebiges ¢ > 0 vorgeben. Dann miissen wir dazu
ein geeignetes 6 > 0 finden, so dass fiir alle  mit 0 < |z — a| < ¢ folgt, dass
|f(z) =] < e gilt.

Wie kann man zeigen, dass lim,_., f(x) = I nicht gilt? Wenn es nicht wahr
ist, dass gilt

es gibt zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass fiir alle z, fiir die 0 < |z — a| < § gilt,
auch |f(z) — ] < e gilt,

dann gilt:

es gibt ein € > 0, so dass fiir jedes 6 > 0 es ein x gibt, fir das 0 < [z —a|] < ¢
aber nicht |f(z) — ] < € gilt.
Um also zu zeigen, dass f(z) = sin% nicht den Grenzwert 0 bei 0 hat,
betrachten wir € = % und stellen fest, dass es fiir jedes § > 0 ein z mit 0 < |z —
0] < & aber nicht |sin L — 0| < 1 gibt, némlich ein z von der Form z =

< ¢ gilt.

FPEsTE
wobei n so grof} ist, dass m
Beispiel 1.1 (a) Fiir die konstante Funktion f(z) = ¢ gilt lim,_., f(x) = ¢ fiir
jeden Punkt a: Da |f(z) — ¢| = 0 fiir alle z gilt, tut es jedes beliebige 4.

(b) Fiir die Funktion f(z) = z gilt lim,_,, f(x) = a fiir jeden Punkt a: Zu
einem gegebenen £ > 0 konnen wir § := ¢ wihlen, denn aus 0 < |z —a| < ¢ folgt
[f(z) —al <e.
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(¢) Nun betrachten wir ein weniger einfaches Beispiel, an dem wir auch das
allgemeine Vorgehen klarmachen kénnen. Wir betrachten die Funktion f(z) =
2?2 und einen beliebigen Punkt a € R. Es ist zu zeigen:

lim 2% = 2.
r—a

Es sei € > 0 gegeben. Wir untersuchen zunéchst, wie wir

2

|22 —a®| < e

erreichen konnen. Es gilt

2

2 —a®|<e & |r—al |z +a <e

Der Faktor |z — a| wird beliebig klein, wenn wir « gegen a gehen lassen, nicht
so aber der Faktor |« 4 a|. Es ist aber auch gar nicht notig, auch diesen Faktor
besonders klein werden zu lassen, er darf nur nicht unbeschriankt wachsen. Wir
suchen also eine obere Schranke fiir diesen Faktor. Denn wenn wir zum Beispiel
|z + a] < 1000000 haben, so brauchen wir nur |z — a| < {g5c5055 20 verlangen.
Da wir nur = zu untersuchen brauchen, die nahe bei a liegen, kénnen wir vor-
aussetzen, dass | — a| < 1 gilt (man kénnte statt 1 auch jede beliebige andere
positive Zahl nehmen). Fiir solche z gilt dann

|z +a| < |z —a+ 24
< |z — af + 2]al
<14 2al.

Das fiihrt dazu, dass wir

0 :=min {1, _c
20al + 1

setzen. Denn dann gilt fiir alle
|t —al <0 = |2* —a®| <e.
Beispiel 1.2 Wir betrachten die Funktion

0, « irrational,
1, =z rational.

)= {

Diese Funktion hat fiir keinen Punkt a einen Grenzwert. Denn fiir jede Zahl
[ kénnen wir € = i wéihlen. Wie klein wir auch § > 0 wiéhlen, so kénnen wir
immer sowohl ein rationales als auch ein irrationales z mit | — a| < ¢ finden.

Fiir eines dieser beiden 2 kann dann nicht |f(z) — 1| < 1 gelten.

Wir formulieren und beweisen nun zwei grundlegende Sétze.

Satz 1.1 (Die Eindeutigkeit des Grenzwertes) Wennlim,_,, f(z) =1 und
lim,_,, f(z) = m ist, so gilt | = m.
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Beweis. Da dies unser erster Beweis ist, soll er ausfiihrlich dargestellt werden.
Wenn man einen Beweis beginnt, macht man sich zuerst die Voraussetzungen
klar. Dazu schreiben wir einfach die Definitionen aus:

lim f(z) =1

Tr—a

bedeutet, dass es fiir jedes € > 0 ein §; > 0 gibt, so dass fiir alle = gilt:
wenn 0 < |x — a| < §; ist, so folgt |f(z) — | < e.

Andererseits bedeutet
lim f(z) =m,

r—a

dass es fiir jedes € > 0 ein d5 > 0 gibt, so dass fiir alle x gilt:
wenn 0 < |z — a| < &2 ist, so folgt |f(z) —m| <e.

Wir muflten dabei zwei verschiedene Zahlen ¢; und d2 benutzen, da es keinen
Grund gibt, warum das J, das es in dem einen Fall tut, auch fiir den anderen
Fall geeignet ist. Wir konnen nun aber leicht schlieflen, dass es fiir alle € > 0 ein
0 > 0 gibt, so gilt fiir alle x gilt

wenn 0 < |x — a| < 4 ist, so folgt |f(z) — 1] <eund |f(x) —m| <e,

denn wir konnen einfach ¢ := min(dy, d2) wihlen.

Wir wollen nun einen Widerspruchsbeweis fiihren. Das bedeutet, dass wir
die Annahme | # m auf einen Widerspruch fithren wollen. Wir nehmen also
I # m an. Wir wollen nun ¢ so wéhlen, dass die beiden Bedingungen

[f(z) =l <eund |f(x) —m| <e

nicht beide gelten kénnen. Man mache sich an einer Skizze klar, wie wir € wéhlen
konnen. Wir wéhlen

ol |l —m)|
=
Dann folgt, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z mit 0 < |z — a| < ¢ gilt:
|l —m)| |l —m]
[f(z) = 1] < BCEE und | f(z) —m| < R

Daraus folgt aber fiir alle x mit 0 < |z —a| < §

l=m|=l—-f(x) + f(x) —m] < [l— f(z)|+[f(z)—m)]|
- [l=m| |l —m)|
2 2
= [l —m|,
ein Widerspruch. O

Satz 1.2 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) Wennlim,_,, f(z) = undlim,_, g(z) =
m ist, so gilt

(1) Timg—a(f +g)(x) = L+ m,
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(2) hmm%a(f . g)(x) =1 m,

und, wenn m # 0,
(3) limy_q (5) () = L.

Beweis. Wir beweisen nur (1). Die Beweise von (2) und (3) sind schwieriger und
sollen nicht ausgefiihrt werden.

Es sei e > 0 gegeben. Fiir den Beweis von (1) miissen wir zeigen, dass es ein
0 > 0 gibt, so dass,

wenn 0 < |z —a| < dist, [(f + g)(z) — (I +m)| < ¢ folgt.
Dabei bendtigen wir die Ungleichung

(F+9)@) —(U+m)] = |f(z)+g(x)—1—m]|
|(f(z) = 1) + (g(z) —m)]
< f(@) =1+ lg(z) —m|

Um also |(f + g)(z) — (I + m)]| kleiner als e zu machen, geniigt es, wenn wir
g

sowohl |f(x) — | als auch |g(z) — m| kleiner als § machen. Aus € > 0 folgt
5 > 0. Wegen

A

lim f(z) =1 und lim g(x) =m

gibt es ein §; > 0, so dass fiir alle z gilt:
wenn 0 < |x — a| < ¢y ist, so folgt |f(x) — | < %,
und ein dy > 0, so dass fiir alle z gilt:

wenn 0 < |z — a] < Jg ist, so folgt |g(x) — m| < %

Setzen wir jetzt 0 := min(dy, J2), so folgt fiir alle =

O<|z—al<d
= 0<|z—a|]<dund 0<|z—al<d
€
2
= [(f+9)(@) = (+m)| <|f(z) =+ ]g(x) —m| <&,

= |f(x)-1 < g und |g(z) — m| <

was zu zeigen war. O

Wir wollen nun auch noch einseitige Grenzwerte und Grenzwerte fiir  gegen
oo definieren.

Definition Es gilt lim,_ .+ f(x) =1 (I ist rechtsseitiger Grenzwert von f(x)
fiir x gegen a) gdw. es fiir jedes e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir jedes z aus
0 <z —a < folgt, dass |f(z) — ] < € gilt.

Definition Es gilt lim,_,,- f(z) = | (I ist linksseitiger Grenzwert von f(x)
fiir © gegen a) gdw. es fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fiir jedes x aus
0 <a—x < folgt, dass |f(z) — ] < e gilt.
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Abbildung 5: Die Funktion aus Beispiel 1.3

Beispiel 1.3 Wir betrachten die Funktion

-1, z<0,
1 xz > 0.

)=
Es gilt
lim f(z)=-1, lim f(z)=1, aber ilino flz) #£1

z—0~ z—0*t

fiir jede Zahl I.

Definition Es gilt lim, . f(z) = [ gdw. es fiir jedes & > 0 eine Zahl N
gibt, so dass fiir alle x aus © > N folgt, dass |f(z) — | < e gilt. Ebenso gilt
lim, o f(z) =1 gdw. es fiir jedes € > 0 eine Zahl N gibt, so dass fiir alle x
mit z < N folgt, dass |f(z) — ] < € gilt.
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2 Stetigkeit

Es soll nun der Begriff der Stetigkeit in einem Punkt definiert werden.

Definition Die Funktion f heifit im Punkt a stetig gdw.
lim f(zx) = /(o)

Beispiel 2.1 (a) Die konstante Funktion f(z) = ¢ ist in jedem Punkt ¢ € R
stetig.
(b) Die identische Funktion f(z) = z ist in jedem Punkt a € R stetig.
(c) Die Funktion f(z) = 22 ist in jedem Punkt a € R stetig.
(d) Die Funktion
-1, =<0,

)

ist in O nicht stetig.
(e) Die Funktion

1
f(z) = sin —

ist in O nicht definiert. Sie kann aber in 0 stetig erganzt werden. Denn die neue
Funktion

zsint, x#0,
F(x) = { 0, z =0,
ist in O stetig.
(f) Die Funktion
o1
f(z) =sin -

kann nicht stetig in 0 ergdnzt werden.
(g) Die Funktion

flz) = 0, « irrational,
)= 1, x rational,

ist nach Beispiel 1.2 in keinem Punkt a stetig.

Satz 2.1 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen) Wenn f und g im Punkt
a stetig sind, dann ist

(1) f+ g stetig in a,

(2) f-g stetig in a.
Gilt dariberhinaus g(a) # 0, so ist

(3) 1/g stetig in a.
Beweis. Zu (1): Da f und g im Punkt a stetig sind, gilt

lim f(z) = f(a) und lim g(x) = g(a).
Nach Satz 1.2 folgt daraus
lim (£ + g)(x) = £(a) + g(a) = (£ + 9)(a).

Das bedeutet aber gerade, dass f 4+ g im Punkt a stetig ist.
Die Beweise zu (2) und (3) gehen analog. O
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Beispiel 2.2 Aus Satz 2.1 folgt, dass die Funktion

17371' 1’3726

22 —bz+6 (x —2)(x —3)
in jedem Punkt a¢ mit Ausnahme der Stellen ¢ = 2 und a = 3, an denen sie nicht

definiert ist, stetig ist. Die Funktion kann in diesem Punkte stetig fortgesetzt
werden.

fz) =

Wir wollen nun den Begriff der Stetigkeit in einem Punkt in die e-9-Sprache
iibersetzen. Eine direkte Ubersetzung von

lim f(2) = f(a)
ware:

Fiir jedes € > 0 gibt es ein d > 0, so dass fiir alle z gilt:
wenn 0 < |z — a| < 0 ist, so folgt |f(z) — f(a)| <e.
Die Forderung 0 < |z —a| ist hierbei iiberfliissig, denn fiir z = a gilt f(z) = f(a)
und damit |f(x) — f(a)| = 0 < e. Damit erhalten wir

Satz 2.2 (e-6-Charakterisierung der Stetigkeit) Die Funktion f ist stetig
in a gdw. es fir jedes e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fir alle x aus |x —a| < 6

folgt: |f(z) — fa)] <e. =
Wir betrachten nun die Hintereinanderschaltung f o g von zwei Funktionen
f und g. Wir erinnern an die Definition: (f o g)(x) = f(g(z)).

Satz 2.3 (Verkettung stetiger Funktionen) Ist g stetig in a und f stetig
in g(a), so ist f og stetig in a. (Man beachte, dass wir verlangen, dass [ in
g(a) stetig ist, nicht in a.)

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Gesucht ist ein § > 0, so dass fiir alle z gilt:
le—al <6 = |[(fog)(®)—(fog)la)l<e
& |f(g(@) — flg(a))] <e.

Wir nutzen zunéchst die Stetigkeit von f im Punkt g(a) aus, um abzuschétzen,
wie dicht g(z) bei g(a) liegen muf}; damit diese Ungleichung erfiillt ist. Da f in
g(a) stetig ist, gibt es ein §’ > 0, so dass fiir alle y gilt

ly—gla)] <&'= [f(y) = fg(a))| <e.
Insbesondere kénnen wir hier y = g(x) einsetzen:
lg(x) — gla)] < 0" = [f(g(x)) = flg(a))] <e. (1)

Nun nutzen wir die Stetigkeit von g im Punkt a aus. Wir konnen das §’ als
unser ¢ in der Definition der Stetigkeit von g in @ nehmen. Wir schlieflen daraus,
dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z gilt:

|z —al <& = [g(z) — g(a)] < 7" (2)
Aus (1) und (2) erhalten wir das gewiinschte Resultat: Fiir alle x gilt
[z —al <0 =[f(g(x)) = flg(a))] <e.
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Beispiel 2.3 Wir betrachten erneut die Funktion

1

_Joxsing, x#0,
f(x)—{ 0, z=0.

Wir haben bereits gesehen (Beispiel 2.1), dass f stetig in 0 ist. Aus Satz 2.1
und 2.3 folgt, dass f auch in allen Punkten a # 0 stetig ist.

Nun betrachten wir Funktionen, die in allen Punkten eines Intervalls stetig
sind.

Notation Wir erinnern daran, dass
(a,b) ={z eR|a < x < b}
das offene Intervall und
[a,b] ={z € R|a <z <b}
das abgeschlossene Intervall mit Anfangspunkt a und Endpunkt b bezeichnet.

Definition FEine Funktion f heifit auf (a,b) stetig gdw. f in allen Punkten
xo € (a,b) stetig ist.
Eine Funktion f heiit auf [a,b] stetig gdw. gilt:

(1) f ist stetig in allen Punkten x¢ € (a,b),
(2) limw—>a+ f(il?) = f((l) und limw—>b_ f((E) = f(b)

Die folgende wichtige Eigenschaft der Stetigkeit werden wir noch oft anwen-
den.

Satz 2.4 Fs sei f in a stetig und f(a) > 0. Dann gibt es ein § > 0, so dass fir
alle x mit |x —a| < § gilt: f(x) > 0. Wenn f(a) <0 ist, so gibt es entsprechend
ein & > 0, so dass fir alle x mit |v —al < 9§ gilt: f(x) <O0.

Beweis. Wir betrachten den Fall f(a) > 0. Da f in a stetig ist, gibt es fiir alle
e > 0ein § > 0, so dass fiir alle z gilt:

|z —al <dé=|f(x) — fla)] <e.

Da f(a) > 0 ist, kénnen wir fiir unser € die Zahl f(a) nehmen. Also gibt es ein
0 > 0, so dass fiir alle z gilt:

|z —al <= |f(z) - fla)] < f(a).

Die letzte Ungleichung bedeutet aber, dass f(x) > 0.
Den Fall f(a) < 0 behandelt man analog oder wendet den ersten Teil auf
die Funktion —f an. O
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3 Drei grundlegende Satze

Wir formulieren in diesem Kapitel drei grundlegende Satze. Die Beweise dieser
Séatze stellen wir zunéchst zuriick.

Satz 3.1 (Zwischenwertsatz) Wenn f auf [a,b] stetig ist und c eine Zahl
zwischen f(a) und f(b) ist, dann gibt es mindestens ein x € [a,b], fir das
f(z) = c ist.

Satz 3.2 (Beschrankheitssatz) Wenn f auf [a,b] stetig ist, dann ist f auf
[a,b] beschrinkt, d.h. es gibt Zahlen K und N, so dass fir alle x € [a,b] gilt:
K < f(z) <N.

Satz 3.3 (Maximum-Minimum-Satz) Wenn f auf[a,b] stetig ist, dann nimmt
f auf [a,b] sowohl ein Mazimum M als auch ein Minimum m an, d.h. es gibt

x € [a,b] und y € [a,b] mit f(x) = M und f(y) = m und fir alle z € [a,b] gilt
m < f(z) < M.

Offensichtlich folgt Satz 3.2 aus Satz 3.3.
Wir wollen uns zunéchst klarmachen, dass die Aussagen dieser Sétze nicht
zu gelten brauchen, wenn f in einem Punkt des Intervalls [a, b] nicht stetig ist.

Beispiel 3.1 Es sei

Fz) = -1 fir —3<z<0,
o 1 fir0 <z <3.

Dann ist f in jedem Punkt von [—3, 3] mit Ausnahme von 0 stetig. Die Funktion
f nimmt keinen Wert ¢ mit —1 < ¢ < 1 an.

Beispiel 3.2 Es sei

L fir0<a<l,
f(m)—{ 0 firz=0.

Dann ist f in allen Punkten von [0, 1] mit Ausnahme von 0 stetig. Die Funktion
f ist nicht nach oben beschréankt.

Beispiel 3.3 Es sei

f(z) = 22 fir0<z<l1,
=10 firl<z<o

Dann ist f in allen Punkten von [0,2] aufler in 1 stetig. Die Funktion f ist
beschriankt, nimmt aber kein Maximum an.

Wir betrachten nun eine Anwendung des Zwischenwertsatzes.

Satz 3.4 Jede positive Zahl besitzt eine Quadratwurzel, d.h. fir jede Zahl o > 0
gibt es eine Zahl x > 0 mit 22 = .
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Beweis. Es sei a > 0 gegeben. Wir betrachten die Funktion f(x) = 2. Diese
Funktion ist nach Beispiel 2.1 (c) {iberall stetig. Dann kann die Behauptung
des Satzes so formuliert werden: Die Funktion f nimmt den Wert o an. Um
den Zwischenwertsatz anwenden zu kénnen, miissen wir a und b finden, so dass
fla) < a < f(b) ist. Wegen f(0) = 0 und a > 0 kénnen wir ¢ = 0 wéhlen.
Da f fir = gegen oo unbeschrankt wéchst, konnen wir auch ein b finden mit
a < f(b). Genauer gilt folgendes. Wenn « > 1 ist, wahlen wir b = « (denn
dann gilt f(b) = a® > a), und wenn « < 1 ist, wihlen wir b = 1. (Fiir a = 1
gilt 12 = 1.) Wenden wir nun den Zwischenwertsatz auf die Funktion f und das
Intervall [a,b] an, so folgt, dass es ein x € [a,b] mit f(z) = « gibt. O

Wie findet man nun in der Situation des Zwischenwertsatzes so ein x mit
f(z) = ¢? Der Zwischenwertsatz selber sagt dariiber nichts aus. Die einfachste
Methode, so ein & naherungsweise zu bestimmen, ist die sogenannte Bisektion-
smethode. Um sie darzustellen, betrachten wir die folgende Situation.

Es sei f auf [a, b] stetig und

fla) <0< f(b) oder f(b) <0< f(a).

Gesucht ist eine Losung z der Gleichung f(z) = 0 im Intervall [a,b]. Der
Zwischenwertsatz besagt, dass die Gleichung f(z) = 0 mindestens eine Losung
in [a, b] hat. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass nur eine solche Losung
existiert. Wir nennen sie £. Die Bisektionsmethode ist ein iterativer Prozef,
um einen Naherungswert fiir £ zu bestimmen.

Zu Beginn setzen wir a1 := a und b; := b. Nun halbieren wir das Intervall
[a1,b1]. Essei my := a1+ blfT‘“ der Mittelpunkt von [a1, b1]. Gilt f(m1) =0, so
ist £ := my die gesuchte Losung und wir sind fertig. Andernfalls ist f(mq) > 0
oder f(my) < 0. Haben f(a;) und f(m;) verschiedene Vorzeichen, so mufl nach
dem Zwischenwertsatz das gesuchte £ im Intervall [aq,m1] liegen und wir setzen
as := a; und by := my. Andernfalls mufl £ in [mq,bq] liegen und wir setzen
as = My und b2 = bl.

Nun halbieren wir das Intervall [ag, bo]. Es sei mg := ag + bTTaz der Mit-
telpunkt von [ag, bs]. Gilt f(mg) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls setzen
wir [ag, b3 := [az, m2] oder [as, b3] := [ma, ba], je nachdem ob f(az) und f(ms)
oder f(mg) und f(be) verschiedene Vorzeichen haben. Nun halbieren wir wieder
[as, bs] usw.

Nach n Halbierungen untersuchen wir den Mittelpunkt m,, des Intervalls
[an,by]. Wir kénnen dann sicher sein, dass

|£_mn§;(bn_an):;<bn_1;an_l) :---:b_a

ist. Wenn wir also £ durch m,, bis auf einen Fehler ¢ > 0 anndhern wollen, so
miissen wir n Iterationsschritte ausfithren, wobei
b—a
2n

<e€
ist.

Beispiel 3.4 Wir betrachten die Funktion f(z) = 2% —2. Nach Satz 3.4 besitzt
die Gleichung f(z) = 0 eine Losung, nimlich z = /2. Da f(1) < 0 und f(2) > 0
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Figure 6: Die Bisektionsmethode

ist, konnen wir v/2 durch Anwenden der Bisektionsmethode auf das Intervall
[1,2] abschédtzen. Angenommen, wir wollen V2 bis auf einen Fehler von 0,15
abschétzen. Dazu brauchen wir mindestens n Iterationsschritte, wobei

2—-1
on

< 0,15

ist. Das ist aber der Fall, wenn n > 3 ist.
ap =1, b1:2, my=1,5 : f(m1)10,25>0
as =1, bo =1,5, mg=1,25 f(mg) =—-0,4375<0
a3 =1,25, b3 =1,5, mz=1,375

Wir schliefen daraus, dass v/2 von ms = 1, 375 mit einer Genauigkeit von 0,15
approximiert wird.
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4 Supremum, Infimum

Es sollen nun wichtige neue Begriffe eingefithrt und die wichtigste Eigenschaft
der reellen Zahlen betrachtet werden.

Definition Eine Menge A von reellen Zahlen heifit nach oben beschrinkt gdw.
es eine Zahl x gibt, so dass

a<gzfiralleaec A

gilt. Eine solche Zahl z heifit eine obere Schranke fir A.

Definition FEine Zahl = heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von A
(in Zeichen x = sup A) gdw. gilt:

(i) « ist eine obere Schranke von A, und

(ii) wenn y eine obere Schranke von A ist, so gilt x < y.

Satz 4.1 (Eindeutigkeit des Supremums) Sind x undy kleinste obere Schranken
von A, so gilt x = y.

Beweis. Es gilt
z <y,

da y eine obere Schranke und x eine kleinste obere Schranke von A ist, und
y<u,

da z eine obere Schranke und y eine kleinste obere Schranke von A ist. Deshalb
folgt x = y. O

Wegen Satz 4.1 kénnen wir von dem Supremum von A sprechen.

Definition FEine Zahl x heisst Maximum von A (in Zeichen x = max A), falls
(i) « ist Supremum von A,
(i) =z € A.

Entsprechend konnen wir definieren:

Definition Eine Menge A von reellen Zahlen heifit nach unten beschrdnkt gdw.
es eine Zahl x gibt, so dass

rz<afiraleac A

gilt. Eine solche Zahl x heif3t eine untere Schranke fiir A.

Definition Eine Zahl z heifit gréfite untere Schranke oder Infimum von A (in
Zeichen x = inf A) gdw. gilt:

(i) @ ist eine untere Schranke von A, und

(ii) wenn y eine untere Schranke von A ist, so gilt y < x.
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Wie im Fall des Supremums kann man auch im Fall des Infimums zeigen,
dass das Infimum, wenn es existiert, eindeutig bestimmt ist.

Definition Eine Zahl z heisst Minimum von A (in Zeichen z = min A), falls
(i) « ist Infinum von A,

(i) = € A.

Definition Eine Menge A heifit beschrinkt gdw. A nach oben und nach unten
beschrankt ist.

Beispiel 4.1 Es sei f eine Funktion, die auf [a, b] definiert ist. Wir betrachten
die Menge

A= {f(@) |2 € 0,5},
Dann ist f genau dann auf [a, b] beschrénkt, wenn A beschréankt ist. Die Funk-

tion f nimmt auf [a,b] genau dann ein Maximum und ein Minimum an, wenn
A ein Maximum und ein Minimum besitzt.

Beispiel 4.2 (a) Die leere Menge ist nach oben beschréinkt. Denn jede Zahl
ist eine obere Schranke fiir (): Die Bedingung

a <z fiir jedes a €0

ist einfach deswegen erfiillt, weil es kein a € () gibt. Da jede Zahl eine obere
Schranke fiir () ist, gibt es offensichtlich keine kleinste obere Schranke.
(b) Es sei
A:={rcR|z?* <2}

Dann ist A nach oben beschrankt, V/2 ist eine obere Schranke von A und dies
ist auch das Supremum von A.
Beweis. Die Zahl v/2 ist eine obere Schranke von A, denn fir alle z gilt

?<2s |z < V2

Diese Zahl ist auch die kleinste obere Schranke: Angenommen, a < V2 wire
auch eine obere Schranke von A. Diese Annahme fithren wir zum Widerspruch,
indem wir ein A mit 0 < h < 1 so bestimmen, dass o + h € A gilt. Es gilt

at+hcAs (a+h)?<2e2ha+h?<2-a%
Wegen h < 1 gilt
2ha + h? < 2ha + h.

Setze

2—a?

200+ 1"

Wegen 1 < o < v/2 gilt 0 < h < 1 und nach Konstruktion von h gilt o +h € A.
(c) Es sei

2ha+h=2—-a?dh h:=

A={zeQl|z® <2}

Dann ist A nach oben beschrankt, z.B. ist 2 eine obere Schranke von A, aber A
hat kein Supremum in Q.
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Wir sehen an diesem Beispiel, dass im allgemeinen eine nicht leere, nach oben
beschrankte Menge kein Supremum zu haben braucht. Es ist eine besondere
FEigenschaft der reellen Zahlen, dass jede nicht leere, nach oben beschrankte
Menge ein Supremum besitzt. Diese Eigenschaft ist so grundlegend, dass wir
sie nicht ableiten kénnen, sondern als Axiom betrachten miissen.

Axiom (Das Supremumsaxiom) Jede nicht leere, nach oben beschrinkte
Menge von reellen Zahlen besitzt ein Supremum.

Wie wir in Beispiel 4.2 (c) gesehen haben, besitzen die rationalen Zahlen
diese Eigenschaft nicht.

Wir sind nun in der Lage, den Zwischenwertsatz zu beweisen. Es reicht, den
folgenden Satz zu beweisen.

Satz 4.2 Ist f auf [a,b] stetig und f(a) < 0 < f(b), dann gibt es eine Zahl
x € [a,b] mit f(x)=0.

Ableitung von Satz 3.1 aus Satz 4.2.. Es sei f(a) < ¢ < f(b). Dann setze
g(x) := f(x) — c. Dann ist g auf [a, b] stetig und es gilt g(a) < 0 < g(b). Nach
Satz 4.2 gibt es ein x € [a,b] mit g(x) = 0. Das bedeutet aber f(z) = c.

Gilt f(b) < ¢ < f(a), so betrachte man g(z) := ¢ — f(x). O

Beweis von Satz 4.2.. Definiere
A :={z € [a,b] | f negativ auf dem Intervall [a, z]}.

Dann ist A # 0, da a € A. Tatsachlich folgt aus Satz 2.4 und der Vorausset-
zung f(a) < 0, dass es ein § > 0 gibt, so dass A alle Punkte x mit a <2 < a+9
enthalt.

Die Menge A ist nach oben beschrankt, da b eine obere Schranke fiir A ist.
Tatséchlich folgt wieder aus Satz 2.4 und der Voraussetzung f(b) > 0, dass es
ein § > 0 gibt, so dass alle Punkte x mit b — § < z < b obere Schranken von A
sind.

Aus dem Supremumsaxiom folgt daher, dass A ein Supremum « besitzt. Aus
den obigen Bemerkungen folgt a < a < b. Wir wollen f(a) = 0 zeigen. Dazu
fithren wir die Annahmen f(a) > 0 und f(a) < 0 zum Widerspruch.

Angenommen, f(«) < 0. Nach Satz 2.4 gibt es ein § > 0, so dass f(z) <0
fir alle x mit « — 0 < ¢ < a4+ § gilt. Nun gibt es eine Zahl xy in A mit
a—0 < xg < a, denn sonst wire « nicht die kleinste obere Schranke. Das
bedeutet, dass f auf dem ganzen Intervall [a,xo] negativ ist. Ist andererseits
x1 eine Zahl mit @ < 21 < o+ 4, so ist f auch negativ auf [zg,21]. Daher ist
f negativ auf dem Intervall [a, 21]. Das bedeutet aber, dass z1 in A liegt. Das
steht aber im Widerspruch zu der Tatsache, dass « eine obere Schranke von A
ist. Also war die Annahme f(a) < 0 falsch.

Angenommen, f(a) > 0. Nach Satz 2.4 gibt es dann ein § > 0, so dass
f(z) >0 fir alle x mit @« — 0 < x < a + 0 gilt. Wie oben schlielen wir, dass es
dann ein 25 in A mit @ —§ < zy < « gibt. Das bedeutet aber, dass f auf [a, z¢]
negativ ist. Das ergibt aber einen Widerspruch zu f(zg) > 0. Also war auch
die Annahme f(a) > 0 falsch, und es bleibt als einzige Moglichkeit f(«) = 0
iibrig. O
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Die Beweise der Sétze 3.2 und 3.3 verlaufen nach einem dhnlichen Muster
und sollen hier nicht gegeben werden.
Wir wollen nun noch andere Folgerungen aus dem Supremumsaxiom darstellen.

Satz 4.3 Die Menge N der naturlichen Zahlen ist nicht nach oben beschrankt.

Beweis. Angenommen, N ist nach oben beschrankt. Da N # (), gibt es dann ein
Supremum « fiir N. Es gilt also

n <« firallen € N.
Andererseits gibt es ein ng € N mit
ng > o — 1,

denn sonst ware o — 1 obere Schranke von N im Widerspruch dazu, dass « die
kleinste obere Schranke von N ist. Fiir ng gilt also

no+ 1> a,

ein Widerspruch. O

Satz 4.4 (Satz von Archimedes) Zu jedem a € R mit a > 0 und jedem
b e R gibt es ein n € N, so dass na > b gilt.

Beweis. Andernfalls wiirde fiir alle n € N

Q|

na<b dh n<

gelten, g wire also eine obere Schranke fiir N. O

Satz 4.5 Zu jedem € > 0 gibt es eine natirliche Zahl n # 0 mit % <e.

Beweis. Da 1
—<e&ne>1,
n

folgt die Behauptung aus dem Satz von Archimedes mit ¢ =& und b = 1. O
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Figure 7: Steigung der Sekante von (a, f(a)) nach (a + h, f(a + h))

5 Differenzierbarkeit

Wir kommen nun zur Definition der Differenzierbarkeit.

Anschaulich gibt die Ableitung von f im Punkt a die Steigung der Tan-
gente an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) an. Man erhélt diese Steigung
als Grenzwert der Steigungen der Sekanten durch (a, f(a)). Die Sekante von
(a, f(a)) nach (a + h, f(a+ h)) hat die Steigung

fla+h) - f(a)
- :

Definition Die Funktion f heifit differenzierbar in a gdw.

i flath) — f(a)

existiert.
h—0 h

In diesem Fall wird dieser Grenzwert mit f’(a) bezeichnet und heifit die Ableitung
von f in a.

Wir nennen f differenzierbar gdw. f in jedem Punkt a aus dem Definitions-
bereich von f differenzierbar ist.

Beispiel 5.1 Die Funktion
a?sini  fiir z #0,
0 fir z =0,
ist in O differenzierbar, denn es gilt

_ h2sin 1
lim M — lim S
h—0 h h—0 h

1
= lim hsin —
h—0

h
= 0.
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1
T

Figure 8: f(z) = 2%sin

Also gilt f'(0) = 0.
Eine in a stetige Funktion braucht nicht in a differenzierbar zu sein.

Beispiel 5.2 Die Funktion

xsinl  fiir x £0,

f(x)_{ 0 fiir z = 0,

ist in O stetig. Sie ist aber in a nicht differenzierbar, denn es gilt fiir h # 0

f(h) = f(0) hsin% :sinl

h h h

Wir haben aber bereits gezeigt, dass die Funktion sin% in 0 keinen Grenzwert
hat.

Obwohl nicht jede stetige Funktion differenzierbar ist, ist jede differenzier-
bare Funktion stetig.

Satz 5.1 Wenn f in a differenzierbar ist, so ist f auch in a stetig.

Beweis.

lim f(a+h) - f(a) = lim

h—0 h
— g LN @
h—0 h h—0
= f'(a)-0
0.

Man sieht aber sofort, dass

lim f(a+h) — f(a) = 0 & lim f(z) = f(a).

r—a
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Also ist f in a stetig. O

Wir stellen nun die wichtigsten Ableitungsregeln zusammen, die Sie in CAL-
cuLuUs A gelernt haben.

Satz 5.2 (Ableitungsregeln) (a) (Ableitung von Summen) Sind f und g
in a differenzierbar, so ist auch f + g in a differenzierbar und es gilt

(f +9)'(a) = f(a) + g'(a).

(b) (Produktregel) Sind f und g in a differenzierbar, so ist auch f - g in a
differenzierbar und es gilt

(f -9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

(c¢) (Quotientenregel) Sind f und g in a differenzierbar und ist g(a) # 0, so
ist auch g in a differenzierbar und es gilt

(f)' (@) f'(a) - g(a) — f(a) - g'(a)

)

(d) (Kettenregel) Ist g in a differenzierbar und f in g(a), so ist auch fog in
a differenzierbar und es gilt

(fog)(a)= f'(g9(a))-g'(a).

(e) (Ableitung der Umkehrfunktion) Es sei f eine auf einem Intervall definierte
stetige injektive Funktion. Dann besitzt f eine Umkehrfunktion f~1. Wir
nehmen an, dass f in f~1(b) differenzierbar ist und dort die Ableitung

F/(f~1(b)) # 0 besitzt. Dann ist =1 in b differenzierbar und es gilt

Ist f differenzierbar, so konnen wir eine neue Funktion f’ bilden.

Definition Es sei f eine differenzierbare Funktion, die auf einem Intervall
(a,b) definiert ist. Dann heiit f stetig differenzierbar gdw. die Funktion f’
stetig ist. Ist f’ sogar differenzierbar, so sagt man, f ist zweimal differenzierbar.
Die Ableitung von f’ wird dann die zweite Ableitung von f genannt und mit
/" bezeichnet. Solange Differenzierbarkeit vorliegt, konnen wir auch f"”' usw.
bilden. Die n-te Ableitung schreibt man f(™).

In Tabelle 1 sind die wichtigsten in CALCULUS A betrachteten Funktionen
und ihre Ableitungen zusammengestellt.

Bezeichnung Anstelle der Bezeichnung f’ verwendet man auch die auf G. W. Leib-

niz (1646-1716) zuriickgehende Schreibweise

dy d
T oder %f(x)
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Table 1: Funktionen aus CALCULUS A und ihre Ableitungen

/ D f!

er R er

Inx x>0 %

sin R Ccos T

cos T R —sinx

tan r# L +rk, kel coslzw

cotx r# 7wk, k€Z 5

arcsinz | [—1,1] L o#-1,1

k) \/17727 k)

arccosz | [—1,1] \/%, x#-1,1
1

arctanz | R 7

arccotr | R 1_7_3102

Die Ableitung f’(a) an einer Stelle a driickt sich in dieser Schreibweise wie folgt

aus:

dy(a)
de

Die héheren Ableitungen schreiben sich

ay _
dz?
oder
d? d
el =4 |

dzx

) 22
@], i) -

(d2y> usw
dz? )’ '

2 |amlr@] .
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6 Die Bedeutung der Ableitung

Wir wollen in diesem Kapitel diskutieren, inwieweit man aus der Kenntnis der
Ableitung Riickschliisse tiber die Funktion f ziehen kann.
Zunachst beschéaftigen wir uns mit Extremwerten.

Definition Es sei f eine Funktion und A eine Menge von Zahlen, die im
Definitionsbereich von f enthalten ist.
Ein Punkt x € A heifit eine Maximumstelle von f auf A gdw.

fly) < f(z) fiir alle y € A.

Die Zahl f(z) wird dann ein Mazimum von f auf A genannt. Man sagt auch,
f nimmt auf A sein Mazimum in x an.
Ein Punkt z € A heifit eine Minimumstelle von f auf A gdw.

f(z) < f(y) fir alle y € A.

Die Zahl f(z) wird dann ein Minimum von f auf A genannt. Man sagt auch, f
nimmt auf A sein Minimum in x an.

Definition Es sei f eine Funktion und A eine Menge von Zahlen, die im
Definitionsbereich von f enthalten ist. Ein Punkt z € A heifit eine lokale
Mazimumstelle (Minimumstelle) fur f auf A gdw. es ein § > 0 gibt, so dass z
eine Maximumstelle (Minimumstelle) fiir f auf

An(z -6,z +9)
ist.
Satz 6.1 (Lokales Extremwertkriterium) Es sei [ eine Funktion, die auf

(a,b) definiert ist. Hat f in x eine lokale Mazimum- oder Minimumstelle und
ist f in x differenzierbar, dann ist f'(z) = 0.

Beweis. Wie betrachten den Fall, dass f eine lokale Maximumstelle in x hat.
Es sei 0 > 0 so gewdhlt, dass x eine Maximumstelle fiir f auf (x — §,x + 9) ist.
Dann gilt fiir alle h mit |h| < ¢

fl@+h) < f(),

also
flx+h) = f(z) <0.
Wenn h > 0 ist, gilt daher

flz+h) - f(x)

L S 03
also
i ST =)
h—0t h
Andererseits gilt, wenn h < 0 ist,
fah) —f@)

h — )
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also
L k) = f()

> 0.
h—0- h

Nach Voraussetzung ist f in x differenzierbar. Das bedeutet, dass diese
beiden Grenzwerte iibereinstimmen und gleich der Ableitung f'(x) in z sein

miissen. Es folgt, dass
f(z) <0und f'(x) >0,

also f'(z) = 0.
Der Beweis fiir eine lokale Minimumstelle geht analog oder kann auf den
anderen Fall zuriickgefiithrt werden (wie?). O

Satz 6.1 liefert ein notwendiges Kriterium fiir eine lokale Extremstelle: f/(x) =
0.

Definition Ein kritischer Punkt einer differenzierbaren Funktion f ist eine
Zahl z, so dass

f'(@) =0.
Der Funktionswert f(z) an einem kritischen Punkt x heifit ein kritischer oder
stationdrer Wert von f.

Bei der Extremwertbestimmung geht man also wie folgt vor. Es sei f eine
Funktion, die auf [a, b] definiert und auf (a,b) differenzierbar ist. Um die Max-
ima und Minima von f zu finden, miissen zwei Arten von Punkten betrachtet
werden:

(1) die kritischen Punkte von f auf (a,b),
(2) die Randpunkte a und b des Intervalls.
Beispiel 6.1 Wir betrachten die Aufgabe, die Extremwerte der Funktion
f(z) = 2* — z auf dem Intervall [—1, 2]

zu bestimmen. Es gilt
fl(x) = 31'2 - ]-7

die kritischen Punkte sind also \/g und —\/g . Beide Punkte liegen in (—1,2),
also haben wir als Kandidaten fiir mogliche Extremstellen

® -/3 /5

(2) -1, 2.

b =2 E b =2 L sy =0 s =

Also nimmt f das Minimum f%\/g in \/g und das Maximum 6 in 2 an.

Es gilt

Wir behandeln nun grundlegende Séatze tiber differenzierbare Funktionen.
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Satz 6.2 (Satz von Rolle) Es sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf
(a,b). Gilt f(a) = f(b), dann gibt es eine Zahl x € (a,b), so dass f'(x) = 0.

Beweis. Da f auf [a, b] stetig ist, nimmt f nach dem Maximum-Minimum-Satz
auf [a, b] ein Maximum und ein Minimum an.

Wird das Maximum in einem Punkt € (a,b) angenommen, so gilt nach
Satz 6.1 f'(x) = 0 und wir sind fertig.

Wird das Minimum in einem Punkt x € (a,b) angenommen, so gilt wieder
nach Satz 6.1 f'(x) = 0.

Ansonsten werden sowohl Maximum als auch Minimum an den Randpunkten
des Intervalls [a, b] angenommen. Da aber nach Voraussetzung f(a) = f(b) ist,
sind Maximum und Minimum von f gleich und f ist eine konstante Funktion.
Fiir eine konstante Funktion f gilt aber f/(z) = 0 fiir alle € (a, ). O

Satz 6.3 (Mittelwertsatz) Wenn f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf
(a,b) ist, dann gibt es eine Zahl x € (a,b), so dass

oy - LO=110)
e )= o) - (L) - o)
b—a
Die Funktion & ist stetig auf [a, 5] und differenzierbar auf (a,b) und es gilt
ha) = fla)

wo = 10~ (P om0 = s

Wir kénnen daher den Satz von Rolle auf h anwenden. Aus diesem Satz folgt,
dass es ein z € (a,b) gibt, so dass

0="n(z)=f(x) - W
also )

d

Korollar 6.1 Ist f auf einem Intervall definiert und differenzierbar und gilt
f'(z) =0 fir alle x in dem Intervall, so ist f auf dem Intervall konstant.

Beweis. Es seien a und b zwei beliebige Punkte des Intervalls mit a < b. Nach
dem Mittelwertsatz existiert ein x € (a, b) mit

1) = f(a)

Py =10

Nach Voraussetzung gilt aber f/(z) = 0 fiir alle z in dem Intervall, also

1)~ fla)

0:
b—a
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Daraus folgt aber f(a) = f(b). Da a und b beliebige Punkte des Intervalls mit
a < b waren, mufl der Wert von f auf je zwei Punkten des Intervalls der gleiche
sein, f muf} also auf dem Intervall konstant sein. O

Korollar 6.2 Es seien f und g differenzierbare Funktionen, die auf dem gle-
ichen Intervall definiert sind. Gilt f'(x) = ¢'(x) fir alle x aus dem Intervall,
dann gibt es eine Zahl ¢, so dass f = g + c gilt.

Beweis. Man wende Korollar 6.1 auf die Funktion h := f — g an. O

Definition Eine Funktion f wird

(a) auf dem Intervall I als streng monoton wachsend bezeichnet gdw. fiir zwei
beliebige Zahlen a, b aus I

fla) < f(b) fir a < b ist.

(b) auf dem Intervall I als streng monoton fallend bezeichnet gdw. fir zwei
beliebige Zahlen a, b aus 1

fla) > f(b) fira <bist.
Korollar 6.3 Es sei f auf einem Intervall I definiert und differenzierbar.

(a) Gilt f'(x) > 0 fir alle x € I, so ist f auf I streng monoton wachsend.

(b) Gilt f'(z) <0 fiir alle x € I, so ist f auf I streng monoton fallend.

Beweis. Wir betrachten den Fall f/(z) > 0. Es seien a und b zwei beliebige
Punkte aus I mit a < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein x € (a,b) mit

/ _ f(b) — f(a)
Da f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b) ist, gilt
) - 1@ _,
b—a
Wegen b — a > 0 folgt aber f(b) > f(a).
Der Beweis fir f/(z) < 0 geht analog. O

Satz 6.4 Es sei [ auf einem Intervall I definiert und differenzierbar. Fir einen
Punkt a € I gelte f'(a) = 0.

(a) Ist f"(a) >0, so hat f in a ein lokales Minimum.

(b) Ist f"(a) <0, so hat f in a ein lokales Mazimum.
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Beweis. Nach Definition gilt

fa+h) ~ f'(a)

7 BT
fla) = lim h
Da f’(a) = 0 gilt, folgt
_f'la+h)
" _
f(a) = Jim —=—

Wir nehmen nun an, dass f”/(a) > 0. Dann muf} der Quotient

f'la+h)
h

fiir hinreichend kleines h positiv sein, d.h.

f'(a+ h) muB fir hinreichend kleines h > 0 positiv sein
und f’(a + h) muB fir hinreichend kleines i < 0 negativ sein.

Nach Korollar 6.3 folgt daraus, dass f auf einem Intervall rechts von a streng
monoton wachsend und auf einem Intervall links von a streng monoton fallend
sein mufl. Also hat f in a ein lokales Minimum.

Der Beweis fiir den Fall f”(a) < 0 verlauft analog. O

Zum Abschlufl dieses Abschnittes betrachten wir noch eine Anwendung auf
die Grenzwertberechnung. Bei der Bestimmung von Grenzwerten stof3t man oft
auf Grenzwerte der Form

i
im

z—a g(z)

)

wobei
lim f(z) =0 und lim g(x) = 0.

r—a rT—a

Solche Grenzwerte nennt man Grenzwerte vom Typ ” %”. Eine wichtige Methode
zur Behandlung solcher Grenzwerte gibt der folgende Satz an.

Satz 6.5 (L’Hopitalsche Regel) Angenommen

lim f(z) =0 und lim g(x) =0

und lim,_., g:g)) existiert. Dann existiert auch lim,_., % und es gilt
!
lim —f(x) = lim (@)

a=a g(z) a—ag(z)
Beispiel 6.2 Nach der Regel von L'Hopital gilt

. sinx . cosx
lim = lim =1.
z—0 I z—0 1

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir eine Verallgemeinerung des Mittel-
wertsatzes.
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Satz 6.6 (Cauchyscher Mittelwertsatz) Die Funktionen f und g seien auf
[a,b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Ist g’ nirgendwo 0 in (a,b), so gibt es
ein x € (a,b), so dass

gilt.

Beweis. Da ¢’ in (a,b) keine Nullstelle besitzt, folgt nach dem Satz von Rolle,
dass g(a) # g(b) ist, d.h. der Nenner in der Behauptung wird nicht Null. Man
wende dann den Satz von Rolle auf die Funktion

an. O

Beweis von Satz 6.5.. Die Behauptung ergibt sich wie folgt:

im = lim lim f’(x)
b—at g(b) b—at g(b) -0 z—at g’(x)

fO) _ i f(b) =0 [CMWS]
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7 Folgen
Wir betrachten nun (unendliche) Folgen von Zahlen
ap, a1, 02,03, . ...
Dabei stehen die drei Piinktchen fiir ”unendlich oft so weiter”.

Bezeichnung Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen Zahlen ein-
schliellich der Null, also
N=1{0,1,2,3,4,...}.

Manchmal nimmt man bei N die Null auch nicht dazu.

Definition Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Funktion n —
an, deren Definitionsbereich N ist.

Bezeichnung (a,),en oder ag,ay,as,. . ..

Bemerkung 7.1 Es spielt im Prinzip keine Rolle, mit welchem Index man
beginnt. Es sei ng € Z. Dann bezeichnet man (ay, )n>n, oder

QAngs Ang+1) Ang+25 - - -

auch als Folge.

Beispiel 7.1 (a) Es sei a, = 1 fiir alle n € N. Man erhélt die konstante Folge

d)ap==2, (n>1):1,5,%,%,....
(c)
—L_ fiir n ungerade 111111
n — n+2 . ’ >1) =, =, =, —, =, =
“ { L fiir n gerade, (n=1) 372’5476
d)a,=(-1)":1,-1,1,-1,1,—-1,....
(e)
n  fiir n ungerade 1.1 _1
= " (n>1):1,2,3,-.5,-,.
i { L fiir n gerade, (n21) 1’2’3’4’5’6’
(f) Durch
ay = 23
1 2
Upt1 = § an + a
wird eine Folge rekursiv definiert: 2, %7 %, %, e

Definition FEine Folge (a,)neny heilit konvergent gegen [ (in Zeichen
lim,, o0 an, = 1) gdw. es fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, so dass fiir
alle n > N gilt: |a, — | < e. Man sagt auch, die Folge konvergiert gegen .
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Auch hier ist es wichtig, sich die logische Struktur klarzumachen. Deswegen
schreiben wir auch diese Definition noch einmal in Kurzform hin:

lim a, =l<=Ve>03INeNVn>N |a, — | <e.

Eine andere Formulierung: Es gilt lim,,_, a, = [ gdw. in jeder e-Umgebung
(e > 0) von [ liegen fast alle Glieder der Folge. Hierbei nennt man das Intervall
(l—el+e)={zeR||jlz-1<e}

eine e-Umgebung von [. Fuast alle bedeutet alle bis auf endlich viele.

Definition Eine Folge heifit divergent gdw. sie gegen keine reelle Zahl kon-
vergiert.

Wir untersuchen nun die Beispiele auf Konvergenz bzw. Divergenz.
Beispiel 7.1 (a): Es gilt lim, o a, = 1.
Beispiel 7.1 (b): Wir zeigen lim,,_ % = 0. Es sei € > 0 beliebig vorgegeben.
Wir miissen ein N € N finden, so dass fiir alle n > N gilt

——0l=—<e.
n n

1 ‘ 1

Es sei N € N mit % < €. Eine solche Zahl existiert nach Satz 4.5. Dann gilt

fur allen > N .

< 1
SN <e.
Beispiel 7.1 (c): Es gilt ebenfalls lim,,_, a, = 0.
Beispiel 7.1 (d): Wir zeigen, dass die Folge ((—1)")nen divergent ist. Dazu
ist zu zeigen, dass sie gegen kein [ € R konvergiert. Es sei [ € R. Setze ¢ := 1.
Ist I > 0 und NV € N gegeben, so gilt fiir ungerade n mit n > N

lap, =1l|=|—-1=1=1+1>1.
Ist I <0 und N € N gegeben, so gilt fiir gerade n mit n > N
la, =1 =11=1] =14+ (=) > 1.

Bevor wir die anderen Beispiele untersuchen, notieren wir einige einfache
Sétze, deren Beweis analog zu den Beweisen der entsprechenden Satze aus Ab-
schnitt 1 ist.

Satz 7.1 (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Gilt lim, .. a, = [ und
lim,, oo @ =m, so gilt l =m.

Satz 7.2 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) Wennlim, o a, = undlim, . b, =
m ist, so gilt

(1) limy—oo(an + b)) =1+ m,

(2) limy—oo(an - by) =1-m.

Wenn m # 0, dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt b, # 0, und
die Folge (§*)n>n ist konvergent und
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(3) limy oo () = L.
Beweis. Es sei € > 0 gegeben. Wir betrachten
|anby, — Im| = |anb, — apm + apm — Im| < |ay||b, — m| + |ml|a, — .
Es gibt zunéchst ein Ny, so dass fiir alle n > N; gilt
lan, — 1| < 1,

also
Janl < 1]+ Jan — 1] < |1 + 1.

Damit gilt fiir n > Ny:
zlanby — Im| < by, —m|(|l] + 1) + [m||an — 1. (3)
Wir sehen
B € — €
= =, 2 = T -
2(|m[+1) 2|1 + 1)
Dann gibt es Na, N3, so dass gilt

€1

lan, =1 < e fiir n> Ny
|bp, —m| < &g fiir n>Ns.

Schlieflich sei N := max {Ny, N3, N3}. Dann folgt aus (3) fiir n > N

e €
wby—lm| < =+ =
la m|<2—|—2 €

|

Satz 7.3 Es sei lim,, o0 ap =1, lim, oo b, = m und a, < b, fir fast alle n.
Dann gilt | < m.

Beweis. Angenommen, m < [. Dann ist € := Z_Tm > 0 und es gibt N,M € N
mit

la, =1 < efirn>N

b, —m| < efirn>M
Fiir n > max{N, M} gilt dann

ap >1l—eund b, <m+e.

Wegen | — e = m + ¢ folgt daraus aber b,, < a,, ein Widerspruch. O

Satz 7.4 (Einzwangungssatz) Fir fast alle n gelte
an < by <cp.
Gilt lim,, o0 ap, = 1 und lim,, . ¢, =1, so gilt auch lim,_,., b, = [.

Beweis. Es sei € > 0 gegeben. In der e-Umgebung von [ liegen fast alle Glieder
der Folgen (a,) und (¢, ). Wegen a,, <b,, < ¢, gilt dasselbe fiir die Folge b,,. O
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Definition Eine Folge (a;,)nen heifit
e monoton wachsend gdw. a, < a,41 fir alle n € N gilt.
e monoton fallend gdw. a,, > a,41 fiir alle n € N gilt.

e nach oben beschrinkt gdw. es eine Zahl M € R gibt, so dass a, < M fir
alle n € N gilt.

e nach unten beschrinkt gdw. es eine Zahl m € R gibt, so dass m < a,, fiir
alle n € N gilt.

e beschrdankt gdw. sie nach oben und unten beschrénkt ist.
Satz 7.5 Jede konvergente Folge ist beschrdankt.

Beweis. Es sei lim,, .o a, = [. Dann gibt (vgl. den Beweis von Satz 7.2) es ein
N €N, so dass fir alle n > N gilt

lan| < |I] + 1.

Es sei
M := max{|ag|, |a1], ..., lany—1], [I| + 1}.

Dann gilt
lan| < M fur alle n € N.

O
Bemerkung 7.2 Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, siehe Beispiel 7.1 (d).

Beispiel 7.1 (e): Wegen a,, = n fiir n ungerade ist die Folge nicht beschrinkt,
also nicht konvergent.

Satz 7.6 (Ein Konvergenzkriterium) Jede monoton wachsende und nach
oben beschrdinkte Folge ist konvergent. Jede monoton fallende und nach unten
beschrdinkte Folge ist konvergent.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass (a)neny monoton wachsend und nach
oben beschriankt ist. Es sei

A:={a,|n e N}

Dann ist A nicht leer und nach oben beschrinkt, besitzt also nach dem Supre-
mumsaxiom ein Supremum .

Behauptung: lim, . a, = a.

Beweis: Es sei € > 0 gegeben. Dann gibt es ein N € N mit

a—e<any <aq,

denn sonst wére « nicht die kleinste obere Schranke von A. Da (a,) monoton
wachsend ist, gilt also fir alle n > N

Oé—€<aN§an§Oé7

also |a, —a| <e. O
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Beispiel 7.2 Jeder Dezimalbruch, z.B.

0,9 = 0,99999999999999999999 . . .,
stellt eine reelle Zahl dar: Die Folge
0;0,9;0,99;0,999; 0,9999; 0,99999; . ...

ist monoton wachsend und nach oben beschrankt, konvergiert also nach Satz 7.6.
Der Dezimalbruch bezeichnet gerade den Grenzwert dieser Folge. In unserem
Beispiel ist das die Zahl 1. Also stellt der unendliche periodische Dezimalbruch
0,9 die Zahl 1 dar.

Beispiel 7.1 (f): Es gilt nach der Ungleichung zwischen den geometrischen und
dem arithmetischen Mittel

1 2 / 2
Qpt+1 = 5 <an + ) > Qp - — = \/i
2 Qp, (07

Somit ist v/2 eine untere Schranke der Folge (a,)nen. Also gilt

an >V?2

= ai22
2
= —<ap
Qn,
1 2
= an+1:§ an“”ai San
n

Also ist die Folge (an,)nen monoton fallend und nach unten beschrankt, also
konvergent nach Satz 7.6. Es sei | = lim,_ o a,. Wir berechnen [.

Es gilt a, > V2 > 0 fiir alle n € N, also folgt aus Satz 7.3 [ > 0. Nach
Satz 7.2 gilt somit

l= lim a —lim1 a —i—i _ ! l-|-2
Tnsee M TS M e, ) T 2 1)

Daraus folgt aber [ = /2. Es gilt also lim,, o a, = v/2. Damit haben wir
erneut ein Iterationsverfahren gefunden, v/2 approximativ zu berechnen.

Definition FEine Teilfolge einer Folge (a,,) ist eine Folge der Form
Gy Onys Qngs - - -
wobei die n; natiirliche Zahlen mit
ng <ng <ng < ---
sind.

Lemma 7.1 Jede Folge (a,,) besitzt eine Teilfolge, die entweder monoton wach-
send oder monoton fallend ist.



7 Folgen 35

Beweis. Wir nennen eine natiirliche Zahl n einen ” Gipfel” der Folge (a,), wenn
am < ap fur alle m > n gilt.

Fall 1. Die Folge hat unendlich viele Gipfel. Wenn ng < n1 < ng < --- die
Gipfel sind, so gilt an, > an, > ap, > -+ und ang, G, , An,, - - - it eine monoton
fallende Teilfolge von (ay,).

Fall 2. Die Folge hat nur endlich viele Gipfel. In diesem Fall sei ng grofler
als alle Gipfel. Da ng kein Gipfel ist, gibt es eine natiirliche Zahl ny mit ny > ng
und a,, > an,. Da ny kein Gipfel ist (n; ist grofer als ng und damit groBer als
alle Gipfel), gibt es ein ne > ny mit a,, > a,,. Fahren wir auf diese Weise fort,
so erhalten wir eine monoton wachsende Teilfolge an,, an,, an,, ... von (a,). O

Korollar 7.1 (Satz von Bolzano-Weierstraf3) Jede beschrankte Folge besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Definition Eine Folge (a,,),en heifit eine Cauchyfolge gdw. es zu jedem € > 0
eine natiirliche Zahl N gibt, so dass fiir alle m,n mit m,n > N gilt: |a, —an| <
€.

Satz 7.7 (Cauchysches Konvergenzkriterium) FEine Folge (a,)nen ist genau
dann konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst: Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.

Wenn (a,)nen gegen [ konvergiert, so kann man zu jedem € > 0 ein N € N
finden, so dass fiir jedes n > N gilt: |a, —[| < 5. Wenn nun n > und m > N
ist, so gilt

E €
lan — am| = lan =1L+ 1 —am| <|an =1+l —an| < 5—1—5:5.
(b) Wir zeigen nun den schwierigeren Teil: Jede Cauchyfolge ist konvergent.
Dazu zeigen wir, dass jede Cauchyfolge (a,, )nen beschrénkt ist. Dazu wihlen
wir € = 1 in der Definition einer Cauchyfolge. Dann gibt es ein N so dass fiir
alle m,n > N gilt
lam — an| < 1.

Dies gilt z.B. auch fiir n = N und m > N:
lam —an| < 1.

Das besagt gerade, dass sich fiir fast alle m (fiir alle m > N) a,, um weniger als 1
von apy unterscheidet. Die endlich vielen Ausnahmen storen die Beschranktheit
nicht. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra3 konvergiert eine Teilfolge von
(an)nen- Noch zu zeigen ist: Wenn eine Teilfolge einer Cauchyfolge konvergiert,
dann konvergiert die ganze Folge. Es sei hierzu (an, )ren eine konvergente Teil-
folge mit Grenzwert [, und es sei € > 0 gegeben. Wir wihlen N mit

lan — am| < g fir n,m > N.

Dann gibt es ein ng, > N mit |a,, —I] < 5. Also gilt fiir alle n > N

3

215.

13
|an *l| < |an *ank0| =+ ‘anko *” < 5 +
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d

Verfolgt man die Beweiskette zuriick, so sieht man, das wir das Cauchysche
Konvergenzkriterium aus dem Supremumsaxiom abgeleitet haben. Tatséchlich
kann man anstelle des Supremumsaxioms auch das folgende Axiom in das Ax-
iomensystem der reellen Zahlen aufnehmen und das Supremumsaxiom daraus
ableiten.

Axiom (Das Vollstiandigkeitsaxiom) Jede Cauchyfolge reeller Zahlen kon-
vergiert in R.

Dieses Axiom gilt wieder nicht tiber Q: Die Folge aus Beispiel 7.1 (f) ist eine
Folge rationaler Zahlen, die in R gegen v/2 konvergiert, also eine Cauchyfolge.
Sie konvergiert aber nicht in Q.

Zum Abschluf} stellen wir noch den Zusammenhang zum Grenzwertbegriff
fir Funktionen her.

Satz 7.8 (Folgencharakterisierung des Grenzwertes) Es sei [ eine
Funktion, die auf einem offenen Intervall, das den Punkt c enthdlt, aber
eventuell nicht im Punkt ¢ definiert ist, mit

lim f(x) =1.

T
Es sei (ap)nen eine Folge mit den folgenden Eigenschaften:
(a) Jedes ay, liegt im Definitionsbereich von f.
(b) Jedes ay, ist von ¢ verschieden.
(¢) limy,— o0 an, = c.

Dann gilt fir die Folge (f(an))nen

lim f(a,) =1

n—oo

Gilt dies umgekehrt fir jede Folge (an)nen mit den obigen Eigenschaften, dann
gilt lim, . f(x) = 1.

Beweis. (a) Wir nehmen zunéchst an, dass lim,_,. f(z) = [ gilt. Das bedeutet,
dass es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fir alle = gilt

O<|z—cl<d=|f(x)-1<e.

Konvergiert nun die Folge (a,)nen gegen ¢, so gibt es eine natiirliche Zahl N,
so dass fiir alle n > N gilt:
|an — | < 4.

Nach unser Wahl von § folgt aber daraus

‘f(an) _l‘ <E.

Also gilt lim,, . f(an) = 1.
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(b) Wir nehmen nun umgekehrt an, dass lim,_, f(a,) = [ fiir jede Folge
(an)nen mit lim, o a, = ¢ gilt. Angenommen, es gilt nicht lim,_,. f(z) = I.
Dann gibt es ein € > 0, so dass es fiir jedes 6 > 0 ein x gibt mit

0<|x—c|l<éaber|f(z)—1I >e.

Insbesondere gibt es fiir jedes n ein x,, mit
1
0<|zy,—¢ < - aber |f(z,) — 1] > e.

Das bedeutet aber, dass die Folge (z,,)nen gegen ¢ konvergiert, aber die Folge
f(@n)nen nicht gegen [ konvergiert, ein Widerspruch. O

Beispiel 7.3 Es sei ¢ eine reelle Zahl. Wir betrachten die Folge (¢™)nen. Es
sei zunachst 0 < ¢ < 1. Dann gilt
lim ¢" = 0.
n—oo
Um dies zu zeigen, benutzen wir die Funktion f(z) = ¢* = *!"9, Dalng < 0
ist, gilt
lim ¢° = lim e®™7 = 0.

r—00 r—00
Nach den gleichen Argumenten wie bei dem Beweis von Satz 7.8 folgt daraus

lim ¢" = 0.

n—oo

Tatsachlich gilt sogar
lim ¢" =0 falls |¢| < 1,

denn fiir —1 < ¢ < 0 konnen wir schreiben:

lim ¢" = lim (—1)"|¢q|" = 0.
Fiir ¢ =1 gilt

lim ¢" = 1.
SchlieBlich folgt aus den obigen Argumenten, dass die Folge (¢™),en fir ¢ > 1
und g < —1 divergiert.
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8 Reihen

Wenn man eine Folge gegeben hat, so kann man auch versuchen, eine ”Summe”
ag+a; +ag +---

zu bilden. Wir wollen nun erkldren, was wir darunter verstehen wollen. Zunéchst
kann man die ”Partialsummen”

Snp=a0tayr+ - +ay

betrachten. Konvergiert die Folge der Partialsummen (s;,)nen, so kann man den
Grenzwert als die ”unendliche Summe”

ag+ay+ag+---

betrachten.

Definition Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Durch
Spni=ag+ay+---+a, (Partialsumme)

wird eine Folge (s, )nen definiert, die Reihe genannt wird und mit Y .o, ax
bezeichnet wird.

Konvergiert die Folge (sy,)nen, so wird ihr Grenzwert ebenfalls mit Y- ax
bezeichnet. Man sagt auch Z;O:O ay, konvergiert. Den Grenzwert nennt man
auch die Summe oder den Wert der Reihe.

Das Symbol .7 aj bedeutet also
(a) die Folge (3"} _o ar)nen der Partialsummen

(b) im Falle der Konvergenz den Grenzwert lim, .o > p_o @k-

Beispiel 8.1 Das wichtigste Beispiel einer Reihe ist die geometrische Reihe
o0
ddb=1+q+@++-
k=0
fir ¢ € R. Die Partialsumme ist
Sn=14+qg+---+q"
Fiir ¢ = 1 erhalt man

Sp=14+14---+1=n+1.
——
n+1

Fiir ¢ = 1 konvergiert die Reihe > -, ¢* daher nicht.
Es sei ¢ # 1. Zieht man die beiden Gleichungen

sn o= l+g+d+--+4"
gsn = q+q+ g g
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voneinander ab, so erhalt man
(1—q)sp=1—¢q" L
Fiir g # 1 gilt also
1— qn+1
Sn = 17_(1
Wir sehen also, dass die Folge (s, )nen genau dann konvergiert, wenn die Folge

(¢")nen konvergiert. Nach Beispiel 7.3 konvergiert die Folge (¢™)nen aber genau
dann, wenn |g| < 1 ist, und es gilt fiir |¢| < 1

lim ¢" = 0.
Also folgt fiir |¢| < 1
(o)
1—g"t! 1
qu = lim a
n—oo ] — q 1-— q

Wir erhalten also die sehr wichtige Summenformel fiir die geometrische Reihe
— 5 1
Zq =—— firlgl <1
l—q
k=0
Insbesondere gilt also

i 1k—1+1+1+1+ =2
=\ 2 o 2 4 8 o

Man leitet leicht die folgenden Rechenregeln fiir Werte von Reihen ab.

Satz 8.1 (Rechenregeln fiir Summen von Reihen) (1) Ist) ;- ax und
> oneo b konvergent, so ist auch Y oo (ax + by) konvergent und es gilt

Z(ak +by) = Zak + Zbk.
= k=0 k=0

k=0

(2) Ist Yo, ak konvergent und c € R, so ist auch Y p-  c-aj konvergent und

es gilt
oo oo
E C-Qp =C- Z ag.
k=0 k=0

Wir behandeln nun Konvergenzkriterien fiir Reihen.

Satz 8.2 (Cauchysches Konvergenzkriterium) Die Reihe Y, ai konvergiert
genau dann, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass fir alle
n>m >N gilt:

|am + -+ an| <e.
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Beweis. Es gilt
Sp = Sm—1 = Qm + - Qp.

Die angegebene Bedingung bedeutet also gerade, dass die Partialsummenfolge
($n)nen eine Cauchyfolge ist. Nach Satz 7.7 ist aber (s, )nen genau dann kon-
vergent, wenn (s, )nen eine Cauchyfolge ist. O

Korollar 8.1 Ist Y.~ ay konvergent, so gilt

lim a, = 0.
n—0o0

Beweis. Man nehme im Cauchyschen Konvergenzkriterium m = n. O

Bemerkung 8.1 Die Umkehrung von Korollar 8.1 gilt nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 8.2 Die harmonische Reihe
il 1+ +1+1+---
ko 34
k=1
konvergiert nicht, denn
il—l—i— +1+ +1+1+1+1+1+ +i+
k 3 4 5 6 7 8 9 16
k=1 ——

>

> >

SIS
NI
NI

Man findet also eine Teilfolge der Partialsummenfolge, die nicht beschrankt ist
und daher nicht konvergiert.

Wir betrachten nun Kriterien fiir Reihen Z;O:o ap mit ap > 0 fir alle k.
Ist Z;’;O ay, eine solche Reihe, so ist die Partialsummenfolge (s, )nen monoton
wachsend. Aus Satz 7.6 erhalten wir damit das folgende Kriterium.

Satz 8.3 (Beschriankheitskriterium) Eine Reihe Y -, ar mit ai > 0 kon-
vergiert genau dann, wenn die Partialsummenfolge (s, )nen beschrdnkt ist.

Das folgende Kriterium ist grundlegend fiir weitere Kriterien.
Satz 8.4 (Majorantenkriterium) Fs gelte
0<a, <b, fir allen.

Dann gilt: Wenn Y2 b, konvergiert, so konvergiert auch Y .o an. (Man
nennt dann Y, b, Majorante von > >~ an.)

Beweis. Es sei

Sn = a0+.‘.+an,
tn = bo+ -+ by
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Dann gilt
0<s,<t, fur allen.

Da Zzozo by konvergiert, ist die Folge (¢, )nen beschrankt. Daher ist auch die
Folge (s, )nen beschrankt. Nach dem Beschrankheitskriterium konvergiert daher
die Reihe Y72 ax. O

Satz 8.5 (Quotientenkriterium) FEs sei a, > 0 fir alle n und es gelte

. Un41
lim L —

n—oo  (p

Gilt r < 1, so konvergiert Y ", a,. Giltr > 1, so divergiert Y .- an.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass » < 1 ist. Waéhle eine Zahl g mit
r < g < 1. Nach Voraussetzung gilt

. Gn41
lim —F

n—oo (O

=r <1

Daher gibt es eine natiirliche Zahl N, so dass

Ap+1

<gq firn > N.

29

Das kann man so schreiben:

Gnt+1 < qap, flirn > N.

Also
any+1 < qan,
2
an+2 < qany1 < g7an,
k
an+k < g an-
Da

o0 (o ]

k k
> ang" =an) q
k=1 k=1

konvergiert, folgt nach dem Majorantenkriterium, dass auch

[eS) )
E aAp = § AN+k
n=N+1 k=1

konvergiert. Da sich diese Reihe nur um endlich viele Glieder von der Reihe
>0 o an unterscheidet, folgt auch die Konvergenz dieser Reihe.
Nun sei r > 1. Ist 1 < ¢ < r, dann gibt es eine Zahl N, so dass

QAp+41
Qn

>gq fir allen > N.

Wie oben folgt
AN+k >ang® >any firk=0,1,2,....

Dies bedeutet, dass die Folge (ay,)nen nicht gegen 0 konvergiert. Nach Korol-
lar 8.1 ist die Reihe Y7  a,, daher divergent. O
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Beispiel 8.3 Wir zeigen die Konvergenz der Reihe

o) e} 1
;“":ZH

n=0
Es gilt
1
ny1  tnt . onb 1
an, L (n+1)! n+1
Also gilt
lim 22—,

n—oo (O

e} 1

Nach dem Quotientenkriterium konvergiert die Reihe )~/ —.

Satz 8.6 (Wurzelkriterium) Es sei a, > 0 fir alle n und es gelte

lim a, =r.

n—oo
Gilt r < 1, so konvergiert Y~ s an. Giltr > 1, so divergiert .~ an.
Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis des Quotientenkriteriums

durch Vergleich mit der geometrischen Reihe. Wir betrachten nur den Fall
r < 1. Dann gibt es eine Zahl ¢ mit r < ¢ < 1. Nach Voraussetzung gilt

lim a,=r<1.

n—oo

Daher gibt es eine natiirliche Zahl N, so dass
Ya, <q firn> N.

Dann gilt aber
ap, < q" fiirn> N.

Nach dem Majorantenkriterium folgt wieder, dass die Reihe Y 7 a, kon-
vergiert. O

Beispiel 8.4 Wir zeigen die Konvergenz der Reihe

o0 o0
1
Zan— ﬁ

n=0 n=0

a1 1
A Qp = nin_ﬁ

lim a, =0

n— o0

Es gilt

Also gilt

und die Konvergenz der Reihe folgt aus dem Wurzelkriterium.

Wir haben bisher Kriterien fiir Reihen ) °  a,, mit nicht-negativen Gliedern
a, betrachtet. Ist ZZO:O a, eine Reihe mit sowohl positiven als auch negativen
Gliedern, so kann man stattdessen auch die Reihe Y ° ,|a,| betrachten, die
lauter nicht-negative Glieder besitzt.
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Definition Die Reihe Y7 a,, heiBit absolut konvergent gdw. die Reihe Y7 |ay,|
konvergent ist.

Quotienten-, Wurzel- und Integralkriterium liefern daher auch Kriterien fir
absolute Konvergenz.

Satz 8.7 Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Ist >~ ,|an| konvergent, so gibt es nach dem Cauchyschen Konver-
genzkriterium zu jedem € > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > m > N gilt:

|am| + -+ |an| <e.
Wegen der Dreiecksungleichung gilt dann aber erst recht auch
|a/7n+"'+an| < €.

O

Definition Reihen, bei denen aufeinanderfolgende Glieder jeweils entgegenge-
setzte Vorzeichen haben, nennt man alternierende Reihen.

Satz 8.8 (Leibniz-Kriterium) FEs sei
ap > ay > az>---=>0

und es gelte

lim a, = 0.
n—oo
Dann konvergiert die Reihe
oo
Z(—l)"an =ag—ay+az—az+tag—---.
n=0

Beweis. Man zeigt leicht die folgenden Ungleichungen zwischen den Partialsum-
men

1) s1 <s3<s5

IN

(
(2) sp>s3>84> -+,
(

3) s < s falls k ungerade und [ gerade.

Das bedeutet, dass das Konvergenzverhalten der Reihe Y7 (—1)"a, wie in

Abb. 9 dargestellt aussieht. Insbesondere konvergieren die Teilfolgen (sa,) und
(s2n+1). Wegen

Sop — Sopn—1 = Qon, und lima,,— oo, = 0

haben beide Teilfolgen denselben Grenzwert und damit folgt die Behauptung.
O



8 Reihen 44

Sn

Figure 9: Partialsummen einer alternierenden Reihe

Beispiel 8.5 Aus dem Leibniz-Kriterium folgt, dass die alternierende Reihe

oo

1 11 1
B Ll Qe R
Z( ) n 2+3 4+

n=1

konvergiert. Diese Reihe ist aber nicht absolut konvergent, da die Reihe
(o] oo
41 1
DAY=
n=1 n=1

die harmonische Reihe ist, von der wir wissen, dass sie divergent ist. Dieses
Beispiel zeigt auch, dass die Umkehrung von Satz 8.7 nicht gilt.

Eine Summe von endlich vielen Zahlen ist unabhéngig von der Reihenfolge.
Bei einer Reihe kann jedoch das Umordnen der Glieder zu seltsamen Resultaten
fiihren.

Beispiel 8.6 Wir betrachten wieder die alternierende Reihe

o0

S

n=1

Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert diese Reihe gegen eine Zahl a. Nach
dem Beweis des Leibnizkriteriums gilt
1

so==-<a<s =1
2= 53058
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Wir ordnen nun die Reihe um:

1 1+1 1+1 1+
a = — — - — — — — ..
2 3 4 5 6
11 1 1 1 1 1 1

= 1—-—— I
2 4+3 6 8+5 10 12

EOUEESE S S L W S S U S
- 2) 4 \3 6) 8 \5 10/ 12
+

1 1 1 1 1 1

T 27176 8T nmtT
_ 10_1+1_1+1_1+ )
2 2 3 4 5 6

1

zia.

Es gilt also a = %a, und es folgt @ = 0, ein Widerspruch. Man kann tibrigens
durch Umordnen erreichen, daf§ die Reihe gegen einen beliebig vorgegebenen
Wert, konvergiert.

Bemerkung 8.2 Es gilt

oo

1 1 1 1
)l o 2y 2 24 . =1n2.
T;( S 53 1" "

Fiir absolut konvergente Reihen gilt aber der folgende Satz, den wir ohne
Beweis angeben.

Satz 8.9 (Umordnungssatz) Es sei Y.~ a, absolut konvergent. Dann ist

auch jede Umordnung Y " Gy (0 : N — N eine bijektive Abbildung) von
>0 o an absolut konvergent und es gilt

Z Ap = Z ao(n).
n=0 n=0
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9 Potenzreihen

Definition Es sei eine Folge (a,,)nen und eine relle Zahl 2y gegeben. Ferner
sei x eine beliebige relle Zahl. Dann heifit die Reihe

oo
Z an(x — )"
n=0

Potenzreihe mit den Koeffizienten a, und dem Entwicklungspunkt z.

Die wichtigste Frage ist nun, fiir welche x die Reihe konvergiert. Dazu
gentigt es, den Spezialfall xy = 0 zu betrachten. Eine Potenzreihe mit En-
twicklungspunkt 0 hat die Gestalt

o0

Z anpx”.

n=0
Satz 9.1 Wenn die Potenzreihe > anz™ fir x = x1 # 0 konvergiert, so
konvergiert sie fir jedes x mit |x| < |z1| sogar absolut.
Beweis. Da die Reihe -

Z a2y

n=0

konvergiert, gilt lim,, o a,27 = 0, also ist die Folge (a,z7)nen beschrankt. Es
gibt also eine Zahl M, so dass fiir alle n € N gilt:

lanz}| < M.
Es folgt fiir n € N
z |" z |"
"] = lanat] | 2] < 01| 2
I T1
Die geometrische Reihe
oo
x
> Mq" mit g = ‘
n=0 o1
ist also eine Majorante fiir 7 |a,z™|. O

Definition Essei Y. -, a,2" eine Potenzreihe. Dann heift

o0
p:=sup{r|r >0 und Z |an|r™ konvergent}

n=0

(falls das Supremum existiert, andernfalls setzen wir p := oco) der Konvergen-
zradius der Potenzreihe.
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p
~
—p

- &V

Figure 10: Der Konvergenzradius einer Potenzreihe

Beispiel 9.1 (a) Der Konvergenzradius der Potenzreihe

oo
E nla"
n=0

ist p = 0, denn die Potenzreihe konvergiert fiir kein = # 0, da die Quotienten

(n+D!(="")

nlxn =+ 1)

unbeschréankt wachsen.
(b) Der Konvergenzradius der Potenzreihe

o
n=0

ist p=1.
(c) Der Konvergenzradius der Potenzreihe
oo
> "
n!
n=0

ist p = oo, denn die Potenzreihe konvergiert absolut fiir jedes  nach dem
Quotientenkriterium: Es gilt

|| 1 —
i P FDT lz[" il - lz|

n!

Satz 9.2 Ist |z| < p, d.h. z € (—p,p), s0 ist >~ anz™ absolut konvergent.
Ist |z| > p, soist Y o janx™ divergent.

Beweis. Ist |x| < p, so gibt es — weil x nicht das Supremum der obengenannten
Menge ist — ein r, so dass |z| < r < p und > 7 a,r™ konvergiert. Nach
Satz 9.1 konvergiert dann >~ a,z™ absolut.

Ist hingegen > > a, 2" konvergent fiir ein z mit |z| > p, so gibt es ein r mit
|z| > r > p, fiir das Y |a,|r" konvergiert. Dies steht aber im Widerspruch
dazu, dass p das Supremum der obengenannten Menge ist. O

Bemerkung 9.1 Ist 0 < p < oo, so werden iiber z = +p keine Aussagen
gemacht. Das grofite Intervall, auf dem eine Potenzreihe konvergiert, nennt
man das Konvergenzintervall. Ist p = oo, so ist das Konvergenzintervall das
Intervall (—o0, 00) = R. Ist p = 0, so reduziert sich das Konvergenzintervall auf
den Punkt {0}. Bei einer Potenzreihe mit dem Konvergenzradius p € R, p # 0,
kann das Konvergenzintervall das Intervall (—p, p), (—p, pl, [—p, p) oder [—p, p]
sein. Fiir x = +£p ist also sowohl Divergenz als auch Konvergenz moglich, wie
die folgenden Beispiele zeigen.
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Beispiel 9.2 (a) Der Konvergenzradius der Potenzreihe
o0
D "
n=0

ist p = 1. Fir x = +1 divergiert die Reihe. Also ist das Konvergenzintervall
das Intervall (—1,—1).
(b) Wir zeigen, dass der Konvergenzradius der Potenzreihe

St

p = 1 ist. Dazu betrachten wir die Reihe

2 e al
n; ()" —;7

und wenden das Quotientenkriterium an. Es gilt

[T n+1
g )
lim = lim —————— = lim = |z|.

Aus dem Quotientenkriterium folgt, dass die Potenzreihe nur fiir || < 1 absolut
konvergent ist. Aus Satz 9.2 folgt p = 1. Fiir x = 1 konvergiert die Reihe nach
dem Leibnizkriterium. Fir x = —1 erhalten wir die harmonische Reihe, die
divergent ist. Also ist das Konvergenzintervall das Intervall (—1,1].

(¢) Wir betrachten die Potenzreihe

n=0

Wie bei Beispiel (b) kann man zeigen, dass der Konvergenzradius p = 1 ist. Die
Reihe konvergiert fiir x = 1 und auch fir x = —1. Also ist das Konvergenzin-
tervall das Intervall [—1,1].

Taylorreihen
Es sei f : I — R eine auf dem Intervall T = (a,b) beliebig oft differenzierbare
Funktion und zg € I.

Definition Die Taylorreihe von f im Punkt zq ist

> r(n) (g
Ty f(2) == Z S @) n(' 0) (x — x0)".
n=0 :
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Beispiel 9.3

(1) f@)=e )

Tof(z) = RZ:O %T
(2) f(z)=sinz

Tof(2) = 3 ()" oy = — & + & —
(3) flz) = cosz "

Toe) & (15w =15 + %

Tof(z) = i ",

Man beachte, dass diese Reihe im Punkt @ = —1 divergent ist, obwohl f(—1) =
1 wohldefiniert ist.

() flx) =In(l+xz): N
Tof(z) = > ()"
(6) f(z)=arctanx : |

LA A A
T — + 3 R

(12
—~
|

—_
~—
3
|8
HEl
¥ i
=] e
Il

Tof(z) =

Man entwickelt eine Funktion in ihre Taylorreihe, um sie durch endliche Teile
dieser Reihe zu approximieren. Man beachte aber, dass die Taylorreihe nicht
im gesamten Definitionsbereich konvergieren muss. Es kann auch vorkommen,
dass der Konvergenzradius p = 0 ist, oder aber, dass die Taylorreihe tiberall
konvergiert, aber nur im Entwicklungspunkt mit der Funktion f iibereinstimmt.
Ein Beispiel hierfiir ist die Funktion

_ e_z%, x#0
f(x){O, z=0.

In diesem Fall gilt
Schliellich halten wir noch folgenden Satz fest:

o0
Satz 9.3 FEs sei f(xz) = Y. an(x—2x0)" eine konvergente Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius p > 0. Dann ist f(x) in dem Intervall (xg — p,xo + p) beliebig oft
differenzierbar und es gilt

() = Z nan(z — x0)" "t

Insbesondere konvergiert diese Reihe im Intervall (zg — p,xo + p) absolut.



