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§ 17 Symmetrische Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

Fas p-fache symmetrische Produkt – Symmetrische Tensoren – Die symmetrische Algebra

Literaturverzeichnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

3



            

4

§ 10 Der Satz von Sylvester und das Hurwitzkriterium

Der Trägheitssatz von Sylvester

Es sei V ein endlich-dimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum mit einer symme-
trischen Bilinearform (hermiteschen Sesquilinearform)

〈 , 〉 : V × V −→ K.

Bezüglich einer Basis B = (v1, . . . , vn) wird 〈 , 〉 dargestellt durch die Matrix

A = (aij), aij = 〈vi, vj〉.
Nach der Transformationsformel ändert sich bei einem Basiswechsel mit Übergangsmatrix
S ∈ GL(n;K) die darstellende Matrix auf die folgende Weise:

A 7−→ tSAS.

Wir wissen bereits, daß es ein S ∈ O(n) (bzw. U(n)) gibt mit

tSAS = S−1AS =



λ1

0

. . .
0

λn


 , (λ1, . . . , λn ∈ R).

Wir fragen nun nach der Normalform, wenn wir allgemeiner S ∈ GL(n;K) zulassen. Eine
erste Antwort hierauf liefert der folgende Satz.

Satz 10.1 (Trägheitssatz von Sylvester)
Es sei 〈, 〉 : V × V → K eine symmetrische Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform).
Ferner seien B1, B2 Basen von V und A1, A2 die zugehörigen darstellenden Matrizen. Sei

ki := Anzahl positiver Eigenwerte von Ai

li := Anzahl negativer Eigenwerte von Ai,

wobei die Eigenwerte mit Vielfachheit gezählt werden. Dann gilt

(i) k1 = k2,

(ii) l1 = l2,

(iii) k1 + l1 = RangA1 = RangA2 = k2 + l2.

Beweis. Es sei

V +
i := Unterraum aufgespannt von den Eigenvektoren

zu positiven Eigenwerten von Ai

V −i := Unterraum aufgespannt von den Eigenvektoren
zu negativen Eigenwerten von Ai

V 0
i := Unterraum aufgespannt von den Eigenvektoren

zum Eigenwert 0 = KerAi.
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(Hierbei heißt ein Vektor v ∈ V ein Eigenvektor von Ai zum Eigenwert λi wenn AiqBi(v) =
λiqBi(v) gilt.)

Behauptung. Es gilt

V 0
i = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ V }.

Dies sieht man etwa wie folgt ein. Es gilt:

〈v, w〉 = 〈w, v〉 = tqBi(w)AiqBi(v).

Also ist 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ V genau dann wenn AiqBi(v) = 0 ist, d. h. wenn qBi(v) ∈
KerAi = Eig(Ai, 0) ist. Diese Darstellung zeigt aber auch, daß

V 0
1 = V 0

2 =: V 0.

Ferner gilt nach Korollar (I.9.28):

V = V +
i ⊥ V −i ⊥ V 0

und damit

k1 + l1 = RangA1 = RangA2 = k2 + l2,

bzw.

ki + li + dimV 0 = dimV.

Es gilt ferner:

0 6= v ∈ V +
i ⇒ 〈v, v〉 > 0

0 6= v ∈ V −i ⇒ 〈v, v〉 < 0.

Dies zeigt man wie folgt. Es sei v
(i)
1 , . . . , v

(i)
ki

eine ONBasis von V +
i bestehend aus Eigen-

vektoren von Ai. Dann ist die Einschränkung von 〈 , 〉 auf V +
i bezüglich dieser Basis durch

eine Matrix


λi1

0

. . .
0

λiki


 ; λi1, . . . , λ

i
ki
> 0

gegeben, wobei die λj die positiven Eigenwerte von Ai sind. Damit gilt:

0 6= v ∈ V +
i ⇒ v =

ki∑

j=1

x
(i)
j v

(i)
j ⇒ 〈v, v〉 =

ki∑

j=1

|x(i)
j |2 〈v(i)

j , v
(i)
j 〉︸ ︷︷ ︸

=λij>0

> 0.



         

6

Damit folgt

V +
2 ∩ (V −1 ⊥ V 0) = {0}

und daher gilt

k2 + l1 + dimV 0 ≤ dimV.

Wegen

k1 + l1 + dimV 0 = dimV

erhalten wir k2 ≤ k1. Analog zeigt man k1 ≤ k2. Damit gilt k1 = k2, also auch l1 = l2. ¤

Korollar 10.2
Sei A ∈ Mat(n;K) hermitesch (symmetrisch). Sei S ∈ GL(n;K). Dann haben A und
tSAS dieselbe Anzahl von positiven bzw. negativen Eigenwerten sowie denselben Rang.

Bemerkung. Sei (V, 〈 , 〉) gegeben. Dann hat man eine (nicht notwendig eindeutig be-
stimmte) Zerlegung

V = V + ⊥ V − ⊥ V 0

mit

0 6= v ∈ V + ⇒ 〈v, v〉 > 0

0 6= v ∈ V − ⇒ 〈v, v〉 < 0

V 0 = {v ∈ V ; 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ V }.

V 0 heißt der Ausartungsraum (oder Nullraum) der Form 〈 , 〉.
Definition.

(i) Der Index der Form 〈 , 〉 ist die Anzahl der (mit Vielfachheit gezählten) positiven
Eigenwerte einer (und damit jeder) darstellenden Matrix von 〈 , 〉.
(ii) Der Rang von 〈 , 〉 ist der Rang einer (und damit jeder) darstellenden Matrix.

(iii) Die Signatur von 〈 , 〉 ist die Differenz zwischen der Anzahl der positiven und der
Anzahl der negativen Eigenwerte einer (und damit jeder) darstellenden Matrix.

Bemerkung. Für eine Zerlegung

V = V + ⊥ V − ⊥ V 0

gilt also

Index = dimV +,

Rang = dimV + + dimV −,

Signatur = dimV + − dimV −.
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Satz 10.3
Es gibt eine Basis B bezüglich der 〈 , 〉 dargestellt wird durch




1
...

1
0

−1
...
−1

0
0

...
0




}
k
}
l

wobei k der Index der Form 〈 , 〉 ist, und l = Index− Signatur ist.

Beweis. Es gibt zunächst eine Basis

B′ = (w1, . . . , wn)

bezüglich der die darstellende Matrix wie folgt lautet:




λ1

...
λk

0

λk+1

...
λk+l

0
0

...
0




, λi ist

{
> 0 für i ≤ k

< 0 für k < i ≤ k + l.

Wir setzen

vi :=

{
1√
|λi|
wi 1 ≤ i ≤ k + l

wi i > k + l.

Dann ist für 1 ≤ i ≤ k + l:

〈vi, vi〉 =
1

|λi|
λi =

{
+1 1 ≤ i ≤ k

−1 k < i ≤ k + l.

Also können wir

B = (v1, . . . , vn)

wählen um das Gewünschte zu erreichen. ¤
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Folgerung 10.4
(i) Ist A eine symmetrische (hermitesche) Matrix, so gibt es ein S ∈ GL(n,K) mit

tSAS =




1
...

1
0

−1
...
−1

0
0

...
0




(ii) Die hermiteschen Sesquilinearformen (symmetrischen Bilinearformen) werden durch
Index und Signatur klassifiziert.

Das Hurwitz-Kriterium

Es sei A = tA ∈ Mat(n;K) eine symmetrische (hermitesche) Matrix.

Definition. Die Matrix A heißt positiv definit, falls die zugehörige Form 〈 , 〉A positiv
definit ist, d. h.

〈x, x〉A = txAx > 0 für x 6= 0.

A heißt negativ definit wenn −A positiv definit ist.

Schreibweise. Ist A positiv definit, so schreibt man A > 0.

Es ist wichtig, ein Kriterium dafür zu haben, daß eine Matrix positiv definit ist.

Satz 10.5
A ist genau dann positiv definit wenn alle Eigenwerte positiv sind.

Beweis. Die Eigenschaft positiv definit zu sein, hängt nur von der Form 〈 , 〉A ab, nicht
von der gewählten Basis. Nach Basiswechsel gilt:

tSAS =




1
...

1
0

−1
...
−1

0
0

...
0




}
k

.

Diese Form ist genau dann positiv definit, wenn k = n ist. ¤
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Sei nun K = R und A = tA. Wir schreiben

A =




a11 . . . a1k . . . a1n

...
...

ak1 . . . akk
...

...
an1 . . . ann




und definieren

Ak := (aij)1≤i,j≤k.

Satz 10.6 (Hurwitz-Kriterium)
Es sei A ∈ Mat(n;R) eine reelle symmetrische Matrix. Dann sind äquivalent:

(i) A ist positiv definit.

(ii) detAk > 0 für 1 ≤ k ≤ n.

Beweis. (i)⇒(ii): Wir zeigen zunächst

detA = detAn > 0.

Da A positiv definit ist, gibt es ein S ∈ GL(n;R) mit

tSAS =




1
. . .

1


 .

Also folgt

1 = det(tSAS) = detA(detS)2

und damit

detA > 0.

Um nun detAk > 0 für 1 ≤ k ≤ n zu zeigen, betrachten wir

Rk = {x ∈ Rn; xk+1 = . . . = xn = 0} ⊂ Rn.

Die Form 〈 , 〉 induziert durch Einschränkung eine Form

〈 , 〉k : Rk × Rk −→ R

mit darstellender Matrix Ak. Da auch 〈 , 〉k positiv definit ist, folgt

detAk > 0 (1 ≤ k ≤ n).
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(ii)⇒(i): Wir machen Induktion nach n.

n = 1: Klar.

n − 1 7→ n: An−1 ist nach Induktionsvoraussetzung positiv definit. Also gibt es ein
S ′ ∈ GL(n− 1;R) mit

tS ′An−1S
′ =




1
. . .

1


 = En−1.

Sei

S :=




S ′
0
...
0

0 · · · 0 1


 ∈ GL(n;R).

Es ist

tSAS =




tS ′
0
...
0

0 · · · 0 1







An−1

a1,n...
an−1,n

a1,n · · · an−1,n an,n







S ′
0
...
0

0 · · · 0 1




=




1
. . .

1

b1...
bn−1

b1 · · · bn−1 bn


 =: B,

wobei bi = ai,n. Dann gilt

detB = (detS)2 detA > 0.(∗)

Es genügt zu zeigen, daß B positiv definit ist. Wir setzen

T :=




1
. . .

1

−b1...
−bn−1

0 · · · 0 1


 ∈ GL(n;R).
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Dann ist

tTBT =




1
. . .

1

0
...
0

−b1 · · · − bn−1 1







1
. . .

1

b1...
bn−1

b1 · · · bn−1 bn







1
. . .

1

−b1...
−bn−1

0 · · · 0 1




=




1
. . .

1

0
...
0

−b1 · · · − bn−1 1







1
. . .

1

0
...
0

b1 · · · bn−1 bn − b2
1 − . . .− b2

n−1




=




1
. . .

1

0
...
0

0 · · · 0 bn − b2
1 − . . .− b2

n−1


 =: C.

Nun ist

detC = (detT )2 detB = detB
(∗)
> 0.

Also ist

bn − b2
1 − . . .− b2

n−1 > 0.

Damit ist C positiv definit und damit auch B und A. ¤

Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

Wir hatten bereits früher die Elementarmatrizen

Fk(α) =




1
. . .

α
. . .

1



,

wobei α an der Stelle (k, k) steht und

Fkl =




1
. . .

1 . . . 1
. . .

...
1

. . .
1




↑ l

← k
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betrachtet. Multipliziert man eine Matrix A mit Fk(α) von links (rechts), so bedeutet dies
Multiplikation der k-ten Zeile (Spalte) mit α. Die Multiplikation von A mit Fkl von links
(rechts) bedeutet die Addition der l-ten Zeile von A zur k-ten Zeile (der k-ten Spalte von
A zur l-ten Spalte). Es gilt

tFk(α) = Fk(α), tFkl = Flk.

Satz 10.7
Es sei A ∈ Mat(n;R) eine reelle symmetrische Matrix. Dann gibt es Elementarmatrizen
C1, . . . , Cs, so daß

Cs · · ·C1A
tC1 . . .

tCs = D,

wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Wir führen einen Induktionsbeweis nach n. Für n = 1 ist nichts zu zeigen.

1. Fall a11 6= 0. Man addiere das −ak1a
−1
11 -fache der ersten Zeile zur k-ten Zeile und

ebenso das −a1ka
−1
11 = −ak1a

−1
11 -fache der ersten Spalte zur k-ten Spalte, wobei k =

2, . . . , n. Dies entspricht endlich vielen Zeilen- und Spaltenumformungen. Sind C1, . . . , CN
die zu den Zeilenumformungen gehörigen Elementarmatrizen, so gilt

CN . . . C1A
tC1 . . .

tCN =




1 0 . . . 0
0
... A′

0




wobei A′ = tA
′

eine symmetrische (n − 1) × (n − 1) Matrix ist. Man kann dann die
Induktionsvoraussetzung auf A′ anwenden.

2. Fall a11 = 0, aber akk 6= 0 für ein k ≥ 2. Die Matrix C sei ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen, das dem Vertauschen der ersten und der k-ten Zeile entspricht. Dann ist
A′ = CAtC eine symmetrische Matrix mit a′11 6= 0 und wir sind im 1. Fall.

3. Fall akk = 0 für alle k. Ist A = 0, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten gibt es einen
Eintrag aij = aji 6= 0. Die Elementarmatrix C entspreche der Addition der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile. Für A′ = CAtC gilt dann a′ii = 2aij 6= 0 und wir sind im zweiten Fall. ¤
Bemerkung. Dieses Verfahren kann man für alle symmetrischen Matrizen A ∈ Mat(n;K)
anwenden, so lange die Charakteristik des Körpers ungleich 2 ist, d.h. 1 + 1 6= 0.

Aus diesem Satz kann man aucheinen Algorithmus zur Diagonalisierung ableiten. Man
schreibe die Matrix A und die Einheitsmatrix E = En übereinander. Dann führe man A
durch das ebene beschriebene Verfahren in eine Diagonalmatrix D über. Auf E wende
man nur die entsprechenden Spaltenumformungen an. Dies ergibt

(
A
E

)
y
(

D
tC1 . . .

tCs

)
.
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§ 11 Eigenwerttheorie II

Wir hatten bereits früher den Polynomring in einer Variablen über einem Körper K
betrachtet:

K[x] = Abb[N, K] = {P ; P = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0; aν ∈ K}.

Definition. Eine Funktion f : K → K heißt eine Polynomfunktion, falls es ein Polynom
P ∈ K[x] gibt mit f(a) = P (a) für alle a ∈ K.

Definiert man
Pol(K) := {f ; f : K → K ist Polynomfunktion},

so hat man eine surjektive Abbildung von K-Vektorräumen:

K[x] −→ Pol(K).

Satz 11.1
Hat K unendlich viele Elemente, so ist die obige Abbildung ein Isomorphismus.

Bemerkungen.

(i) Für K = R folgt dies z. B. daraus, daß für jedes nicht-konstante Polynom P 6= const.
gilt: limx→∞ P (x) = ±∞.

(ii) Im folgenden werden wir meist annehmen, daß K unendlich viele Elemente besitzt
und dann nicht mehr zwischen Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden.

(iii) Falls K endlich ist, ist die Aussage von Satz (11.1) stets falsch. Z. B. ist für K = F2

das Polynom P (x) = x2 + x 6= 0, als Funktion ist jedoch f(x) = x(x+ 1) ≡ 0.

Lemma 11.2 (Vandermonde-Determinante)
Für a1, . . . , an ∈ K gilt:

det




1 a1 a2
1 · · · an−1

1
...

...
1 an a2

n · · · an−1
n


 =

∏

1≤i<j≤n
(aj − ai).

Beweis. Sei

∆ := det




1 a1 · · · an−1
1

...
...

1 an · · · an−1
n


 .

Induktion nach n:

n = 1: Klar.

n− 1 7→ n: Wir formen um: Für k = n, n− 1, . . . , 3, 2 subtrahiere man das a1-fache der
(k − 1)-ten Spalte von der k-ten Spalte:
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1 a1 · · · an−2
1 an−1

1

1 a2 · · · an−2
2 an−1

2
...

...
1 an · · · an−2

n an−1
n


y




1 a1 · · · an−2
1 0

1 a2 · · · an−2
2 an−2

2 (a2 − a1)
...

...
1 an · · · an−2

n an−2
n (an − a1)




. . .y




1 0 · · · 0
1 a2 − a1 · · · (a2 − a1)an−2

2
...

...
1 an − a1 · · · (an − a1)an−2

n




Also erhält man

∆(a1, . . . , an) = det



a2 − a1 · · · (a2 − a1)an−2

2
...

...
an − a1 · · · (an − a1)an−2

n




= (a2 − a1) · · · (an − a1) det




1 · · · an−2
2

...
...

1 · · · an−2
n




=
∏

1<i≤n
(ai − a1)∆(a2, . . . , an−2)

(IV)
=

∏

1<i≤n
(ai − a1)

∏

2≤i<j≤n
(aj − ai) =

∏

1≤i<j≤n
(aj − ai).

¤
Beweis von Satz (11.1). Die Abbildung ist natürlich surjektiv. Es bleibt zu zeigen,
daß die Funktionen {1, x, x2, . . . } in dem Vektorraum Abb(K,K) linear unabhängig sind.
Ansonsten gibt es a0, . . . , an (nicht alle zugleich 0) mit

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ≡ 0 (als Funktion).

Es seien x1, . . . , xn+1 ∈ K verschieden. Dann gilt

P (xi) = a0 + a1xi + · · ·+ anx
n
i = 0. (i = 1, . . . , n+ 1)(L)

Man fasse dies als Gleichungssystem in den Koeffizienten ai auf. Die Koeffizientenmatrix
ist

A =




1 x1 · · · xn1
...

...
1 xn+1 · · · xnn+1


 .

Also ist
detA = ∆(x1, . . . , xn+1) =

∏

1≤i<j≤n+1

(xj − xi) 6= 0.
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Damit ist das quadratische homogene Gleichungssystem L eindeutig lösbar, und es gilt:

a0 = · · · = an = 0.

¤
Für den Rest des Paragraphen gelte: #K =∞.

Jedes Polynom P 6= 0 (bzw. falls #K =∞ auch jede Polynomfunktion) besitzt also eine
eindeutige Darstellung

P (x) = a0 + · · ·+ anx
n mit an 6= 0.

Definition.

(i) n heißt der Grad von P (n = degP ).

(ii) P heißt normiert, falls an = 1.

(iii) deg(0) := −∞.

Bemerkung. deg(P ) = 0⇔ P = a0 6= 0.

Es seien

P (x) = a0 + · · ·+ anx
n ∈ K[x]

Q(x) = b0 + · · ·+ bmx
m ∈ K[x].

Dann gilt für die zugehörigen Funktionen

P (x) ·Q(x) = c0 + · · ·+ cn+mx
n+m

mit
ck =

∑

i+j=k

aibj.

Insbesondere ist
c0 = a0b0, cn+m = anbm.

Man definiert also auch für die Polynome

(P ·Q)(x) := c0 + · · ·+ cn+mx
n+m

und nennt dies das Produkt von P und Q.

Bemerkung.
deg(P ·Q) = degP + degQ (Gradformel).

Bemerkung. Mit dieser Multiplikation wird K[x] zu einem kommutativen Ring mit
Einselement (Polynomring), bzw. zu einer K-Algebra.
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Definition. Es sei V ein K-Vektorraum versehen mit einer Multiplikation

V × V −→ V,

(x, y) 7−→ x · y.

Dann heißt V eine Algebra über K (K-Algebra), falls gilt

(αx+ βy) · z = α(x · z) + β(y · z)

x · (αy + βz) = α(x · y) + β(x · z). (x, y, z ∈ V ; α, β ∈ K)

Die Algebra heißt assoziativ, falls stets

x · (y · z) = (x · y) · z, (x, y, z ∈ V )

und kommutativ, falls stets

x · y = y · x. (x, y ∈ V )

Man sagt V hat ein Einselement, falls es ein Element 1 ∈ V gibt mit

1 · x = x · 1 = x (x ∈ V ).

Beispiele.
(1) Der Polynomring K[x] ist eine assoziative, kommutative K-Algebra mit Einsele-

ment.

(2) Der Vektorraum Mat(n;K) der (n× n)-Matrizen ist zusammen mit der Matrizen-
multiplikation eine assoziative K-Algebra mit Einselement E, die sogenannte Matrizenal-
gebra. Für n ≥ 2 ist diese Algebra nicht kommutativ.

Homomorphismen zwischen K-Algebren werden in der üblichen Weise definiert.

Satz 11.3 (Division mit Rest)
Es seien 0 6= P,Q ∈ K[x]. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q, r mit

(i) P = Qq + r,

(ii) deg r < degQ.

Beweis. Eindeutigkeit: Es sei

Qq + r = Qq′ + r′ (deg r, deg r′ < degQ).

Also gilt
Q(q − q′) = r′ − r.

1. Fall: q = q′ ⇒ r = r′.
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2. Fall: q 6= q′. Dann ist

deg(r′ − r)︸ ︷︷ ︸
<degQ

= degQ+ deg(q − q′)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ degQ.

Dies ist ein Widerspruch.

Existenz: Wir betrachten

M := {deg(P −Qp); p ∈ K[x]}.

Die Menge M besitzt ein Minimum in N ∪ {−∞}. Es sei q ∈ K[x] so, daß

deg(P −Qq) ≤ deg(P −Qp) für alle p ∈ K[x].(∗)

Es sei ferner

r := P −Qq,
d. h.

P = Qq + r.

Es genügt zu zeigen, daß deg r < degQ.

Annahme: deg r ≥ degQ.

Dann haben wir

Q = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m (bm 6= 0)

r = c0 + c1x+ · · ·+ ckx
k (ck 6= 0, k ≥ m).

Es sei

p := q +
ck
bm
xk−m ∈ K[x].

Dann ist

P −Qp = P −Qq︸ ︷︷ ︸
=r

−Q ck
bm
xk−m = r −Q ck

bm
xk−m.

Es ist also

P −Qp = ckx
k − bm

ck
bm
xk

︸ ︷︷ ︸
=0

+Terme niedrigerer Ordnung.

Daher gilt

deg(P −Qp) < k = deg r = deg(P −Qq).
Dies steht im Widerspruch zur Wahl von q. ¤
Aus dem eben gegebenen Beweis kann ein Algorithmus für die Polynomdivision abgeleitet
werden, der hier kurz an einem Beispiel beschrieben werden soll.
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Beispiel. Gegeben seien

P (x) = x4 + 4x2 − x+ 3, Q(x) = x2 + x+ 1.

Man erhält

(x4 + 4x2 − x+ 3) : (x2 + x+ 1) = x2 − x+ 4(= q(x))
x4 + x3 + x2

−x3 + 3x2 − x + 3
−x3 − x2 − x

4x2 + 3
4x2 + 4x+ 4
−4x− 1(= r(x))

Damit ergibt sich

(x4 + 4x2 − x+ 3) = (x2 + x+ 1)(x2 − x+ 4) + (−4x− 1).

Definition. Ist 0 6= P ∈ K[x] und λ ∈ K, so daß P (λ) = 0 gilt, so heißt λ eine Nullstelle
von P .

Korollar 11.4
Es sei 0 6= P ∈ K[x] und λ eine Nullstelle von P . Dann gibt es genau ein Polynom
Q ∈ K[x] mit

P = Q(x− λ).

Es ist degQ = degP − 1.

Beweis. Der Divisionssatz (11.3) angewandt auf P und (x− λ) gibt

P = (x− λ)Q+ r

mit

deg r < deg(x− λ) = 1.

Also ist r = const. Da

0 = P (λ) = r(λ),

folgt r = 0. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus dem Divisionssatz. ¤

Korollar 11.5
Es sei P 6= 0. Dann ist die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von P höchstens gleich
degP .
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Beweis. Es sei k = degP . Gäbe es verschiedene Nullstellen, λ1, . . . , λk+1, so wäre

P = (x− λ1) · · · (x− λk)Q

mit degQ = 0. Nun ist

P (λk+1) = (λk+1 − λ1)︸ ︷︷ ︸
6=0

· · · (λk+1 − λk)︸ ︷︷ ︸
6=0

Q(λk+1),

also ist Q(λk+1) = 0. D. h. Q = 0, also P = 0. ¤

Satz 11.6
Jedes Polynom 0 6= P ∈ K[x] besitzt eine Darstellung

P = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr ·Q

wobei die λ1, . . . , λr paarweise verschieden sind, und Q ein Polynom ohne Nullstellen ist.
Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis. Die Existenz der Darstellung folgt aus obigem.

Eindeutigkeit:

(i) Die λi sind genau die Nullstellen von P , liegen also eindeutig fest.

(ii) Die Eindeutigkeit der mi folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 11.7
Es seien P,Q ∈ K[x] Polynome mit P (λ) 6= 0 6= Q(λ). Falls

(x− λ)mP (x) = (x− λ)nQ(x)

für alle x ∈ K, so ist m = n.

Beweis. Es sei m ≥ n. Dann gilt

(x− λ)m−nP (x)−Q(x) = 0 (für x 6= λ).

Da K unendlich viele Elemente enthält, gilt für die Polynome

(x− λ)m−nP −Q = 0.

Falls m > n, wäre Q(λ) = 0, ein Widerspruch. ¤
Beweis von Satz (11.6) (Fortsetzung).

(iii): Eindeutigkeit von Q:

Es sei
(x− λ1)m1 · · · (x− λr)mrQ = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mrQ′.
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Für alle x 6= λ1, . . . , λr gilt
Q(x) = Q′(x).

Also hat Q−Q′ unendlich viele Nulstellen, und es folgt Q = Q′. ¤
Definition. Man sagt das Polynom 0 6= P ∈ K[x] zerfällt über K, falls es eine Darstel-
lung

P (x) = a(x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr (a ∈ K)

gibt.

Bemerkungen.

(i) a ist der Koeffizient von xn.

(ii) Diese Darstellung ist (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig.

(iii) Es gibt viele Polynome, die nicht zerfallen, z. B.

P (x) = 1 + x2 ∈ R[x].

Aber
P (x) = (x− i)(x+ i) ∈ C[x].

Satz 11.8 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nicht-konstante Polynom P ∈ C[x] besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Siehe die Vorlesungen Algebra I, Funktionentheorie I.

Korollar 11.9
Jedes Polynom P ∈ C[x] zerfällt.

Ideale in K[x]

Definition. Eine Teilmenge I eines Ringes R heißt ein Ideal, falls gilt:

(I1) I ⊂ R ist additive Untergruppe.

(I1) Für P ∈ I,Q ∈ R gilt Q · P ∈ I (d. h. R · I ⊂ I).

Beispiel. I := 〈P1, . . . , Pn〉 := {Q1P1 + · · ·+QnPn; Qi ∈ R}.
Definition. I = 〈P1, . . . , Pn〉 heißt das von P1, . . . , Pn erzeugte Ideal.

Definition. I heißt Hauptideal, falls es von einem Element erzeugt wird, d. h. I = 〈P 〉
für ein P ∈ R.

Satz 11.10
(i) K[x] ist ein Hauptidealring, d. h. jedes Ideal ist Hauptideal.

(ii) Zu jedem Ideal I 6= {0} in K[x] gibt es genau ein normiertes Polynom P mit
I = 〈P 〉.
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Beweis. (i): Es sei I 6= {0} (sonst ist I = 〈0〉). Dann ist

M = {degP ; 0 6= P ∈ I} 6= ∅.

Es sei m := MinM und P ∈ I mit degP = m.

Behauptung. I = 〈P 〉 = K[x] · P . Es ist K[x] · P ⊂ I nach (I2). Es bleibt zu zeigen,
daß I ⊂ K[x] · P .

Es sei Q ∈ I beliebig. Dann gibt es eine Darstellung

Q = qP + r, deg r < degP.

Ist r = 0, so ist Q ∈ 〈P 〉. Ist r 6= 0, so folgt mit (I1) und (I2)

r = Q− qP ∈ I.

Wegen
0 ≤ deg r < degP = m

ist dies ein Widerspruch zur Wahl von P .

(ii): Mit P liegt auch aP in I. Also kann man P normiert annehmen. Sei

I = 〈P 〉 = 〈P ′〉

mit P, P ′ normiert. Dann gilt

P ′ = Q′P, P = QP ′

für geeignete Q,Q′ ∈ K[x]. Also

P = QQ′P.(∗)

Daraus folgt

P (1−QQ′) = 0.(∗∗)

Nach dem Gradsatz folgt aus (∗)

degQQ′ = 0, also QQ′ = 1 nach (∗∗).

Wieder nach dem Gradsatz sind Q,Q′ konstant. Da P, P ′ normiert sind, folgt Q = Q′ = 1,
d. h. P = P ′. ¤
Definition.

(i) Zwei Polynome P, P ′ ∈ K[x]; 0 6= P, P ′ heißen teilerfremd, falls aus P = QR,
P ′ = Q′R folgt R = const.
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(ii) Man sagt, ein Polynom P ∈ K[x] teilt ein Polynom Q ∈ K[x] (Schreibweise P |Q),
falls es ein Polynom R ∈ K[x] gibt, mit Q = P ·R.

Korollar 11.11
P, P ′ seien teilerfremd. Dann gibt es Q,Q′ ∈ K[x] mit PQ+ P ′Q′ = 1.

Beweis. Die Menge

I := 〈P, P ′〉 = {QP +Q′P ′; Q,Q′ ∈ K[x]}

ist ein Ideal. Also gibt es ein normiertes Polynom R ∈ K[x] mit

I = 〈R〉.

Damit gilt
P = QR, P ′ = Q′R

für geeignete Q,Q′ ∈ K[x]. Da P, P ′ teilerfremd sind, ist R = const. Aus der Normierung
von R folgt R = 1. Also ist 1 ∈ I, d. h. es gibt Q,Q′ ∈ K[x] mit

QP +Q′P ′ = 1.

¤

Nilpotente Matrizen

Definition. Eine Matrix A ∈ Mat(n;K) heißt nilpotent, falls es ein m ∈ N mit Am = 0
gibt.

Bemerkung. A nilpotent ⇒ A 6∈ GL(n,K).

Definition.

(i) A heißt obere Dreiecksmatrix, falls für A = (αij) gilt αij = 0 für i > j.

(ii) A heißt echte obere Dreiecksmatrix, falls αij = 0 für i ≥ j.

Bemerkung. Obere (bzw. echte obere) Dreiecksmatrizen haben also die Gestalt

A =




∗ · · · · · · ∗
0

. . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 ∗


 , bzw.




0 ∗ · · · ∗
...

. . .
...

...
. . . ∗

0 · · · · · · 0


 .

Lemma 11.12
(i) A sei nilpotent und B ∼ A. Dann ist auch B nilpotent.

(ii) Ist A nilpotent, so ist 0 Eigenwert, und es gibt keine weiteren Eigenwerte.
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Beweis. (i): B = W−1AW . Sei Am = 0. Es ist

Bm = (W−1AW )(W−1AW ) · · · (W−1AW ) = W−1AmW = 0.

(ii): Ist A nilpotent, so ist A 6∈ GL(n,K). Also ist 0 Eigenwert von A. Sei λ 6= 0 ein
weiterer Eigenwert mit Eigenwert v 6= 0. Dann gilt

Av = λv (v 6= 0)

⇒ Amv = λmv 6= 0 für alle m

⇒ Am 6= 0 stets.

¤
Satz 11.13
Es sind äquivalent für A ∈ Mat(n;K):

(i) A ist nilpotent.

(ii) A ist ähnlich zu einer echten oberen Dreiecksmatrix. In diesem Fall ist An = 0 und
χA(x) = xn.

Beweis. (i)⇒(ii): Induktion nach n:

n = 1 : A = (0).

n − 1 7→ n: Ist A nilpotent, dann ist 0 ein Eigenwert von A, und es gibt einen Vektor
0 6= v ∈ Ker A = Eig(A, 0). Ergänzt man v zu einer Basis von Kn, so folgt, daß

A ∼




0 ∗ · · · ∗
...
0

B


 =: A′.

Es ist

Am =




0 ∗ · · · ∗
...
0

Bm


 = 0.

Also ist mit A auch B nilpotent. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es

W ∈ GL(n− 1, K)

mit

W−1BW = B′ =




0

0

. . .
∗

0


 .

Setze

W̃ :=




1 0

0 W


 .
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Dann ist

W̃−1A′W̃ =




0 ∗
0
...
0

W−1BW


 =




0 ∗
0
...
0

0

0

. . .
∗

0


 .

Damit ist auch A zu einer echten oberen Dreiecksmatrix ähnlich.

(ii)⇒(i):
A ∼ A′ = (α′ij) mit α′ij = 0 für i ≥ j.

Nach Lemma (11.12) genügt (A′)n = 0 zu zeigen.

Behauptung. (A′)s = (α′(s)ij ) mit α′(s)ij = 0 für i ≥ j + 1− s.
Induktion nach s:

s = 1: Dies ist die Voraussetzung, daß A′ echte obere Dreiecksmatrix ist.

s− 1 7→ s:

α′ij
(s)

=
n∑

k=1

α′ikα
′
kj

(s−1)
.

Sei

i ≥ j + 1− s.(1)

Dann ist

k ≥ (j + 1)− (s− 1)⇒ α′(s−1)
kj = 0 nach Induktionsvoraussetzung

oder

k ≤ (j + 1)− s
(1)

≤ i⇒ α′ik = 0.

Also gilt

α′(s)ij = 0.

Sei nun

A ∼




0

0

. . .
∗

0


 = A′.

Dann ist (A′)n = 0 also nach Lemma (11.12) auch An = 0. Ferner gilt, da A ∼ A′:

χA(x) = χA′(x) = det




x · · · · · · ∗
0

. . .
...

...
. . . . . .

...
0 · · · 0 x


 = xn.

¤
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Korollar 11.14
Ist A nilpotent, so ist SpurA = 0.

Beweis. Es ist
χA(x) = xn − SpurAxn−1 + · · ·

Da χA(x) = xn gilt, folgt SpurA = 0. ¤
Definition.

(i) Für A,B ∈ Mat(n;K) heißt

[A,B] := AB − BA

der Kommutator von A und B.

(ii) A,B heißen vertauschbar, falls [A,B] = 0, d. h. falls AB = BA.

Satz 11.15
Es sei [A,B] = 0. Dann gilt

(i) (A+B)m =
∑m

k=0

(
m
k

)
Ak Bm−k.

(ii) Ist B nilpotent, so ist auch AB nilpotent.

(iii) Sind A,B nilpotent, so ist auch A+B nilpotent.

Beweis. (i): Dies beweist man wie beim binomischen Lehrsatz.

(ii): (AB)m = (AB) · · · (AB) = AmBm = 0, falls Bm = 0.

(iii): Am = 0, Bp = 0. Sei k := m+ p.

(A+B)k
(i)
=

k∑

l=0

(
k

l

)
AlBk−l.

Es gibt zwei Fälle:

l < m⇒ k − l > k −m = (m+ p)−m = p⇒ Bk−l = 0,

l ≥ m⇒ Al = 0. ¤

Satz 11.16
Seien A,N ∈ Mat(n;K). Es sei N nilpotent und [A,N ] = 0. Dann gilt

χA = χA+N .

Insbesondere ist det(A) = det(A+N).

Beweis. Die letzte Behauptung folgt aus der Gleichheit der charakteristischen Polynome,
da für jede Matrix B ∈ Mat(N ;K) gilt:

detB = (−1)nχB(0).
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Wir betrachten nun

det(xE − A) = χA(x) = xn − SpurAxn−1 + · · ·

Da K unendlich viele Elemente enthält, gibt es x mit

det(xE − A) 6= 0.

Es sei

M := (xE − A)−1N.(∗)

(i) M ist nilpotent: Da N nilpotent ist, genügt es nach Satz (??) (ii), zu zeigen daß
[(xE − A)−1, N ] = 0. Es ist

(xE − A)N = xEN − AN [A,N ]=0
= xNE −NA = N(xE − A).

Multiplikation mit (xE − A)−1 von beiden Seiten ergibt

N(xE − A)−1 = (xE − A)−1N,

d. h.
[(xE − A)−1, N ] = 0.

(ii) det(E −M) = 1: Da M nilpotent ist, gibt es ein W ∈ GL(n,K) mit

W−1MW = echte obere Dreiecksmatrix.

Also

det(E −M) = det(W−1(E −M)W )

= det(E −W−1MW )

= det




1

0

. . .
∗

1


 = 1.

(iii) Beweis der Aussage: Es sei zunächst x ∈ K mit χA(x) 6= 0. Dann gilt

χA+N(x) = det(xE − (A+N))
(∗)
= det((xE − A)− (xE − A)M)

= det((xE − A)(E −M))
(ii)
= det(xE − A) = χA(x)

Da K unendlich viele Elemente hat, folgt χA+N = χA.
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Idempotente Matrizen

Definition. A ∈ Mat(n; k) heißt idempotent, falls A2 = A.

Lemma 11.17
Die Matrix A sei idempotent. Dann ist

Kn = ImA⊕KerA.

Die beiden einzig möglichen Eigenwerte sind 0, 1.

Beweis. Nach der Dimensionsformel gilt

dim ImA+ dim KerA = n.

Also genügt es zu zeigen, daß

ImA+ KerA = Kn.

Es sei x ∈ Kn. Wir setzen

x1 := Ax ∈ ImA; x0 := x− x1 = x− Ax.

Dann ist

Ax0 = Ax− A2x = Ax− Ax = 0

also ist x0 ∈ KerA und

x = x1 + x0.

Wir haben also für jedes x ∈ Kn eine eindeutige Darstellung x = x1 + x0 mit x0, x1 wie
oben beschrieben. Dann ist

Ax = A(x0 + x1) = x1,

also ist

Ax = λx⇔
{
x0 = 0, λ = 1

x1 = 0, λ = 0.

¤
Die geometrische Deutung der zu einer idempotenten Matrix gehörigen Abbildung hA :
Kn → Kn, x 7→ Ax ist, daß es eine Projektion auf den Unterraum ImA ist.

Satz 11.18
Es sei 0 6= A ∈ Mat(n;K) und r = RangA > 0. Dann sind äquivalent:
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(i) A ist idempotent.

(ii) A ∼
(
E(r) 0

0 0

)
(wobei E(r) die Einheitsmatrix der Größe r bezeichnet).

In diesem Fall ist χA(x) = (x− 1)rxn−r und SpurA = r · 1.

Bemerkung. Bezüglich der Basis, die zur Matrix

(
E(r) 0

0 0

)
gehört, ist der zugehörige

Endomorphismus Kn → Kn gegeben durch

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0).

���

���������	��


���������

���	�

� ����� 


Abb. 1: Projektion auf den Unter-
raum ImA

Bemerkung. r · 1 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
r-mal.

.

Beweis. (ii)⇒(i): Es ist

A = W−1

(
E(r) 0

0 0

)
W (mit W ∈ GL(n,K)).

Also

A2 = W−1

(
E(r) 0

0 0

)
WW−1

(
E(r) 0

0 0

)
W

= W−1

(
E(r) 0

0 0

)
W = A.

(i)⇒(ii): Wir wählen Basen

b1, . . . , br ∈ ImA

br+1, . . . , bn ∈ KerA.

Dann ist b1, . . . , bn Basis von Kn. Es gilt

Abi = 0 für i = r + 1, . . . , n,



          

§ 11. EIGENWERTTHEORIE II 29

also sind br+1, . . . , bn Eigenvektoren zum Eigenwert 0. Für b1, . . . , br ∈ ImA gilt:

bi = Ab′i (b′i ∈ Kn).

Also

Abi = A2b′i = Ab′i = bi. (i = 1, . . . , r).

D. h. b1, . . . , br sind Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Nach Satz (I.8.1) ist A diagonali-
sierbar, und es gilt

A ∼




1
. . .

1
0

. . .
0




=: B,

wobei die Anzahl der Einträge 1 gleich r ist.

Es gelte nun (i), (ii). Dann ist

χA(x) = χB(x) mit B =

(
E(r) 0

0 0

)
.

Also folgt

χA(x) = det(xE − B) =




x− 1
. . .

x− 1
x

. . .

x




= (x− 1)rxn−r.

Daraus folgt

SpurA = SpurB = r · 1.

¤

Korollar 11.19
A sei idempotent vom Rang r. Dann gilt

det(E − xA) = (1− x)r.
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Beweis. Nach Satz (11.18) gibt es W ∈ GL(n,K) mit

W−1AW =

(
E(r) 0

0 0

)
.

Also ist

det(E − xA) = det(W−1(E − xA)W )

= det(E − x
(
E(r) 0

0 0

)
)

= det




1− x
. . .

1− x
1

. . .

1




= (1− x)r.

¤

Zerfallende Matrizen

Definition. Man sagt, eine Matrix A ∈ Mat(n;K) zerfällt, falls das charakteristische
Polynom von A zerfällt, d. h.

χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr .
(In einer solchen Darstellung nehmen wir stets an, daß λ1, . . . λr paarweise verschieden
sind.)

Bemerkung. Die λi sind genau die Eigenwerte von A.

Definition. Die mi heißen die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte λi.

Beispiele.
(1) Alle Matrizen A ∈ Mat(n;C) zerfallen wegen des Fundamentalsatzes der Algebra.

(2) Ist A nilpotent so zerfällt A, da χA(x) = xn.

(3) Ist A idempotent, so zerfällt A, da χA(x) = (x− 1)rxn−r.

Definition. Eine verallgemeinerte Jordanmatrix (Jordanblock) zum Eigenwert λ ∈ K
ist eine Matrix der Form

J = λE +N

wobei N echte obere Dreiecksmatrix ist. Damit hat J folgende Gestalt:

J =



λ

0

. . .
∗

λ


 .
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Definition. Die Jordanmatrix (der Größe n) zum Eigenwert λ ist die Matrix

J =




λ 1 0 · · · 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 1
0 · · · · · · 0 λ




Bemerkung. In jedem Fall gilt χJ(x) = (x− λ)n.

Satz 11.20 (Struktursatz, 1. Form der Jordanschen Normalform)
Es sei A eine zerfallende Matrix mit

χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λk)mk ,
wobei λ1, . . . , λk paarweise verschieden sind. Dann ist A ähnlich zu einer Blockmatrix




A1

A2

0

0
. . .

Ak




wobei Ai ∈ Mat(mi;K) verallgemeinerte Jordanmatrizen zum Eigenwert λi sind.

Bemerkung. Wir werden später eine Normalform herleiten wobei nur noch (echte)
Jordanmatrizen vorkommen.

Korollar 11.21
Für A ∈ Mat(n;K) sind äquivalent

(i) A zerfällt.

(ii) A ist zu einer oberen Dreiecksmatrix ähnlich.

Beweis. (ii)⇒(i):

A ∼ A′ =



λ1

0

. . .
∗

λn


 .

Dann ist

χA = χA′ = det



x− λ1

0

. . .
∗

x− λn


 = (x− λ1) · · · (x− λn).

(i)⇒(ii): Aus dem Struktursatz. ¤
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Korollar 11.22
Sei A ∈ Mat(n;K). Falls A zerfällt, ist SpurA gleich der Summe der Eigenwerte (mit
Vielfachheit).

Beweis. A zerfalle. Dann gilt nach dem Struktursatz (11.20)

A ∼ A′ =




λ1
. . .
∗
λ1

. . .

λk
. . .
∗
λk




Hieraus folgt dann

SpurA = SpurA′ = m1λ1 + · · ·+mkλk.

¤

Korollar 11.23
Zerfällt A ∈ Mat(n;K) in n verschiedene Linearformen (d. h. hat A genau n verschiedene
Eigenwerte), so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Sofort aus dem Struktursatz (11.20). ¤
Bevor wir den Struktursatz beweisen können, benötigen wir das

Lemma 11.24
Es seienM ∈ Mat(p;K);N ∈ Mat(q;K) nilpotente Matrizen. Ferner sei C ∈ Mat(p, q;K).
Dann gibt es genau ein X ∈ Mat(p, q;K) mit

X = MX −XN + C.(∗)

Beweis. Wir betrachten (∗) als lineares Gleichungssystem. Die Unbekannten sind xij.

#Gleichungen = pq

#Unbekannten = pq.

Also ist (∗) genau dann eindeutig lösbar, wenn das zugehörige homogene Gleichungssystem

X = MX −XN(∗∗)

nur X = 0 als Lösung hat.
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Behauptung. X sei Lösung von (∗∗). Dann gilt für alle s ∈ N:

X =
s∑

σ=0

(−1)σ
(
s

σ

)
M s−σXNσ.(∗ ∗ ∗)

Daraus folgt das Lemma: Da M,N nilpotent gibt es m,n ∈ N mit Mm = 0 und Nn = 0.
Sei s = m+ n. Ist s = (s− σ) + σ, so ist (s− σ) ≥ m oder σ ≥ n. Also folgt X = 0.

Beweis der Behauptung. Wir machen Induktion nach s.

s = 1: Für s = 1 ist (∗ ∗ ∗) gerade die Gleichung (∗∗).
s 7→ s+ 1 : Nach Induktionsvoraussetzung gilt

X =
s∑

σ=0

(−1)σ
(
s

σ

)
M s−σXNσ.

Da X (∗∗) erfüllt:

X
(∗∗)
= MX −XN

(IV)
=

s∑

σ=0

(−1)σ
(
s

σ

)
M (s+1)−σXNσ −

s∑

σ=0

(−1)σ
(
s

σ

)
M s−σXNσ+1

=
s+1∑

σ=0

(−1)σ
((

s

σ

)
+

(
s

σ − 1

))
M (s+1)−σXNσ

=
s+1∑

σ=0

(−1)σ
(
s+ 1

σ

)
M (s+1)−σXNσ.

¤
Beweis des Struktursatzes (11.20) Wir machen nun Induktion nach n.

n = 1: A = (λ1). Trivial.

n− 1 7→ n: Es sei A gegeben mit

χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λk)mk .(∗)

Nach Satz (I.8.5) gilt:

A ∼




λ1 ∗ · · · ∗
0
...
0

B


 =: A′.

Es ist

χA(x) = (x− λ1)χB(x).



          

34

Wegen (∗) folgt

χB(x) = (x− λ1)m1−1(x− λ2)m2 · · · (x− λk)mk .
(Dies gilt zunächst für x 6= λi, da #K = ∞, aber dann für alle x und damit für die
Polynome.) Also zerfällt auch B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

B ∼




A∗1
A2

0

0
. . .

Ak


 =: B′

wobei

Ai = λiEmi +Ni ∈ Mat(mi;K); i = 2, . . . , k

A∗1 = λ1Em1−1 +N1 ∈ Mat(m1 − 1;K)

verallgemeinerte Jordanblöcke sind. (Falls m1 = n gilt, ist man an dieser Stelle fertig.)

Behauptung.

A ∼




λ1 ∗ · · · ∗
0
...
0

B′




Denn: Es sei W ′ ∈ GL(n− 1, K) mit

W ′−1
BW ′ = B′.

Dann definiere man

W :=




1 0 · · · 0
0
...
0

W ′


 ∈ GL(n,K).

Dann gilt

W−1 =




1 0 · · · 0
0
...
0

(W ′)−1




und wir erhalten

W−1A′W =




λ1 ∗ · · · ∗
0
...
0

(W ′)−1BW ′


 =




λ1 ∗ · · · ∗
0
...
0

B′


 .
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Also hat man bisher gefunden

A ∼




A1 C2 · · · · · · Ck
0 A2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Ak




}m1

}m2
...
...
}mk

︸︷︷︸
m1

︸︷︷︸
m2

· · · · · · ︸︷︷︸
mk

=: C

wobei

Ai = λiEmi +Ni ∈ Mat(mi;K) (i = 1, . . . , k)

verallgemeinerte Jordanblöcke sind, sowie

Ci =

(
∗ · · · ∗

0

)
∈ K(m1,mi;K) (i = 2, . . . , k).

Wir müssen nun die Kästchen Ci wegtransformieren. Dazu wählen wir den Ansatz:

W̃ =




Em1 W̃2 · · · · · · W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk




mit

W̃i ∈ Mat(m1,mi;K).

Behauptung.

W̃−1 =




Em1 −W̃2 · · · · · · −W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk




Denn: Es gilt



Em1 −W̃2 · · · · · · −W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk







Em1 W̃2 · · · · · · W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk
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=




Em1 W̃2 − W̃2 · · · · · · W̃k − W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk




= E(n).

Also hat man

W̃−1CW̃ =




Em1 −W̃2 · · · · · · −W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk







A1 C2 · · · · · · Ck
0 A2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Ak



·

·




Em1 W̃2 · · · · · · W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk




=




A1 C2 − W̃2A2 · · · · · · Ck − W̃kAk
0 A2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Ak







Em1 W̃2 · · · · · · W̃k

0 Em2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Emk




=




A1 A1W̃2 + C2 − W̃2A2 · · · · · · A1W̃k + Ck − W̃kAk
0 A2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . . 0

0 · · · · · · 0 Ak



.

Es sei

Dr := Cr + A1W̃r − W̃rAr (r = 2, . . . , k).

Es gilt

Ar = λrEmr +Nr (Nr echte obere Dreiecksmatrix).

Damit ist

Dr = Cr + (λ1Em1 +N1)W̃r − W̃r(λrEmr +Nr)

= Cr + λ1W̃r − λrW̃r +N1W̃r − W̃rNr.
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Also

Dr = (λ1 − λr)W̃r +N1W̃r − W̃rNr + Cr.

Da λ1 6= λr, gilt Dr = 0 genau wenn:

W̃r =
1

λr − λ1

N1

︸ ︷︷ ︸
=:M

W̃r − W̃r
1

λr − λ1

Nr

︸ ︷︷ ︸
=:N

+
1

λr − λ1

Cr
︸ ︷︷ ︸

=:C′

.

Da N1, Nr nilpotent, sind auch M,N nilpotent und die Gleichung

W̃r = MW̃r − W̃rN + C ′

hat nach Lemma (11.24) genau eine Lösung. Diese W̃r tun es. ¤

Das Minimalpolynom

Es sei daran erinnert, daß Mat(n;K) ein Vektorraum der Dimension n2 ist. Wie üblich
setzen wir für A ∈ Mat(n;K):

An = A · · ·A (n-mal), A0 = E.

Dann ordnen wir der Matrix A wie folgt einen Unterraum in Mat(n;K) zu:

Definition. K[A] := Span{An; n ∈ N ∪ {0}}.
Bemerkung. Mit dem Matrizenprodukt ist K[A] ein (kommutativer) Ring und sogar
eine kommutative K-Algebra.

Man definiert

ϕA : K[x] −→ K[A]
P =

∑n
ν=0 aνx

ν 7−→ P (A) :=
∑n

ν=0 aνA
ν .

Bemerkung.

(i) ϕA ist surjektiv.

(ii) ϕA ist sowohl ein Homomorphismus von K-Vektorräumen, als auch ein Ringhomo-
morphismus:

(P +Q)(A) = P (A) +Q(A)

(λP )(A) = λP (A)

(P ·Q)(A) = P (A) ·Q(A).

Genauer gesagt ist ϕA ein K-Algebrenhomomorphismus.
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Wir betrachten nun

IA := {P ∈ K[x]; P (A) = 0} = KerϕA.

Nach obigem folgt, daß IA ein Ideal ist. Da K[x] ein Hauptidealring ist, gibt es (falls
IA 6= {0} ist) genau ein normiertes Polynom µA ∈ K[x] mit

IA = 〈µA〉.

Satz 11.25
Es gibt ein normiertes Polynom 0 6= µA ∈ K[x] mit folgenden Eigenschaften

(i) µA(A) = 0.

(ii) Ist P ∈ K[x] ein Polynom mit P (A) = 0, so ist P = Q · µA; d. h. µA teilt P .

Ferner gilt:

(iii) Unter allen normierten Polynomen mit P (A) = 0 hat µA minimalen Grad. Dadurch
ist µA eindeutig bestimmt.

(iv) deg µA = dimK[A].

Definition. µA heißt das Minimalpolynom von A.

Beweis. Wir zeigen zunächst IA 6= {0}. Es ist

K[A] ⊂ Mat(n;K),

also gilt dimK[A] ≤ n2 =: N . Daher sind die Matrizen

E,A,A2, . . . , AN

linear abhängig, d. h. es gibt a0, . . . , aN ∈ K, nicht alle 0, mit

a0E + a1A+ · · ·+ aNA
N = 0.

Also ist

0 6= P (x) = a0 + · · ·+ aNx
N ∈ IA.

Damit ist nach Satz (11.10)

IA = 〈µA〉

für ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom µA 6= 0. Dies zeigt (i)–(iii).

(iv): Es sei m := dimK[A]. Dann sind

E,A, . . . , Am
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linear abhängig. Wie oben zeigt man, daß es ein (normiertes) Polynom P ∈ K[x], degP ≤
m gibt mit P (A) = 0. Also ist

deg µA ≤ m = dimK[A].

Es sei umgekehrt

m′ := deg µA.

Behauptung. dimK[A] ≤ m′. Wir betrachten

V := Span(E,A, . . . , Am
′−1).

Nach Definition von m′ ist dimV = m′. Es genügt zu zeigen, daß

K[A] ⊂ V.

Dazu ist zu zeigen, daß

As ∈ V für s ≥ m′.

Es sei

µA = xm
′
+ am′−1x

m′−1 + · · ·+ a0.

Da µA(A) = 0 folgt

Am
′

= −am′−1A
m′−1 − · · · − a0E ∈ V.

Durch Multiplikation mit A auf beiden Seiten folgt dann aber auch

Am
′+1 = −am′−1A

m − · · · − a0A ∈ V.

Induktion liefert die Behauptung. ¤

Korollar 11.26
Ist m = deg µA, so ist E,A, . . . , Am−1 eine Basis von K[A].

Beweis. E, . . . , Am−1 sind wegen m = deg µA linear unabhängig. Die Behauptung folgt
dann aus m = dimK[A]. ¤
Korollar 11.27

(i) A ist invertierbar ⇔ µA(0) 6= 0.

(ii) Ist A invertiertbar, so ist A−1 ∈ K[A].
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Beweis. Es sei

µ(x) = xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Also ist

Am + am−1A
m−1 + · · ·+ a1A = −a0E

und damit

A(Am−1 + am−1A
m−2 + · · ·+ a1E︸ ︷︷ ︸

=:B

) = −a0E.

Ist a0 = µ(0) 6= 0, so ist

AB = −a0E

und damit

A(− 1

a0

B) = E,

d. h. A ∈ GL(n,K).

Ist A ∈ GL(n,K), so folgt

B = −a0A
−1.

Nun ist B 6= 0 (sonst wäre µA nicht das Minimalpolynom). Also ist a0 = µ(0) 6= 0.

(ii): Nach obigem ist A−1 = − 1
a0
B ∈ K[A]. ¤

Korollar 11.28
Ist A ∈ GL(n,K), so gibt es ein Polynom P ∈ K[x] mit P (0) = 0, so daß P (A) = E.

Beweis. Ist A ∈ GL(n,K), so ist nach Korollar (11.27) (ii) auch A−1 ∈ K[A]. Also gibt
es ein Q(x) ∈ K[x] mit

A−1 = Q(A).

Daraus folgt, daß

E = A ·Q(A).

D. h. für

P (x) := x ·Q(x)

gilt P (A) = E. ¤
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Lemma 11.29 (Invarianz)

A ∼ B ⇒ µA = µB.

Beweis. Für P ∈ K[x] und W ∈ GL(n,K) gilt

P (A) = 0⇔ P (W−1AW ) = 0.

Dies folgt, da

P (W−1AW ) = a0E + a1W
−1AW + · · ·+ am(W−1AW )m

= a0W
−1EW + a1W

−1AW + · · ·+ am(W−1AmW )

= W−1(P (A))W.

¤

Bemerkung. µa = µb
i. a.

6⇒ A ∼ B.

Beispiel.

A =

(
1

2
2

)
, B =

(
1

1
2

)
.

Dann ist

(A− E)(A− 2E) =




0
1

1





−1

0
0


 = 0,

(B − E)(B − 2E) =




0
0

1





−1

−1
0


 = 0.

Also ist, da A− E,A− 2E 6= 0 und B − E,B − 2E 6= 0

µA(x) = µB(x) = (x− 1)(x− 2).

Andererseits gilt

χA(x) = det



x− 1

x− 2
x− 2


 = (x− 1)(x− 2)2,

χB(x) = det



x− 1

x− 1
x− 2


 = (x− 1)2(x− 2).

D. h. χA 6= χB, und damit A 6∼ B.
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Eigenwerte und Minimalpolynom

Satz 11.30
Für A ∈ Mat(n;K) sind äquivalent

(i) λ ist Eigenwert von A.

(ii) µA(λ) = 0.

Beweis. (i)⇒(ii): Es sei v 6= 0 ein Vektor mit

Av = λv (v 6= 0).

Dann gilt Akv = λkv und also für jedes P ∈ K[x]:

P (A)v = (a0E + · · ·+ anA
n)v = a0v + a1λv + · · ·+ anλ

nv

= P (λ)v.

Ist P = µA, so ist µA(A) = 0, also µA(λ)v = 0. Da v 6= 0 ist, folgt µA(λ) = 0.

(ii)⇒(i): Es sei µA(λ) = 0. Dann gilt

µA(x) = (x− λ)P (x) für ein geeignetes P ∈ K[x].

Nun ist, da µ das Minimalpolynom von A ist

P (A) 6= 0,

d. h. es gibt einen Vektor v mit

0 6= v ∈ ImP (A).

Also gibt es ein w ∈ Kn mit

0 6= v = P (A)w.

Um zu zeigen, daß λ Eigenwert von A ist, genügt es zu zeigen, daß

Av = λv.

Dies gilt, da

Av − λv = (A− λE)v = (A− λE)P (A)w = µA(A)w = 0.

¤
Folgerung. χA und µA haben dieselben Nullstellen.

Wir werden später sehen, daß µA das charakteristische Polynom χA teilt, d. h.

χA = µA ·R
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für ein Polynom R ∈ K[x].

Wir erinnern daran, daß eine verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert λ eine Matrix
der folgenden Form ist:

J = λE +N =



λ

0

. . .
∗

λ


 ,

wobei N echte obere Dreiecksmatrix ist.

Satz 11.31
Ist J eine verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert λ, so ist für ein Polynom P ∈
K[x] die Matrix P (J) eine verallgemeinerte Jordanmatrix zu P (λ).

Beweis. Es gilt

P (x) = a0 + · · ·+ anx
n.

Daraus folgt

P (J) = a0E + a1J + · · ·+ anJ
n = a0E + a1(λE +N) + · · ·+ an(λE +N)n

= P (λ) · E +N ′.

Dabei ist N ′ eine Linearkombination von N, . . . , Nn, also auch wieder eine echte obere
Dreiecksmatrix.

Satz 11.32
Es sei A ∈ Mat(n;K) eine zerfallende Matrix mit charakteristischem Polynom (die λi
seien paarweise verschieden):

χA = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr .

Es sei

wA := (x− λ1) · · · (x− λr).

Dann ist wA(A) nilpotent.

Beweis. Es ist

A ∼



A1

. . .

Ar


 =: A′ Ai = λiE +Ni ∈ Mat(mi;K),

wobei die Ni echte obere Dreiecksmatrizen sind. (Wir werden hier und im folgenden oft
E statt Emi schreiben, um die Notation zu vereinfachen.)
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Da A ∼ A′, ist auch wA(A) ∼ wA(A′). Also genügt es nach Satz (11.12) (i) zu zeigen, daß
wA(A′) nilpotent ist. Nun ist

wA(A′) =



wA(A1)

. . .

wA(Ar)


 .

Da Ai verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert λi ist, ist nach (11.31) wA(Ai) ver-
allgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert wA(λi) = 0. Also gilt

wA(Ai) =




0 ∗
...

. . .

0 · · · 0


 .

Damit ist wA(Ai) eine echte obere Dreicksmatrix, damit auch wA(A′), also ist die Matrix
wA(A′) nilpotent. ¤

Theorem 11.33 (Satz von Cayley)
Es sei K ⊂ C. Dann gilt für jede Matrix A ∈ Mat(n;K):

χA(A) = 0.

Folgerung 11.34
Das Minimalpolynom µA teilt χA, d. h.

χA = R · µA
für ein geeignetes Polynom R ∈ K[x].

Beweis. Da K ⊂ C ist, kann man A ∈ Mat(n;C) annehmen. Über C zerfällt χA. Also
gilt

A ∼ A′ =



A1

. . .

Ar




wobei die Ai verallgemeinerte Jordanblöcke zum Eigenwert λi sind. Es genügt nun zu
zeigen, daß χA(A′) = χA′(A

′) = 0. Es ist

χA′(A
′) =



χA′(A1)

. . .

χA′(Ar)


 .

Es genügt nun, daß

χA′(Ai) = (Ai − λ1E)m1 · · · (Ai − λiE)mi · · · (Ai − λrE)mr
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Null wird, wobei

χA′ = χA = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr .

Nun ist

Ai − λiE = Ni

eine echte obere Dreiecksmatrix der Größe mi. Daraus folgt

(Ai − λiE)mi = Nmi
i = 0.

Also ist χA′(Ai) = 0 für i = 1, . . . , r und damit auch χA′(A
′) = 0. ¤

Bemerkung. Der Satz gilt für alle Körper K. Man braucht dazu die folgende Aussage
der Algebra: Es sei P ∈ K[x]. Dann gibt es einen Körper K ′ ⊃ K (Zerfällungskörper), so
daß P ∈ K ′[x] zerfällt.

Satz 11.35
Es sei A ∈ Mat(n;K) zerfallend mit

χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr

mit paarweise verschiedenen Nullstellen λi.

Dann sind äquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.

(ii) Jedes Element von K[A] ist diagonalisierbar.

(iii) Ist B ∈ K[A] nilpotent, so folgt B = 0.

(iv) µA(x) = (x− λ1) · · · (x− λr).
(v) µA hat nur einfache Nullstellen.

(vi) Es gibt in K[A] linear unabhängige idempotente Matrizen P1, . . . , Pr mit

(a) PiPj = 0 für i 6= j.

(b) P1 + · · ·+ Pr = E.

(c) A = λ1P1 + · · ·+ λrPr.

Bemerkung.

(i) P1, . . . , Pr heißt eine Spektralzerlegung von A.

(ii) Ist A diagonalisierbar, so enthält die Algebra K[A] keine von 0 verschiedenen nil-
potenten Matrizen. Dann nennt man K[A] auch halbeinfach. Man bezeichnet mitunter
diagonalisierbare Matrizen auch als halbeinfache Matrizen.
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Beweis. (i)⇒(ii): Es sei D eine Diagonalmatrix und

W−1AW = D.

Es sei nun B ∈ K[A], d. h.

B = P (A) für ein P ∈ K[x].

Damit ist

W−1BW = W−1P (A)W = P (W−1AW ) = P (D)

ebenfalls eine Diagonalmatrix.

(ii)⇒(iii): Es sei B ∈ K[A]. Nach (ii) ist B diagonalisierbar, d. h.

B ∼



µ1

. . .

µn


 =: C.

Nun ist mit B auch C nilpotent, d. h. µ1 = · · · = µn = 0. D. h.

W−1BW = 0⇒ B = W0W−1 = 0.

(iii)⇒(iv): Es sei

wA := (x− λ1) · · · (x− λr).

Nach Satz (11.32) ist wA(A) nilpotent. Also ist

wA(A) = 0.

Da µA nach Satz (11.30) dieselben Nullstellen wie χA hat, folgt

µA = wA.

(iv)⇒(v): Klar.

(v)⇒(i): Da nach Satz (11.30) µA die Nullstellen λ1, . . . λr haben muß, folgt

µA = (x− λ1) · · · (x− λr).

Für A kann man nach Satz (11.20) annehmen, daß

A ∼ B =



A1

. . .

Ar


 ,
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wobei

Ai = λiE +Ni, Ni echte obere Dreiecksmatrix.

Unser Ziel ist es zu zeigen, daß Ni = 0.

Es gilt nun µA = µB. Damit gilt

µA(B) =



µA(A1)

. . .

µA(Ar)


 = 0.

Also gilt

0 = µA(Ai) = (Ai − λ1E) · · · (Ai − λiE)︸ ︷︷ ︸
Ni

· · · (Ai − λrE)

=
r∏

j=1
j 6=i

(Ai − λjE) ·Ni.

Hierbei haben wir verwendet, daß K[Ai] kommutativ ist. Nun ist

Ji :=
r∏

j=1
j 6=i

(Ai − λjE) = ϕi(Ai)

mit

ϕi(x) :=
r∏

j=1
j 6=i

(x− λj).

Also ist Ji nach Satz (11.31) verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert

ϕi(λi) =
r∏

j=1
j 6=i

(λi − λj) =: ci 6= 0.

D. h.

0 = Ji ·Ni =



ci ∗
...

. . .

0 · · · ci







0 ∗
...

. . .

0 · · · 0


 (ci 6= 0).

Behauptung. Ni = 0 (⇒ Ai ist Diagonalmatrix).



        

48

Denn: Es sei Ni 6= 0. Man wähle das minimale s ≥ 1 mit α
(i)
k,k+s 6= 0 für ein k (Es sei

Ai = (α
(i)
kl )). Nun ist

0 = JiNi = (ciE +N ′) ·Ni = ciNi +N ′Ni,

wobei N ′ eine echte obere Dreiecksmatrix ist. Es genügt zu zeigen, daß

(N ′Ni)k,k+s = 0,

denn dann erhalten wir einen Widerspruch zu α
(i)
k,k+s 6= 0. Nun ist

(N ′Ni)k,k+s =
n∑

l=1

N ′kl(Ni)l,k+s

=
k∑

l=1

N ′kl︸︷︷︸
=0

(Ni)l,k+s +
n∑

l=k+1

N ′kl (Ni)l,k+s︸ ︷︷ ︸
=0,da k+s−l<s

= 0.

(iv)⇒(vi): Wir wissen, daß

µA(x) = (x− λ1) · · · (x− λr).

Es sei

ψi(x) :=
ϕi(x)

ϕi(λi)
∈ K[x].

Dann ist

ψi(λj) = δij.

Es sei wie früher

IA = {P ∈ K[x]; P (A) = 0} = 〈µA〉.

Behauptung 1. ψiψj − δijψi ∈ IA.

Denn: Es genügt zu zeigen, daß für ϕij := ψiψj − δijψi gilt

ϕij(λk) = 0 k = 1, . . . , r,

denn dann ist µA ein Teiler von ϕij.

Nun ist

ϕij(λk) = ψi(λk)ψj(λk)− δijψi(λk)
= δikδjk − δijδik = 0.
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Behauptung 2. ψ1 + · · ·+ ψr − 1 ∈ IA.

Denn: Dies folgt wie oben wegen

ψ1(λk) + · · ·+ ψr(λk)− 1 = 0 (k = 1, . . . , r).

Behauptung 3. λ1ψ1 + · · ·+ λrψr − x ∈ IA.

Denn: Es gilt

λ1ψ1(λk) + · · ·+ λrψr(λk)− λk = λk − λk = 0 (k = 1, . . . , r).

Man setze nun:

Pi := ψi(A). (i = 1, . . . , r)

Dann folgen die Behauptungen P 2
i = Pi sowie (a), (b) und (c) sofort aus den Behaup-

tungen (1), (2) und (3). Da degψi < deg µA ist, ist Pi 6= 0 für i = 1, . . . , r. Es bleibt die
lineare Unabhängigkeit der Pi zu zeigen. Es sei

α1P1 + · · ·+ αrPr = 0.

Multiplizieren mit Pi gibt wegen (a):

0 = αiP
2
i = αiPi

Pi 6=0⇒ αi = 0 (i = 1, . . . , k).

(vi)⇒(iv): Es gilt

(α1P1 + · · ·+ αrPr)(β1P1 + · · ·+ βrPr)
PiPj=δijPi

= (α1β1P1 + · · ·+ αrβrPr).

Also folgt

P (A)
(c)
= P (λ1P1 + · · ·+ λrPr) = P (λ1)P1 + · · ·+ P (λr)Pr.

Also

P (A) = 0⇔ P (λ1) = · · · = P (λr) = 0.

Insbesondere folgt daraus

µA = (x− λ1) · · · (x− λr).

¤
Bemerkung. Der Beweis zeigt, wie man die Spektralzerlegung berechnen kann.

A :=

(
1 −1
2 4

)
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Es gilt

χA = (x− 1)(x− 4) + 2 = x2 − 5x+ 6 = (x− 2)(x− 3) = µA.

Dann ist

ψ1 =
x− 3

−1
= 3− x; ψ2 =

x− 2

1
= x− 2.

Also ist

P1 = ψ1(A) =

(
2 1
−2 −1

)
, P2 = ψ2(A) =

(
−1 −1
2 2

)
.

Es ist insbesondere

2P1 + 3P2 =

(
4 2
−4 −2

)
+

(
−3 −3
6 6

)
=

(
1 −1
2 4

)
= A.

Es sei hier nochmals an den Begriff des Eigenraums zum Eigenwert λ erinnert, der wie
folgt definiert war

Eig(A, λ) = {v ∈ Kn;Av = λv} = Ker(A− λE).

Der Zusammenhang zwischen Eigenräumen und Spektralzerlegung ist dann durch den
folgenden Satz gegeben. Es sei A diagonalisierbar. Dann haben wir eine Spektralzerle-
gung
(1) A = λ1P1 + . . .+ λrPr.

konstruiert. Wir erinnern an folgende Eigenschaften:
(2) PiPj = 0 für i 6= j, P 2

i = Pi,

(3) E = P1 + . . .+ Pr.

Satz 11.36
Die MAtrix A zerfalle. Für die Eigenräume von A gilt dann:

Eig(A, λi) = ImPi.

Beweis. ImPi ⊂ Eig(A, λi): Es sei x ∈ ImPi, d. h. es gibt ein y mit x = Piy. Dann
folgt

Ax = APi(y)
(1)
= (λ1P1 + . . .+ λiPi + . . .+ λrPr)Pi(y)

(2)
= λiP

2
i (y)

(2)
= λiPi(y) = λix.

Also ist x ∈ Eig(A, λi).
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Eig(A, λi) ⊂ ImPi: Es sei x ∈ Eig(A, λi). Also gilt Ax = λix. Daraus folgt mit (1)

(λ1P1 + . . .+ λrPr)x = λix,

und damit

λjPj(x)
(2)
= Pj(λ1P1 + . . .+ λrPr)(x) = Pj(λix) = λiPj(x).

Also ist

Pj(x)(λj − λi) = 0.

Für j 6= i folgt Pj(x) = 0. Also gilt

x = Ex
(3)
= (P1 + . . .+ Pr)(x) = Pi(x) ⇒ x ∈ ImPi.

¤

Satz 11.37
Sind λ1, . . . , λr die Eigenwerte von A, so sind äquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.

(ii) Kn = Eig(A, λ1)⊕ . . .⊕ Eig(A, λr).

Beweis. (ii)⇒(i) Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren, also ist A diagonalisierbar.

(i)⇒(ii) Daß die Summe direkt ist, folgt aus Lemma (I.8.6). Wegen Satz (11.36) ist
Eig(A, λi) = ImPi, und es genügt zu zeigen, daß

Kn = ImP1 + . . .+ ImPn.

Es sei x ∈ Kn. Dann gilt

x = Ex = (P1 + . . .+ Pr)(x) = P1(x) + . . .+ Pr(x) ∈ Im(P1) + . . .+ Im(Pr).

¤
Definition. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes λi ist die Dimension des
Eigenraumes Eig(A, λi).

Satz 11.38
Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes λi ist höchstens gleich der algebraischen
Vielfachheit von λi.

Beweis. Es sei r die geometrische und s die algebraische Vielfachheit von λi. Ergänzt
man r linear unabhängige Eigenvektoren zum Eigenwert λ, zu einer Basis von Kn, so
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erhält man

A ∼




λi
. . .

0

λi
∗

0 B




}
r

︸ ︷︷ ︸
r

D. h.

χA(x) = (x− λi)rχB(x)

und es folgt, daß r ≤ s ist. ¤
Beispiel. Für

A =

(
2 1
0 2

)

gilt

Eig(A, 2) = Ke1, χA(x) = (x− 2)2.

Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes kann also echt kleiner als die algebraische
Vielfachheit sein.

Die Jordan-Chevalley-Zerlegung

Theorem 11.39
Es sei A ∈ Mat(n;K) eine zerfallende Matrix. Dann gibt es eine diagonalisierbare Matrix
H, sowie eine nilpotente Matrix N mit H,N ∈ K[A], so daß

A = H +N.

Insbesondere gilt [H,N ] = 0.

Beweis. Wir machen zunächst den

Reduktionsschritt: Es genügt anzunehmen, daß A in Blockform gegeben ist:

A =



A1

. . .

Ar


 .(∗)

Hierbei sind Ai ∈ Mat(mi;K) verallgemeinerte Jordanblöcke zum Eigenwert λi.



         

§ 11. EIGENWERTTHEORIE II 53

Denn: Es sei A = W−1A′W mit A′ in Blockform. Man habe eine Zerlegung

A′ = H ′ +N ′.

Dann gilt

A = W−1H ′W +W−1N ′W.

Wir setzen

H := W−1H ′W, N := W−1N ′W.

Dann ist H diagonalisierbar, und N ist nilpotent. Ferner gilt

H,N ∈ W−1K[A′]W = K[W−1A′W ] = K[A].

Existenzbeweis: Es sei also A wie in (∗). Wir setzen

Ci :=




0
. . .

Emi
. . .

0




wobei Emi die Einheitsmatrix der Größe mi ist. Dann ist

H := λ1C1 + . . .+ λrCr

eine Diagonalmatrix. Wir setzen

N := A−H.

Dies ist eine echte obere Dreiecksmatrix, also nilpotent.

Es bleibt zu zeigen, daß H ∈ K[A] ist. Dann ist auch N ∈ K[A], und damit gilt auch
[H,N ] = 0. Um einzusehen, daß H ∈ K[A] ist, genügt es zu zeigen, daß C1, . . . , Cr ∈ K[A]
gilt.

1. Schritt: Es gibt eine verallgemeinerte Jordanmatrix

Ji ∈ Mat(mi;K)

zum Eigenwert 1 mit

Bi :=




0
. . .

Ji
. . .

0


 ∈ K[A].
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Dazu betrachten wir die paarweise verschiedenen Eigenwerte λ1, . . . , λr und

ψi(x) :=
∏

j 6=i

x− λj
λi − λj

∈ K[x]. (ψi(λj) = δij).

Es gilt

ψi(A) =



ψi(A1)

. . .

ψi(Ar)


 ∈ K[A].

Nun ist ψi(Aj) Jordanmatrix zum Eigenwert ψi(λj) = δij. Für i 6= j ist also ψi(Aj) echte
obere Dreiecksmatrix, d. h. nilpotent. Also hat

Bi := ψi(A)n =




0
. . .

1 ∗
1

. . .
0


 ∈ K[A]

die gewünschte Form.

2. Schritt: Es gibt nach Korollar (11.28), angewandt auf die Matrix Ji ein Polynom
Qi ∈ K[x] mit Qi(0) = 0 und Qi(Ji) = Emi . Damit gilt

Qi(Bi) =




0
. . .

Qi(Ji)
. . .

0


 =




0
. . .

Emi
. . .

0


 = Ci.

Wegen Bi ∈ K[A] folgt auch

Ci ∈ K[A].

¤
Satz 11.40
Die Matrizen A,B ∈ Mat(n;K) seien diagonalisierbar. Ist [A,B] = 0, so gilt:

(i) A,B sind zugleich diagonalisierbar, d. h. es gibt eine Matrix W ∈ GL(n;K), so daß
W−1AW und W−1BW Diagonalmatrizen sind.

(ii) A+B, AB sind diagonalisierbar.

Beweis. (ii) folgt aus (i), da

W−1(A+B)W = W−1AW +W−1BW

W−1(AB)W = (W−1AW )(W−1BW ).
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(i) Nach Übergang von A zu U−1AU ; U ∈ GL(n;K) kann man annehmen, daß

A =



λ1Em1

. . .
λrEmr




wobei λ1, . . . , λr die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind, und Emi die Ein-
heitsmatrix der Größe mi ist. Wir schreiben B in Blockform

B =




B11 B12

B22

. . .

Brr



, Bij ∈ Mat(mi,mj;K).

Nun folgt:

[A,B] = 0 ⇒ λiBij = λjBij.

Für i 6= j folgt also Bij = 0, d. h.

B =



B11

0

. . .
0

Brr


 .

Behauptung. Die Matrizen Bii sind diagonalisierbar.

Denn: Es sei µB das Minimalpolynom von B; µBii das Minimalpolynom von Bii. Da

0 = µB(B) =



µB(B11)

. . .

µB(Brr)




folgt µB(Bii) = 0. Also gibt es Ri ∈ K[x] mit

µB = RiµBii .

Da B diagonalisierbar ist, hat µB nur einfache Nullstellen. Dasselbe gilt dann für µBii und
somit ist auch Bii diagonalisierbar (Satz (8.40)). Es gibt also Wi ∈ GL(mi;K) mit

WiBiiW
−1
i = Dii,

wobei Dii eine Diagonalmatrix ist. Es sei

W :=



W11

. . .

Wrr


 .
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Damit gilt

W−1AW =



W−1

11

. . .

W−1
rr






λ1Em1

. . .

λrEmr






W11

. . .

Wrr




=



λ1Em1

. . .

λrEmr


 = A

sowie

W−1BW =



W−1

11 B11W11

. . .

W−1
rr BrrWrr


 =



D11

. . .

Drr


 ,

also ist W−1BW eine Diagonalmatrix. ¤
Es sei nun A ∈ Mat(n;K) zerfallend und

A = H +N

eine Jordan-Chevalley-Zerlegung, d. h. H ist diagonalisierbar, N ist nilpotent und es gilt
[H,N ] = 0.

Satz 11.41
H und N sind eindeutig bestimmt. Es gilt stets H,N ∈ K[A].

Beweis. Wir wählen eine Darstellung nach Theorem (11.39):

A = H ′ +N ′,(2)

H ′ ist diagonalisierbar, N ′ ist nilpotent, [H ′, N ′] = 0 und H ′, N ′ ∈ K[A].

1. Schritt: [H,H ′] = [N,N ′] = 0 :

[H,N ] = 0 ⇒ [H,H +N︸ ︷︷ ︸
=A

] = 0 ⇒ [H,A] = 0.

Da H ′ ∈ K[A] folgt [H,H ′] = 0. Analog zeigt man [N,N ′] = 0.

2. Schritt: H −H ′ ist diagonalisierbar, N −N ′ ist nilpotent. Dies folgt für H −H ′ aus
Satz (11.40) (ii) für N −N ′ aus Satz (11.15) (iii).

3. Schritt: Es gilt

H +N = A = H ′ +N ′,

also

H −H ′ = N ′ −N.
Damit ist H −H ′ diagonalisierbar und nilpotent. Also ist H −H ′ = 0, d. h. H = H ′ und
damit auch N = N ′. ¤
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Anwendungen

(1) Multiplikative Jordan-Chevalley Zerlegung

Satz 11.42
Sei A ∈ GL(n;K) zerfallend. Dann gibt es genau eine diagonalisierbare Matrix H, sowie
eine nilpotente Matrix N , so daß A = H(E +N) und [H,N ] = 0.

Beweis. Wir betrachten die additive Jordan-Chevalley Zerlegung

A = H +N ′, H,N ′ ∈ K[A].

Nach Satz (11.16) ist

detH = det(H +N ′) = detA 6= 0.

Also ist H ∈ GL(n;K). Sei

N := H−1N ′.

Dann ist

A = H +HN = H(E +N).

Da [H,N ] = [H,N ′] = 0 ist, folgt die Nilpotenz von N , d. h. wir haben eine multiplikative
Zerlegung gefunden. Umgekehrt ist

A = H +HN

eine additive Jordan-Chevalley Zerlegung. Die Eindeutigkeit von H,N ′ folgt aus der Ein-
deutigkeit von H und N . ¤
(2) Symmetrische Matrizen

Satz 11.43
Es sei A ∈ Mat(n;K) symmetrisch und zerfallend. Dann gilt für die Jordan-Chevalley
Zerlegung

A = H +N,

daß auch H,N symmetrisch sind.

Beweis. Es ist

H +N = A = tA = tH + tN.

Es ist auch tH diagonalisierbar, tN ist nilpotent und [tH, tN ] = 0. Damit ist auch A =
tH+ tN eine Jordan-Chevalley Zerlegung von A. Aus der Eindeutigkeit folgt dann H = tH,
N = tN .
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(3) Reelle Jordan-Chevalley Zerlegung

Es sei

Z = (zkl) ∈ Mat(n;C).

Wir schreiben

zkl = xkl + iykl ; xkl, ykl ∈ R

für alle k, l. Also hat man eine eindeutige Zerlegung

Z = X + iY ; X, Y ∈ Mat(n;R).

Definition. Die konjugierte Matrix ist definiert durch

Z := X − iY.

Bemerkung.

(i) Z1 + Z2 = Z1 + Z2,

(ii) Z1 · Z2 = Z1 · Z2.

Definition. A ∈ Mat(n;R) heißt halbeinfach, falls A, aufgefaßt als Element in Mat(n;C),
diagonalisierbar ist.

Satz 11.44
Es sei A ∈ Mat(n;R). Dann gibt es eindeutig bestimmte reelle Matrizen H,N mit H
halbeinfach und N nilpotent, so daß

A = H +N

und [H,N ] = 0 gilt.

Beweis. A ∈ Mat(n;C) ist zerfallend. Also gibt es H diagonalisierbar, N nilpotent so
daß

A = H +N

und [H,N ] = 0. Es gilt

A = A = H +N.

Wegen der Eindeutigkeit folgt H = H, N = N , d. h. H und N sind reell. Die Eindeutigkeit
folgt aus dem komplexen Fall. ¤
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Der Quotientenraum

Es sei X eine Menge.

Definition. Eine Äquivalenzrelation auf X ist eine Teilmenge R ⊂ X×X mit folgenden
Eigenschaften:

(i) (x, x) ∈ R für alle x ∈ X (reflexiv)

(ii) (x, y) ∈ R⇒ (y, x) ∈ R für alle x, y ∈ X (symmetrisch)

(iii) (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R für alle x, y, z ∈ X (transitiv).

Schreibweise. x ∼ y :⇔ (x, y) ∈ R
Beispiele.
(1) R = {(x, x); x ∈ X} ⊂ X ×X.

Dann gilt:

x ∼ y ⇔ x = y.

(2) Es sei X = Mat(n;K) und

R := {(A,B) ∈ X ×X; es gibt W ∈ GL(n;K) mit A = W−1BW} ⊂ X ×X,

d. h.

A ∼ B ⇔ A ist ähnlich zu B.

(3) Es sei V ein K-Vektorraum und U ⊂ V ein Unterraum.

R := {(u, v) ∈ V × V ; u− v ∈ U}

D. h.

u ∼ v ⇔ u− v ∈ U.

Lemma 11.45
Die obige Relation R ist eine Äquivalenzrelation.

Beweis.

(i) (u, u) ∈ R, da u− u = 0 ∈ U .

(ii) (u, v) ∈ R⇒ u− v ∈ U ⇒ v − u ∈ U ⇒ (v, u) ∈ R.

(iii) (u, v) ∈ R, (v, w) ∈ R⇒ (u− v) ∈ U, (v − w) ∈ U ⇒ u− w ∈ U ⇒ (u, w) ∈ R. ¤

R sei im folgenden stets eine Äquivalenzrelation.

Definition. Eine Teilmenge A ⊂ X heißt eine Äquivalenzklasse, falls
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(i) A 6= ∅,
(ii) x, y ∈ A⇒ x ∼ y,

(iii) x ∈ A, y ∈ X mit x ∼ y ⇒ y ∈ A.

Lemma 11.46
(i) Sind A,A′ Äquivalenzklassen, so gilt A ∩ A′ = ∅ oder A = A′.

(ii) Zu jedem a ∈ X gibt es genau eine Äquivalenzklasse Aa mit a ∈ Aa.

Definition. a heißt ein Repräsentant der Äquivalenzklasse A = Aa.

Beweis.

(i) Sei A ∩ A′ 6= ∅, etwa a ∈ A ∩ A′.

A ⊂ A′: x ∈ A, a ∈ A ∩ A′ (ii)⇒ x ∼ a
(iii)⇒
a∈A′

x ∈ A′.

A′ ⊂ A: Analog.

(ii) Setze

Aa := {x; x ∼ a} ⊂ X.

Aa ist eine Äquivalenzklasse, denn:

(i) a ∈ Aa, also Aa 6= ∅.
(ii) x, y ∈ Aa ⇒ x ∼ a, y ∼ a⇒ x ∼ y.

(iii) x ∈ Aa, y ∼ x⇒ x ∼ a, y ∼ x⇒ y ∼ a⇒ y ∈ Aa.

Die Eindeutigkeit folgt aus Teil (i). ¤

Folgerung. X ist die disjunkte Vereinigung der Äquivalenzklassen.

Wir führen nun die folgende neue Menge ein:

X/R := Menge der Äquvalenzklassen.

Man hat eine kanonische Projektion

π : X −→ X/R, a 7−→ Aa.

Wir kehren nun zu Beispiel (3) zurück.

Definition. a+ U := {a+ u; u ∈ U}.
Lemma 11.47

(i) Aa = a+ U .

(ii) a+ U = b+ U ⇔ a ∼ b, d. h. a− b ∈ U .

Beweis.
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(i) x ∼ a⇔ x− a ∈ U ⇔ x ∈ a+ U .

(ii) Aus (i).

Definition. Der Quotientenraum V/U ist die Menge

V/U := {a+ U ; a ∈ V }.

Bemerkung. Die Elemente der Menge V/U sind also Äquivalenzklassen bezüglich der
Relation R und damit Teilmengen von V .

Geometrische Deutung

Es sei U ⊂ V ein Unterraum und W ein Komplement von U in V , d. h.

V = U ⊕W.

Es sei Ua = a+ U eine Äquivalenzklasse. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Darstel-
lung

a = aW + aU , aW ∈ W, aU ∈ U.

Es gilt

Ua = a+ U = aW + U.

Das Element aW hängt nur von der Äquivalenzklasse ab und ist durch diese eindeutig
bestimmt:
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Abb. 2: Geometrische Deutung des
Quotientenraumes V/U .

Wir können also die Elemente von V/U mit den Elementen von W identifizieren. Al-
lerdings ist es günstiger mit V/U zu arbeiten, da das Komplement W nicht eindeutig
bestimmt ist.
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Lemma und Definition 11.48
Die Verknüpfungen

+ : V/U × V/U −→ V/U ; (a+ U) + (b+ U) := (a+ b) + U

· : K × V/U −→ V/U ; α(a+ U) := αa+ U

sind wohldefiniert (d. h. unabhängig von der Wahl der Repräsentanten a und b) und ma-
chen V/U zu einem K-Vektorraum.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Unabhängigkeit von der Wahl der Repräsentanten.

(i) Es sei a ∼ a′, b ∼ b′. Wir müssen zeigen, daß

(a+ b) + U = (a′ + b′) + U

ist, d. h. daß a + b ∼ a′ + b′. Nach Voraussetzung ist a − a′ ∈ U , b − b′ ∈ U , also gilt
(a− a′) + (b− b′) ∈ U , d. h. (a+ b)− (a′ + b′) ∈ U , und damit a+ b ∼ a′ + b′.

(ii) Die entsprechende Aussage für die Skalarmultiplikation zeigt man analog.

Das Nachrechnen der Vektorraumaxiome für V/U ist einfach. Wir führen dies an einem
Beispiel vor:

α(a+ U) + α(b+ U) = (αa+ U) + (αb+ U)

= (αa+ αb) + U = α(a+ b) + U

= α((a+ b) + U)

= α((a+ U) + (b+ U)).

Das neutrale Element von V/U ist 0 + U , das additive Inverse von a+ U ist −a+ U . ¤

Satz 11.49
Die Abbildung

π : V −→ V/U ; a 7−→ a+ U

ist ein Epimorphismus mit Ker π = U .

Beweis. π ist surjektiv nach Konstruktion. Es gilt

π(a+ b) = (a+ b) + U = (a+ U) + (b+ U) = π(a) + π(b).

Analog zeigt man π(αa) = απ(a). Ferner ist

π(a) = 0⇔ a+ U = 0 + U ⇔ a ∼ 0⇔ a− 0 = a ∈ U.

d. h. Ker π = U . ¤
Definition. π heißt der kanonische Epimorphismus.
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Korollar 11.50
dimU + dimV/U = dimV .

Beweis.

dimV = dim Ker π + dim Im π

= dimU + dimV/U.

¤

Kanonische Faktorisierung

Wir betrachten einen Homomorphismus f : V → W .

Satz 11.51
Es gibt genau einen Isomorphismus

f : V/Ker f −→ Im f,

so daß das folgende Diagramm kommutativ ist:

Im f .V/Ker f -

f

iπ
?

6

f

WV -

wobei i : Im f → W die Inklusion ist.

Beweis. Falls f existiert, muß gelten:

f(a+ Ker f) = f(a).

Dies ist wohldefiniert, da:

a ∼ b⇒ a− b ∈ Ker f ⇒ f(a− b) = 0⇒ f(a) = f(b).

Wir definieren also f wie oben. Dann erhält man einen Homomorphismus, da

f((a+ Ker f) + (b+ Ker f)) = f((a+ b) + Ker f) = f(a+ b)

= f(a) + f(b) = f(a+ Ker f) + f(b+ Ker f).

Analog verfährt man mit der Skalarmultiplikation.

f ist ein Isomorphismus: Die Surjektivität folgt aus der Konstruktion. Die Injektivität
folgt aus

f(a+ Ker f) = 0⇔ f(a) = 0⇔ a ∈ Ker f ⇔ a+ Ker f = 0 + Ker f.
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Kommutativität des Diagramms:

(i ◦ f ◦ π)(a) = i(f(a+ Ker f)) = i(f(a)) = f(a).

¤
Folgerung. f : V/Ker f

∼−→ Im f .

Beispiel. V = U ⊕W . Wir betrachten die Projektion auf W :

f : V −→ W, v = u+ w 7−→ w.

Dann ist U = Ker f , W = Im f . Man hat

Im f = W .V/U -

f

π
? f

WV -

also

f : V/U
∼−→ W.

Dies ist genau die früher schon von uns beschriebene Deutung des Quotientenraumes.

Die Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt leiten wir die Jordansche Normalform her und beschreiben eine Me-
thode, sie zu berechnen.

Im folgenden sei V ein K-Vektorraum von Dimension n < ∞ und f ∈ EndK(V ) ein
Endomorphismus. Für jeden Vektor 0 6= a ∈ V betrachten wir den folgenden Unterraum.

Definition.

U(f, a) := Span{fk(a); k = 0, 1, 2, . . . }.

Bemerkung.

(i) f 0(a) = id(a) = a.

(ii) U(f, a) ⊂ V ist ein Unterraum. Es gilt f(U(f, a)) ⊂ U(f, a).

Definition. Ein Unterraum U ⊂ V heißt f -zyklisch, falls es ein 0 6= a ∈ V gibt mit
U = U(f, a).

Der Endomorphismus f sei nun nilpotent, d. h. es gibt ein l mit f l = 0.

Definition. Wir definieren m(f, a) als die kleinste Zahl m ≥ 0 mit fm(a) = 0.

Bemerkung. f(a) = 0⇔ m(f, a) = 1 (für a 6= 0).
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Lemma 11.52
Es sei 0 6= a ∈ V und m = m(f, a). Dann ist a, f(a), . . . , fm−1(a) eine Basis von U(f, a).
Insbesondere ist dimU(f, a) = m.

Beweis. Die Eigenschaft, ein Erzeugendensystem zu sein, ist klar, da fk(a) = 0 für
k ≥ m.

Für die lineare Unabhängigkeit betrachten wir

α0a+ α1f(a) + . . .+ αm−1f
m−1(a) = 0.

Anwendung von fm−1 gibt:

α0 f
m−1(a)︸ ︷︷ ︸
6=0

= 0 ⇒ α0 = 0.

Sukzessive Anwendung von fm−2, . . . , f ergibt

α1 = . . . = αm−1 = 0.

¤
Satz 11.53
Der Endomorphismus f : V → V sei nilpotent. Dann ist V eine direkte Summe

V = U1 ⊕ . . .⊕ Us

von f -zyklischen Unterräumen U1, . . . , Us.

Beweis. 1. Fall: f = 0. Dann gilt für jedes 0 6= a ∈ V :

U(f, a) = Span{a}.

Damit ist die Aussage klar.

2. Fall: f 6= 0. Wir machen Induktion nach n = dimV .

n = 1 : V = U(f, a) = Span{a} für jedes 0 6= a ∈ V .

n− 1 7→ n : Da f 6= 0 gibt es m ≥ 2 mit

fm−1 6= 0, fm = 0.

Man wähle a so, daß fm−1(a) 6= 0. Dann ist

m(f, a) = m.

Es sei

U := U(f, a).
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Nach Lemma (11.52) gilt dimU = m. Ist U = V , so ist man fertig.

U 6= V :

Behauptung 1: Es sei b ∈ V und fk(b) ∈ U für ein k ≥ 0. Dann gibt es ein b′ ∈ b + U
mit fk(b′) = 0.

Denn: Klar für k = 0. Sei k ≥ 1 und

c := fk(b) ∈ U.(∗)

Also hat man wegen Lemma (11.52) eine Darstellung

c = α0a+ α1f(a) + . . .+ αm−1f
m−1(a).

Nun ist wegen (∗)

fm−k(c) = fm(b) = 0.

Anwenden von fm−1, . . . , fm−k ergibt

α0 = . . . = αk−1 = 0.

D. h. für

c = αkf
k(a) + . . .+ αm−1f

m−1(a)

gilt

c = fk(αka+ . . .+ αm−1f
m−1−k(a)︸ ︷︷ ︸

=:c′∈U

) = fk(c′).

Es sei

b′ := b− c′ ∈ b+ U.

Dann gilt

fk(b′) = fk(b)− fk(c′) = fk(b)− c (∗)
= 0.

Behauptung 2: Es gibt einen K-Vektorraum Ṽ sowie ein kommutatives Diagramm

ṼṼ -

f

gg
? ?f̃

VV -



        

§ 11. EIGENWERTTHEORIE II 67

mit dim Ṽ = n−m, Ker g = U , Im g = Ṽ , f̃m = 0.

Denn: Wir setzen

Ṽ := V/U, g : V −→ V/U = Ṽ (kanonische Projektion).

Ferner sei

f̃(a+ U) := f(a) + U.

Dies ist wohldefiniert, denn

a ∼ a′ ⇒ a− a′ ∈ U ⇒ f(a)− f(a′) ∈ f(U) ⊂ U

⇒ f(a) + U = f(a′) + U.

Nach Konstruktion ist Ker g = U , Im g = Ṽ , dim Ṽ = n−dimU = n−m. Das Diagramm
kommutiert, da

(f̃ ◦ g)(a) = f̃(a+ U) = f(a) + U

(g ◦ f)(a) = g(f(a)) = f(a) + U.

Es gilt sogar

f̃ l ◦ g = g ◦ f l (l ∈ N).(∗∗)

Dies zeigt man durch Induktion nach l. Für l = 1 haben wir die Aussage eben bewiesen.
Der Induktionsschritt folgt aus:

f̃ l ◦ g = f̃ ◦ (f̃ l−1 ◦ g)
(IV)
= f̃ ◦ (g ◦ f l−1) = (g ◦ f) ◦ f l−1 = g ◦ f l.

Damit ist

f̃m ◦ g = g ◦ fm = 0.

Da g surjektiv ist, folgt f̃m = 0.

Ende des Beweises: Im Falle U 6= V betrachten wir Ṽ := V/U sowie f̃ : Ṽ → Ṽ . Es ist
f̃m = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Zerlegung

Ṽ = Ũ1 ⊕ . . .⊕ Ũs

wobei Ũi f̃ -zyklische Unterräume sind.

Behauptung 3: Es gibt a1, . . . , as ∈ V mit

(i) Ũi = U(f̃ , ãi) wobei ãi = g(ai).

(ii) Ist Ui := U(f, ai), so ist g : Ui → Ũi ein Isomorphismus.
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Denn: Wir wählen ãi ∈ Ṽ mit

Ũi = U(f̃ , ãi), (i = 1, . . . , s).

Es ist dann

mi := dim Ũi = m(f̃ , ãi) (nach Lemma (11.52)).

Insbesondere gilt f̃mi(ãi) = 0. Wir wählen nun ein ai ∈ V mit

g(ai) = ãi.

Die ai sind nur bis auf Elemente in U festgelegt. Es gilt

0 = f̃mi(ãi) = (f̃mi ◦ g)(ai)
(∗∗)
= g(fmi(ai)).

Also ist fmi(ai) ∈ U . Nach Behauptung 1 kann man annehmen, daß fmi(ai) = 0 ist. Nun
ist

0 6= f̃k(ãi) = (f̃k ◦ g)(ai)
(∗∗)
= g(fk(ai)) für k < mi.

Also folgt fk(ai) 6= 0 für k < m. Damit gilt

m(f, ai) = mi.

Also gilt

Ui := U(f, ai); dimUi = mi.

Nach Konstruktion ist g(Ui) = Ũi. Da dimUi = dim Ũi ist

g : Ui −→ Ũi

ein Isomorphismus. Der Beweis des Satzes folgt schließlich aus der

Behauptung 4: V = U ⊕ U1 ⊕ . . .⊕ Us.
Denn: Wir zeigen zunächst, daß die Summe auf der rechten Seite direkt ist. Sei u ∈
U ; ui ∈ Ui, i = 1, . . . , s. Es sei

u+ u1 + . . .+ us = 0.

Anwendung von g ergibt

g(u1) + . . .+ g(us) = 0.

Da die Summe der Ũi direkt ist, folgt hieraus

g(u1) = . . . = g(us) = 0.
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Mit Behauptung 3 (ii) ergibt sich

u1 = . . . = us = 0

und damit

u = u1 = . . . = us = 0.

Die Behauptung folgt nun aus

dimV = dimV/U + dimU = dim Ṽ + dimU

= dim Ũ1 + . . .+ dim Ũs + dimU

= dimU1 + . . .+ dimUs + dimU.

Hieraus folgt die letzte Gleichung aus Behauptung 3 (ii). ¤

Nilzyklische Matrizen

Es sei Nm ∈ Mat(m;K) definiert durch

N1 = (0), N2 =

(
0 1
0 0

)
, N3 =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 , . . . , Nm =




0 1 0
...

. . . . . .
...

. . . 1
0 · · · · · · 0


 .

Dann gilt

Nm(ei) =

{
ei−1 ; i = 2, . . . ,m

0 ; i = 1.

Km ist Nm-zyklisch, da Km = U(Nm, em). Die Matrizen Nm heißen die nilzyklischen
Matrizen.

Lemma 11.54
Es sei f : V → V nilpotent. U sei ein f -zyklischer Unterraum. Dann gibt es eine Basis
von U , so daß f |U : U → U durch eine nilzyklische Matrix dargestellt wird.

Beweis. Wir wählen a ∈ U mit U = U(f, a). Es sei m = dimU . Dann ist

bi := fm−i(a); i = 1, . . . ,m

nach Lemma (11.52) eine Basis B von U . Es sei M(f) = MB(f) die darstellende Matrix
von f |U mit M(f) = (µij). Dann gilt

f(bj) = f(fm−j(a)) = fm−(j−1)(a) =

{
bj−1, j > 1

0, j = 1.
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D. h.

f(bj) =
m∑

i=1

µijbi =

{
bj−1, j > 1

0, j = 1.

Damit hat man

(µij) = (δi,j−1) =




0 1 0
...

. . . . . .
...

. . . 1
0 · · · · · · 0


 .

¤
Theorem 11.55 (Jordansche Normalform)
Es sei A ∈ Mat(n;K). Die Matrix A zerfalle. Dann ist A ähnlich zu einer Matrix der
folgenden Form:



J1

0

. . .
0

Jm




wobei

Ji =



λi 1 0

. . . . . .

0
. . . 1

λi


 .

Bemerkung. Ji heißt ein Jordanblock zum Eigenwert λi.

Beweis. Nach dem bereits bewiesenen Struktursatz (8.25) können wir für

χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr

annehmen, daß

A =




λ1
. . .
∗
λ1

. . .

λr
. . .
∗
λr




}
m1

}
mr

︸ ︷︷ ︸
m1

︸ ︷︷ ︸
mr
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Wir betrachten zunächst λ1 (die übrigen Eigenwerte sind analog zu behandeln) und setzen

Uλ1 := Span(e1, . . . , em1).

Dann ist Uλ1 ein A invarianter Unterraum, d. h. A(Uλ1) ⊂ Uλ1 . Wir beschränken uns auf
die Behandlung dieses Unterraums. Es sei

hλ1 := A|Uλ1 : Uλ1 −→ Uλ1 .

Dann ist

hλ1 = λ1id + f1,

wobei f1 nilpotent ist. Damit hat man nach Satz (11.53) eine Zerlegung

Uλ1 = U1
λ1
⊕ . . .⊕ U s

λ1

in f1-zyklische Unterräume. Bezüglich jedem U i
λ1

wird f1|U i
λ1

nach Lemma (11.54) bei
geeigneter Wahl einer Basis durch eine nilzyklische Matrix dargestellt. Also wird f1 durch
eine Matrix der Form



N (1)

0

. . .
0

N (s)


 , N (i) nilzyklisch

dargestellt. Für hλ1 erhält man damit die Matrix




λ1 1
. . . . . .

. . . 1
λ1

0

. . .
0

λ1 1
. . . . . .

. . . 1
λ1




.

¤
Bemerkung. Die Räume Uλi kann man offensichtlich wie folgt beschreiben: Es sei

Hk
i := Ker(A− λiE)k.

Dann ist

H1
i = Eig(A, λi).
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Es gilt

H1
i ⊂ H2

i ⊂ . . . ⊂ H li
i = H li+1

i = . . . = Hmi
i = . . .

wobei li die maximale Größe der Blöcke N (1), . . . , N (s) ist. Es gilt

Uλi = H li
i = Hmi

i = Ker(A− λiE)mi .

Definition. Uλi heißt der Hauptraum von A zum Eigenwert λi.

Schreibweise. Hau(A, λi) := Ker(A− λiE)mi .

Kennt man die Jordansche Normalform, so kann man viele Invarianten der Matrix sofort
hieraus ablesen. Es sei

A ∼




J1
λ1

. . .

Jk1
λ1

. . .

J1
λr

. . .

Jkrλr




; J jλi =



λi 1 0

. . . . . .
. . . 1

0 λi




lji := Größe von J jλi (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , ki),

li := max{lji ; j = 1, . . . , ki},
mi := l1i + . . .+ lkii .

Eigenwerte: λ1, . . . , λr.

Charakteristisches Polynom: χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr .
Minimalpolynom: µA(x) = (x− λ1)l1 · · · (x− λr)lr .
Eigenräume: dim Eig(A, λi) = ki = geometrische Vielfachheit von λi.

Haupträume: dim Hau(A, λi) = mi = algebraische Vielfachheit von λi.

Bemerkung. Es sind äquivalent:

ki = mi für i = 1, . . . , r ⇔ li = 1 für i = 1, . . . , r

⇔ µA hat nur einfache Nullstellen

⇔ A ist diagonalisierbar.



             

§ 11. EIGENWERTTHEORIE II 73

Satz 11.56
Die Jordansche Normalform ist bis auf Permutation der Kästchen eindeutig bestimmt.

Beweis. Da die Eigenwerte die gleichen sind, haben wir nur die folgende Situation zu
betrachten:

J =




J1
λ1

...
J
k1
λ1

...
J1
λr

...
Jkrλr




∼




J ′1λ1

...

J ′
k′1
λ1

...
J ′1λr

...

J ′
k′r
λr




= J ′

Wir halten nun ein i fest und ordnen die Kästchen zum Eigenwert λ = λi wie folgt der
Größe nach an:

J : n1 = . . . = n1︸ ︷︷ ︸
r1

> n2 = . . . = n2︸ ︷︷ ︸
r2

> . . . > nj(i) = . . . = nj(i)︸ ︷︷ ︸
rj(i)

.

Es gilt

j(i)∑

l=1

rlnl = mi (algebraische Vielfachheit von λi).(1)

Analog für J ′:

J ′ : n′1 = . . . = n′1︸ ︷︷ ︸
r′1

> n′2 = . . . = n′2︸ ︷︷ ︸
r′2

> . . . > n′s(i) = . . . = n′s(i)︸ ︷︷ ︸
r′
s(i)

.

Dann gilt:

s(i)∑

l=1

r′ln
′
l = mi (algebraische Vielfachheit von λi).(2)

Wir können annehmen, daß j(i) ≤ s(i) ist. Zu zeigen ist:

(nl, rl) = (n′l, r
′
l) für l = 1, . . . , j(i).

Wegen (1), (2) folgt dann sofort j(i) = s(i).

Induktion nach l:
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l = 1: Es ist n1 = n′1, da dies gerade den Exponenten des Faktors (x− λi) im Minimal-
polynom ergibt. Ferner ist

r1 = Rang(J − λiE)n1−1 −∑
t 6=i
mt

r′1 = Rang(J ′ − λiE)n1−1 −∑
t 6=i
mt



⇒ r1 = r′1.

l 7→ l + 1: Für ν ≤ nl gilt

Rang(J ′ − λiE)ν =
∑

t 6=i
mt +





r1(n1 − ν) + . . .+ rl(nl − ν)
falls ν ≥ n′l+1

r1(n1 − ν) + . . .+ rl(nl − ν) + r′l+1

falls ν = n′l+1 − 1.

D. h.

n′l+1 − 1 = max{ν ≤ nl; Rang(J ′ − λiE)ν >
∑

t 6=i
mt + r1(n1 − ν) + . . .+ rl(nl − ν)}.

Die rechte Seite ist für J und J ′ gleich, also gilt

nl+1 = n′l+1.

Dann ist

r′l+1 = Rang(J ′ − λiE)nl+1−1 −
∑

t 6=i
mt −

l∑

k=1

rk(nk − (nl+1 − 1)).

Dies zeigt

rl+1 = r′l+1.

¤

Zur Berechnung der Jordanform

Sei nun

A = (aij) ∈ Mat(n;K)

gegeben. Wir nehmen an, daß A zerfällt.

1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms und Zerlegung in Linearformen

χA(x) = det(xE − A) = 0,

χA(x) = (x− λ1)m1 · · · (x− λr)mr .
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2. Schritt: Wir wissen, daß für V = Kn gilt:

V = Hau(A, λ1)⊕ . . .⊕ Hau(A, λr)

mit den Haupträumen

Hau(A, λi) = Ker(A− λiE)mi .

Berechnung: Man bilde sukzessive die Potenzen

(A− λiE)k k = 1, . . . ,mi

bis

dim Ker(A− λiE)k = mi

oder äquivalent

Rang(A− λiE)k = n−mi

gilt.

3. Schritt: Die Haupträume sind invariant, d. h.

A(Hau(A, λi)) ⊂ Hau(A, λi).

Wir beschränken uns darauf, jetzt die Haupträume einzeln zu behandeln. Sei also nun

B : Km −→ Km mit χB(x) = (x− λ)m.

Wir setzen

H := B − λE.

Es sei p minimal mit Hp = 0, d. h.

Hp−1 6= 0, Hp = 0.

Wir setzen

W0 := {0}
Wi := Ker(B − λE)i = KerH i, (i = 1, . . . , p).

Dann gilt

W0 ⊂ W1 ⊂ W2 ⊂ . . . ⊂ Wp = W = Km.

= = =

{0} Eig(B, λ) Hau(B, λ)
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Lemma 11.57
(i) Wi−1 $ Wi. (i ≤ p)

(ii) H−1(Wi−1) = Wi (hierbei bezeichnet H−1(Wi−1) das Urbild des Unterraums Wi−1

unter der Abbildung H).

(iii) Ist U ⊂ W mit U ∩Wi = {0} für ein i ≥ 1, so ist H|U injektiv.

Beweis. (i): Es sei Wi−1 = Wi. Dann ist

KerH i = KerH i−1.(∗)

Dann gilt für x ∈ W :

Hp(x) = 0 ⇔ H i(Hp−i(x)) = 0
(∗)⇔ H i−1(Hp−i(x)) = 0

⇔ Hp−1(x) = 0.

Also ist Hp−1 = 0 im Widerspruch zur Wahl von p.

(ii): x ∈ H−1(Wi−1)⇔ H(x) ∈ Wi−1 ⇔ H i−1(H(x)) = 0⇔ H i(x) = 0⇔ x ∈ Wi.

(iii): U ∩ Wi = {0} für ein i ≥ 1 ⇒ U ∩ W1 = {0} ⇒ U ∩ KerH = {0} ⇒ H|U ist
injektiv. ¤

Lemma 11.58
Es gibt Unterräume U1, . . . , Up von W mit

(i) Wi = Wi−1 ⊕ Ui.
(ii) H(Ui) ⊂ Ui−1 und H|Ui injektiv (i ≥ 2).

(iii) W = U1 ⊕ . . .⊕ Up.

Beweis. Wir konstruieren die Ui durch absteigende Induktion nach i.

i = p: Wir starten mit Wp−1 $ Wp = W . Wähle Up mit

Wp = Wp−1 ⊕ Up.

Dann ist H|Up injektiv.

i 7→ i− 1 (i ≥ 3): Sei gegeben

Wj = Wj−1 ⊕ Uj (j = i, . . . , p)(∗)

mit (i), (ii). Dann gilt

Ui ⊂ Wi
(11.57) (ii)⇒ H(Ui) ⊂ Wi−1.

Wegen H−1(Wi−2) = Wi−1 folgt aus (∗) für j = i:

H(Ui) ∩Wi−2 = {0}.
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Ist nämlich ui ∈ Ui und h(ui) ∈ H(Ui) ∩Wi−2, dann ist Ui ∈ Ui ∩Wi−1, also ui = 0 und
damit h(ui) = 0. Wir können also Ui−1 so wählen, daß

Ui−1 ⊃ H(Ui), Wi−1 = Wi−2 ⊕ Ui−1.

Dann ist auch H|Ui−1 wieder injektiv.

i 7→ (i− 1) (i = 2): Setze W1 =: U1. Man hat nun

W = Wp = Wp−1 ⊕ Up = Wp−2 ⊕ Up−1 ⊕ Up = . . .

= W1 ⊕ U2 ⊕ . . .⊕ Up = U1 ⊕ U2 ⊕ . . .⊕ Up.

Dies zeigt uns, wie die gesuchte Basis zu konstruieren ist. Wir starten mit folgenden
Basisvektoren, wobei die Vektoren u

(l)
k beliebig gewählt werden können, solange die ange-

gebenen Vektoren eine Basis des jeweiligen Raumes bilden.

Up : u
(p)
1 , . . . , u

(p)
lp

Up−1 : H(u
(p)
1 ), . . . , H(u

(p)
lp

), u
(p−1)
1 , . . . , u

(p−1)
lp−1

...
...

...
...

...

U1 : Hp−1(u
(p)
1 ), . . . , Hp−1(u

(p)
lp

), Hp−2(u
(p−1)
1 ), . . . , Hp−2(u

(p−1)
lp−1

), . . . , u
(1)
1 , . . . , u

(1)
l1

Wir konstruieren hieraus wie folgt eine neue Basis:

w1 := Hp−1(u
(p)
1 ), w2 := Hp−2(u

(p)
1 ), . . . , wp =: u

(p)
1 .

Auf diesen Vektoren operiert H wie folgt.

wp 7−→ wp−1 7−→ . . . 7−→ w1 7−→ 0.

Wir setzen dieses Verfahren fort:

wp+1 := Hp−1(u
(p)
2 ), . . . , w2p := u

(p)
2

...

wp(lp−1)+1 := Hp−1(u
(p)
lp

), . . . , wplp := u
(p)
lp

wplp+1 := Hp−2(u
(p−1)
1 ), . . . , wplp+p−1 := u

(p−1)
1

...

wm−l1+1 := u
(1)
1

...

wm := u
(1)
l1
.

¤
Bemerkung. Dieses Konstruktionsverfahren liefert auch einen unabhängigen Beweis für
die Existenz der Jordanschen Normalform.
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Definition. Eine Basis, bezüglich derer eine Matrix in Jordanform dargestellt wird, heißt
eine Jordanbasis. Wir haben also explizit eine Jordanmatrix konstruiert.

Beispiel. Man bestimme die Jordansche Normalform von

A =




2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3


 .

1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms:

χA(x) = det(xE − A) = det




x− 2 1 0 −1
0 x− 3 1 0
0 −1 x− 1 0
0 1 0 x− 3




= (x− 2)(x− 3)[(x− 3)(x− 1) + 1] = (x− 2)(x− 3)(x2 − 4x+ 4)

= (x− 2)3(x− 3).

2. Schritt: Eigenräume, Haupträume.

λ = 3:

(A− 3E)x = 0.




−1 −1 0 1
0 0 −1 0
0 1 −2 0
0 −1 0 0







x1

x2

x3

x4


 =




0
0
0
0


 ,

−x1 −x2 +x4 = 0
−x3 = 0

x2 −2x3 = 0
−x2 = 0




⇒ x2 = x3 = 0, x1 = x4.

Also ist der Eigenraum zu λ3 gleich

Eig(A, 3) = Span




1
0
0
1


 .

λ = 2 :

(A− 2E)x = 0.
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0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1







x1

x2

x3

x4


 =




0
0
0
0


 ,

−x2 +x4 = 0
x2 −x3 = 0
x2 −x3 = 0
−x2 +x4 = 0




⇒ x2 = x3 = x4.

Also gilt

Eig(A, 2) = Span{




1
0
0
0


 ,




0
1
1
1


}.

Da dim Eig(A, 2) = 2 < 3 ist, ist A nicht diagonalisierbar.

(A− 2E)2 =




0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1







0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1


 =




0 −2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 1


 .

Es ist

(A− 2E)2x = 0 ⇔


0 −2 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 1







x1

x2

x3

x4


 =




0
0
0
0


 ⇔ −2x2 + x3 + x4 = 0.

Also ist

Ker(A− 2E)2 = Span{




1
0
0
0


 ,




0
1
1
1


 ,




0
0
1
−1


}.

Damit gilt

dim Ker(A− 2E)2 = 3.

Da die algebraische Vielfachheit von λ = 3 gerade 3 ist, folgt

Hau(A− 2E)2 = Ker(A− 2E)2.
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3. Schritt: Bestimmung einer Basis

W0 = {0}
∩

W1 = Ker(A− 2E) = Eig(A, 2)

∩
W2 = Ker(A− 2E)2 = Hau(A, 2).

Wähle

u
(2)
1 ∈ Hau(A, 2) \ Eig(A, 2),

etwa

u
(2)
1 =




0
0
1
−1


 .

U2 := Span(u
(2)
1 )

Dann gilt

W2 = W1 ⊕ U2.

Ferner setzen wir

U1 := W1.

Für U1, U2 haben wir Basen:

U2 : u
(2)
1

U1 : H(u
(2)
1 ) = (A− 2E)(u

(2)
1 ), u

(1)
1

mit

H(u
(2)
1 ) =




0 −1 0 1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 0 1







0
0
1
−1


 =




−1
−1
−1
−1


 .

Wir können für u
(1)
1 wählen

u
(1)
1 =




1
0
0
0


 .
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Damit gilt dann

Hau(A, 2) = Span(w1, w2, w3), mit

w1 = H(u
(2)
1 ), w2 = u

(2)
1 , w3 = u

(1)
1 .

Es gilt

(A− 2E)w1 = 0

(A− 2E)w2 = w1

(A− 2E)w3 = 0.

Also wird bezüglich dieser Basis A− 2E durch die Matrix




0 1 0
0 0 0
0 0 0




dargestellt. Damit wird A|Hau(A, 2) dargestellt durch




2 1 0
0 2 0
0 0 2


 .

Schließlich setzen wir

B := (w1, w2, w3, w4) mit w4 =




1
0
0
1


 ∈ Eig(A, 3).

Damit erhalten wir als darstellende Matrix

MB(hA) =




2 1
0 2

0 0
0 0

0 0
0 0

2 0

0 3


 =: J.

4. Schritt: Berechnung der Übergangsmatrix

W = (w1, w2, w3, w4) =




−1 0 1 1
−1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 0 1


 .
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Es gilt dann

W−1AW = J.

Kontrolle:

AW =




2 −1 0 1
0 3 −1 0
0 1 1 0
0 −1 0 3







−1 0 1 1
−1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 0 1


 =




−2 −1 2 3
−2 −1 0 0
−2 1 0 0
−2 −3 0 3




WJ =




−1 0 1 1
−1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 0 1







2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3


 =




−2 −1 2 3
−2 −1 0 0
−2 1 0 0
−2 −3 0 3


 .
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§ 12 Projektive Räume

V sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir setzen

V ∗ := V \ {0}.

Definition. Für u, v ∈ V ∗ sei

u ∼ v :⇔ Es gibt λ ∈ K∗ mit u = λv.

Bemerkung.

(i) ∼ ist eine Äquivalenzrelation.

(ii) u ∼ v ⇔ Ku = Kv ⇔ u, v spannen dieselbe Gerade auf.

Definition. Der zu V gehörige projektive Raum ist

P(V ) := V ∗/ ∼ .

Bemerkung.

(i) Als Menge ist P(V ) die Menge der Ursprungsgeraden in V :

P(V ) = {Kv; v ∈ V ∗} 1:1←→ {Geraden in V durch 0}.

(ii) Man hat die kanonische Projektion

π : V ∗ −→ P(V )

v 7−→ Kv =: [v].

Definition. dimP(V ) := dimV − 1 heißt die Dimension des projektiven Raums P(V ).

Bezeichnung. Pn(K) := P(Kn+1) heißt der n-dimensionale projektive Raum über K.

Beispiel.

(i) P1(R) = P(R2)
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�
�

�

Abb. 3: Die reelle projektive Gerade
P1(R)

Hierbei sind die Punkte −1 und 1 zu identifizieren. Mengentheoretisch gilt

P1(R) = S1 = R ∪ {∞} = R ∪ P0(R).

Die Identifikation S1 = R ∪ {∞} geschieht über die stereographische Projektion.

�

Abb. 4: Stereographische Projekti-
on

(ii) P2(R) = P(R3). Wir haben eine Zerlegung

P2(R) = R2 ∪ P1(R),

wobei P1(R) gerade den Ursprungsgeraden in der (x, y)-Ebene entspricht.
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�

�

�

Abb. 5: Zur reellen projektiven Ebe-
ne P2(R).

Bemerkung. P2(R) ist eine nicht-orientierbare differenzierbare Fläche, die nicht in den
R3 eingebettet werden kann.

Es sei nun U ⊂ P(V ) eine Teilmenge. Wir definieren

Ũ := π−1(U) ∪ {0}.

Definition. U ⊂ P(V ) heißt ein projektiver Unterraum falls Ũ ⊂ V ein linearer Unter-
raum ist.

Bemerkung. Dann ist U = P(Ũ) selbst ein projektiver Raum und hat die Dimension

dimU = dimK Ũ − 1.

Konvention. dim ∅ := −1.

Bezeichnungen.

(i) dimU = 0: Punkt,

(ii) dimU = 1: projektive Gerade,

(iii) dimU = 2: projektive Ebene,

(iv) dimU = dimP(V )− 1: (projektive) Hyperebene.

Lemma 12.1
Der Durchschnitt von projektiven Unterräumen ist wieder ein projektiver Unterraum.
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Beweis. Es sei

Ui = P(Ũi); Ũi ⊂ V (i ∈ I).

Dann ist

⋂̃

i∈I
Ui = π−1(

⋂

i∈I
Ui) ∪ {0} =

⋂

i∈I
Ũi.

Dies ist ein linearer Unterraum. ¤
Definition. Es seien U1, . . . , Ur ⊂ P(V ) projektive Unterräume. Dann ist der Spann von
U1, . . . , Ur definiert durch

U1 ∨ . . . ∨ Ur :=
⋂

U⊃U1∪...∪Ur
U ist proj. Unterraum

U.

Bemerkung.

(i) Der Spann ist der kleinste Unterraum, der U1, . . . , Ur enthält.

(ii) U1 ∨ . . . ∨ Ur = P(Ũ1 + . . .+ Ũr).

Lemma 12.2
U1, U2 ⊂ P(V ) seien projektive Unterräume. Dann gilt

dimU1 + dimU2 = dim(U1 ∨ U2) + dim(U1 ∩ U2).

Beweis. Es sei Ui = P(Ũi); i = 1, 2.

dimU1 + dimU2 = dim Ũ1 − 1 + dim Ũ2 − 1

= dim(Ũ1 + Ũ2)− 1 + dim(Ũ1 ∩ Ũ2)− 1

= dim(U1 ∨ U2) + dim(U1 ∩ U2).

¤
Bemerkung. Es sei dimP(V ) = 2 und L1, L2 ⊂ P(V ) seien projektive Geraden. Dann
gilt

dim(L1 ∩ L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 ∨ L2)

≥ 2− 2 = 0.

Also ist L1 ∩ L2 6= ∅, d. h. zwei projektive Gerade schneiden sich in einer projektiven
Ebene stets.
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Homogene Koordinaten

Es sei wieder

V = Kn+1, Pn(K) = P(Kn+1).

Es sei

v = (x0, . . . , xn) 6= 0 (d. h. xi 6= 0 für ein i).

Definition. (x0 : x1 : . . . : xn) := K(x0, . . . , xn) ∈ Pn(K). (x0 : . . . : xn) heißen die
homogenen Koordinaten von Kv ∈ Pn(K).

Bemerkung.

(i) (x0 : x1 : . . . : xn) = (x′0 : x′1 : . . . : x′n) genau dann wenn es ein λ 6= 0 gibt, mit

xi = λx′i (i = 0, . . . , n).

(ii) Jeder Punkt P ∈ Pn(K) bestimmt bis auf einen Skalar λ 6= 0 ein (n + 1)-Tupel
(x0 : . . . : xn). Man schreibt P = (x0 : . . . : xn).

Es sei nun W ⊂ Kn+1 ein Unterraum. Dann ist W Lösungsmenge eines homogenen
Gleichungssystems:

W =





(x0, . . . , xn) ∈ Kn+1;

a10x0 + . . .+ a1nxn = 0
...

...
...

am0x0 + . . .+ amnxn = 0




.

Man kann damit schreiben

P(W ) = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K);
n∑

ν=0

aµνxν = 0 für µ = 1, . . . ,m}.

Dies macht Sinn, da

∑

ν

aµνxν = 0⇔
∑

ν

aµν(λxν) = 0 (λ ∈ K∗).

Wir betrachten nun speziell

H∞ := {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K); x0 = 0}.

Definition. H∞ heißt die Hyperebene im Unendlichen.
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Bemerkung. Es sei x = (x0 : . . . : xn) 6∈ H∞. Also ist x0 6= 0, und damit

(x0 : x1 : . . . : xn) = (1 :
x1

x0

: . . . :
xn
x0

).

Sei

A := Pn(K) \H∞.

Wir betrachten die Abbildung:

ι : A −→ Kn

(x0 : x1 : . . . : xn) 7−→ (x1

x0
, . . . , xn

x0
) =: (y1, . . . , yn).

Die Abbildung

ι′ : Kn −→ A
(y1, . . . , yn) 7−→ (1 : y1 : . . . : yn)

ist die Umkehrabbildung von ι. Also ist

ι : A
1:1−→ Kn

eine Bijektion, und mit dieser Identifikation hat man

Pn(K) = A ∪H∞ = Kn ∪ Pn−1(K).

Definition. Man nennt (y1, . . . , yn) die inhomogenen Koordinaten des Punktes P =
(x0 : . . . : xn) ∈ A.

��� ���

���
	��	����

������������� � �

���

���

������� � �
� � �
� �

Abb. 6: Geometrische Deutung der
Hyperebene im Unendlichen
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Sprechweise. Wir nennen A = Pn(K)\H∞ den affinen Teil von Pn(K). Mittels ι : A −→
Kn identifizieren wir A mit Kn. Man sagt, daß sich der projektive Raum Pn(K) = A∪H∞
aus dem affinen Teil A und der Hyperebene im Unendlichen zusammensetzt.

Bemerkung. Die Auswahl der Hyperebene H∞ = {x0 = 0} ist willkürlich. Wir hätten im
Prinzip auch jede andere Hyperebene als Hyperebene im Unendlichen auswählen können.

Definition.

(i) Eine Teilmenge W ⊂ Kn heißt ein affiner Unterraum des Vektorraums Kn, falls es
einen Unterraum W0 von Kn und ein Element a ∈ Kn gibt, mit

W = a+W0.

(ii) Die Dimension von W wird als dimW0 definiert.

���

�������	���

�

Abb. 7: Affiner Unterraum

Bemerkung. Jeder affine Unterraum W ⊂ Kn ist die Lösungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

a11y1 + . . .+ a1nyn = b1

...
...

...

am1y1 + . . .+ amnyn = bm.

Umgekehrt ist die Lösungsmenge eines solchen Gleichungssystems stets ein affiner Unter-
raum.

Lemma 12.3
(i) Es sei W ⊂ Pn(K) ein projektiver Unterraum. Dann ist W := W ∩ A ⊂ A = Kn

ein affiner Unterraum.

(ii) Ist ∅ 6= W ⊂ A = Kn ein affiner Unterraum, so gibt es genau einen projektiven
Unterraum W ⊂ Pn(K) mit W ∩ A = W .
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Beweis. (i): Die Menge W̃ := π−1(W ) ∪ {0} ist ein linearer Unterraum von Kn+1,
d. h. Lösungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems

W̃ = {(x0, . . . , xn); a10x0 + . . .+ a1nxn = . . . = am0x0 + . . .+ amnxn = 0}.

Für einen Punkt

x = (x0 : . . . : xn) 6∈ H∞ (d. h. x0 6= 0)

gilt

aµ0x0 + . . .+ aµnxn = 0⇔ aµ0 + aµ1
x1

x0

+ . . .+ aµn
xn
x0

= 0.

Also gilt

W ∩ A =



(y1, . . . , yn);

a11y1 + . . .+ a1nyn = −a10
...

...
...

am1y1 + . . .+ amnyn = −am0



 .

D. h. W ∩ A ist ein affiner Unterraum.

(ii): Sei umgekehrt W ⊂ A affin. Also

W =



(y1, . . . , yn) ∈ A;

a11y1 + . . .+ a1nyn = b1
...

...
...

am1y1 + . . .+ amnyn = bm



 .

Setze

W =



(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K);

−b1x0 + a11x1 + . . .+ a1nxn = 0
...

...
...

−bmx0 + am1x1 + . . .+ amnxn = 0



 .

Nach Konstruktion ist

W ∩ A = W.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Es sei also W ′ ein weiterer projektiver Unterraum
mit

W ′ ∩ A = W.

Wir setzen

W∞ := W ∩H∞, W ′∞ := W ′ ∩H∞.

Dann sind, da W 6= ∅ ist,

W∞ $ W und W ′∞ $ W ′
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jeweils echte projektive Unterräume. Es gilt

π−1(W ) = W̃ − W̃∞ = W̃ ′ − W̃ ′∞ 6= ∅.

Das Komplement eines echten Unterraums erzeugt stets den gesamten Vektorraum. Also
gilt

W̃ = Span(W̃ − W̃∞) = Span(W̃ ′ − W̃ ′∞) = W̃ ′

und damit W = W ′. ¤
Beispiel. P2(K) (Projektive Ebene über K)

���

���

�

���
	�� ��

Abb. 8: Parallele Geraden schneiden
sich im Unendlichen.

Zwei verschiedene Geraden L1, L2 müssen sich in der projektiven Ebene P2(K) stets in
einem Punkt schneiden. Falls dieser Schnittpunkt inH∞ liegt (also im Unendlichen) heißen
L1 = L1 ∩ A und L2 = L2 ∩ A im affinen Teil parallel.

Abbildungen

Es seien V,W endlich-dimensionale Vektorräume und ϕ : V → W sei ein injektiver
Homomorphismus. Dann gilt

ϕ(Kv) = Kϕ(v) 6= {0}

und dies induziert eine injektive Abbildung

ϕ : P(V ) −→ P(W )

Kv 7−→ Kϕ(v).

Die Bildmenge

Imϕ = P(ϕ(V )) ⊂ P(W )
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ist ein projektiver Unterraum.

Beispiel. Es sei n ≥ m.

ι : Km+1 ↪→ Kn+1

(x0, . . . , xm) 7→ (0, . . . , 0, x0, . . . , xm)

ergibt eine Einbettung

ι : Pm(K) ↪→ Pn(K).

Ist n = m+ 1, so ist das Bild gerade die Hyperebene im Unendlichen.

Ist speziell ϕ ∈ Aut(V ), so definiert dieser Automorphismus eine bijektive Abbildung

ϕ : P(V ) −→ P(V ).

Definition. Eine Abbildung f : P(V ) → P(V ) heißt eine Projektivität, falls es einen
Automorphismus ϕ ∈ Aut(V ) gibt mit f = ϕ.

Bemerkung.

(i) Ist ϕ eine Projektivität, so ist

ϕ−1 = ϕ−1

ebenfalls eine Projektivität.

(ii) Es sei

AutP(V ) = {ϕ; ϕ ist Projektivität von P(V )}.

Dann ist AutP(V ) mit der üblichen Hintereinanderschaltung eine Gruppe. Es gilt ϕ◦ψ =
ϕ ◦ ψ.

Lemma 12.4
Es gilt genau dann ϕ = ψ wenn es ein λ ∈ K∗ gibt mit ϕ = λψ.

Beweis. Ist ϕ = λψ, so gilt offensichtlich ϕ = ψ. Es bleibt die Umkehrung zu zeigen:

ϕ = ψ ⇒ ϕ ◦ ψ−1
= id⇒ ϕ ◦ ψ−1

=

ϕ ◦ ψ−1

= id.

Wir setzen also

τ := ϕ ◦ ψ−1.
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Zu zeigen ist τ = λidV . Da τ = idP(V ) ist, gilt

τ(v) = λvv für alle v ∈ V mit einem λv ∈ K∗.

Zu zeigen ist, daß λv = λw für alle v, w gilt.

Annahme: λv 6= λw. Dann sind v, w notwendig linear unabhängig. Es gilt

τ(v + w) = τ(v) + τ(w) = λvv + λww
τ(v + w) = λv+w(v + w) = λv+wv + λv+ww

}
⇒ (λv − λv+w)v + (λw − λv+w)w = 0.

Da v, w linear unabhängig sind, folgt hieraus

λv = λv+w, λw = λv+w

und damit λv = λw im Widerspruch zur Annahme. ¤
Folgerung. Aut(P(V )) = GL(V )/ ∼, wobei

ϕ ∼ ψ ⇔ Es gibt ein λ ∈ K∗ mit ϕ = λψ.

Ist speziell

V = Kn+1

so erhält man

Aut(Pn(K)) = GL(n+ 1, K)/ ∼ .

Definition. PGL(n + 1, K) = Aut(Pn(K)) heißt die projektive lineare Gruppe (der
Dimension n).

Koordinatensysteme

Es sei

P = P(V ), dimP(V ) = n.

Definition. Die Punkte P0, . . . , Pk heißen (linear) unabhängig, falls dim(P0∨. . .∨Pk) = k
gilt.

Bemerkung. Es sei Pi = Kvi; i = 0, . . . , k. Dann gilt

P0, . . . , Pk unabhängig⇔ v0, . . . , vk linear unabhängig.
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Beispiele.
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Abb. 9: Linear abhängige/un-
abhängige Punkte in P2(K)

Definition. Ein Koordinatensystem von P ist ein geordnetes (n+2)-Tupel (P0, . . . , Pn, E)
von denen jeweils (n + 1) Punkte linear unabhängig sind. P0, . . . , Pn heißen die Grund-
punkte. E heißt der Einheitspunkt des Koordinatensystems.

Lemma 12.5
Es sei (P0, . . . , Pn, E) ein Koordinatensystem. Dann gibt es eine Basis v0, . . . , vn von V
mit

(i) Pi = Kvi (i = 0, . . . , n)

(ii) E = K(v0 + . . .+ vn).

Die Basis v0, . . . , vn ist bis auf einen gemeinsamen Skalar eindeutig bestimmt.

Beweis. Es gibt v′0, . . . , v
′
n mit

Pi = Kv′i (i = 0, . . . , n).

Da die Pi unabhängig sind, so sind auch die Vektoren v′i unabhängig, bilden also eine
Basis. Sei

E = Ke.

Dann gibt es eine Darstellung

e = e0v
′
0 + e1v

′
1 + . . .+ env

′
n.

Es sind (auf Grund der Unabhängigkeitsvoraussetzung) alle ei 6= 0. Sei

vi := eiv
′
i.

Dies ist eine Basis mit den Eigenschaften (i), (ii). Nun gilt

E = K(v0 + . . .+ vn) = K(λ1v0 + . . .+ λnvn)

genau wenn λ0 = . . . = λn ∈ K∗. Dies liefert die Eindeutigkeit, da die vi wegen (i) schon
bis auf einen Skalar eindeutig festliegen. ¤
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Es sei nun (P0, . . . , Pn, E) ein Koordinatensystem. Sei B = (v0, . . . , vn) eine zugehörige
Basis. Dies liefert einen Isomorphismus

qB : V −→ Kn+1

vi 7−→ ei.

Diese Abbildung liegt bis auf einen Skalar fest. Also ist

qB : P(V ) −→ Pn(K)

eindeutig festgelegt. Wir haben damit

qB : P(V ) −→ Pn(K)

P = Kv 7−→ KqB(v) = K(x0, . . . , xn).

Definition. (x0 : . . . : xn) heißen die homogenen Koordinaten des Punktes P bezüglich
des Koordinatensystems (P0, . . . , Pn, E).

Schreibweise. P = (x0 : . . . : xn). Die homogenen Koordinaten sind wieder bis auf einen
gemeinsamen von Null verschiedenen Skalar festgelegt. Damit gilt:

P0 = (1 : 0 : 0 : . . . : 0)

P1 = (0 : 1 : 0 : . . . : 0)
...

...

Pn = (0 : 0 : . . . : 0 : 1)

E = (1 : 1 : . . . : 1 : 1).

Es sei nun

ϕ : P(V ) −→ P(V )

eine Projektivität. Dann hat man ein kommutatives Diagramm

Pn(K).Pn(K) -

ϕ

qBqB ? ?ψ

P(V )P(V ) -

ψ ist durch ϕ eindeutig bestimmt und wieder eine Projektivität. Also gibt es eine Matrix
A ∈ GL(n+ 1;K) mit ψ = A. Für

P = (x0 : . . . : xn), ϕ(P ) = (y0 : . . . : yn)
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gilt


y0
...
yn


 = A



x0
...
xn


 .

Dabei ist A bis auf einen Skalar 6= 0 festgelegt.

Damit reduziert sich das Studium der Projektivitäten beliebiger projektiver Räume auf
das Studium von Projektivitäten des Pn(K).

Affinitäten

V sei wiederum ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition. Eine Abbildung

f : V −→ V

heißt eine Affinität, falls es einen Automorphismus f0 von V und einen Vektor t ∈ V gibt,
mit

f(v) = f0(v) + t (v ∈ V ).

Bemerkung.

(i) Affine Abbildungen entstehen also aus der Hintereinanderschaltung einer linearen
Abbildung mit einer Translation.

(ii) Ist f eine Affinität, so ist f bijektiv und f−1 ist wieder eine Affinität. Es gilt:

f−1(v) = f−1
0 (v)− f−1

0 (t).

Denn:

(f−1 ◦ f)(v) = f−1
0 (f(v))− f−1

0 (t)

= f−1
0 (f0(v) + t)− f−1

0 (t)

= v + f−1
0 (t)− f−1

0 (t) = v.

(f ◦ f−1)(v) = f0(f−1(v)) + t

= f0(f−1
0 (v)− f−1

0 (t)) + t

= v − t+ t = v.

(iii) Sind f, g Affinitäten, so auch f ◦ g:

f(v) = f0(v) + t

g(v) = g0(v) + s.
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Dann gilt

(f ◦ g)(v) = f(g(v)) = f(g0(v) + s) = f0(g0(v) + s) + t

= f0(g0(v)) + f0(s) + t

= (f0 ◦ g0︸ ︷︷ ︸
∈Aut(V )

)(v) + (f0(s) + t︸ ︷︷ ︸
∈V

).

Speziell: V = Kn.

f : Kn −→ Kn

x 7−→ Ax+ b (A ∈ GL(n;K), b ∈ Kn).

Definition. Aff(V ) := {f ; f : V → V ist Affinität} heißt die Gruppe der Affinitäten
auf V .

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen Projektivitäten und Affinitäten. Dazu
erinnern wir an die Zerlegung

Pn(K) = Kn ∪H∞ = Kn ∪ Pn−1(K).

Satz 12.6
(i) Es sei f : Pn(K) → Pn(K) eine Projektivität mit f(H∞) = H∞. Dann ist fa =

f |Kn : Kn → Kn eine Affinität.

(ii) Ist fa : Kn → Kn eine Affinität, so gibt es genau eine Projektivität f : Pn(K) →
Pn(K) mit f |Kn = fa.

Beweis. (ii): Es sei

fa(x) = A0x+ t (A0 ∈ GL(n;K)).

Setzt man

fa(x) =



x′1
...
x′n




so ergibt sich



x′1
...
x′n


 = A0



x1
...
xn


+



t1
...
tn


 .(1)
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Dies ist äquivalent zu




1
x′1
...
x′n


 =




1 0 · · · 0
t1
... A0

tn




︸ ︷︷ ︸
A ∈ GL(n+ 1;K)




1
x1
...
xn


 .(2)

Man kann also setzen

f = A.

Um die Eindeutigkeit zu sehen, genügt:

Behauptung: Ist g : Pn(K) → Pn(K) eine Projektivität mit g|Kn = idKn , so ist g =
idPn(K).

Denn: Man kann wie folgt argumentieren: Zunächst ist g(H∞) = H∞. Sei g|H∞ 6= idH∞ .

Nach Voraussetzung gibt es also einen Punkt x ∈ H∞ mit g(x) 6= x. Wir betrachten die
Gerade P ∨ x mit einem Punkt P 6∈ H∞. Da

P ∨ x = P(K2)

ist #(P ∨ x) ≥ 3. Also gibt es Q 6= P , Q 6∈ H∞ auf P ∨ x mit g(Q) 6= Q. Dies ist ein
Widerspruch dazu, daß g|Kn = idKn gilt.

�

�

�

�������

	�
��� � �

Abb. 10: Zum Beweis von
Satz (12.6)

(i): Es sei f gegeben durch



x′0
...
x′n


 = A



x0
...
xn


 A ∈ GL(n+ 1;K).
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Wegen f(H∞) = H∞ muß gelten

A =




a00 0 0
a10 a11 · · · a1n
...

...
...

an0 an1 · · · ann


 .

Wegen A ∈ GL(n+ 1;K) ist a00 6= 0. Man kann also annehmen, daß

A =




1 0 · · · 0
a10 a11 · · · a1n
...

...
...

an0 an1 · · · ann


 .

︸ ︷︷ ︸
=:A0∈GL(n;K).

Es gilt daher




1
x′1
...
x′n


 =




1 0 · · · 0
a10
... A0

an0







1
x1
...
xn




d. h.

fa



x1
...
xn


 = A0



x1
...
xn


+



a10
...
an0




︸ ︷︷ ︸
=:t

.

¤
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§ 13 Quadriken in projektiven Räumen

Es sei

Pn := Pn(K) = P(Kn+1), charK 6= 2.

Definition. Eine homogene quadratische Form in n + 1 Variablen ist ein Polynom der
Form

q(x0, . . . , xn) =
n∑

ν,µ=0

aνµxνxµ (aνµ ∈ K).

Bemerkung.

(i) Wir haben bereits gesehen, daß wir aνµ = aµν annehmen können (hier verwenden
wir charK 6= 2).

(ii) Unter der Annahme aνµ = aµν ist die Matrix A = (aνµ) symmetrisch, und es gilt

q(x) = q(x0, . . . , xn) = txAx =: qA(x).

(iii) Für jeden Skalar λ ∈ K gilt

q(λx0, . . . , λxn) = λ2q(x0, . . . , xn).

Definition. Eine Teilmenge Q ⊂ Pn(K) heißt eine Quadrik (Hyperfläche 2. Ordnung),
falls es eine homogene quadratische Form q gibt, mit

Q = {x = (x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K); q(x) = 0}.

Bemerkung. Dies ist wegen der obigen Bemerkung (iii) wohldefiniert.

Schreibweise. Q = {q = 0}.
Beispiele. P2 = P2(R).

(i) x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0, d. h. A =




1 0
1

0 −1


.

Wir wollen den affinen (eigentlichen) Teil betrachten, wobei wir die Wahl der Hyperebene
im Unendlichen variieren.

(α) H∞ = {x0 = 0}. Auf R2 = P2 \H∞ erhalten wir

1 +

(
x1

x0

)2

−
(
x2

x0

)2

= 0
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bzw.

y2
2 − y2

1 = 1.

Diese Gleichung definiert eine Hyperbel.

(β) H∞ = {x2 = 0}.
(
x0

x2

)2

+

(
x1

x2

)2

− 1 = 0

bzw.

y2
0 + y2

1 = 1.

Diese Gleichung ergibt einen Kreis.

(ii) x2
0 − x2

1 = 0. Diese Gleichung zerfällt in zwei Linearfaktoren.

(x0 − x1)(x0 + x1) = 0.

(iii) x2
0 = 0.

(iv) x2
0 + x2

1 + x2
2 = 0. Hier ist Q = ∅.

(v) q ≡ 0. Hier ist Q = P2(R).

(i)(α): Hyperbel (i)(β): Kreis (ii): Geradenpaar (iii): Zusammenfal-
lende Geraden

Abb. 11: Darstellungen zu den Beispielen

Definition. Zwei Quadriken Q,Q′ ⊂ Pn(K) heißen (projektiv) äquivalent, falls es eine
Projektivität ϕ : Pn(K)→ Pn(K) gibt mit ϕ(Q) = Q′.

Bezeichnung. Q ∼ Q′.

Satz 13.1
Es sei A = tA und Q = {qA = 0}. Ferner sei Q′ ⊂ Pn(K) eine weitere Quadrik. Dann sind
äquivalent:

(i) Q ∼ Q′.
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(ii) Es gibt S ∈ GL(n+ 1, K), so daß Q′ = {qB = 0}, wobei B = tSAS.

Beweis. (i)⇒(ii): Es sei ϕ ∈ Aut(Pn(K)) eine Projektivität mit ϕ(Q′) = Q. Sei ϕ = S
mit S ∈ GL(n+ 1, K). Es gilt

x ∈ Q′ ⇔ ϕ(x) ∈ Q⇔ t(Sx)ASx = 0⇔ tx tSASx = 0

⇔ txBx = 0.

Also ist

Q′ = {qB = 0}.
(ii)⇒(i): Wir betrachten ϕ = S ∈ Aut(Pn(K)). Dann gilt:

x ∈ Q′ ⇔ txBx = 0⇔ tx tSASx = 0⇔ t(Sx)A(Sx) = 0

⇔ ϕ(x) ∈ Q.
Also gilt

ϕ(Q′) = Q.

¤
Definition. Für eine Quadrik Q ⊂ Pn(K) setzen wir

u(Q) := max{dimU ; U ⊂ Q ist ein projektiver Unterraum}.

Bemerkung. Q ∼ Q′ ⇒ u(Q) = u(Q′).

Definition.

(i) Ein Punkt x ∈ Q heißt Doppelpunkt (singulärer Punkt) von Q, falls für jede Gerade
L ⊂ Pn(K) durch x gilt: L ∩Q = {x} oder L ⊂ Q.

(ii) Sing(Q) := {x ∈ Q; x ist ein Doppelpunkt} heißt der singuläre Ort von Q.

(iii) Q heißt regulär (glatt), falls SingQ = ∅ gilt. Ansonsten heißt Q singulär.

Beispiele. P2 = P2(R).

(i) Q = {x0x1 = 0}: Hier ist u(Q) = 1.

���������
	�����������������

Abb. 12: Singulärer Ort eines Gera-
denpaares
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(ii) Q = {x2
0 + x2

1 − x2
2}. Für x0 = 1 erhalten wir die Hyperbel y2

2 − y2
1 = 1 (siehe

vorheriges Beispiel). Hier gilt u(Q) = 0 und Sing(Q) = ∅. (Wir werden dies später streng
beweisen.)

(iii) Q = {x2
0 = 0}. Hier gilt u(Q) = 1 und SingQ = Q.

Satz 13.2
Es sei Q = {qA = 0} ⊂ Pn(K) eine Quadrik. Dann gilt

SingQ = {x ∈ Pn(K); Ax = 0} = P(KerA).

Insbesondere ist SingQ ⊂ Pn(K) ein projektiver Unterraum.

Beweis. Es sei L eine Gerade durch die zwei Punkte x 6= y ∈ Pn(K). Dann ist

L = P({λx+ µy; λ, µ ∈ K})

die Verbindungsgerade der Punkte x und y. (Wir verwenden hier dieselben Bezeichnungen
für Vektoren in Kn+1 und die hierdurch definierten Punkte in Pn(K). Es gilt nun

qA(λx+ µy) = t(λx+ µy)A(λx+ µy)

= λ2 txAx+ µ2 tyAy + λµ tyAx+ λµ txAy

= λ2 txAx+ µ2 tyAy + 2λµ tyAx(∗)
= λ2qA(x) + µ2qA(y) + 2λµ tyAx.

”
⊃“: Es sei x gegeben mit x ∈ KerA. Ferner sei L eine Gerade durch x, die Q in einem

weiteren Punkt y trifft. Zu zeigen ist, daß dann L in Q enthalten ist. Nach (∗) gilt:

qA(λx+ µy) = λ2qA(x) + µ2qA(y) + 2λµ tyAx = 0,

da qA(x) = qA(y) = 0 und Ax = 0 gilt.

”
⊂“: Es sei x ∈ SingQ. Dann gilt nach (∗):

qA(λx+ µy) = µ2qA(y) + 2λµ tyAx.(∗∗)

Behauptung: tyAx = 0 für alle y. (Hieraus folgt dann, daß Ax = 0 gilt.)

1. Fall: y ∈ Q. Ist y = x, so ist tyAy = qA(y) = 0. Ansonsten ist nach Voraussetzung
L ⊂ Q und aus (∗) folgt dann 2λµ tyAx = 0 für alle λ und µ, also tyAx = 0.

2. Fall: y 6∈ Q. Dann gilt, da x ∈ SingQ ist, daß L ∩Q = {x} ist, d. h. qA(λx+ µy) 6= 0
für µ 6= 0. Wir nehmen an, daß tyAx =: c 6= 0 ist. Da y 6∈ Q ist d := qA(y) 6= 0. Es sei
nun µ = 1, λ = − d

2c
. Dann gilt

µ2qA(y) + 2λµ tyAx = d− 2
d

2c
c = 0,
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ein Widerspruch. ¤
Definition. d(Q) := dim SingQ.

Bemerkung.

(i) Q ist regulär ⇔ d(Q) = −1.

(ii) Q ∼ Q′ ⇒ d(Q) = d(Q′).

Theorem 13.3
Es sei K = R. Dann ist jede Quadrik Q ⊂ Pn(R) äquivalent zu genau einer der folgenden
Quadriken:

Qt,r : x2
0 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = 0

mit −1 ≤ t ≤ r ≤ n und t+ 1 ≥ r − t. Es ist

u(Qt,r) = n− t− 1, d(Qt,r) = n− r − 1.

Insbesondere gilt

Q ∼ Q′ ⇔ u(Q) = u(Q′) und d(Q) = d(Q′).

Bemerkungen.

(i) r heißt der Rang der Quadrik.

(ii) Die obigen Gleichungen nennt man die Normalformen.

(iii) Q−1,−1 = Pn(R).

(iv) Qn,n = ∅.

Beweis. Es sei

Q = {qA(x) = 0}, A = tA.

Nach Satz (10.3) gibt es S ∈ GL(n+ 1,R) mit

tSAS =




1
...

1

−1
...
−1

0
...

0




︸ ︷︷ ︸
t+1

︸ ︷︷ ︸
r−t

︸ ︷︷ ︸
r+1

=: At,r.
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Da

qA(x) = 0⇔ q−A(x) = 0

können wir annehmen, daß t+ 1 ≥ r − t ist. Sei

Qt,r := {qAt,r = 0}.
Wir können also jede Quadrik in eine der behaupteten Normalformen bringen. Es bleibt
zu zeigen, daß

u(Qt,r) = n− t− 1, d(Qt,r) = n− r − 1.

Die zweite Behauptung folgt mit Satz (13.2), da

Sing(Qt,r) = {x = (x0 : . . . : xn); At,rx = 0},
d. h.

Sing(Qt,r) = {x = (x0 : . . . : xn); x0 = . . . = xr = 0}.
Also gilt

dim Sing(Qt,r) = n− r − 1.

Es sei nun

Ũ := {x; x0 − xt+1 = x1 − xt+2 = . . . = xr−t−1 − xr = xr−t = . . . = xt = 0}.
Sei

U := P(Ũ).

Dann ist U ⊂ Qt,r und dimU = n− t− 1. Also gilt

u(Qt,r) ≥ n− t− 1.

Um zu zeigen, daß u(Qt,r) ≤ n− t− 1 gilt, betrachten wir

W̃ := {x; xt+1 = . . . = xn = 0}.
Sei

W := P(W̃ ).

Dann ist

dimW = t, W ∩Q = ∅.
Annahme: u(Qt,r) > n− t− 1.

Dann sei U ′ ⊂ Q ein projektiver Unterraum mit dimU ′ > n− t− 1. Es ist

dim(U ′ ∩W ) = dimU ′ + dimW − dim(U ∨W ′)

> (n− t− 1) + t− n = −1.

Also ist

U ′ ∩W 6= ∅
im Gegensatz zu U ′ ⊂ Q, W ∩Q = ∅. ¤
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Projektive Klassifikation von Quadriken in Pn(R)

In den beiden folgenden Tabellen listen wir alle Normalformen von Quadriken in P2(R)
und P3(R) auf.

P2(R), n = 2: Es gibt sechs verschiedene Äquivalenzklassen.

r t d u Gleichung (Normalform) Bezeichnung
−1 −1 2 2 0 = 0 projektive Ebene
0 0 1 1 x2

0 = 0 Doppelgerade
1 0 0 1 x2

0 − x2
1 = 0 Geradenpaar

1 1 0 0 x2
0 + x2

1 = 0 Doppelpunkt
2 1 −1 0 x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0 nicht-ausgeartete Kurve
2 2 −1 −1 x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0 leere Menge

P3(R), n = 3: Es gibt neun verschiedene Äquivalenzklassen.

r t d u Gleichung (Normalform) Bezeichnung
−1 −1 3 3 0 = 0 3-dim. projektiver Raum
0 0 2 2 x2

0 = 0 Doppelebene
1 0 1 2 x2

0 − x2
1 = 0 Ebenenpaar

1 1 1 1 x2
0 + x2

1 = 0 Doppelgerade
2 1 0 1 x2

0 + x2
1 − x2

2 = 0 Kegel
2 2 0 0 x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0 Doppelpunkt
3 1 −1 1 x2

0 + x2
1 − x2

2 − x2
3 = 0 nicht-ausgeartete Fläche,

die Geraden enthält
(Ringfläche)

3 2 −1 0 x2
0 + x2

1 + x2
2 − x2

3 = 0 nicht-ausgeartete Fläche,
die keine Geraden enthält
(Ovalfläche)

3 3 −1 −1 x2
0 + x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 leere Menge

Wir betrachten nun den Fall K = C. Sei also

A = tA ∈M(n;C).

Dies definiert eine symmetrische Bilinearform

〈 , 〉A : Cn × Cn −→ C
(x, y) 7−→ 〈x, y〉A = txAy.

Bemerkung. Dies unterscheidet sich von der Behandlung in der Linearen Algebra I, wo
wir hermitesche (und nicht symmetrische) Matrizen und damit hermitesche Sesquilinear-
formen (und nicht symmetrische Bilinearformen) betrachtet haben.
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Lemma 13.4
Es gibt eine Basis v1, . . . , vn von Cn mit 〈vi, vj〉A = 0 für i 6= j.

Beweis. Induktion nach n.

n = 1: Hier ist nichts zu zeigen.

n− 1 7→ n: Es gilt zunächst:

〈x, y〉A =
1

2
(〈x+ y, x+ y〉A − 〈x, x〉A − 〈y, y〉A).(1)

1. Fall: 〈x, x〉A = 0 für alle x.

Dann gilt wegen (1), daß

〈x, y〉A = 0 (für alle x, y).

Damit kann man jede Basis nehmen.

2. Fall: Es gibt v1 mit 〈v1, v1〉A 6= 0. Es sei

W := {y ∈ Cn; 〈v1, y〉A = 0}.
Behauptung : Cn = Cv1 ⊕W .

(i) Cv1 ∩W = {0}: Nach Konstruktion.

(ii) Cn = Cv1 +W : Es sei v ∈ Cn.

Setzen wir

ṽ :=
〈v1, v〉A
〈v1, v1〉A

v1,

dann gilt

〈v1, v − ṽ〉A = 〈v1, v〉A −
〈v1, v〉A
〈v1, v1〉A

〈v1, v1〉A = 0.

Also ist v − ṽ ∈ W , und damit

v = ṽ + (v − ṽ).

3 3

Cv1 W

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Basis v2, . . . , vn von W mit

〈vi, vj〉A = 0 (2 ≤ i 6= j ≤ n).

Wir können daher die Basis

B = (v1, . . . , vn).

wählen. ¤
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Lemma 13.5
Es gibt S ∈ GL(n,C) mit

tSAS =




1
...

1
0

0
0

...
0




}
r

Dabei ist r der Rang von A.

Beweis. Es sei v1, . . . , vn wie oben. Wir können nach Umordnung annehmen, daß

〈vi, vi〉A 6= 0, i = 1, . . . , r

〈vi, vi〉A = 0, i ≥ r + 1.

Es sei

S1 := (v1, . . . , vn) ∈ GL(n,C).

Dann gilt:

tS1AS1 =




c1
...

cr
0

0
0

...
0


 =: A1

mit

ci = 〈vi, vi〉A 6= 0 (i = 1, . . . , r).

Wähle nun λi ∈ C∗ mit

λ2
i =

1

ci
.

Es sei

S2 :=




λ1

...
λr

0

0
1

...
1


 .

Dann gilt

tS2A1S2 =




1
...

1
0

0
0

...
0


 .
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Also gilt

t(S1 ◦ S2)A(S1 ◦ S2) =




1
...

1
0

0
0

...
0


 .

Die Behauptung über den Rang ist klar, da

RangA = Rang(tSAS) (S ∈ GL(n;C)).

¤
Theorem 13.6
Es sei Q ⊂ Pn(C) eine Quadrik. Dann ist Q äquivalent zu genau einer der folgenden
Quadriken:

Qr : x2
0 + . . .+ x2

r = 0 (−1 ≤ r ≤ n).

Es ist

d(Qr) = n− r − 1.

Insbesondere gilt

Q ∼ Q′ ⇔ d(Q) = d(Q′).

Bemerkung.

(i) Q−1 = Pn(C).

(ii) u(Qr) = n− 1− [ r
2
].

Beweis. Es sei

Q = {qA = 0}.
Dann gibt es S ∈ GL(n+ 1,C) mit

tSAS =




1
...

1
0

0
0

...
0


 .

︸ ︷︷ ︸
r+1

Die Behauptung über d(Q) folgt, da d(Q) = d(Qr) und

SingQr = {x0 = . . . = xr = 0}.
¤

Zum Abschluß geben wir noch ein Verfahren an, wie man symmtrische Matrizen mit Hilfe
von Elementarmatrizen diagonalisieren kann.
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§ 14 Affine Quadriken

Es sei

V = Kn (charK 6= 2).

Definition. Eine (inhomogene) quadratische Form in n Variablen ist ein Ausdruck der
Form

q0(x) =
n∑

ν,µ=1

aνµxνxµ +
n∑

ν=1

aνxν + a.

Definition. Eine Teilmenge Q0 ⊂ Kn heißt (affine) Quadrik, falls es eine quadratische
Form q0 gibt mit

Q0 = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn; q0(x1, . . . , xn) = 0}.

Schreibweise. Q0 = {q0 = 0}.
Beispiele. Im R2 :

(i) x2
1 + x2

2 − 1 = 0 (Kreis).

(ii) x2
1 − x2 = 0 (Parabel).

(iii) x2
1 − x2

2 − 1 = 0 (Hyperbel).

(iv) x1x2 = 0 (sich schneidendes Geradenpaar).

(v) x1(x1 − 1) = 0 (parallele Gerade).

(vi) x1 = 0, x2
1 = 0 (Gerade, bzw.

”
Doppelgerade“).

(vii) x2
1 + x2

2 = 0 (Ursprung).

(viii) x2
1 + x2

2 + 1 = 0 (leere Menge).

(ix) q ≡ 0 (R2).

Sei

q0(x) =
n∑

ν,µ=1

aνµxνxµ +
n∑

ν=1

aνxν + a0.

Man kann daraus eine homogene quadratische Form machen, indem man setzt:

q(x) =
n∑

ν,µ=1

aνµxνxµ +
n∑

ν=1

aνxνx0 + a0x
2
0.
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Setzen wir

aν0 := a0ν :=
1

2
aν

a00 := a0

so ist

q(x) =
n∑

ν,µ=0

aνµxνxµ (A = (aνµ); A = tA).

Wir setzen nun

Q0 := {q0 = 0} ⊂ Kn

Q := {q = 0} ⊂ Pn(K) = Kn ∪ Pn−1(K).

Dann ist

Q0 = Q ∩Kn (
”
affiner Teil“ der Quadrik Q)

Definition. Man nennt Q den projektiven Abschluß von Q0.

Definition. Zwei (affine) Quadriken Q0, Q
′
0 ⊂ Kn heißen geometrisch äquivalent, wenn

es eine Affinität Kn → Ku gibt mit ϕ(Q0) = Q′0.

Schreibweise. Q0 ≈ Q′0.

Definition. Zwei (projektive) Quadriken Q,Q′ ⊂ Pn(K) heißen affin-äquivalent, falls es
eine Projektivität ϕ ∈ Aut(Pn(K)) gibt, mit ϕ(H∞) = H∞ und ϕ(Q) = Q′.

Schreibweise. Q ∼a Q′.
Bemerkung.

(i) Aus Q ∼a Q′ folgt natürlich Q ∼ Q′.

(ii) Ist Q ∼a Q′ und Q0 := Q ∩Kn, Q′0 := Q′ ∩Kn, dann gilt auch Q0 ≈ Q′0.

Es sei nun Q ⊂ Pn(K) eine projektive Quadrik:

Q = {(x0 : . . . : xn) ∈ Pn(K);
n∑

ν,µ=0

aνµxνxµ = 0}.

Dann ist

Q∗ := Q ∩H∞
gegeben durch

Q∗ = {(x1 : . . . : xn) ∈ Pn−1(K) = H∞;
n∑

ν,µ=1

aνµxνxµ = 0}.
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Wir definieren nun neue Invarianten (bezüglich der Relation ∼a) für projektive Quadriken.

Definition.

d∗(Q) := d(Q∗) u∗(Q) := u(Q∗).

Bemerkung.

Q ∼a Q′ ⇒ d(Q) = d(Q′), u(Q) = u(Q′), d∗(Q) = d∗(Q′), u∗(Q) = u∗(Q′)

Theorem 14.1
Jede Quadrik Q ⊂ Pn(R) ist affin-äquivalent zu genau einer der folgenden Quadriken:

Typ Gleichung Bedingungen d u d∗ u∗

(1) x2
1 + . . .+ x2

t 0 ≤ t ≤ r ≤ n n− r n− t n− r n− t− 1
−x2

t+1 − . . .− x2
r = 0 r − t ≤ t −1

(2) x2
1 + . . .+ x2

t 0 ≤ t ≤ r ≤ n n− r n− t n− r n− t− 1
−x2

t+1 − . . .− x2
r = x2

0 r − t < t −1 −1
(3) x2

1 + . . .+ x2
t 0 ≤ t ≤ r ≤ n n− r n− (r − t) n− r n− (r − t)

−x2
t+1 − . . .− x2

r = x2
0 r − t ≥ t −1 −1 −1 −1

(4) x2
1 + . . .+ x2

t 0 ≤ t ≤ r ≤ n− 1 n− r n− t− 1 n− r n− t− 1
−x2

t+1 − . . .− x2
r = x0xr+1 r − t ≤ t −2 −1

Zwei Quadriken Q,Q′ ⊂ Pn(R) sind also genau dann affin-äquivalent, wenn d, d∗, u, u∗

übereinstimmen.

Bemerkung.

(i) Mann kann die Gleichungen auch in der Form

x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r =





0

x2
0

−x2
0

x0xr+1

mit r− t ≤ t schreiben. Dann ändern sich allerdings die Invarianten d, u, d∗, u∗ im Fall (3)
entsprechend.

(ii) Jede Quadrik Q0 ⊂ Rn ist geometrisch äquivalent zum affinen Teil einer der oben
beschriebenen Quadriken.

(iii) Es kann sein, daß Q 6∼a Q′ aber Q0 ≈ Q′0. Etwa

Q = {x0x1 = 0}, Q′ = {x2
1 = 0}.

Es gilt jedoch

Q0 = {x1 = 0} = {x2
1 = 0} = Q′0.

Wir werden hierauf noch zurückkommen.
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Beweis. Wir stellen zunächst fest, daß die angegebenen Quadriken alle verschieden sind.
Es gilt
(1) d∗ = d− 1, u∗ = u− 1

(2) d∗ = d, u∗ = u− 1

(3) d∗ = d, u∗ = u

(4) d∗ = d+ 1, u∗ = u.

Also sind Quadriken in verschiedenen Typen auf keinen Fall äquivalent. Innerhalb eines
Typs bestimmen d, u (bzw. d∗, u∗) schon r, t und umgekehrt.

Bleibt zu zeigen, daß man jede Quadrik auf eine dieser Normalformen bringen kann. Es
sei

Q :
n∑

µ,ν=0

aµνxµxν = 0, A = (aµν); A = tA.

Es ist

Q∗ = Q ∩ {x0 = 0}.

Also ist

Q∗ :
n∑

µ,ν=1

aµνxµxν = 0.

Es gibt nun nach Theorem (13.3) ein

ϕ ∈ Aut(H∞) = Aut(Pn−1(R))

mit

ϕ(Q∗) = (Q∗)′

und

(Q∗)′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = 0 (0 ≤ t ≤ r ≤ n, t ≥ r − t).

Sei

ϕ = S

mit S ∈ GL(n,R). Setze

T :=




1 0 · · · 0
0
... S
0


 ∈ GL(n+ 1,R).
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Sei

ψ := T ∈ Aut(Pn(R)).

Dann ist

ψ|H∞ = ϕ

Es sei

Q′ := ψ(Q).

Man hat

Q′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = bx2
0 +

n∑

ν=1

bνx0xν .

Wir definieren nun τ ∈ Aut(Pn(R)) durch

x0 7−→ x0

xµ 7−→ xµ +
bµ
2
x0 (1 ≤ µ ≤ t)

x% 7−→ x% −
b%
2
x0 (t+ 1 ≤ % ≤ r)

xν 7−→ xν (r + 1 ≤ ν ≤ n).

Dann wird Q′ übergeführt in

Q′′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = cx2
0 +

n∑

ν=r+1

bνx0xν .

Denn:

LS: (xµ +
bµ
2
x0)2 = x2

µ + bµxµx0 +
1

4
b2
µx

2
0

RS: bµx0(xµ +
bµ
2
x0) = bµxµx0 +

1

2
b2
µx

2
0

bzw.

LS: −(x% −
b%
2
x0)2 = −x2

% + b%x%x0 −
1

4
b2
%x

2
0

RS: b%x0(x% −
b%
2
x0) = b%x0x% −

1

2
b2
%x

2
0.

1. Fall: c = 0 und bν = 0 für ν = r + 1, . . . , n. Dann hat Q′′ eine Normalform vom
Typ (1). Q′′ und (Q′′)∗ haben dieselbe Gleichung. Nach Theorem (13.3) gilt (beachte daß
die Summation bei 1 beginnt):

u = n− t, d = n− r
u∗ = n− t− 1, d∗ = n− r − 1.
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2. Fall: c > 0 und bν = 0 für ν = r + 1, . . . , n. Wir führen folgende Transformation
durch:

x0 7−→
1√
c
x0, xν 7−→ xν (ν = 1, . . . , n).

Damit wird Q′′ übergeführt in:

Q′′′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = x2
0 (0 ≤ t ≤ r ≤ n, t ≥ r − t).

(a) t > r − t: Dann sind wir im Fall (2). Die Quadrik

x2
1 + . . .+ x2

t︸ ︷︷ ︸
t

− x2
t+1 − . . .− x2

r − x2
0︸ ︷︷ ︸

r+1−t

= 0

hat

t ≥ r + 1− t.

Dies ist eine Normalform im Sinne von Theorem (13.3). Damit gilt

u = n− t, d = n− r − 1.

(Q′′′)∗ hat dieselbe Gleichung wie im 1. Fall. Also gilt

u∗ = n− t− 1, d∗ = n− r − 1.

(b) r − t = t. Dann sind wir im Typ (3) (mit t = r − t). Es ist

x2
0 + x2

t+1 + . . .+ x2
r︸ ︷︷ ︸

r+1−t

− x2
1 − . . .− x2

t︸ ︷︷ ︸
t

= 0

ebenfalls eine Normalform im Sinne von Theorem (13.3). Es folgt

u = n− (r + 1− t) = n− (r − t)− 1; d = n− r − 1.

Im Unendlichen liegt dieselbe Gleichung wie in (a) vor, also gilt:

u∗ = n− t− 1
t=r−t

= n− (r − t)− 1; d∗ = n− r − 1.

3. Fall: c < 0 und bν = 0 für ν = r + 1, . . . , n. Wir transformieren

x0 7−→
1√
|c|
x0

xν 7−→ xν (ν = 1, . . . , n).
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Damit erhalten wir:

Q′′′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = −x2
0 (0 ≤ t ≤ r ≤ n, t ≥ r − t).

Bzw.

Q′′′ : x2
t+1 + . . .+ x2

r︸ ︷︷ ︸
r−t

− x2
1 − . . .− x2

t︸ ︷︷ ︸
t

= x2
0.

Nach Umbenennen der Variablen:

x2
1 + . . .+ x2

r−t︸ ︷︷ ︸
r−t

− x2
r−t+1 − . . .− x2

r︸ ︷︷ ︸
t

= x2
0.

Mit

t′ := r − t
hat man

x2
1 + . . .+ x2

t′︸ ︷︷ ︸
t′

− x2
t′+1 − . . .− x2

r︸ ︷︷ ︸
r−t′

= x2
0.

Es ist nun

0 ≤ t′ ≤ r ≤ n; t′ ≤ r − t′.
Also sind wir im Typ (3). Die Berechnung von u, d, u∗, d∗ erfolgt genau wie zuvor.

4. Fall: Es gibt bν 6= 0 mit ν ∈ {r + 1, . . . , n}. Damit ist r ≤ n − 1. Durch eventuelles
Vertauschen der Variablen xr+1, . . . , xn kann man erreichen, daß br+1 6= 0. Also erhalten
wir

Q′′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = cx2
0 + br+1x0xr+1 + br+2x0xr+2 + . . .+ bnx0xn.

Durch die Transformation

xν 7−→ xν (ν 6= r + 1)

xr+1 7−→
1

br+1

(xr+1 − cx0 − br+2xr+2 − . . .− bnxn)

wird Q′′ übergeführt in

Q′′′ : x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = x0xr+1 (0 ≤ t ≤ r ≤ n− 1, r − t ≤ t).

Dies ist Typ (4). Für x0 = 0 stimmt dies mit (1) überein. Dies ergibt d∗, u∗. Um d, u zu
bekommen, betrachten wir:

x0 7−→ (xr+1 + x0)

xr+1 7−→ (xr+1 − x0)

xν 7−→ xν (ν 6= 0, r + 1).
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Dies ist keine affine Projektivität, erhält aber u und d. Wir erhalten dann

x2
1 + . . .+ x2

t − x2
t+1 − . . .− x2

r = x2
r+1 − x2

0,

also

x2
0 + . . .+ x2

t︸ ︷︷ ︸
t+1

− x2
t+1 − . . .− x2

r+1︸ ︷︷ ︸
r+1−t

= 0

mit t+1 ≥ r+1− t. Dies ist eine Normalform im Sinne von Theorem (13.3). Daraus folgt

u = n− t− 1, d = n− (r + 1)− 1 = n− r − 2.

¤
Beispiel.

Q0 : x1 + x2
1 − 2x2x3 = 1 (Q0 ⊂ R3).

Der projektive Abschluß ist dann

Q : x0x1 + x2
1 − 2x2x3 = x2

0.

Zunächst betrachten wir

Q∗ = Q ∩H∞ (H∞ = {x0 = 0}).

Also

Q∗ : x2
1 − 2x2x3 = 0.

Die darstellende Matrix ist

A =




1 0 0
0 0 −1
0 −1 0


 .

Wir bestimmen nun die Normalform von A und berechnen hierzu zunächst die Eigenwerte
von A.

χA(x) = det(xE − A) = det



x− 1 0 0

0 x 1
0 1 x




= (x− 1)(x2 − 1)

= (x− 1)2(x+ 1).

Also erhalten wir

λ1,2 = 1, λ3 = −1.
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Damit gilt

Q∗ ∼ (Q∗)′ : x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0.

Konkret kann man dies so machen:

x1 7−→ x1, x2 7−→
x3 − x2√

2
, x3 7−→

x3 + x2√
2

.

Damit wird Q übergeführt in

Q′ : x0x1 + x2
1 + x2

2 − x2
3 = x2

0.

Wie im Beweis von Theorem (14.1) kann man dies so transformieren:

x0 7−→ x0, x1 7−→ x1 −
x0

2
x2 7−→ x2, x3 7−→ x3.

Damit geht Q′ über in

x0(x1 −
x0

2
) + (x1 −

x0

2
)2 + x2

2 − x2
3 = x2

0,

d. h.

x0x1 −
x2

0

2
+ x2

1 − x0x1 +
x2

0

4
+ x2

2 − x2
3 = x2

0,

bzw.

x2
1 + x2

2 − x2
3 =

5

4
x2

0.

Schließlich ergibt

x0 7−→
2√
5
x0, xν 7−→ xν (ν = 1, 2, 3)

die Form

x2
1 + x2

2 − x2
3 = x2

0.

Die affine Gleichung ist dann

Q0 : x2
1 + x2

2 − x3
1 = 1.

Es handelt sich um ein einschaliges Hyperboloid. Dies ist eine Quadrik vom Typ (2). Es
gilt

d = −1, u = 1, d∗ = −1, u∗ = 0.

Wir kehren nun zur Klassifikation von Quadriken Q0 ⊂ Rn zurück.
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Theorem 14.2
Jede affine Quadrik Q0 ⊂ Rn ist (geometrisch) äquivalent zu einer der affinen Quadriken in
Theorem (14.1). Zwei Quadriken in dieser Liste sind genau dann (geometrisch) äquivalent,
falls sie beide Hyperebenen oder die leere Menge sind.

Bemerkung. Die folgenden Gleichungen führen zu Hyperebenen oder der leeren Menge:

Hyperebenen: (i) Typ (1) r = 1, t = 1 : x2
1 = 0.

(ii) Typ (4) t = r = 0 : x0x1 = 0.
Leere Menge: Typ (3) t = 0, 0 ≤ r ≤ n : −x2

1 − . . .− x2
r = x2

0.

Beweisskizze Wir haben schon gesehen, daß jede affine Quadrik in obiger Liste vor-
kommt.

Schritt 1: Pn(R) ist ein kompakter topologischer Raum. Wir betrachten dazu die Pro-
jektion

π : Rn+1 − {0} −→ Pn(R).

Definition. Eine Menge U ⊂ Pn(R) heißt offen, falls π−1(U) ⊂ Rn+1 − {0} offen ist.

Bemerkungen.

(i) Damit ist die Abbildung π : Rn+1 − {0} → Pn(R) eine stetige Abbildung.

(ii) Diese Topologie ist so gemacht, daß die Abbildung

Pn(R) \H∞ −→ Rn

(x0 : x1 : . . . : xn) 7−→ (
x1

x0

,
x2

x0

, . . . ,
xn
x0

)

ein Homöomorphismus ist.

(iii) Der topologische Raum Pn(R) ist deswegen kompakt, weil er das Bild der kompakten
Sphäre Sn unter der stetigen Abbildung π ist.

Wir betrachten nun eine affine Quadrik

Q0 = {q0 = 0} ⊂ Rn

und ihren projektiven Abschluß

Q = {q = 0} ⊂ Pn(R).

Es ist zu beachten, daß Q a priori von der Wahl der Gleichung q0 = 0 von Q0 abhängt.

Schritt 2: Q ist abgeschlossen in Pn(R).
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Beweis. Es ist zu zeigen, daß

π−1(Q) = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 − {0}; q(x0, . . . , xn) = 0}

abgeschlossen ist. Dies gilt, da

π−1(Q) = q−1(0)

mit

q : Rn+1 − {0} −→ R
(x0, . . . , xn) 7−→ q(x0, . . . , xn).

D. h. π−1(Q) ist das Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Abbildung
q, also abgeschlossen. Damit hat man in Pn(R):

Q0 ⊂ Q0 ⊂ Q

wobei Q0 der topologische Abschluß von Q0 in Pn(R) ist.

Schritt 3: Ist Q0 weder leer, noch eine Hyperebene, so gilt Q0 = Q. Insbesondere hängt
in diesem Fall der projektive Abschluß Q nicht von der gewählten Gleichung q0 ab.

Beweis. G. Fischer, Analytische Geometrie, p. 66ff.

Schritt 4: Man kann den Beweis nun wie folgt führen. Es seien Q0 = {q0 = 0} und Q′0 =
{q′0 = 0} Quadriken dieser Liste. Q0 und Q′0 seien affin-äquivalent. Es sei ϕ0 : Rn → Rn
also eine Affinität mit ϕ0(Q0) = Q′0. Man setze ϕ0 fort zu ϕ : Pn(R) → Pn(R). Dann

ist ϕ ein Homöomorphismus, und es gilt ϕ(Q0) = Q
′
0. Nach Voraussetzung ist Q0 weder

eine Hyperebene noch leer (und damit gilt dies auch für Q′0). Nach Schritt 3 ist Q0 = Q,

Q
′
0 = Q′. Also gilt ϕ(Q) = Q′. Damit ist Q = Q′ nach Theorem (14.1), also Q0 = Q′0. ¤

Es sei nun Q ⊂ Pn(R) eine Quadrik. Wir fragen, inwieweit die Menge Q eine definierende
Gleichung bestimmt.

Beispiel. Die Gleichungen

λ0x
2
0 + . . .+ λrx

2
r = 0 (λ0, . . . , λr > 0)

stellen in Pn(R) alle dieselbe Teilmenge, nämlich

x0 = x1 = . . . = xr = 0

dar. Es wird also nicht in jedem Fall die Menge Q eine (bis auf einen Skalar) eindeutig
bestimmte Gleichung q mit Q = {q = 0} liefern.

Definition. Wir betrachten nun quadratische Formen

qA(x) := 〈x, x〉A = txAx

qA′(x) := 〈x, x〉A′ = txA′x
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mit A = tA, A′ = tA′. Für die Form

sA(x, y) := 〈x, y〉A = txAy

hatten wir bereits früher den Ausartungsraum

V A
0 := {v ∈ Rn+1; 〈v, w〉A = 0 für alle w ∈ Rn+1} = KerA

betrachtet. Es gilt natürlich

SingQ = P(V A
0 ) ⊂ {qA = 0} = Q.

Satz 14.3
Es sei Q = {qA = 0} = {qA′ = 0}. Ferner sei SingQ $ Q. Dann gibt es ein c 6= 0 mit
A = cA′.

Beweis. Es sei

C := π−1(Q) ∪ {0}

(wobei π : Rn+1 \ {0} → Pn(R) wieder die Projektion ist) der sogenannte Kegel über Q.
D. h.

C = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1; qA(x0, . . . , xn) = 0}.

Nach Voraussetzung gibt es einen Vektor

v0 ∈ C \ V A
0 .

Wir betrachten nun die Geraden

gw := {w + λv0; λ ∈ R} (w ∈ Rn+1).

Es gilt

gw ∩ C = {w + λv0; qA(w + λv0) = 0} = {w + λv; qA′(w + λv) = 0}.

Dies führt wegen qA(v0, v0) = 0 = qA′(v0, v0) zu:

2λsA(v0, w) + qA(w) = 0
2λsA′(v0, w) + qA′(w) = 0.

(1)

Behauptung.

sA(v0, w) = 0⇔ sA′(v0, w) = 0.(∗)

Denn: w ∈ C: Dann ist qA(w) = qA′(w) = 0. Es gilt

sA(v0, w) = 0⇔ gw ⊂ C ⇔ sA′(v0, w) = 0.
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w 6∈ C: Dann ist qA(w) 6= 0 6= qA′(w). Es gilt

sA(v0, w) = 0⇔ gw ∩ C = ∅ ⇔ sA′(v, w) = 0.

Also gilt

H := {w ∈ Rn+1; sA(v0, w) = 0} = {w ∈ Rn+1; sA′(v0, w) = 0}.
Nach Voraussetzung (v0 6∈ V A

0 ) ist H eine Hyperebene H $ Rn+1. Eine Hyperebene
bestimmt ihre Gleichung bis auf einen Skalar. Also gibt es ein c 6= 0 mit:

sA(v0, w) = csA′(v0, w) (w ∈ Rn+1).(2)

Da die beiden Gleichungen in (1) äquivalent sind, gilt (man betrachte die Determinante)

sA(v0, w)qA′(w) = sA′(v0, w)qA(w).(3)

Mit (2) ergibt sich

cqA′(w) = qA(w) (w ∈ Rn+1 \H).

Also ist

Rn+1 −→ R
w 7−→ qA(w)− cqA′(w)

stetig und verschwindet auf Rn+1 \H, also auf ganz Rn+1. D. h.

qA(w) = cqA′(w) (w ∈ Rn+1).

Wegen

sA(v, w) =
1

2
(qA(v + w, v + w)− qA(v)− qA(w))

sA′(v, w) =
1

2
(qA′(v + w, v + w)− qA′(v)− qA′(w))

liefert dies

sA(v, w) = csA′(v, w) (v, w ∈ Rn+1).

Also

A = cA′.

¤
Bemerkung. Dieser Beweis funktioniert auch für K = C. Die Aussage selbst gilt für
alle Körper K der Charakteristik 6= 2.

Die beiden folgenden Tabellen geben die Klassifikation der affinen Kegelschnitte (n=2)
und der affinen Quadriken im Raum (n = 3).
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Nr. Typ t r d u d∗ u∗
Gleichung
(Normalform)

Bezeichnung
(affin)

uneigentlicher
Teil

1 (1) 0 0 2 2 1 1 0 = 0 Ebene Gerade
2 1 1 1 1 0 0 x2

1 = 0 eigentl. Gerade Punkt
3 1 2 0 1 −1 0 x2

1 − x2
2 = 0 Geradenpaar

mit eigentl.
Schnittpunkt

Punktepaar

4 2 2 0 0 −1 −1 x2
1 + x2

2 = 0 eigentl. Punkt ∅
5 (2) 1 1 0 1 0 0 x2

1 = x2
0 Paar paralleler Ge-

raden
Punkt

6 2 2 −1 0 −1 −1 x2
1 + x2

2 = x2
0 Ellipse ∅

7 (3) 0 0 1 1 1 1 0 = x2
0 uneigentl. Gerade Gerade

8 0 1 0 0 0 0 −x2
1 = x2

0 uneigentl. Punkt Punkt
9 0 2 −1 −1 −1 −1 −x2

1 − x2
2 = x2

0 ∅ ∅
10 1 2 −1 0 −1 0 x2

1 − x2
2 = x2

0 Hyperbel Punktepaar
11 (4) 0 0 0 1 1 1 0 = x0x1 eine eigentl. u. die

uneigentl. Gerade
Gerade

12 1 1 −1 0 0 0 x2
1 = x0x2 Parabel Punkt

Tabelle 1: Affine Klassifikation reeller Quadriken (n = 2). Im Affinen fallen die Fälle 2
und 11 (Gerade) und 7,8,9 (leere Menge) zusammen.

Nr. Typ t r d u d∗ u∗
Gleichung
(Normalform)

Bezeichnung
(affin)

uneigentlicher
Teil

1 (1) 0 0 3 3 2 2 0 = 0 3-dim. Raum Ebene
2 1 1 2 2 1 1 x2

1 = 0 eigentl. Ebene Gerade
3 1 2 1 2 0 1 x2

1 − x2
2 = 0 Ebenenpaar mit Geradenpaar

eigentl. Schnittger.
4 2 2 1 1 0 0 x2

1 + x2
2 = 0 eigentl. Gerade Punkt

5 2 3 0 1 −1 0 x2
1 + x2

2 − x2
3 = 0 Kegel nicht-ausg.

Kurve
6 3 3 0 0 −1 −1 x2

1 + x2
2 + x2

3 = 0 eigentl. Punkt ∅
7 (2) 1 1 1 2 1 1 x2

1 = x2
0 Paar paralleler Gerade

Ebenen
8 2 2 0 1 0 0 x2

1 + x2
2 = x2

0 elliptischer Zylinder Punkt
9 2 3 −1 1 −1 0 x2

1 + x2
2 − x2

3 = x2
0 einschaliger nicht-ausg.

Hyperboloid Kurve
10 3 3 −1 0 −1 −1 x2

1 + x2
2 + x2

3 = x2
0 Ellipsoid ∅

11 (3) 0 0 2 2 2 2 0 = x2
0 uneigentl. Ebene Ebene

12 0 1 1 1 1 1 −x2
1 = x2

0 uneigentl. Gerade Gerade
13 0 2 0 0 0 0 −x2

1 − x2
2 = x2

0 uneigentl. Punkt Punkt
14 0 3 −1 −1 −1 −1 −x2

1 − x2
2 − x3

3 = x2
0 ∅ ∅

15 1 2 0 1 0 1 x2
1 − x2

2 = x2
0 hyperbolischer Geradenpaar

Zylinder
16 1 3 −1 0 −1 0 x2

1 − x2
2 − x3

3 = x2
0 zweischal. nicht-ausg.

Hyperboloid Kurve
17 (4) 0 0 1 2 2 2 0 = x0x1 eigentl. Ebene und Ebene

die uneigentl. Ebene
18 1 1 0 1 1 1 x2

1 = x0x2 parabol. Zylinder Gerade
19 1 2 −1 1 0 1 x2

1 − x2
2 = x0x3 hyperbolischer Geradenpaar

Paraboloid
20 2 2 −1 0 0 0 x2

1 + x2
2 = x0x3 ellipt. Paraboloid Punkt

Tabelle 2: Affine Klassifikation reeller Quadriken (n = 3). Im Affinen fallen die Fälle 2
und 17 (Ebene), sowie 11,12,13,14 (leere Menge) zusammen.
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Kegelschnitte

Kegel: x2
0 − x2

1 − x2
2 = 0. Hyperbel

Ellipse Parabel

Abb. 13: Der quadratische Kegel (Typ (1))
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Ellipsoid (u = 0) Einschaliges Hyperboloid
(u = 1, d = −1)

Elliptischer Zylinder
(u = 1, d = d∗ = 0)

Abb. 14: Flächen vom Typ (2)

Zweischaliges Hyperboloid
(u = 0)

Hyperbolischer Zylinder
(u = 1)

Abb. 15: Flächen vom Typ (3)

Parabolischer Zylinder
(u = 1, d = 0, d∗ = 1)

Elliptisches Paraboloid
(u = 0, d = −1, d∗ = 0)

Hyperbolischer Paraboloid
(u = 1, d = −1, d∗ = 0)

Abb. 16: Flächen vom Typ (4)
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§ 15 Das Tensorprodukt

U, V,W seien K-Vektorräume. Wir definieren zunächst:

Definition. Eine Abbildung F : U × V → W heißt bilinear, falls gilt

F (λu1 + µu2, v1) = λF (u1, v1) + µF (u2, v1)(B1)

F (u1, λv1 + µv2) = λF (u1, v1) + µF (u1, v2)(B2)

(für λ, µ ∈ K; u1, u2 ∈ U ; v1, v2 ∈ V ).

Beispiele.
(1) Jedes Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V :

〈 , 〉 : V × V −→ R, (u, v) 7−→ 〈u, v〉

erfüllt dies, insbesondere das Standardskalarprodukt

〈 , 〉 : Rn × Rn −→ R, (u, v) 7−→ tuv =
n∑

i=1

uivi.

(2) U = V = W = Mat(n;K). Der Kommutator (auch Lie-Produkt genannt):

[ ] : Mat(n;K)×Mat(n;K) −→ Mat(n;K)

(A,B) 7−→ [A,B] = AB − BA

ist bilinear.

Die Idee des Tensorprodukts besteht darin, daß man einen Raum konstruiert, so daß jede
bilineare Abbildung F über das

”
Tensorprodukt“ faktorisiert:

����� �

�

��

�

� � �

Dabei ist ⊗ : U × V → U ⊗ V eine feste bilineare Abbildung, die Abbildung F̃ ist linear.
Es ist also das Paar (U ⊗ V,⊗) mit dieser

”
universellen“ Eigenschaft zu konstruieren.

Definition. Es sei T ein Vektorraum und

⊗ : U × V −→ T

eine bilineare Abbildung. Man sagt, daß das Paar (T,⊗) ein Tensorprodukt von U und
V ist, falls gilt:
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(T1) Das Bild von ⊗ erzeugt T .

(T2) Ist W ein weiterer Vektorraum und ist F : U × V −→ W eine bilineare Abbildung,
so gibt es eine lineare Abbildung F̃ : T → W , so daß das Diagramm

����� �
�

��
�

	


���

kommutiert.

Theorem 15.1
Zu jedem Paar U, V gibt es ein Tensorprodukt (T,⊗). Dieses ist bis auf Isomorphie eindeu-

tig bestimmt, d. h. ist (T̃ , ⊗̃) ein weiteres Tensorprodukt, so gibt es einen Isomorphismus

T
∼=→ T̃ , so daß das Diagramm

�����

� ��

� ��

�

kommutiert.

Wir stellen den Beweis zunächst zurück.

Sprechweise. T heißt das Tensorprodukt von U und V . Die Elemente von T heißen
Tensoren.

Schreibweise. T = U ⊗ V ; u⊗ v := ⊗(u, v), (u ∈ U, v ∈ V ).

Bemerkung. Man beachte, daß die Elemente u ⊗ v den Raum T erzeugen, daß aber
nicht jeder Tensor von dieser Form ist. Ein allgemeiner Tensor t in T ist eine endliche
Summe t =

∑n
i=1 ui ⊗ vi.

Lemma 15.2
⊗ : U × V → T sei bilinear. Dann sind äquivalent:

(i) (T1) und (T2) gelten.

(ii) Es gilt:

(T) Zu jeder bilinearen Abbildung F : U × V → W gibt es genau eine lineare
Abbildung F̃ : T → W , die (∗) kommutativ macht.
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Beweis. (i)⇒(ii): Es seien F̃1, F̃2 : T → W , so daß (∗) kommutiert, dann gilt:

F̃1(u⊗ v) = F (u, v) = F̃2(u⊗ v) (u ∈ U, v ∈ V ).

Da die Elemente u⊗ v den Raum T erzeugen, folgt F̃1 = F̃2.

(ii)⇒(i): Es gelte (T). Dann gilt auch (T2). Es bleibt (T1) zu zeigen. Es sei

T ′ := Span{u⊗ v, u ∈ U, v ∈ V } ⊂ T,

i : T ′ ↪→ T sei die Inklusion.

Wir betrachten die bilineare Abbildung

F := ⊗ : U × V −→ T

(u, v) 7−→ u⊗ v.

Mit F̃ = idT gilt F = F̃ ◦⊗. Es sei F0 : U×V → T ′ durch F0(u×v) = F̃0(u×v) definiert.
Dann gibt es, wendet man die universelle Eigenschaft auf F0 an, eine lineare Abbildung
F̃0 mit F0 = F̃0 ◦ ⊗.

�����

�

����

�

	
��





��


��������

Es gilt

(i ◦ F̃0) ◦ ⊗ = i ◦ (F̃0 ◦ ⊗) = i ◦ F0 = F.

Wegen der Eindeutigkeitsaussage von (T) folgt:

idT = F̃ = (i ◦ F̃0).

Insbesondere ist i daher surjektiv, d. h. T ′ = T . ¤
Beispiel. U = K. V sei beliebig. Wir setzen

T := V, ⊗ : K × V −→ V

(λ, v) 7−→ λv =: λ⊗ v.

Die Abbildung ⊗ ist natürlich bilinear.
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Behauptung. (V,⊗) ist Tensorprodukt von K und V . Wir müssen hierzu (T1) und
(T2) zeigen.

(T1): Klar.

(T2): F : K × V → W sei bilinear.

Wir betrachten das folgende Diagramm:

V

F̃

W
F

K × V

⊗

Dabei ist F̃ definiert durch

F̃ (v) := F (1, v).

(α) Das Diagramm kommutiert:

F̃ (⊗(λ, v)) = F̃ (λ⊗ v) = F̃ (λv) = F (1, λv) = F (λ, v).

(β) F̃ ist linear:

F̃ (λ1v1 + λ2v2) = F (1, λ1v1 + λ2v2) = λ1F (1, v1) + λ2F (1, v2)

= λ1F̃ (v1) + λ2F̃ (v2).

Bevor wir das Theorem (15.1) beweisen, erinnern wir an den Raum Abb[X,K], den wir
für eine Menge X wir folgt definiert hatten:

Abb[X,K] := {f ; f : X −→ K; f(x) 6= 0 für nur endlich viele x ∈ X}.

Dies ist ein Vektorraum über K. Wir setzen

F (X) := Abb[X,K]

und bezeichnen diesen Vektorraum als den freien Vektorraum über der Menge X. Wir
erhalten eine Basis von F (X) durch die Elemente fx, x ∈ X wobei

fx : X −→ K

fx(y) :=

{
1 falls y = x

0 falls y 6= x.
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Jedes Element f ∈ F (X) besitzt eine eindeutige Darstellung

f =
∑

x,endlich

λxfx (λx ∈ K).(∗)

Mittels der Inklusion X → F (X), x 7→ fx kann man X als Teilmenge von F (X) auffassen.
Identifiziert man mittels dieser Inklusion x mit fx, so kann man (∗) in der folgenden Form
schreiben:

f =
∑

x,endlich

λxx (λx ∈ K).(∗∗)

Schließlich benötigen wir noch das

Lemma 15.3
Es sei f : U → W eine lineare Abbildung mit V ⊂ Ker f . Dann gibt es genau eine lineare

Abbildung f : U/V → W , so daß das Diagramm

�

�

�����

�

�

�

kommutiert. (Dabei ist π die kanonische Projektion).

Beweis. Falls das Diagramm kommutiert, muß gelten

f(u) = f(u).(∗)

Dies ergibt die Eindeutigkeit. Wir möchten nun f durch (∗) erklären. Es ist zu zeigen:

(i) f ist wohldefiniert: Seien u1, u2 ∈ U mit u1 = u2. Dann gilt

u1 − u2 ∈ V,

d. h.

u1 = u2 + v (für ein v ∈ V ).

Es gilt

f(u1) = f(u1) = f(u2 + v) = f(u2) + f(v)
V⊂Ker f

= f(u2) = f(u2).
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(ii) f ist linear:

f(λ1u1 + λ2u2) = f(λ1u1 + λ2u2) = f(λ1u1 + λ2u2)

= λ1f(u1) + λ2f(u2) = λ1f(u1) + λ2f(u2).

Die Kommutativität folgt aus (∗). ¤

Bemerkung. Dieses Lemma ist nur eine geringfügige Umformulierung von Satz (11.51).

Beweis von Theorem (15.1).

Eindeutigkeit: Es seien (T,⊗), sowie (T̃ , ⊗̃) Tensorprodukte von U und V . Dann hat
man ein kommutatives Diagramm

T

g

f

T̃
⊗̃

U × V

⊗

wobei f(u⊗ v) = u⊗̃v und g(u⊗̃v) = u⊗ v ist. Also gilt:

(g ◦ f)(u⊗ v) = u⊗ v (T1)⇒ g ◦ f = idT .

(f ◦ g)(u⊗̃v) = u⊗̃v (T1)⇒ f ◦ g = idT̃ .

Damit ist f ein Isomorphismus mit f−1 = g.

Existenz: Wir betrachten den freien Vektorraum F (U × V ). N(U × V ) sei der von
folgenden Elementen erzeugte Unterraum:

(λ1u1 + λ2u2, v1)− λ1(u1, v1)− λ2(u2, v1)

(u1, λ1v1 + λ2v2)− λ1(u1, v1)− λ2(u1, v2).

Dabei sind u1, u2 ∈ U , v1, v2 ∈ V . Wir setzen

T := F (U × V )/N(U × V ).

Ferner haben wir die natürliche Quotientenabbildung

π : F (U × V ) −→ T.

Damit definieren wir

⊗ : U × V → F (U × V )
π→ T

(u, v) 7−→ π(u, v) =: (u, v) =: u⊗ v.
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⊗ ist bilinear:

(λ1u1 + λ2u2)⊗ v1 = λ1u1 ⊗ v1 + λ2u2 ⊗ v1.

Dies gilt, da

(λ1u1 + λ2u2, v1)− λ1(u1, v1)− λ2(u2, v1) ∈ N(U × V )

ist. Analog zeigt man die Behauptung im zweiten Argument.

Nachweis von (T1): Es sei t ∈ T . Da π surjektiv ist, gilt

t =
∑

endlich

αij(ui, vj) =
∑

endlich

αij(ui, vj) =
∑

endlich

αijui ⊗ vj.

D. h. die Elemente der Form u⊗ v spannen T auf.

Nachweis von (T2): Es sei

F : U × V −→ W

eine bilineare Abbildung. Wir definieren

F̂ : F (U × V ) −→ W

durch

F̂ (u, v) := F (u, v).(1)

F̂ ist also auf der Basis festgelegt und ergibt so eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
F̂ : F (U × V )→ W .

Behauptung : N(U × V ) ⊂ Ker F̂ .

Dies folgt, da

F̂ ((λ1u1 + λ2u2, v)− λ1(u1, v)− λ2(u2, v)) =

F (λ1u1 + λ2u2, v)− λ1F (u1, v)− λ2F (u2, v) = 0,

wobei wir verwendet haben, daß F bilinear ist. Analog im zweiten Argument. Damit
erhalten wir nach Lemma (15.3) ein kommutatives Diagramm
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(U × V )/N(U × V )

F̃

W
F

F (U × V )

π

Hierbei gilt

F̃ ((u, v)) = F̂ (u, v).(2)

Dies liefert eine lineare Abbildung F̃ . Es bleibt zu beweisen, daß das folgende Diagramm
kommutiert:

�����

�

�

�

�

	�

Dies folgt, da

(F̃ ◦ ⊗)(u, v) = F̃ (u⊗ v) = F̃ ((u, v))
(2)
= F̂ (u, v)

(1)
= F (u, v).

Dies beendet den Beweis. ¤
Bemerkung. Die Abbildung u⊗ v 7→ v ⊗ u liefert einen Isomorphismus

U ⊗ V ∼= V ⊗ U.

Wir untersuchen nun einfache Eigenschaften des Tensorproduktes.

Bemerkung. 0⊗ v = u⊗ 0 = 0.

Denn: 0⊗ v = (0 + 0)⊗ v = 0⊗ v+ 0⊗ v, also ist 0⊗ v = 0. Analog zeigt man u⊗0 = 0.

Lemma 15.4
Es seien u1, . . . , ur ∈ U linear unabhängig, sowie v1, . . . , vr ∈ V . Ist

r∑

j=1

uj ⊗ vj = 0,

so ist v1 = . . . = vr = 0.
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Beweis. Es sei W := K. Da u1, . . . , ur linear unabhängig sind, gibt es lineare Abbildun-
gen

fi : U −→ K mit fi(uj) = δij.

Es seien gi : V → K, i = 1, . . . , r beliebige lineare Abbildungen. Dann ist

F : U × V −→ K

F (u, v) :=
r∑

i=1

fi(u)gi(v)

bilinear. Also kann man F über U ⊗ V faktorisieren, d. h. es gibt F̃ : T → K linear mit

F̃ (u⊗ v) =
r∑

i=1

fi(u)gi(v).

Damit gilt

0 = F̃ (
r∑

j=1

uj ⊗ vj) =
r∑

j=1

F̃ (uj ⊗ vj) =
r∑

i,j=1

fi(uj)︸ ︷︷ ︸
δij

gi(vj).

Also ist

0 =
r∑

i=1

gi(vi),

wobei die gi : V → K beliebige Homomorphismen waren. Für festes i0 ∈ {1, . . . , r} wähle
man gi = 0 für i 6= i0. Dann gilt

gi0(vi0) = 0

für alle gi0 : V → K. Also ist vi0 = 0. ¤

Korollar 15.5
u 6= 0, v 6= 0⇒ u⊗ v 6= 0.

Lemma 15.6
Es sei {ei}i∈I eine Basis von U . Dann besitzt jeder Vektor t 6= 0 eine Darstellung

t =
∑

i,endlich

ei ⊗ vi (vi 6= 0).

Die vi sind eindeutig bestimmt.
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Beweis. Wegen (T1) gibt es eine Darstellung

t =
∑

k,endlich

uk ⊗ v′k, uk ∈ U, v′k ∈ V.

Da {ei}i∈I eine Basis von U ist, hat man

uk =
∑

j,endlich

λjkej.

Also ist

t =
∑

k

(
∑

j

λjkej)⊗ v′k =
∑

k,j

ej ⊗ λjkv′k

=
∑

j

ej ⊗ (
∑

k

λjkv
′
k)

︸ ︷︷ ︸
=:vj

=
∑

j

ej ⊗ vj.

Die Summe ist endlich. Läßt man die vj mit vj = 0 weg, so erhält man die gewünschte
Darstellung.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei

t =
∑

j∈J1

ej ⊗ vj =
∑

j∈J2

ej ⊗ v′j.

Wir setzen

vj = 0 falls j ∈ J2 \ J1.

v′j = 0 falls j ∈ J1 \ J2.

Damit erhält man

0 =
∑

j∈J1∪J2

ej ⊗ (vj − v′j)
(15.4)⇒ vj − v′j = 0 (j ∈ J1 ∪ J2).

¤

Lemma 15.7
Jeder Vektor 0 6= t ∈ T besitzt eine Darstellung

t =
r∑

i=1

ui ⊗ vi (ui ∈ Ui, vi ∈ V )

wobei die (ui)i=1,... ,r sowie die (vi)i=1,... ,r linear unabhängig sind.
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Beweis. Es sei r minimal, so daß eine Darstellung

t =
r∑

i=1

ui ⊗ vi

existiert. Ist r = 1, so ist u1 6= 0 6= v1, da t 6= 0. Sei also r ≥ 2.

Annahme: Die ui sind linear abhängig. Dann kann man annehmen (nach einer eventu-
ellen Umnummerierung), daß

ur =
r−1∑

i=1

λiui.

Also erhält man

t =
r−1∑

i=1

ui ⊗ vi +
r−1∑

i=1

λiui ⊗ vr

=
r−1∑

i=1

ui ⊗ (vi + λivr︸ ︷︷ ︸
=:v′i

) =
r−1∑

i=1

ui ⊗ v′i.

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalität von r. Analog zeigt man, daß die vi linear
unabhängig sind. ¤

Satz 15.8
Es seien {ei}i∈I und {fj}j∈J Basen von U , bzw. V . Die Elemente {ei ⊗ fj}(i,j)∈I×J bilden
eine Basis des Vektorraums U ⊗ V .

Korollar 15.9
Ist dimU = n <∞, dimU = m <∞, so ist

dim(U ⊗ V ) = nm = dimU dimV.

Beweis von Satz (15.8).

Erzeugendensystem: Es genügt zu sehen, daß jeder Tensor u ⊗ v ∈ U ⊗ V durch die
Tensoren ei ⊗ fj dargestellt werden kann. Es sei dazu

u =
∑

i

λiei, v =
∑

j

λjfj.

Also gilt

u⊗ v = (
∑

i

λiei)⊗ (
∑

j

λjfj) =
∑

i,j

λiλjei ⊗ fj.
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Lineare Unabhängigkeit: Es gilt:

∑

i,j

λijei ⊗ fj = 0 ⇒
∑

i

ei ⊗ (
∑

j

λijfj) = 0

(15.4)⇒
∑

j

λijfj = 0 für alle i

(fj) Basis⇒ λij = 0 für alle i, j.

¤
Beispiel. Es sei U = Kn, V = Km mit den Standardbasen e1, . . . , en, bzw. e1, . . . , em.
Dann besitzt jeder Tensor t ∈ U ⊗ V eine eindeutige Darstellung der Form

t =
∑

i=1,... ,n
j=1,... ,m

λijei ⊗ ej.

Dualraum

Es seien V,W Vektorräume über dem selben Grundkörper K. Dann hatten wir bereits
bemerkt, daß

HomK(V,W ) = {f ; f : V → W ist Homomorphismus}

in natürlicher Weise ein K-Vektorraum ist, wenn man Addition und Skalarmultiplikation
wie folgt erklärt:

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

(αf)(x) = αf(x).

Setzt man speziell W = K, so erhält man die folgende

Definition. Der Vektorraum
V ∗ := HomK(V,K)

heißt der zu V duale Vektorraum. Die Elemente aus V ∗ heißen Linearformen auf V (bzw.
lineare Funktionale).

Beispiele.
(1) V = Kn :

ϕ : V −→ K

x1
...
xn


 7−→ x1 + · · ·+ xn.
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(2) V = C[a, b]:
ϕ : C[a, b] −→ R

f 7−→
∫ b
a
f(t) dt.

Es sei nun 0 < dimV = n < ∞. Ferner sei v1, . . . , vn eine Basis von V . Dann gibt es
eindeutig bestimmte Linearformen

v∗i : V −→ K,

die durch

v∗i (vj) := δij :=

{
1 falls j = i

0 falls j 6= i

definiert sind.

Satz 15.10
v∗1, . . . , v

∗
n sind eine Basis von V ∗. Insbesondere gilt dimV ∗ = dimV = n.

Definition. v∗1, . . . , v
∗
n heißt die zu v1, . . . , vn duale Basis.

Beweis. Lineare Unabhängigkeit:
n∑

i=1

αiv
∗
i = 0⇒

n∑

i=1

αi v
∗
i (vj)︸ ︷︷ ︸
δij

= 0⇒ αj = 0 (j = 1, . . . , n).

Erzeugendensystem: Es sei v∗ ∈ V ∗. Wir setzen

αi := v∗(vi).

Dann gilt v∗ =
∑n

i=1 αiv
∗
i , da

(
n∑

i=1

αiv
∗
i )(vk) =

n∑

i=1

αiv
∗
i (vk) = αk = v∗(vk) (k = 1, . . . , n).

Also folgt, da eine lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis eindeutig festgelegt ist,
daß

v∗ =
n∑

i=1

αiv
∗
i .

¤
Satz 15.11
Es gibt genau eine lineare Abbildung

T : U∗ ⊗ V −→ Hom(U, V )

mit

T (u∗ ⊗ v)(u) = u∗(u)v.

Diese ist injektiv. Sind U, V endlich dimensional, so ist T ein Isomorphismus.
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Bemerkung. Für U, V endlich dimensional nennt man T einen
”
kanonischen“ Isomor-

phismus, da dieser ohne Bezug auf eine Basis definiert werden kann.

Beweis. 1. Schritt: Wir betrachten die Abbildung

T ′ : U∗ × V −→ Hom(U, V ); T ′(u∗, v)(u) := u∗(u)v.

Es ist T ′(u∗, v) ∈ Hom(U, V ), da

T ′(u∗, v)(λ1u1 + λ2u2) = u∗(λ1u1 + λ2u2)v = λ1u
∗(u1)v + λ2u

∗(u2)v

= λ1T
′(u∗, v)(u1) + λ2T

′(u∗, v)(u2).

Eine ähnliche Rechnung zeigt, daß T ′ eine bilineare Abbildung ist. Also gibt es genau eine
lineare Abbildung

T : U∗ ⊗ V −→ Hom(U, V )

mit

T (u∗ ⊗ v) = T ′(u∗, v).

2. Schritt: T ist injektiv. Es sei 0 6= t ∈ KerT . Wir wählen eine Darstellung nach
Lemma (15.7)

t =
∑

i

u∗i ⊗ vi

mit linear unabhängigen Vektoren vi. Dann gilt

T (t) = 0 ⇒ T (t)(u) = 0 für alle u ∈ U
⇒

∑

i

u∗i (u)vi = 0 für alle u ∈ U

vi linear unabh.⇒ u∗i (u) = 0 für alle u

⇒ u∗i = 0 für alle i

⇒ t = 0.

3. Schritt: Ist dimU = n, dimV = m mit n,m <∞, so folgt die Behauptung aus

dim(U∗ ⊗ V )
(15.9)
= nm = dim Hom(U, V ).

¤
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Tensorprodukte von Unterräumen und Quotienten

Es seien U1 ⊂ U , V1 ⊂ V Unterräume.

Satz 15.12
Man hat eine natürliche Inklusion

U1 ⊗ V1 ⊂ U ⊗ V.

Beweis. Sind iU : U1 → U und iV : V1 → V die Inklusionen, so induziert die bilineare
Abbildung

u1 × v1 7−→ iU(u1)⊗ iV (v1), u1 ∈ U1, v1 ∈ V1

eine Inklusion U1 ⊗ V1 ⊂ U ⊗ V . ¤
Ebenfalls mit Standardmethoden beweist man:

Satz 15.13
Es gibt einen natürlichen Isomorphismus

U/U1 ⊗ V/V1
∼= U ⊗ V/(U1 ⊗ V + U ⊗ V1)

mit

u⊗ v 7−→ u⊗ v.

Tensorprodukte und lineare Abbildungen

Gegeben seien lineare Abbildungen

ϕ : U −→ U ′, ψ : V −→ V ′.

Dann ist das Produkt

ϕ× ψ : U × V −→ U ′ × V ′

eine lineare Abbildung. Diese definiert eine Abbildung

ϕ× ψ : U × V ϕ×ψ−→ U ′ × V ′ −→ U ′ ⊗ V ′
(u, v) 7−→ (ϕ(u), ψ(v)) 7−→ ϕ(u)⊗ ψ(v).

Diese Abbildung ist bilinear. Also gibt es ein kommutatives Diagramm

�����
� ���

�	��
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mit einer linearen Abbildung T (ϕ, ψ), die durch

T (ϕ, ψ)(u⊗ v) = ϕ(u)⊗ ψ(v)

bestimmt wird.

Beispiel. U = U ′ = V = V ′ = R2.

ϕ : R2 −→ R2 sei gegeben durch A =

(
1 2
2 1

)

ψ : R2 −→ R2 sei gegeben durch B =

(
0 1
1 0

)
.

Als Basis von R2 ⊗ R2 wählen wir: e1 ⊗ e1, e1 ⊗ e2, e2 ⊗ e1, e2 ⊗ e2. Dann gilt

T (ϕ, ψ)(e1 ⊗ e1) = ϕ(e1)⊗ ψ(e1) = (e1 + 2e2)⊗ e2 = e1 ⊗ e2 + 2e2 ⊗ e2

T (ϕ, ψ)(e1 ⊗ e2) = ϕ(e1)⊗ ψ(e2) = (e1 + 2e2)⊗ e1 = e1 ⊗ e1 + 2e2 ⊗ e1

T (ϕ, ψ)(e2 ⊗ e1) = ϕ(e2)⊗ ψ(e1) = (2e1 + e2)⊗ e2 = 2e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e2

T (ϕ, ψ)(e2 ⊗ e2) = ϕ(e2)⊗ ψ(e2) = (2e1 + e2)⊗ e1 = 2e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1.

Also wird T (ϕ, ψ) dargestellt durch die Matrix




0 1 0 2
1 0 2 0
0 2 0 1
2 0 1 0


 =

(
1B 2B
2B 1B

)
.

Insgesamt erhalten wir eine Abbildung

T : Hom(U,U ′)× Hom(V, V ′) −→ Hom(U ⊗ V, U ′ ⊗ V ′)
(ϕ, ψ) 7−→ T (ϕ, ψ).

Die Abbildung T ist selbst bilinear, induziert also eine lineare Abbildung

T̃ : Hom(U,U ′)⊗ Hom(V, V ′) −→ Hom(U ⊗ V, U ′ ⊗ V ′)

mit

ϕ⊗ ψ 7−→ T (ϕ, ψ).

Satz 15.14
T̃ ist injektiv.
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Bemerkung. Dies rechtfertigt die Identifikation T (ϕ, ψ) = ϕ⊗ ψ.

Beweis. Es sei

Ker T̃ 3 τ =
r∑

i=1

ϕi ⊗ ψi 6= 0

wobei die ϕi, bzw. die ψi linear unabhängig sind. (Eine solche Darstellung existiert nach
Lemma (15.7).) Also gilt

0 =
r∑

i=1

(ϕi ⊗ ψi)(u⊗ v) =
r∑

i=1

ϕi(u)⊗ ψi(v)(∗)

für alle u ∈ U , v ∈ V . Für festes u ∈ U sei

p := dim Span(ϕ1(u), . . . , ϕr(u)).

Wir können annehmen, daß 1 ≤ p ≤ r − 1 für ein u ∈ U gilt, da sonst entweder ϕ1 =
. . . = ϕr = 0 oder nach Lemma (15.4) ψ1 = . . . = ψr = 0 ist. Wir können ferner nach
eventuellem Umnumerieren annehmen, daß ϕ1(u), . . . , ϕp(u) linear unabhängig sind. Also
gibt es Darstellungen

ϕj(u) =

p∑

i=1

λijϕi(u) (j = p+ 1, . . . , r).

Aus (∗) folgt

0 =

p∑

i=1

ϕi(u)⊗ ψi(v) +
r∑

j=p+1

(

p∑

i=1

λijϕi(u))⊗ ψj(v).

Also gilt

0 =

p∑

i=1

ϕi(u)⊗ (ψi(v) +
r∑

j=p+1

λijψj(v)).

Da ϕ1(u), . . . , ϕp(u) linear unabhängig sind, folgt nach Lemma (15.4):

ψi(v) +
r∑

j=p+1

λijψj(v) = 0 (1 ≤ i ≤ p, v ∈ V ).

Damit folgt

ψi = −
r∑

j=p+1

λijψj,

ein Widerspruch zur linearen Unabhängigkeit der ψi. ¤



        

§ 15. DAS TENSORPRODUKT 143

Korollar 15.15
Sind U, V, U ′, V ′ endlich-dimensional, dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

T̃ : Hom(U, V )⊗ Hom(U ′, V ′)
∼−→ Hom(U ⊗ U ′, V ⊗ V ′).

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz (15.14), da T̃ injektiv ist, und die Dimensionen der
beiden Räume übereinstimmen. ¤

Komposition von Abbildungen

Gegeben seien lineare Abbildungen

ϕ : U −→ U ′, ϕ′ : U ′ −→ U ′′

ψ : V −→ V ′, ψ′ : V ′ −→ V ′′.

Bemerkung. Es gilt

(ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ⊗ ψ) = (ϕ′ ◦ ϕ)⊗ (ψ′ ◦ ψ).

Denn:

(ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ⊗ ψ)(u⊗ v) = (ϕ′ ⊗ ψ′)(ϕ(u)⊗ ψ(v))

= ϕ′(ϕ(u))⊗ ψ′(ψ(v)) = (ϕ′ ◦ ϕ)(u)⊗ (ψ′ ◦ ψ)(v)

= ((ϕ′ ◦ ϕ)⊗ (ψ′ ◦ ψ))(u⊗ v).

Lemma 15.16
Sind ϕ, ψ injektiv, dann ist auch ϕ⊗ ψ injektiv.

Beweis. ϕ : U → U ′, ψ : V → V ′ seien injektiv. Also gibt es ϕ̃ : U ′ → U , ψ̃ : V ′ → V
mit:

ϕ̃ ◦ ϕ = idU , ψ̃ ◦ ψ = idV .

Daraus folgt

(ϕ̃⊗ ψ̃) ◦ (ϕ⊗ ψ) = (ϕ̃ ◦ ϕ)⊗ (ψ̃ ◦ ψ) = idU ⊗ idV = idU⊗V .

Damit ist ϕ⊗ ψ injektiv. ¤

Bild und Kern

Ohne Beweis halten wir die beiden folgenden, relativ leicht zu beweisenden, Aussagen
fest:
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Satz 15.17
Sind ϕ : U → U ′, ψ : V → V ′ lineare Abbildungen, so gilt:

(i) Im(ϕ⊗ ψ) = Imϕ⊗ Imψ

(ii) Ker(ϕ⊗ ψ) = Kerϕ⊗ V + U ⊗Kerψ.

Bemerkung. Satz (15.17) (ii) impliziert natürlich auch Lemma (15.16).

Das Kroneckerprodukt von Matrizen

Wie stets sei e1, . . . , en, bzw. e1, . . . , em die Standardbasis vonKn, bzw. Km. FürKn⊗Km

wählen wir e1⊗e1, . . . , e1⊗em, e2⊗e1, . . . , e2⊗em, . . . , en⊗e1, . . . , en⊗em als Basis. Analog
verfahren wir mit Kr, Ks und Kr ⊗Ks. Die Abbildungen ϕ : Kn → Kr, ψ : Km → Ks

werden dargestellt durch die Matrizen A ∈ Mat(r, n;K), bzw. B ∈ Mat(s,m;K).

Definition. Sei A ∈ Mat(r, n;K), B ∈ Mat(s,m;K). Das Kronecker-Produkt von A
und B ist die Matrix

C =



a11B · · · a1nB

...
...

ar1B · · · arnB


 ∈ Mat(rs,mn;K).

Satz 15.18
Werden ϕ und ψ durch A und B dargestellt, so wird ϕ⊗ψ bezüglich der oben angegebenen
Basen durch das Kroneckerprodukt von A und B dargestellt.

Beweis. Es ist

(ϕ⊗ ψ)(ei ⊗ ej) = ϕ(ei)⊗ ψ(ej)

= (
r∑

k=1

akiek)⊗ (
s∑

l=1

bljel)

=
r∑

k=1

s∑

l=1

akiblj(ek ⊗ el).
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Andererseits ist die entsprechende Spalte im Kroneckerprodukt

a1ib1j
...

a1ibsj
a2ib1j

...
a2ibsj

...
arib1j

...
aribsj.

Dies ergibt die Behauptung. ¤

Mehrfache Tensorprodukte

U1, . . . , Up,W seien K-Vektorräume.

Definition. Eine Abbildung

F : U1 × . . .× Up −→ W

heißt p-linear, falls für jedes 1 ≤ i ≤ p gilt:

F (u1, . . . , ui−1, λu
′
i + µu′′i , ui+1, . . . , up) =

λF (u1, . . . , ui−1, u
′
i, ui+1, . . . , up) + µF (u1, . . . , ui−1, u

′′
i , ui+1, . . . , up).

Beispiel. Die Determinantenabbildung

det : Kn × . . .×Kn −→ K

(a1, . . . , an) 7−→ det(a1, . . . , an)

ist n-linear.

Definition. T sei ein Vektorraum. Ferner sei

⊗ : U1 × . . .× Up −→ T

eine p-lineare Abbildung. Dann heißt (T,⊗) ein Tensorprodukt von U1, . . . Up, falls gilt:

(T1)’ Das Bild von ⊗ erzeugt T .

(T2)’ Ist F : U1 × . . .× Up → W p-linear, so gibt es eine lineare Abbildung F̃ : T → W ,
so daß
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kommutiert.

Bemerkung. Wegen (T1)’ ist F̃ eindeutig bestimmt.

Theorem 15.19
Bis auf Isomorphie gibt es genau ein Tensorprodukt von U1, . . . , Up.

Beweis. Dies beweist man ganz analog wie wie im Fall p = 2. ¤
Schreibweise.

(i) T = U1 ⊗ . . .⊗ Up. Man nennt diesen Raum das Tensorprodukt von U1, . . . , Up.

(ii) u1 ⊗ . . .⊗ up := ⊗(u1, . . . , up).

Es sei {eiν}ν∈Ji eine Basis von Ui (i = 1, . . . , p).

Satz 15.20
Die Elemente {e1

ν1
⊗ . . .⊗ epνp}(ν1,... ,νp)∈J1×...×Jp bilden eine Basis von U1 ⊗ . . .⊗ Up.

Korollar 15.21
dim(U1 ⊗ . . .⊗ Up) = dimU1 · · · dimUp.

Beide Aussagen beweist man wiederum genau wie im Fall p = 2.

Auch der folgende Satz wird mit Standardmethoden bewiesen.

Satz 15.22
Für 1 ≤ p ≤ q − 1 gibt es einen kanonischen Isomorphismus

ϕ̃ : (U1 ⊗ . . .⊗ Up)⊗ (Up+1 ⊗ . . .⊗ Uq) −→ U1 ⊗ . . .⊗ Uq

mit

ϕ̃((u1 ⊗ . . .⊗ up)⊗ (up+1 ⊗ . . .⊗ uq)) = u1 ⊗ . . .⊗ uq.

Die Tensoralgebra

Es sei (Ui)i∈I eine Familie von Vektorräumen.

Definition.
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(i) Das direkte Produkt der Vektorräume Ui ist definiert durch

∏

i∈I
Ui := {(ui)i∈I ; ui ∈ Ui} := {u : I −→

⋃

i∈I
Ui ; u : i 7−→ ui ∈ Ui}.

(ii) Die (äußere) direkte Summe ist definiert durch

⊕

i∈I
Ui := {(ui)i∈I ; ui ∈ Ui, fast alle ui = 0}.

Bemerkungen.

(i) Ist I endlich, so stimmen direkte Summe und direktes Produkt überein.

(ii) Das direkte Produkt
∏

i∈I Ui wird durch

(ui)i∈I + (vi)i∈I := (ui + vi)i∈I ,

λ(ui)i∈I := (λui)i∈I

in natürlicher Weise zu einem Vektorraum, der
⊕

i∈I Ui als einen Unterraum enthält.

(iii) Sind U1, . . . , Us ⊂ V Unterräume mit Ui∩(
∑

s 6=i Us) = {0}, so gibt es einen natürli-
chen Isomorphismus der direkten Summe

⊕s
i=1 Ui ⊂ V mit der oben definierten äußeren

direkten Summe.

(iv) Der Zusammenhang mit dem früher eingeführten freien Vektorraum F (X) über
einer Menge X ist der, daß F (X) =

⊕
x∈X K ist.

(v) Sind die Ui 6= ∅, so folgt die Aussage, daß
∏
Ui 6= ∅ aus dem Auswahlaxiom der

Mengenlehre.

Es sei U ein Vektorraum über K. Für p ≥ 2 setzen wir

⊗pU := U ⊗ . . .⊗ U︸ ︷︷ ︸
p-mal

.

Ferner sei

⊗0U := K, ⊗1U := U.

Definition.

(i) Die Elemente von ⊗pU heißen Tensoren der Stufe p.

(ii) Ein Tensor u ∈ ⊗pU heißt zerlegbar, falls es eine Darstellung u = u1⊗ . . .⊗up gibt.

Sei e1, . . . , en eine Basis von U . Dann haben wir bereits gesehen, daß

eν1 ⊗ . . .⊗ eνp ; 1 ≤ νi ≤ n
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eine Basis von ⊗pU ist. Dies ergibt auch, daß dim⊗pU = np ist. Jeder Tensor u ∈ ⊗pU
hat damit eine Darstellung

u =
∑

ν1,... ,νp

λν1···νpeν1 ⊗ . . .⊗ eνp .

Schreibweise. eν1···νp := eν1 ⊗ . . .⊗ eνp .
Damit erhalten wir die Darstellung

u =
∑

ν1,... ,νp

λν1,... ,νpeν1,... ,νp =: λν1,... ,νpeν1,... ,νp .

Summenkonvention: Bei einem Ausdruck der Form λν1,... ,νpeν1,... ,νp wird über oben und
unten zugleich vorkommende Indizes summiert.

Definition der Tensoralgebra

Wir betrachten die direkte Summe

⊗U :=
⊕

p≥0

⊗pU.

Schreibweise. ⊗U 3 u = (u0, u1, . . . ) =
∑

p≥0 up; up ∈ ⊗pU (fast alle up = 0).

Wir führen nun auf ⊗U eine Multiplikation ein. Dazu erinnern wir an folgendes:

Wir hatten gesehen, daß es einen Isomorphismus

ϕ̃ : (⊗pU)⊗ (⊗qU)
∼−→ ⊗p+qU

mit

ϕ̃((u1 ⊗ . . .⊗ up)⊗ (up+1 ⊗ . . .⊗ up+q)) = u1 ⊗ . . .⊗ up+q
gibt. Das heißt: Sind u ∈ ⊗pU , v ∈ ⊗qU , so kann man u⊗ v ∈ ⊗p+qU auffassen.

Sei u =
∑

p≥0 up, v =
∑

p≥0 vp ∈ ⊗U . Dann definieren wir die Multiplikation von Tensoren
wie folgt:

u · v :=
∑

p≥0

(
∑

r+s=p

(ur · vs))

wobei

ur · vs := ur ⊗ vs ∈ ⊗r+sU.

Bemerkung. (⊗U, ·) ist eine Algebra. Sie ist



         

§ 15. DAS TENSORPRODUKT 149

(i) assoziativ,

(ii) besitzt 1 ∈ K als neutrales multiplikatives Element,

(iii) ist im allgemeinen nicht kommutativ.

Bemerkung. ⊗U = ⊕p≥0 ⊗p U ist auch eine graduierte Algebra. Ist u =
∑

p≥0 up, so
heißt up der Grad-p Anteil von u.

Induzierte Abbildungen

Sei

ϕ : U −→ V

ein Homomorphismus. Für p ≥ 2 induziert dies Homomorphismen

⊗pϕ := ϕ⊗ . . .⊗ ϕ : U ⊗ . . .⊗ U︸ ︷︷ ︸
p

−→ V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
p

.

Ferner sei

ϕ1 := ϕ; ϕ0 := idK .

Dann erhält man den induzierten Homomorphismus

⊗ϕ : ⊗U −→ ⊗V∑

p≥0

up 7−→
∑

p≥0

⊗pϕ(up).

Die gemischte Tensoralgebra

Es sei U ein K-Vektorraum. Für p, q ≥ 0 definieren wir:

Definition. ⊗pqU := U ⊗ . . .⊗ U︸ ︷︷ ︸
p

⊗U∗ ⊗ . . .⊗ U∗︸ ︷︷ ︸
q

.

Definition. Die Elemente von ⊗pq heißen Tensoren der Stufe (p, q).

Klassisch nennt man dies einen p-fach kontravarianten, q-fach kovarianten Tensor.

Bemerkung.

⊗p0U = ⊗pU ; ⊗1
0U = U (

”
Vektoren“)

⊗0
qU = ⊗qU∗; ⊗0

1U = U∗ (
”
Linearformen“)

⊗0
0U = K (

”
Skalare“)
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Darstellung mittels einer Basis

Es sei dimU < ∞ und e1, . . . , en sei eine Basis von U . Wir betrachten hierzu die duale
Basis

e∗1, . . . , e
∗
n

von U∗.

Schreibweise.

(i) ei := (ei)
∗.

(ii) e
j1...jq
i1...ip

:= ei1 ⊗ . . .⊗ eip ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejq .

Bemerkung.

(i) (e
j1...jq
i1...ip

)1≤ik≤n
1≤jl≤n

ist Basis von ⊗pqU .

(ii) dim⊗pqU = np+q.

Jeder Tensor u ∈ ⊗pqU besitzt eine Darstellung

u =
∑

i1...ip
j1...jq

λ
i1...ip
j1...jq

e
j1...jq
i1...ip

= λ
i1...ip
j1...jq

e
j1...jq
i1...ip

.

Transformationsverhalten

Sei

u = λ
i1...ip
j1...jq

e
j1...jq
i1...ip

.

Ferner sei ein Basiswechsel gegeben:

ẽi =
n∑

j=1

ajiej = ajiej

ẽi =
n∑

j=1

bije
j = bije

j.

Dabei ist ẽi, die zu ẽi duale Basis, d. h. ẽi(ẽj) = δij. Für die Matrizen A = (aji ) und
B = (bij) bedeutet dies, daß B = (tA)−1. Dann gilt:

λ̃
k1...kp
l1...lq

= aj1l1 . . . a
jq
lq
bk1
i1
. . . b

kp
ip
λ
i1...ip
j1...jq

.
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Definition. Die direkte Summe

⊗(U,U∗) :=
⊕

p,q≥0

⊗pqU

heißt die gemischte Tensoralgebra über U .

Schreibweise.

⊗(U,U∗) 3 u =
∑

p,q

upq , u
p
q ∈ ⊗pqU (fast alle upq = 0).

Um die Multiplikation einzuführen, stellen wir zunächst folgendes fest:

Es gibt einen Isomorphismus

(⊗rsU)⊗ (⊗pqU)
∼−→ ⊗r+ps+qU

mit

(u1 ⊗ . . .⊗ ur ⊗ u1 ⊗ . . .⊗ us)⊗ (v1 ⊗ . . .⊗ vp ⊗ v1 ⊗ . . .⊗ vq) 7−→
(u1 ⊗ . . .⊗ ur ⊗ v1 ⊗ . . .⊗ vp ⊗ u1 ⊗ . . .⊗ us ⊗ v1 ⊗ . . .⊗ vq).

Für u ∈ ⊗pqU , v ∈ ⊗rsU kann man also u⊗ v ∈ ⊗p+rq+sU auffassen.

Für

u =
∑

p,q

upq , v =
∑

r,s

vrs

setzen wir dann

u · v =
∑

k,l

( ∑

p+r=k
q+s=l

upq ⊗ vrs
)
.

Tensorverjüngung

Wir hatten definiert:

⊗pqU = U ⊗ . . .⊗ U︸ ︷︷ ︸
p

⊗U∗ ⊗ . . .⊗ U∗︸ ︷︷ ︸
q

.

Wähle nun i, j fest mit 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q. Die Abbildung

γji : U × . . .× U × U∗ × . . .× U∗ −→ ⊗p−1
q−1U

(u1, . . . , ui, . . . , up,
u1, . . . , uj, . . . , uq)

7−→ uj(ui)(u1 ⊗ . . .⊗ ûi ⊗ . . .⊗ up
⊗u1 ⊗ . . .⊗ ûj ⊗ . . .⊗ uq)
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ist multilinear, induziert also eine lineare Abbildung

Γji : ⊗pqU −→ ⊗p−1
q−1 U

mit

Γji (u1 ⊗ . . .⊗ up ⊗ u1 ⊗ . . .⊗ uq) = uj(ui)u1 ⊗ . . .⊗ ûi ⊗ . . .⊗ up
⊗ u1 ⊗ . . .⊗ ûj ⊗ . . .⊗ uq.

Hierbei bedeutet die Schreibweise û, daß das Element u in dem entsprechenden Tensor-
produkt weggelassen wird.

Definition. Die Abbildung Γji heißt Tensorverjüngung.

Sei nun

u =
∑

ν1...νp
µ1...µq

λν1...νp
µ1...µq

eµ1...µq
ν1...νp

.

Dann gilt

Γji (u) =
∑

r1...rp−1
s1...sq−1

µr1...rp−1
s1...sq−1

es1...sq−1
r1...rp−1

mit

µr1...rp−1
s1...sq−1

=
∑

k

λ
r1...ri−1kri...rp−1

s1...sj−1ksj ...sp−1
.

Dies rechnet man leicht nach:

Γji (u) = Γji (
∑

ν1...νp
µ1...µq

λν1...νi...νp
µ1...µj ...µq

eν1 ⊗ . . .⊗ eνi ⊗ . . .⊗ eνp
⊗eµ1 ⊗ . . .⊗ eµj ⊗ . . .⊗ eq )

=
∑

ν1...νp
µ1...µq

eµj(eνi)︸ ︷︷ ︸
δµjνi

λν1...νi...νp
µ1...µj ...µq

eν1 ⊗ . . .⊗ êνi ⊗ . . .⊗ eνp
⊗eµ1 ⊗ . . .⊗ êµj ⊗ . . .⊗ eq

=
∑

r1...rp−1
s1...sq−1

µr1...rp−1
s1...sq−1

es1...sq−1
r1...rp−1

.

Unter Verwendung der Summenkonvention schreibt sich diese Formel als

Γji (u) = µr1...rp−1
s1...sq−1

es1...sq−1
r1...rp−1

.

Beispiel. U = R2. Es sei

u = 2e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e1 ∈ ⊗1
1U

v = 5e1 ⊗ e1 ⊗ e1 − 2e1 ⊗ e1 ⊗ e2 ∈ ⊗2
1U.
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Man hat

w := u · v = 10e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1

−4e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e2

−5e2 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1

+2e2 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e1 ⊗ e2

= 10e11
111 − 4e12

111 − 5e11
211 + 2e12

211 ∈ ⊗3
2U.

Ferner ist

Γ2
1(w) = 10e1 ⊗ e1 ⊗ e1 − 0− 0 + 2e1 ⊗ e1 ⊗ e1

= 12e1
11 ∈ ⊗2

1U.

Γ1
1(Γ2

1(w)) = Γ1
1(12e1 ⊗ e1 ⊗ e1) = 12e1 ∈ ⊗1

0U = U

Γ1
2(Γ2

1(w)) = Γ2
1(12e1 ⊗ e1 ⊗ e1) = 12e1 ∈ ⊗1

0U = U.
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§ 16 Äußere Algebra

Für den Grundkörper K setzen wir in diesem Paragraphen voraus, daß er die Charakte-
ristik 0 hat, d. h. daß

nK := 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n-mal

6= 0 für alle n ≥ 1.

Wie üblich identifizieren wir dann nK mit n. U, V seien K-Vektorräume.

Definition. Es sei

F : U × . . .× U︸ ︷︷ ︸
p

−→ V

eine Abbildung. Für jedes σ ∈ Sp sei

σF : U × . . .× U −→ V

σF (u1, . . . , up) := F (uσ(1), . . . , uσ(p)).

Bemerkungen.

(i) idF = F ,

(ii) σ′(σF ) = (σ′σ)F .

Definition. Eine p-lineare Abbildung

F : U × . . .× U −→ V

heißt alternierend (schiefsymmetrisch), falls gilt

σF = sign σF für alle σ ∈ Sp.

Beispiel. Wir hatten bereits früher die Determinantenfunktion eingeführt:

det : Kn × . . .×Kn −→ K

(u1, . . . , un) 7−→ det(u1, . . . , un).

Diese ist alternierend. Es gilt nämlich:

σ det(u1, . . . , un) = det(uσ(1), . . . , uσ(n)) = sign σ det(u1, . . . , un).

Also gilt

σ det = sign σ det .
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Lemma 16.1
Es sei

F : U × . . .× U︸ ︷︷ ︸
p

−→ V

eine p-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) F ist alternierend.

(ii) τF = −F für jede Transposition τ ∈ Sp,
(iii) Ist ui = uj für ein i 6= j, so ist F (u1, . . . , up) = 0.

Beweis. (i)⇒(ii): Klar.

(ii)⇒(i): Es sei σ ∈ Sp. Dann gibt es eine Darstellung

σ = τ1 · · · τm
mit

m =

{
gerade falls sign σ = 1

ungerade falls sign σ = −1.

Damit folgt die Behauptung aus der obigen Bemerkung (ii).

(i)⇒(iii): Es sei ui = uj mit i 6= j. τ sei die Transposition, die i und j vertauscht. Dann
gilt

F (u1, . . . , up) = F (uτ(1), . . . , uτ(p)) = (τF )(u1, . . . , up)

= −F (u1, . . . , up).

Also gilt mit 1 + 1 6= 0, daß

F (u1, . . . , up) = 0.

(iii)⇒(ii): Es sei τ die Transposition, die i und j vertauscht (i 6= j). Dann gilt

0 = F (u1, . . . , ui

i
↓
+ uj, ui+1, . . . , ui

j

↓
+ uj, . . . , up)

= F (u1, . . . , ui, . . . , ui, . . . , up) + F (u1, . . . , ui, . . . , uj, . . . , up)

+F (u1, . . . , uj, . . . , ui, . . . , up) + F (u1, . . . , uj, . . . , uj, . . . , up).

Also folgt

F (u1, . . . , ui, . . . , uj, . . . , up) = −F (u1, . . . , uj, . . . , ui, . . . , up),

d. h.

τF = −F.
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¤
Definition. Es sei A ein K-Vektorraum, und

∧
p : U × . . .× U︸ ︷︷ ︸

p

−→ A

sei eine alternierende Abbildung. Dann heißt (A,
∧

p) p-faches äußeres Produkt von U ,
falls gilt:

(A1) Die Elemente u1 ∧ . . . ∧ up :=
∧p(u1, . . . , up) erzeugen A.

(A2) Ist W ein K-Vektorraum und

F : U × . . .× U −→ W

eine alternierende Abbildung, so gibt es eine lineare Abbildung F̂ : A → W , so daß das
folgende Diagramm kommutiert:

������������� 	



�	

��
�

Bemerkung. Wegen (A1) ist F̂ eindeutig bestimmt.

Theorem 16.2
Es gibt zu jedem Vektorraum ein p-faches äußeres Produkt (A,

∧p). Dies ist bis auf Iso-

morphie eindeutig bestimmt, d. h. ist (Ã,
∼∧
p) ein weiteres p-faches äußeres Produkt, so

gibt es ein kommutatives Diagramm

�������������

�� ����

��� �� �

Der Beweis wird später erfolgen.

Bezeichnungen.
∧

pU := A.

Lemma 16.3
Es ist u1 ∧ . . . ∧ up 6= 0 genau dann, wenn u1, . . . , up linear unabhängig sind.
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Beweis.
”
⇒“: u1, . . . , up seien linear abhängig. Ohne Einschränkung können wir dann

annehmen:

u1 =

p∑

i=2

λiui.

Also folgt

u1 ∧ . . . ∧ up = (

p∑

i=2

λiui) ∧ u2 ∧ . . . ∧ up

=

p∑

i=2

λi(ui ∧ u2 ∧ . . . ∧ ui ∧ . . . ∧ up)

=

p∑

i=2

λi
∧

p (ui, u2, . . . , ui, . . . , up)︸ ︷︷ ︸
=0, da

∧
p alternierend

= 0.

”
⇐“: u1, . . . , up seien linear unabhängig.

U1 := Span(u1, . . . , up).

Wähle U2 mit

U = U1 ⊕ U2.

Dann besitzt jeder Vektor u ∈ U eine eindeutige Darstellung u = u1+u2 mit u1 ∈ U1, u
2 ∈

U2. Nach Wahl einer Basis von U1 können wir die Vektoren in U1 als Spaltenvektoren auf-
fassen. Wir definieren

F : U × . . .× U −→ K

(u1
1 + u2

1, . . . , u
1
p + u2

p) 7−→ det(u1
1, . . . , u

1
p).

Diese Abbildung ist alternierend mit

F (u1, . . . , up) = det(u1, . . . , up) 6= 0.

Also gibt es ein kommutatives Diagramm

������������� 	



�	�����������

�
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mit

F̂ (u1 ∧ . . . ∧ up) = F (u1, . . . , up) 6= 0,

und hieraus folgt sofort

u1 ∧ . . . ∧ up 6= 0.

¤
Es soll nun das äußere Produkt konstruiert werden.

Vorbereitungen zur Konstruktion des äußeren Produkts

Wir betrachten für festes σ ∈ Sp die Abbildung

σ : U × . . .× U︸ ︷︷ ︸
p-fach

−→ ⊗pU

(u1, . . . , up) −→ uσ(1) ⊗ . . .⊗ uσ(p).

Diese Abbildung ist p-linear, induziert also eine lineare Abbildung

σ : ⊗pU −→ ⊗p(U)

mit

u1 ⊗ . . .⊗ up 7−→ uσ(1) ⊗ . . .⊗ uσ(p).

Definition. Es sei

Np(U) := Span{u ∈ ⊗pU ; u = u1 ⊗ . . .⊗ up mit ui = uj für ein i 6= j}.

Bemerkung. Der Unterraum Np(U) ⊂ ⊗pU ist σ-invariant, d. h.

σ(Np(U)) = Np(U).

Lemma 16.4
Es sei u ∈ ⊗pU . Dann gilt

u− sign σ σ(u) ∈ Np(U).

Beweis. Es genügt, dies für u = u1 ⊗ . . . ⊗ up zu zeigen. Sei σ = τ1 · · · τm wobei die τi
Transpositionen sind. Wir machen Induktion nach m.
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m = 1: τ vertausche i und j (i < j).

u− sign τ︸ ︷︷ ︸
−1

τ(u) = u1 ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ up

+u1 ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ up
= u1 ⊗ . . .⊗ (ui + uj)⊗ . . .⊗ (ui + uj)⊗ . . .⊗ up
−u1 ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ up
−u1 ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ up,

also

u− sign τ τ(u) ∈ Np(U).

m− 1 7→ m: σ = τ1 τ2 · · · τm︸ ︷︷ ︸
=:σ′

= τ1σ
′. Es gilt

u− sign σ′ σ′(u)
(IV)
∈ Np(U).

Da Np(U) invariant unter τ1 ist, folgt

τ1(u)− sign σ′ τ1(σ′(u))︸ ︷︷ ︸
=σ(u)

∈ Np(U).

d. h.

τ1(u)− sign σ′ σ(u) ∈ Np(U).

Also gilt

sign τ1 τ1(u)− sign τ1 sign σ′σ(u) ∈ Np(U),

d. h.

sign τ1 τ1(u)− sign σ σ(u) ∈ Np(U).(1)

Da die Aussage für m = 1 gilt, folgt:

u− sign τ1 τ1(u) ∈ Np(U).(2)

Addition von (1) und (2) ergibt

u− sign σ σ(u) ∈ Np(U).

¤
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Definition. Ein Tensor u ∈ ⊗pU heißt schiefsymmetrisch (alternierend), falls gilt:

σ(u) = sign σ u (für alle σ ∈ Sp).

Definition. Der Unterraum

Ap(U) := {u ∈ ⊗pU ; u ist schiefsymmetrisch} ⊂ ⊗pU

heißt der Unterraum der schiefsymmetrischen (alternierenden) Tensoren.

Definition. Der alternierende Operator ist die lineare Abbildung

πA : ⊗pU −→ ⊗pU
πA :=

1

p!

∑

σ∈Sp
sign σ σ.

Beispiel. Sei U = K2.

πA(e1 ⊗ e2) =
1

2
(e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1)

πA(e1 ⊗ e1) =
1

2
(e1 ⊗ e1 − e1 ⊗ e1) = 0.

Lemma 16.5
Für % ∈ Sp gilt:

(i) πA% = sign % πA,

(ii) %πA = sign % πA.

Beweis. Dies rechnet man direkt nach:

(i)

πA ◦ % = (
1

p!

∑

σ∈Sp
sign σ σ)%

=
1

p!

∑

σ∈Sp
sign σ(σ%) = sign %

1

p!

∑

σ∈Sp
(sign σ)(sign %)︸ ︷︷ ︸

=sign(σ%)

(σ%)

σ′:=σ%
= sign %

1

p!

∑

σ′∈Sp
sign σ′ σ′ = sign % πA.

(ii) Analog. ¤

Korollar 16.6
Die Abbildung πA ist eine Projektion, d. h. es gilt π2

A = πA.
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Beweis. Auch dies rechnet man direkt nach:

π2
A = πA(

1

p!

∑

σ∈Sp
sign σ σ) =

1

p!

∑

σ∈Sp
sign σ(πAσ)

(16.5)(i)
=

1

p!

∑

σ∈Sp
(sign σ)2

︸ ︷︷ ︸
1

πA =
p!

p!
πA = πA.

¤
Lemma 16.7

(i) Ker πA = Np(U),

(ii) Im πA = Ap(U).

Beweis. (i)
”
⊃“: Es sei

u = u1 ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ up.

τ sei die Transposition, die i und j vertauscht. Dann ist

τ(u) = u.(1)

Also gilt

πA(u)
(1)
= πAτ(u)

(16.5)(i)
= sign τπA(u) = −πA(u)

Daraus folgt

πA(u) = −πA(u)

und wegen 2 6= 0 impliziert dies πA(u) = 0.

”
⊂“: Es gilt

πA(u)− u = (
1

p!

∑

σ

sign σ σ(u))− u =
1

p!
(
∑

σ

(sign σ σ(u)− u︸ ︷︷ ︸
∈Np(U)

).

Damit gilt

πA(u)− u ∈ Np(U).

Ist also πA(u) = 0, so folgt u ∈ Np(U).

(ii)
”
⊂“:

%πA(u)
(16.5)(ii)

= sign %πA(u),

also πA(u) ∈ Ap(U).
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”
⊃“: Sei u ∈ Ap(U). Dann gilt

πA(u) =
1

p!

∑

σ∈Sp
sign σ σ(u)︸ ︷︷ ︸

=u

=
1

p!

∑

σ∈Sp
u = u.

D. h.

u = πA(u) ∈ Im πA.

¤
Korollar 16.8
⊗pU = Np(U)⊕ Ap(U).

Beweis. Für jede lineare Abbildung π : V → V mit π2 = π gilt

V = Im π ⊕Ker π.

¤
Definition. Ist u ∈ ⊗p(U), so heißt πA(u) ∈ Ap(U) der alternierende Teil des Tensors
u.

Es sei nun

F : U × . . .× U −→ W

p-linear. Dies induziert eine lineare Abbildung F̃ : ⊗pU → W , so daß gilt:

������������� 	


	

�
�

�� �

ist kommutativ.

Lemma 16.9
Es sind äquivalent

(i) F ist alternierend.

(ii) F̃ |Np(U) ≡ 0.

Beweis. Es gilt:

F ist alternierend ⇔ F (u1, . . . , ui, . . . , uj, . . . , up) = 0 für alle

u = (u1, . . . , ui, . . . , uj, . . . , up) mit ui = uj (i 6= j)

⇔ F̃ (u1 ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ up) = 0 für alle

ũ = u1 ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ up mit ui = uj (i 6= j)

⇔ F̃ |Np(U) ≡ 0.
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¤
Beweis von Theorem (16.2).

Eindeutigkeit: Dies zeigt man genau wie beim Beweis von Theorem (15.1).

Existenz: Wir setzen

A := ⊗pU/Np(U).

Ferner sei
∧

p : U × . . .× U −→ U ⊗ . . .⊗ U π−→ A

(u1, . . . , up) 7−→ u1 ⊗ . . .⊗ up 7−→ π(u1 ⊗ . . .⊗ up).
Es gilt

Ker π = Np(U).

Damit ist nach Lemma (16.9) die Abbildung
∧

p alternierend.

(A1): Die Elemente

u1 ∧ . . . ∧ up :=
∧

p(u1, . . . , up) = π(u1 ⊗ . . .⊗ up)

erzeugen A, da die Elemente u1⊗. . .⊗up das Tensorprodukt ⊗pU erzeugen und π surjektiv
ist.

(A2): Es sei

F : U × . . .× U −→ W

alternierend. Dann gilt für die induzierte lineare Abbildung

F̃ : ⊗pU −→ W

nach Lemma (16.9), daß

Np(U) ⊂ Ker F̃ .

Also gibt es eine lineare Abbildung

F̂ : A = ⊗pU/Np(U) −→ W

mit

F̂ (u1 ∧ . . . ∧ up) = F̃ (u1 ⊗ . . .⊗ up) = F (u1, . . . , up).

¤
Bemerkung. Die Projektionsabbildung π : ⊗pU → A definiert einen Isomorphismus
Ap(U) ∼= A =

∧
pU .
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Basis von
∧p U

Es sei U ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis e1, . . . en.

Satz 16.10
Die Tensoren ei1 ∧ . . . ∧ eip mit 1 ≤ i1 < . . . < ip ≤ n bilden eine Basis von

∧
pU .

Korollar 16.11

dim
∧

pU =

(
n
p

)
. Insbesondere ist

∧
pU = {0} für p > n.

Beweis. Erzeugendensystem: Die Tensoren

ei1 ⊗ . . .⊗ eip ∈ ⊗pU (1 ≤ ik ≤ n; k = 1, . . . , p)

erzeugen ⊗pU und ihre Bilder in
∧

pU erzeugen diesen Raum. Da

ei1 ∧ . . . ∧ eip = sign σ eσ(i1) ∧ . . . ∧ eσ(ip)

bzw.

ei1 ∧ . . . ∧ eip = 0 falls eik = eil , ik 6= il

kann man sich auf

ei1 ∧ . . . ∧ eip ; 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ip ≤ n

beschränken.

Lineare Unabhängigkeit: Es genügt folgendes zu zeigen:

Behauptung. Für i1 < . . . < ip gegeben, gibt es eine alternierende Abbildung

F : U × . . .× U −→ K

mit

F (eσ(i1), . . . , eσ(ip)) = sign σ,

F (ej1 , . . . , ejp) = 0 falls j1, . . . , jp keine Permutation von i1, . . . , ip ist.

Dies beweist man wie im Beweis von Lemma (16.3) mittels einer Determinanten gebildeten
Funktion. ¤
Bemerkung. Jeder Tensor u ∈ ∧ pU hat damit eine Darstellung

u =
∑

1≤i1<...<ip≤n
λi1...ipei1 ∧ . . . ∧ eip .

Beispiel. Für U = R4 erhalten wir für
∧

2U die folgende Basis:

e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e4, e2 ∧ e3, e2 ∧ e4, e3 ∧ e4.

Es ist dim
∧

2U =

(
4
2

)
= 6.
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Interpretation der Determinante

Die Determinante ist eine alternierende Abbildung

det : Kn × . . .×Kn −→ K.

Also induziert dies eine lineare Abbildung

∼
det :

∧
nKn

∼=

K

−→ K.

Diese Abbildung ist festgelegt durch

∼
det(e1 ∧ . . . ∧ en) = 1.(1)

Dies zeigt sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Determinantenabbildung.
Man kann also die Determinante über das folgende kommutative Diagramm definieren:

∧nKn

d̃et

K
det

Kn × . . .×Kn

∧n

D. h. man kann die Determinantenfunktion als

det =
∼

det ◦
∧

p

definieren, wobei
∼

det durch (1) definiert wird.

Induzierte lineare Abbildungen

U, V seien Vektorräume, K sei ein Körper. Es sei ϕ : U → V eine lineare Abbildung.

Satz 16.12
Es sei p ≥ 2. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

∧
pϕ :

∧
pU −→

∧
pV

mit
∧

pϕ(u1 ∧ . . . ∧ up) = (ϕ(u1) ∧ . . . ∧ ϕ(up)).



            

166

Bemerkungen.

(i)
∧

p(idU) = id∧ pU .

(ii)
∧

p(ϕ ◦ ψ) =
∧

p(ϕ) ◦∧ p(ψ).

Satz 16.13
Es sei ϕ : U → V linear. Sei dimU = dimV = n. Dann sind äquivalent:

(i) ϕ ist ein Isomorphismus.

(ii)
∧

nϕ 6≡ 0.

Beweis. Sei e1, . . . , en eine Basis von U . Dann ist

∧
nϕ :

∧
nU −→

∧
nV

e1 ∧ . . . ∧ en 7−→ ϕ(e1) ∧ . . . ∧ ϕ(en).

Es gilt

ϕ Isomorphismus ⇔ ϕ surjektiv⇔ ϕ(e1), . . . , ϕ(en) linear unabhängig
(16.3)⇔ ϕ(e1) ∧ . . . ∧ ϕ(en) 6= 0⇔

∧
nϕ 6≡ 0.

¤
Bemerkung. Ist U = V , so ist

∧
nϕ :

∧
nV → ∧

nV als Endomorphismus eines 1-
dimensionalen Vektorraums durch einen Skalar gegeben. Dies ist genau die Determinante
des Automorphismus ϕ, d. h.

∧
nϕ = detϕ.

Äußere Algebra

U sei ein Vektorraum über K.

Definition.

(i)
∧

0U := K,
∧

1U := U .

(ii)

∧
U :=

⊕

p≥0

∧
p(U).

U heißt die äußere Algebra oder (alternierende Algebra) über U .
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Bemerkung. dimU = n⇒ dim
∧
U = 2n.

Denn: dim
∧

pU =

(
n
p

)
. Also gilt

dim
∧

U =
∑

p≥0

(
n
p

)
= 2n.

Multiplikation

Wir hatten früher den folgenden Unterraum von ⊗pU definiert:

Np(U) = Span{u; u = u1 ⊗ . . .⊗ ui ⊗ . . .⊗ uj ⊗ . . .⊗ up mit ui = uj}.

Ferner lieferte die Quotientenabbildung

π(p) : ⊗pU −→ ⊗pU/NpU =
∧

pU.

einen Epimorphismus

π : ⊗U −→
∧

U.

Bemerkung.

(i) Np(U)⊗ (⊗qU)) ⊂ Np+q(U).

(ii) (⊗pU)⊗ (N q(U)) ⊂ Np+q(U).

Satz 16.14
Es gibt genau eine Multiplikation

· :
∧

U ×
∧

U −→
∧

U

mit

π(u) · π(v) = π(u · v).

Bemerkung. u · v ist hierbei das Produkt bezüglich der Multiplikation in der Tensoral-
gebra ⊗U .

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Zur Wohldefiniertheit betrachten wir

u =
∑

p≥0

up; v =
∑

p≥0

vp; u′ =
∑

p≥0

u′p; v′ =
∑

p≥0

v′p.
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Es gilt

π(u) = π(u′) ⇔ up = u′p + ũp mit ũp ∈ Np(U)

π(v) = π(v′) ⇔ vp = v′p + ṽp mit ṽp ∈ Np(U).

Es ist

upvq = (u′p + ũp)(v
′
q + ṽq)

= u′pv
′
p + ũpv

′
q + u′pṽq + ũpṽq︸ ︷︷ ︸
∈Np+q(U)

.

Also folgt

π(u · v) = π(u′ · v′).
¤

Bemerkung. Für u = u1 ∧ . . . ∧ up, v = v1 ∧ . . . ∧ vq gilt

u · v = u1 ∧ . . . ∧ up ∧ v1 ∧ . . . ∧ vq.
Man schreibt daher für die Multiplikation in

∧
U meist

u ∧ v := u · v.
Satz 16.15
Sei u ∈ ∧ pU , v ∈ ∧q U . Dann gilt

u ∧ v = (−1)pqv ∧ u.

Beweis. Wir müssen zeigen, daß für

ũ ∈ ⊗pU, ṽ ∈ ⊗qU
gilt

ũ⊗ ṽ − (−1)pqṽ ⊗ ũ ∈ Np+q(U).

Dazu betrachen wir die Permutation

σ : (1, . . . , p, p+ 1, . . . , p+ q) 7−→ (p+ 1, . . . , p+ q, 1, . . . , p).

Es ist

sign σ = (−1)pq.

Es gilt

σ(ũ⊗ ṽ) = ṽ ⊗ ũ.
Also folgt

ũ⊗ ṽ − (−1)pqṽ ⊗ ũ = ũ⊗ ṽ − sign σ σ(ũ⊗ ṽ)
(16.4)
∈ Np+q(U).

¤
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§ 17 Symmetrische Algebra

Es sei wieder K ein Körper der Charakteristik 0. Ferner seien U, V Vektorräume über
dem Körper K.

Definition. Eine p-lineare Abbildung

F : U × . . .× U︸ ︷︷ ︸
p

−→ V

heißt symmetrisch, falls gilt

σF = F für alle σ ∈ Sp.

Bemerkung. F ist symmetrisch genau dann wenn τF = F für jede Transposition τ .

Definition. Es sei S ein Vektorraum über K. Ferner sei

Sp : U × . . .× U −→ S

eine symmetrische Abbildung. Dann heißt (S, Sp) p-faches symmetrisches Produkt von U ,
falls gilt

(S1) Die Elemente u1 · · · up := Sp(u1, . . . , up) erzeugen S.

(S2) Ist W ein Vektorraum und

F : U × . . .× U −→ W

eine symmetrische Abbildung, so gibt es eine lineare Abbildung F̌ : S → W , so daß das
folgende Diagramm kommutiert

S

F̌

W
F

U × . . .× U

Sp

Bemerkung. Wegen (S1) ist dann F̌ eindeutig bestimmt.

Theorem 17.1
Sei U ein Vektorraum. Dann gibt es zu U ein p-faches symmetrisches Produkt (S, Sp).

Dies ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. D. h. ist (S̃, S̃p) ein weiteres p-faches
symmetrisches Produkt, so gibt es einen Isomorphismus ϕ : S → S̃, so daß das folgende
Diagramm kommutiert:
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Wir werden den Beweis später geben.

Bezeichnungen.

(i) SpU := S.

(ii) u1 · · · up := Sp(u1, . . . , up).

Symmetrische Tensoren

Definition. Es sei

Mp(U) := Span{u− τu ∈ ⊗pU ; u ∈ ⊗pU, τ ∈ Sp ist Transposition}.

Lemma 17.2
Mp(U) ist invariant unter Sp.

Beweis. Es genügt zu zeigen, daß τ ′Mp(U) = Mp(U) für jede Transpostion τ ′. Sei dazu
v := u− τu. Dann gilt für eine Transposition τ ′:

τ ′v = τ ′u− τ ′τu = (τ ′u− u︸ ︷︷ ︸
∈Mp(U)

) + (u− τu︸ ︷︷ ︸
∈Mp(U)

) + (τu− τ ′τu︸ ︷︷ ︸
∈Mp(U)

) ∈Mp(U).

¤
Lemma 17.3
Sei u ∈ ⊗pU . Dann ist

u− σ(u) ∈Mp(U).

Beweis. Es genügt, dies für u = u1 ⊗ . . .⊗ up zu zeigen. Es sei σ = τ1 · · · τm, wobei die
τi Transpositionen sind. Wir machen Induktion nach m.

m = 1: u− τ1u ∈Mp(U) nach Definition von Mp(U).

m− 1 7→ m: σ = τ1 τ2 · · · τm︸ ︷︷ ︸
=:σ′

= τ1σ
′. Nun gilt:

u− σu = u− τ1σ
′u = u− σ′u︸ ︷︷ ︸

∈Mp(U)

+ σ′u− τ1σ
′u︸ ︷︷ ︸

∈Mp(U)

∈Mp(U).

¤
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Definition. Ein Tensor u ∈ ⊗pU heißt symmetrisch, falls

σu = u für alle σ ∈ Sp.

Definition. Der Unterraum

Symp(U) := {u ∈ ⊗pU ; u ist symmetrisch} ⊂ ⊗pU

heißt der Unterraum der symmetrischen Tensoren.

Definition. Der symmetrische Operator ist die lineare Abbildung

πS : ⊗pU −→ ⊗pU
πS :=

1

p!

∑

σ∈Sp
σ.

Beispiel. U = K2.

πS : ⊗2U −→ ⊗2U

πS =
1

2

∑

σ∈S2

σ.

Etwa

πS(e1 ⊗ e2) =
1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)

πS(
1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)) =

1

4
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e1 + e1 ⊗ e2)

=
1

2
(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)

Lemma 17.4
Für % ∈ Sp gilt

πS% = %πS = πS.

Beweis.

πS% =
1

p!
(
∑

σ∈Sp
σ)% =

1

p!

∑

σ∈Sp
(σ%) = πS.

Analog zeigt man %πS = πS. ¤

Korollar 17.5
Die Abbildung πS ist eine Projektion, d. h. π2

S = πS.
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Beweis.

π2
S = πS(

1

p!

∑

σ∈Sp
σ) =

1

p!

∑

σ∈Sp
πSσ︸︷︷︸
=πS

=
1

p!

∑

σ∈Sp
πS = πS.

¤
Lemma 17.6

(i) Ker πS = Mp(U).

(ii) Im πS = Symp(U).

Beweis. (i)
”
⊃“: Mp(U) wird erzeugt von Elementen der Form u− τu. Es ist

πS(u− τu) = πS(u)− πS ◦ τ︸ ︷︷ ︸
=πS

(u) = 0.

”
⊂“: Für u ∈ ⊗pU gilt mit Lemma (17.3):

u− σu ∈Mp(U).

Also gilt

u− πS(u) =
1

p!

∑

σ∈Sp
(u− σu) ∈Mp(U).

Aus πS(u) = 0 folgt damit, daß u ∈Mp(U).

(ii)
”
⊂“: Dies folgt, da

σπS(u)
(17.4)
= πS(u) für alle σ ∈ Sp.

”
⊃“: Es sei u ∈ Symp(U). Dann gilt

πS(u) =
1

p!

∑

σ∈Sp
σ(u) =

1

p!

∑

σ∈Sp
u = u.

Also ist u ∈ Im πS. ¤
Korollar 17.7
⊗pU = Mp(U)⊕ Symp(U).

Definition. Ist u ∈ ⊗pU , so heißt der Tensor πS(u) ∈ Symp(U) der symmetrische Teil
des Tensors u.

Es sei nun wieder

F : U × . . .× U −→ W

p-linear. Es gibt damit ein kommutatives Diagramm
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Lemma 17.8
Es sind äquivalent:

(i) F ist symmetrisch.

(ii) F̃ |Mp(U) ≡ 0.

Beweis. Es gilt

F symmetrisch ⇔ F (u) = F (σ(u)) für alle σ ∈ Sp; u = (u1, . . . , up) ∈ U × . . .× U
⇔ F (u) = F (τ(u)) für alle u, alle Transpositionen τ

⇔ F̃ (u) = F̃ (τ(u)) für alle u ∈ ⊗pU, alle τ

⇔ F̃ (u− τu) = 0 für alle Transpositionen τ, alle u

⇔ F̃ |Mp(U) ≡ 0.

¤
Beweis von Theorem (17.1).

Eindeutigkeit: Wie früher.

Existenz: Wir setzen

S := ⊗pU/Mp(U),

sowie

Sp : U × . . .× U ⊗−→ ⊗pU π−→ S.

(S1): Die Elemente Sp(u1, . . . , up) erzeugen S, da die Elemente u1⊗ . . .⊗up den Raum
⊗pU erzeugen.

(S2): Es sei

F : U × . . .× U −→ W

symmetrisch. Dann gilt für die induzierte Abbildung

F̃ : ⊗pU −→ W,

daß Mp(U) ⊂ Ker F̃ . Also gibt es eine lineare Abbildung

F̌ : S = ⊗pU/Mp(U) −→ W
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mit

F̌ (Sp(u1, . . . , up)) = F̃ (u1 ⊗ . . .⊗ up) = F (u1, . . . , up).

Dies leistet das Gewünschte. ¤
Bemerkung. Die Projektion π definiert einen Isomorphismus SpU = S ∼= Symp(U).

Basis von SpU

U sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis e1, . . . , en.

Satz 17.9
Die Tensoren ei1 · · · eip mit 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ip ≤ n bilden eine Basis von SpU .

Korollar 17.10

dimSpU =

(
n+ p− 1

p

)
.

Die symmetrische Algebra

Es sei U ein K-Vektorraum. Wie in den früheren Fällen definiert man eine Multiplikation
auch für symmetrische Tensoren.

Definition.

(i) S0U := K, S1U := U .

(ii) SU := ⊕p≥0S
pU .

Die Elemente u ∈ SU sind also von der Form

u =
∑

endlich

up, up ∈ SpU.

Wie im Fall der äußeren Algebra beweist man auch die folgende Aussage.

Satz 17.11
(i) Es gibt genau eine Multiplikationsabbildung

· : SU × SU −→ SU

mit der Eigenschaft

π(ũ) · π(ṽ) = π(ũ⊗ ṽ) (ũ, ṽ ∈ ⊗U).



            

§ 17. SYMMETRISCHE ALGEBRA 175

(ii) Die Multiplikation ist kommutativ, d. h. u · v = v · u.

Schließlich betrachten wir den Polynomring

K[x1, . . . , xn] := {P ; P =
∑

endlich

aν1,... ,νnx
ν1
1 · · · xνnn }

in n Variablen über K. Auch K[x1, . . . , xn] ist eine kommutative Algebra mit Eins.

Wir können schreiben

K[x1, . . . , xn] =
⊕

p≥0

Kp[x1, . . . , xn]

mit

Kp[x1, . . . , xn] = {P ; P homogen vom Grad p}

= {P ; P =
∑

aν1,... ,νpx
ν1
1 · · · xνnn ;

n∑

i=1

νi = p}.

Kp[x1, . . . , xn] heißt der Raum der homogenen Polynome vom Grad p.

Satz 17.12
Es sei U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der Dimension n. Dann gibt es einen
Isomorphismus von Algebren

SU ∼= K[x1, . . . , xn].

Beweis. Es sei e1, . . . , en Basis von U . Dann definiert man

SU −→ K[x1, . . . , xn]

durch

ei1 . . . eip 7−→ xi1 · · · xip .

¤
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