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§ 10 Der Satz von Sylvester und das Hurwitzkriterium

Der Trigheitssatz von Sylvester
Es sei V' ein endlich-dimensionaler reeller oder komplexer Vektorraum mit einer symme-
trischen Bilinearform (hermiteschen Sesquilinearform)
(,):VxV—K.
Beziiglich einer Basis B = (vy, ... ,v,) wird (, ) dargestellt durch die Matrix
A= (ai),  aig = (vi,v;).

Nach der Transformationsformel dndert sich bei einem Basiswechsel mit Ubergangsmatrix
S € GL(n; K) die darstellende Matrix auf die folgende Weise:

Ar——TSAS.
Wir wissen bereits, daf es ein S € O(n) (bzw. U(n)) gibt mit
A1 0
'SAS = STTAS = 0--. . (A, A ER).
An

Wir fragen nun nach der Normalform, wenn wir allgemeiner S € GL(n; K) zulassen. Eine
erste Antwort hierauf liefert der folgende Satz.

Satz 10.1 (Trigheitssatz von Sylvester)

Es sei (,) : V x V — K eine symmetrische Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform).

Ferner seien B;, By Basen von V und A;, A; die zugehorigen darstellenden Matrizen. Sei
k; = Anzahl positiver Eigenwerte von A;

l; = Anzahl negativer Eigenwerte von A;,

wobei die Eigenwerte mit Vielfachheit gezéhlt werden. Dann gilt
(i) ky = ko,

(i) 1 =,

(iii) k1 4+ = Rang A; = Rang Ay = ko + [o.

Beweis. Es sei
V7t = Unterraum aufgespannt von den Eigenvektoren
zu positiven Eigenwerten von A;

V.= = Unterraum aufgespannt von den Eigenvektoren
zu negativen Eigenwerten von A;

VY := Unterraum aufgespannt von den Eigenvektoren
zum Eigenwert 0 = KerA;.
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(Hierbei heifit ein Vektor v € V ein Eigenvektor von A; zum Eigenwert \; wenn A;qp, (v) =
\igg, (v) gilt.)
Behauptung. Es gilt

V9 ={v e V;{v,w) =0 fiir alle w € V}.

Dies sieht man etwa wie folgt ein. Es gilt:

¢ —

(v, w) = (w,v) = "qp,(w)Aigs, (v).

Also ist (v, w) = 0 fiir alle w € V genau dann wenn A;qp,(v) = 0 ist, d. h. wenn ¢g, (v) €
KerA; = Eig(A;,0) ist. Diese Darstellung zeigt aber auch, dafl

VO =10 = VO,
Ferner gilt nach Korollar (1.9.28):
V=Vt1v LV

und damit

k1 + [, = Rang Ay = Rang Ay = ko + s,
bzw.

ki + 1+ dim V° = dim V.

Es gilt ferner:

0£veV = (v,0) >0
0#£veV, = (v,v) <O0.

Dies zeigt man wie folgt. Es sei vgi), e ,v,(c? eine ONBasis von V. bestehend aus Eigen-

vektoren von A;. Dann ist die Einschriinkung von (, ) auf V;* beziiglich dieser Basis durch
eine Matrix

Al
;AL LA, >0

gegeben, wobei die \; die positiven Eigenwerte von A; sind. Damit gilt:

ki
0£veV? :>v:Z:E§l)v§l) = (v,v) =

j=1 j=1



Damit folgt
v,rn (v Lv0) = {0}
und daher gilt
ka + 1+ dim V? < dim V.
Wegen
ki +1 +dimV°? =dimV
erhalten wir ko < kq. Analog zeigt man k; < ky. Damit gilt ky = ko, also auch [, = 15. O

Korollar 10.2
Sei A € Mat(n; K) hermitesch (symmetrisch). Sei S € GL(n; K). Dann haben A und

*SAS dieselbe Anzahl von positiven bzw. negativen Eigenwerten sowie denselben Rang.

Bemerkung. Sei (V,(,)) gegeben. Dann hat man eine (nicht notwendig eindeutig be-
stimmte) Zerlegung
V=vVt1lv- LV®
mit
0£veVt= (vv) >
0#veV™ = (v,v) <
)
)

Vi={veV; (v,w —OfurallewEV}

VY heiBt der Ausartungsraum (oder Nullraum) der Form (, ).

Definition.

(i) Der Index der Form (,) ist die Anzahl der (mit Vielfachheit gezéhlten) positiven
Eigenwerte einer (und damit jeder) darstellenden Matrix von (, ).

(ii) Der Rang von (, ) ist der Rang einer (und damit jeder) darstellenden Matrix.
(iii) Die Signatur von (, ) ist die Differenz zwischen der Anzahl der positiven und der

Anzahl der negativen Eigenwerte einer (und damit jeder) darstellenden Matrix.
Bemerkung. Fiir eine Zerlegung

V=vtiLv LV
gilt also

Index = dimVT,
Rang = dimV*'t +dimV ™,
Signatur = dim V't —dimV~.
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Satz 10.3
Es gibt eine Basis B beziiglich der (, ) dargestellt wird durch

wobei k der Index der Form (, ) ist, und [ = Index — Signatur ist.

Beweis. Es gibt zunéchst eine Basis
B = (wy,...,w,)

beziiglich der die darstellende Matrix wie folgt lautet:

A1

.)\k

Akt+1 . >0 furlﬁk‘
. , A ist
<0 firk<i<k+lL

Ak+1

Wir setzen

L_w; 1<i<k+1
Dannist fir 1 <i: <k +1:
1 1 1<i<k
(Vi,v) = — A\ = * _Z._
| Al -1 k<i<k+l1.

Also konnen wir

wahlen um das Gewiinschte zu erreichen.



Folgerung 10.4
(i) Ist A eine symmetrische (hermitesche) Matrix, so gibt es ein S € GL(n, K) mit

1

'SAS =

(ii) Die hermiteschen Sesquilinearformen (symmetrischen Bilinearformen) werden durch
Index und Signatur klassifiziert.

Das Hurwitz-Kriterium

Es sei A =4 € Mat(n; K) eine symmetrische (hermitesche) Matrix.

Definition. Die Matrix A heifit positiv definit, falls die zugehorige Form (, )4 positiv
definit ist, d. h.

(r,2) 4 ="TAx > 0 fiir x # 0.

A heilt negativ definit wenn — A positiv definit ist.
Schreibweise. Ist A positiv definit, so schreibt man A > 0.

Es ist wichtig, ein Kriterium dafiir zu haben, dafl eine Matrix positiv definit ist.

Satz 10.5
A ist genau dann positiv definit wenn alle Eigenwerte positiv sind.

Beweis. Die Eigenschaft positiv definit zu sein, hiangt nur von der Form (, )4 ab, nicht
von der gewéhlten Basis. Nach Basiswechsel gilt:

1
0 }k
1

'SAS =

)

Diese Form ist genau dann positiv definit, wenn k = n ist. O
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Sei nun K = R und A =*A. Wir schreiben

ainf ... alkl... A1p
A= ary ... Qg |
an1 Qnn

und definieren

Ay, = (i) 1<ij<k

Satz 10.6 (Hurwitz-Kriterium)
Es sei A € Mat(n; R) eine reelle symmetrische Matrix. Dann sind dquivalent:

(i) A ist positiv definit.
(ii) det Ay >0 fir 1 <k <n.
Beweis. (i)=-(ii): Wir zeigen zunéchst
det A = det A,, > 0.
Da A positiv definit ist, gibt es ein .S € GL(n;R) mit

1
'SAS =

Also folgt

1 = det(*SAS) = det A(det S)?
und damit

det A > 0.
Um nun det Ax > 0 fiir 1 < k < n zu zeigen, betrachten wir
RF={r € R™ 24y =... =2, =0} CR™
Die Form (, ) induziert durch Einschrankung eine Form
(Vi :RFXRF — R

mit darstellender Matrix Ay. Da auch (, ); positiv definit ist, folgt

det Ay >0  (1<k<n).
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(ii)=(1): Wir machen Induktion nach n.
n=1: Klar.

n—1++ n: A,_; ist nach Induktionsvoraussetzung positiv definit. Also gibt es ein
S" € GL(n — 1;R) mit

1
tS'A, 15 = =F,_.
1
Sei
Es ist
0 a1n 0
ts’ A, _ : S’
t _ n—1
SAS = 0 Gnin 0
0---0]1 A Ut | Qo 0---0]1
1 by
- I
bl . bn—l ‘ bn
wobei b; = a;,,. Dann gilt
(%) det B = (det S)*det A > 0.

Es geniigt zu zeigen, dafl B positiv definit ist. Wir setzen

1 —by
1] —b, € GL(n; R).
0---0 ‘ 1
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Dann ist

'TBT

Nun ist

Also ist

Damit ist C' positiv definit und damit auch B und A.

1 0 1 by 1 —by
—by - — by |1 by by1| by 0---0| 1

1 0 1 0

1 1 0
by - —byq |1 by -+ byy | by — 03— .. =D,
1 0
1 0 =:C.
0--0 |[by—b—...—0,

det C = (det T')* det B = det B (*>) 0.

by — b3 — ... — b2,

Diagonalisierung symmetrischer Matrizen

Wir hatten bereits frither die Elementarmatrizen

1

Fi(a) = | a

wobei a an der Stelle (k, k) steht und

11

> 0.

— k
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betrachtet. Multipliziert man eine Matrix A mit Fj(«) von links (rechts), so bedeutet dies
Multiplikation der k-ten Zeile (Spalte) mit . Die Multiplikation von A mit Fj; von links
(rechts) bedeutet die Addition der [-ten Zeile von A zur k-ten Zeile (der k-ten Spalte von
A zur [-ten Spalte). Es gilt

tFk(Oé) = Fk(@)> tFkl = Fij.

Satz 10.7
Es sei A € Mat(n;R) eine reelle symmetrische Matrix. Dann gibt es Elementarmatrizen
Ci,...,C,, so daf

C,--CLA'Cy..."Cy = D,

wobei D eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

1. Fall a;; # 0. Man addiere das —aklal_ll—fache der ersten Zeile zur k-ten Zeile und
ebenso das —ajza;; = —apiaj]-fache der ersten Spalte zur k-ten Spalte, wobei k =
2,...,n. Dies entspricht endlich vielen Zeilen- und Spaltenumformungen. Sind C', ... ,Cy
die zu den Zeilenumformungen gehorigen Elementarmatrizen, so gilt

10 ... 0
t t 0
Cy...CHA'Cy..."Cn = : o
0
wobei A’ = *A" eine symmetrische (n — 1) x (n — 1) Matrix ist. Man kann dann die
Induktionsvoraussetzung auf A’ anwenden.

2. Fall a;; = 0, aber az, # 0 fiir ein £ > 2. Die Matrix C' sei ein Produkt von Ele-
mentarmatrizen, das dem Vertauschen der ersten und der k-ten Zeile entspricht. Dann ist
A" = CA'C eine symmetrische Matrix mit aj; # 0 und wir sind im 1. Fall.

3. Fall ay, = 0 fiir alle k. Ist A = 0, so ist nichts zu zeigen. Ansonsten gibt es einen
Eintrag a;; = a;; # 0. Die Elementarmatrix C' entspreche der Addition der j-ten Zeile zur
i-ten Zeile. Fiir A’ = CA'C gilt dann a; = 2a;; # 0 und wir sind im zweiten Fall. O

Bemerkung. Dieses Verfahren kann man fiir alle symmetrischen Matrizen A € Mat(n; K)
anwenden, so lange die Charakteristik des Korpers ungleich 2 ist, d.h. 1+ 1 # 0.

Aus diesem Satz kann man aucheinen Algorithmus zur Diagonalisierung ableiten. Man
schreibe die Matrix A und die Einheitsmatrix £ = E,, iibereinander. Dann fithre man A
durch das ebene beschriebene Verfahren in eine Diagonalmatrix D iiber. Auf E wende
man nur die entsprechenden Spaltenumformungen an. Dies ergibt

(&)~ (e ")
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§11 Eigenwerttheorie 11

Wir hatten bereits frither den Polynomring in einer Variablen {iber einem Koérper K
betrachtet:

K[I] - Abb[Nu K] - {P, P = anxn +an—1«rn_1 +---+ag; a, € K}

Definition. Eine Funktion f : K — K heifit eine Polynomfunktion, falls es ein Polynom
P € K|[z] gibt mit f(a) = P(a) fiir alle a € K.
Definiert man

Pol(K) :={f; f: K — K ist Polynomfunktion},

so hat man eine surjektive Abbildung von K-Vektorrdumen:
K[z] — Pol(K).

Satz 11.1
Hat K unendlich viele Elemente, so ist die obige Abbildung ein Isomorphismus.

Bemerkungen.

(i) Fir K = R folgt dies z. B. daraus, daf fiir jedes nicht-konstante Polynom P # const.
gilt: lim, o, P(z) = £o0.

(ii) Im folgenden werden wir meist annehmen, da§ K unendlich viele Elemente besitzt
und dann nicht mehr zwischen Polynomen und Polynomfunktionen unterscheiden.

(iii) Falls K endlich ist, ist die Aussage von Satz (11.1) stets falsch. Z. B. ist fiir K = F
das Polynom P(x) = 2> + z # 0, als Funktion ist jedoch f(z) = z(z + 1) = 0.

Lemma 11.2 (Vandermonde-Determinante)
Fir aq,... ,a, € K gilt:

1 a @ - a?
det | : = T (@-a.
1 a, ai .. @Z_l 1<i<j<n
Beweis. Sei
1 a ap!
A = det :
1 a, a1
Induktion nach n:
n =1 Klar.
n—1+—n: Wir formen um: Fiir k =n,n—1,...,3,2 subtrahiere man das a;-fache der

(k — 1)-ten Spalte von der k-ten Spalte:
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1 o ar=? alt 1 ay - ay? 0
1 as ab™? ay! 1 oay - ab? a¥ % (ay —ay)
. ~ .
1 a, an=? gt 1 a, a2 a"*(a, — ay)
1 0 0
n—
1 ag—ay -+ (ag—ay)ay
e
-2
1 a,—a; -+ (a,—ap)a"

Also erhalt man

as — a; (ag — ay)al™
Alay, ... ,a,) = det
a, — a (a, —ay)a™2
1 ay~?
= (a2 —a1)---(an — a1)det :
1 &n—Q
= H (ai — al)A(aQ, N ,an_g)
1<i<n
() B
= J[@-a) J] (@—-a)= ][] (a—a)
1<i<n 2<i<i<n 1<i<j<n

OJ

Beweis von Satz (11.1). Die Abbildung ist natiirlich surjektiv. Es bleibt zu zeigen,
dafl die Funktionen {1,z,z?%, ...} in dem Vektorraum Abb(K, K) linear unabhingig sind.

Ansonsten gibt es aq, ... ,a, (nicht alle zugleich 0) mit

P(z) =ao+ a1z +---+a,2" =0 (als Funktion).
Es seien zy,... ,x,.1 € K verschieden. Dann gilt
(L) P(z;))=ao+aizi+---+azl =0. (i=1,...,n+1)

Man fasse dies als Gleichungssystem in den Koeffizienten a; auf. Die Koeffizientenmatrix
ist
1 :L‘l DY 1‘1
A=
L N
Also ist
det A = A(xy,... ,Tpy1) = H (xj — ;) # 0.

1<i<j<n+1
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Damit ist das quadratische homogene Gleichungssystem L eindeutig l6sbar, und es gilt:
ay=---=a, = 0.

OJ
Fiir den Rest des Paragraphen gelte: #K = oc.

Jedes Polynom P # 0 (bzw. falls # K = oo auch jede Polynomfunktion) besitzt also eine
eindeutige Darstellung

P(x)=ay+ -+ ay,z” mita, #0.
Definition.
(i) n heiit der Grad von P (n = deg P).

(ii) P heifit normiert, falls a,, = 1.
(iii) deg(0) := —o0.

Bemerkung. deg(P)=0< P =ag #0.

Es seien

P(x) = ap+ -+ ayz" € K[z]
Q(xr) = bo+ -+ bpa™ € Klxl.

Dann gilt fiir die zugehorigen Funktionen

P(z)-Q(z) =co+ + crpma™™

Cp — Z aibj.

it+j=k

mit

Insbesondere ist
co = apby,  Cpnim = apbp,.

Man definiert also auch fiir die Polynome
(P ’ Q)(QT) =co+ -+ Cn+m$n+m

und nennt dies das Produkt von P und Q.

Bemerkung.
deg(P - Q) = deg P + deg @) (Gradformel).

Bemerkung. Mit dieser Multiplikation wird K[z] zu einem kommutativen Ring mit
Einselement (Polynomring), bzw. zu einer K-Algebra.
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Definition. Es sei V ein K-Vektorraum versehen mit einer Multiplikation
VxV — V,
(z,y) — z-y.
Dann heifit V' eine Algebra iiber K (K-Algebra), falls gilt
(ax+By) -z = az-2)+6(y-2)
ZE(Oéy—}—ﬁZ) = Oé(f]fy)—l—ﬁ(l'Z) (f,y,ZGV; a7ﬂEK)

Die Algebra heifit assoziativ, falls stets
r-(y-2)=(@-y -2z (©yzeV)
und kommutativ, falls stets
ToyY=1y-T. (x,y €V)
Man sagt V' hat ein Einselement, falls es ein Element 1 € V' gibt mit

lrz=z-1==x (xeV).

Beispiele.
(1) Der Polynomring Klz| ist eine assoziative, kommutative K-Algebra mit Einsele-
ment.

(2) Der Vektorraum Mat(n; K) der (n x n)-Matrizen ist zusammen mit der Matrizen-
multiplikation eine assoziative K-Algebra mit Einselement F, die sogenannte Matrizenal-
gebra. Fiir n > 2 ist diese Algebra nicht kommutativ.

Homomorphismen zwischen K-Algebren werden in der iiblichen Weise definiert.

Satz 11.3 (Division mit Rest)
Es seien 0 # P, @ € K|z]|. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢, r mit

() P=Qq+r,
(i) degr < deg@.

Beweis. FEindeutigkeit: Es sei

Qq+r=Q¢ +r" (degr,degr’ < degQ).

Also gilt
Qa—q)=r"—r
1. Fall. q=¢ =r=7".
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2. Fall: q # ¢'. Dann ist

deg(r' —r) = degQ + deg(q — ¢') > deg Q.
———— —_——
<deg Q >0

Dies ist ein Widerspruch.

FExistenz: Wir betrachten
M := {deg(P — Qp); p € K[z]}.

Die Menge M besitzt ein Minimum in NU {—oo}. Es sei ¢ € K|[z] so, daf§

(%) deg(P — Qq) < deg(P — Qp) fur alle p € K|[x].
Es sei ferner

ri=P-Qq
d.h.

P=Qq+r.

Es geniigt zu zeigen, dafl degr < deg Q.
Annahme: degr > deg Q.
Dann haben wir

Q = bo+bix+ - +bpx™ (by #0)
r o= co+cxt -+t (e #0,k>m).

Es sei .
pi=q+ b—kxk_m € K|zl
Dann ist . .
P— —p— o _]fk—m: o _kk—m.
Qp Qq—CQ T r—Q T
Es ist also .
P—Qp=cua" — bmb—kxk +Terme niedrigerer Ordnung.
=0
Daher gilt
deg(P — Qp) < k = degr = deg(P — Qq).
Dies steht im Widerspruch zur Wahl von q. 0

Aus dem eben gegebenen Beweis kann ein Algorithmus fiir die Polynomdivision abgeleitet
werden, der hier kurz an einem Beispiel beschrieben werden soll.
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Beispiel. Gegeben seien
Px)=a*+42> —2+3, Qz)=2"+x+1.
Man erhéilt
(2 +4a? —x+3): (P +r+1) =2 —z+4(=qx))
ot 4+ 23+ 2?

— 34322 —2x +3
3 2

—x° — x*—x
422 +3
4% + 4z + 4

—4z — 1(=r(x))

Damit ergibt sich

(z*+ 42—z +3)=(@* +2+1)(2° —o +4) + (—42 - 1).

Definition. Ist 0 # P € K[z] und A € K, so dal P(\) = 0 gilt, so heiit A eine Nullstelle
von P.

Korollar 11.4
Es sei 0 # P € Klz|] und A eine Nullstelle von P. Dann gibt es genau ein Polynom
Q € K[z| mit

P=Q(x—\).

Es ist deg @) = deg P — 1.
Beweis. Der Divisionssatz (11.3) angewandt auf P und (z — \) gibt

P=(xz-XNQ+r
mit

degr < deg(x — \) = 1.

Also ist r = const. Da

0= P(\) =r(}N),
folgt » = 0. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus dem Divisionssatz. O
Korollar 11.5

Es sei P # 0. Dann ist die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von P hochstens gleich
deg P.
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Beweis. Es sei k = deg P. Gébe es verschiedene Nullstellen, Ay, ..., Ay i1, so wire
P=(@x—X\) - (x—M)Q
mit deg @) = 0. Nun ist

P(Xet1) = Mer1 = A1) -+ Qi — M) @A),

~~

#0 #0

also ist Q(Ag+1) = 0. D.h. Q@ =0, also P = 0. O

Satz 11.6
Jedes Polynom 0 # P € K|z| besitzt eine Darstellung

P=(x—=X\)" - (x—=X)"-Q

wobei die Ay, ..., A\, paarweise verschieden sind, und ¢ ein Polynom ohne Nullstellen ist.
Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis. Die Existenz der Darstellung folgt aus obigem.

FEindeutigkeit:
(i) Die \; sind genau die Nullstellen von P, liegen also eindeutig fest.

(ii) Die Eindeutigkeit der m; folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 11.7
Es seien P, @ € K|[z] Polynome mit P(X\) # 0 # Q(\). Falls

(x = A)"P(x) = (z = \)"Q(x)
fiir alle x € K, so ist m = n.
Beweis. Es sei m > n. Dann gilt
(x —=AN)""P(x) —Q(x) =0 (fur z # \).
Da K unendlich viele Elemente enthilt, gilt fiir die Polynome
(xt=AN)""T"P—-Q=0.

Falls m > n, wire Q(\) = 0, ein Widerspruch. O
Beweis von Satz (11.6) (Fortsetzung).
(iii): Eindeutigkeit von Q:

Es sei
(JJ — /\1)m1 .. (g; — /\T)mrQ _ (.T B Al)ml L (.T N )\r)mTQ/-
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Fiir alle © # Ay, ... , A, gilt
Q(z) = Q'(x).
Also hat Q — @' unendlich viele Nulstellen, und es folgt Q = Q'. O

Definition. Man sagt das Polynom 0 # P € K|[z] zerfillt iber K, falls es eine Darstel-
lung
P(z)=a(x —X\)™ - (x = \)™ (a €K)
gibt.
Bemerkungen.
(i) a ist der Koeffizient von z".
(ii) Diese Darstellung ist (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutig.

(iii) Es gibt viele Polynome, die nicht zerfallen, z. B.
P(z) =1+ 2% € R[z].

Aber
P(zx) = (x —i)(x +1i) € Clz].

Satz 11.8 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nicht-konstante Polynom P € C[z] besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Siehe die Vorlesungen Algebra I, Funktionentheorie 1.

Korollar 11.9
Jedes Polynom P € Clx] zerfallt.

Ideale in K|[x]

Definition. Eine Teilmenge I eines Ringes R heif3t ein Ideal, falls gilt:
(I1) I C R ist additive Untergruppe.
(Il) FarPeI,Qe Regilt Q-Pel (dh. R-1CI).

Beispiel. [:=(P,... ,P,)={Q1P+ -+ Q,P,; Q; € R}.
Definition. I = (Py,..., P,) heifit das von P, ..., P, erzeugte Ideal.
Definition. [ heifit Hauptideal, falls es von einem Element erzeugt wird, d.h. I = (P)

fiir ein P € R.

Satz 11.10
(i) K]Jz] ist ein Hauptidealring, d.h. jedes Ideal ist Hauptideal.

(ii) Zu jedem Ideal I # {0} in KJz] gibt es genau ein normiertes Polynom P mit
I=(P).
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Beweis. (i): Essei I # {0} (sonst ist / = (0)). Dann ist
M ={degP; 0#£ P eI} #0.

Es sei m := Min M und P € [ mit deg P = m.

Behauptung. [ = (P) = K[z]- P. Esist K[z]- P C I nach (I2). Es bleibt zu zeigen,
daB I C K[x]- P.

Es sei ) € I beliebig. Dann gibt es eine Darstellung
Q=qP+r, degr < deg P.
Ist 7 =0, so ist @ € (P). Ist r # 0, so folgt mit (I1) und (12)
r=Q—qP el

Wegen
0<degr <degP =m

ist dies ein Widerspruch zur Wahl von P.

(ii): Mit P liegt auch aP in I. Also kann man P normiert annehmen. Sei

1= (P)=(P)
mit P, P’ normiert. Dann gilt

P'=Q'P, P=QP
fiir geeignete @, Q" € Klz]. Also
(%) P=QQ'P.
Daraus folgt
(54) P(1-QQ) = 0.
Nach dem Gradsatz folgt aus (%)
deg QQ' =0, also QQ’ =1 nach (xx).

Wieder nach dem Gradsatz sind @), Q" konstant. Da P, P’ normiert sind, folgt Q = Q' =1,
d.h. P=P. U
Definition.

(i) Zwei Polynome P, P" € K[z]; 0 # P, P’ heiflen teilerfremd, falls aus P = QR,
P’ = Q'R folgt R = const.
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(ii) Man sagt, ein Polynom P € K|[z] teilt ein Polynom @ € K|[z] (Schreibweise P|Q),
falls es ein Polynom R € K|[z] gibt, mit Q = P - R.

Korollar 11.11
P, P’ seien teilerfremd. Dann gibt es Q, Q' € K|x] mit PQ + P'Q' = 1.

Beweis. Die Menge
I= (P.P) = {QP + Q' Q.Q' € K[u])
ist ein Ideal. Also gibt es ein normiertes Polynom R € K[x] mit
I = (R).

Damit gilt

P=QR, P =QR
fiir geeignete @, Q' € K[z]. Da P, P’ teilerfremd sind, ist R = const. Aus der Normierung
von R folgt R =1. Alsoist 1 € I, d.h. es gibt Q,Q’ € K[z] mit

QP+ QP =1.

Nilpotente Matrizen

Definition. Eine Matrix A € Mat(n; K) heifit nilpotent, falls es ein m € N mit A™ = 0
gibt.

Bemerkung. A nilpotent = A ¢ GL(n, K).

Definition.
(i) A heifit obere Dreiecksmatrix, falls fir A = (a;;) gilt oy; = 0 fir ¢ > 5.
(ii) A heifit echte obere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fiir i > j.

Bemerkung. Obere (bzw. echte obere) Dreiecksmatrizen haben also die Gestalt

A= 0 : ,  bzw
: : *
0 0 = 0 0

Lemma 11.12
(i) A sei nilpotent und B ~ A. Dann ist auch B nilpotent.

(ii) Ist A nilpotent, so ist 0 Eigenwert, und es gibt keine weiteren Eigenwerte.
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Beweis. (i): B =W 1AW. Sei A™ = 0. Es ist
B" = (W TAW)WTAW) .. (WTAW) = W TA™W = 0.
(ii): Ist A nilpotent, so ist A € GL(n, K). Also ist 0 Eigenwert von A. Sei A # 0 ein
weiterer Kigenwert mit Eigenwert v # 0. Dann gilt
Av = v (v#0)
= A"v = \"v # 0 fiir alle m
= A" # 0 stets.

Satz 11.13
Es sind dquivalent fiir A € Mat(n; K):

(i) A ist nilpotent.

(ii) A ist dhnlich zu einer echten oberen Dreiecksmatrix. In diesem Fall ist A” = 0 und
xa(z) =™
Beweis. (i)=-(ii): Induktion nach n:
n=1:A=(0).

n — 1 — n: Ist A nilpotent, dann ist 0 ein Eigenwert von A, und es gibt einen Vektor
0#ve Ker A= Eig(A,0). Ergidnzt man v zu einer Basis von K™, so folgt, dafl

0 *---%
. o /
A LB = A
0
Es ist
0 %---%
A" = EBm =0.
0

Also ist mit A auch B nilpotent. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es

W e GL(n—-1,K)

W 'BW =B =

Setze
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Dann ist

O’ * 0’ *
~ ~ 0 0
1AW = = *
W—AW f W-1BW :
0 0

Damit ist auch A zu einer echten oberen Dreiecksmatrix ahnlich.

(ii)=-(i):
A~ A" = (aj;) mit aj; = 0 fiir i > 5.
Nach Lemma (11.12) geniigt (A")™ = 0 zu zeigen.

s (o i () oy e
Behauptung. (A')° = (o/;;’) mit /3 =0 fiir i > j+1—s.

Induktion nach s:

s =1: Dies ist die Voraussetzung, da} A" echte obere Dreiecksmatrix ist.

s—1+s:
= 3 el
k=1
Sei
(1) i>j4+1—s.
Dann ist
E>G+1)—(s—1) = a’,(é*l) = 0 nach Induktionsvoraussetzung
oder
) 1 ,
E<(+1)—s<i=ay=0.
Also gilt
0/2(;) =0
Sei nun
0 *
A ~ K . = A/,
0 9

Dann ist (A’)” = 0 also nach Lemma (11.12) auch A™ = 0. Ferner gilt, da A ~ A"

l‘ o .. o .. %

0o . :
xa(z) = xar(x) = det | - ‘ ‘ | ="
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Korollar 11.14
Ist A nilpotent, so ist Spur A = 0.

Beweis. Es ist
xa(z) = 2™ — Spur Az"* +

Da xa(x) = 2™ gilt, folgt Spur A = 0. O
Definition.
(i) Fiir A, B € Mat(n; K) heifit
[A,B] .= AB— BA

der Kommutator von A und B.
(ii) A, B heilen vertauschbar, falls [A, B] =0, d.h. falls AB = BA.

Satz 11.15
Es sei [A, B] = 0. Dann gilt

(i) (A+B)" =30 (A B
(ii) Ist B nilpotent, so ist auch AB nilpotent.
(iii) Sind A, B nilpotent, so ist auch A 4+ B nilpotent.

Beweis. (i): Dies beweist man wie beim binomischen Lehrsatz.
(ii): (AB)™ = (AB)---(AB) = A™B™ =0, falls B™ = 0.
(iii): A™ =0, B’ = 0. Sei k := m + p.

| |

(A+ B)*

3 (s

k
=0

Es gibt zwei Falle:
l<m=k—Il>k—m=(m+p) —m=p= B1=0,

[ >m= A =0. O

Satz 11.16
Seien A, N € Mat(n; K). Es sei N nilpotent und [A, N] = 0. Dann gilt

XA = XA+N-

Insbesondere ist det(A) = det(A + N).

Beweis. Die letzte Behauptung folgt aus der Gleichheit der charakteristischen Polynome,
da fiir jede Matrix B € Mat(N; K) gilt:

det B = (—1)"x5(0).
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Wir betrachten nun
det(vE — A) = xa(x) = 2" — Spur Az" ' +
Da K unendlich viele Elemente enthélt, gibt es x mit
det(zE — A) # 0.
Es sei
(%) M = (zE — A)"'N.

(i) M ist nilpotent: Da N nilpotent ist, geniigt es nach Satz (?7) (ii), zu zeigen dafl
[(zE — A)~!',N] = 0. Es ist

(¢E — AN = 2EN — AN V2=

eNE — NA= N(zE — A).
Multiplikation mit (zFE — A)~! von beiden Seiten ergibt
N@zE—-A) "t =@E—-A)™

d. h.
[(xE — A)~', N] =0.

(ii) det(E— M) =1: Da M nilpotent ist, gibt es ein W € GL(n, K) mit
W=MW = echte obere Dreiecksmatrix.
Also

det(E — M) = det(W YE — M)W)
= det(E—W'MW)

(iii) Beweis der Aussage: Es sei zunéchst x € K mit x4(z) # 0. Dann gilt

Xain(@) = det(zE —(A+N))

(zE —A)— (zE— A)M)
= det((zF — A)(F — M))

(

= det(zF — A) = xa(z)

Da K unendlich viele Elemente hat, folgt x4:n = xa4.
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Idempotente Matrizen

Definition. A € Mat(n; k) heiit idempotent, falls A*> = A.

Lemma 11.17
Die Matrix A sei idempotent. Dann ist

K" =Im A& Ker A.

Die beiden einzig moglichen Eigenwerte sind 0, 1.

Beweis. Nach der Dimensionsformel gilt
dim Im A + dim Ker A = n.
Also geniigt es zu zeigen, dafl
ImA+KerA=K".
Es sei z € K". Wir setzen
r1:=Ar€elmA; v =2 — 11 =2 — Ax.
Dann ist
Axg = Az — A%z = Az — Az =0
also ist xg € Ker A und
T =11+ xg.

Wir haben also fiir jedes © € K" eine eindeutige Darstellung x = x; + xg mit zg, x; wie
oben beschrieben. Dann ist

Az = A(zg + 1) = x4,
also ist

ZEOZO, A=1

Arx = \z &
$1:0, A=0.

O

Die geometrische Deutung der zu einer idempotenten Matrix gehorigen Abbildung h 4 :
K" — K",z +— Ax ist, daf} es eine Projektion auf den Unterraum Im A ist.

Satz 11.18
Es sei 0 # A € Mat(n; K) und r = Rang A > 0. Dann sind dquivalent:
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(i) A ist idempotent.

(r)
(i) A~ < E7 0 ) (wobei E die Einheitsmatrix der Gréfle r bezeichnet).

0 |0
In diesem Fall ist x4(z) = (z — 1)"2™ " und Spur A =r - 1.
(r)
Bemerkung. Beziiglich der Basis, die zur Matrix ( EO 8 ) gehort, ist der zugehorige

Endomorphismus K™ — K™ gegeben durch

(T1,...yxy) — (x1,...,2.,0,...,0).

KeI‘ A A I{n

ImA

Zo

Y

Abb. 1: Projektion auf den Unter-
raum Im A

Bemerkung. r-1=14---+4+1.
——

r-mal.

Beweis. (ii)=-(i): Es ist

(r)
A=W ( ET 10 ) W (mit W € GL(n, K)).

0 |0
Also
A2 = Wt E(T)i ww-1t BT |0 W
- 0 |0 0 |0
EM |0
_ -1 _
= W ( 0 O)W A.

(i)=(ii): Wir wéhlen Basen

bl,...,b,« € ImA
bry1,...,b, € KerA.

Dann ist by, ... ,b, Basis von K". Es gilt

Ab; =0 firi=r+1,...,n,
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also sind b, .1, ... ,b, Eigenvektoren zum Eigenwert 0. Fiir by,... ,b,. € Im A gilt:
b= AV, (M € K™).
Also
Ab; = A%, = AV, =b;.  (i=1,...,7).

D.h. by,...,b, sind Eigenvektoren zum Eigenwert 1. Nach Satz (1.8.1) ist A diagonali-
sierbar, und es gilt

wobei die Anzahl der Eintréige 1 gleich r ist.
Es gelte nun (i), (ii). Dann ist

Also folgt

xa(r) = det(zE — B) =

= (x—1)"2"".
Daraus folgt

Spur A = Spur B =1r- 1.

Korollar 11.19
A sei idempotent vom Rang r. Dann gilt

det(E —zA)=(1—a)".
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Beweis. Nach Satz (11.18) gibt es W € GL(n, K) mit

g [ ET]O
WAW_(O o)

Also ist
det(E — 2A) = det(W HE —2zA)W)

(r)
= det(E—a:( EO 8 ))

1—=z

= det =(1—2).

Zerfallende Matrizen

Definition. Man sagt, eine Matrix A € Mat(n; K) zerfillt, falls das charakteristische
Polynom von A zerfillt, d. h.
Xal®) = (2 = W)™ (=A™

(In einer solchen Darstellung nehmen wir stets an, dal Aq,...\, paarweise verschieden
sind.)
Bemerkung. Die ); sind genau die Eigenwerte von A.
Definition. Die m; heiflen die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte ;.
Beispiele.

(1) Alle Matrizen A € Mat(n; C) zerfallen wegen des Fundamentalsatzes der Algebra.

(2) Ist A nilpotent so zerfallt A, da ya(z) = ™.

(3) Ist A idempotent, so zerfillt A, da xa(z) = (z —1)"2"".

Definition. Eine verallgemeinerte Jordanmatrix (Jordanblock) zum Eigenwert A € K
ist eine Matrix der Form

J=AE+ N
wobei N echte obere Dreiecksmatrix ist. Damit hat J folgende Gestalt:
A

*

J:
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Definition. Die Jordanmatrix (der GroBe n) zum Eigenwert A ist die Matrix

A1 0 - 0
0
J=1": 0
: 1
0 0 A

n

Bemerkung. In jedem Fall gilt y;(z) = (x — \)™.

Satz 11.20 (Struktursatz, 1. Form der Jordanschen Normalform)
Es sei A eine zerfallende Matrix mit

xa(®) = (2 — A\)™ - (3 — )™,

wobei A1, ..., \; paarweise verschieden sind. Dann ist A dhnlich zu einer Blockmatrix

wobei A; € Mat(m;; K) verallgemeinerte Jordanmatrizen zum Eigenwert \; sind.

Bemerkung. Wir werden spiter eine Normalform herleiten wobei nur noch (echte)
Jordanmatrizen vorkommen.

Korollar 11.21
Fir A € Mat(n; K) sind dquivalent

(i) A zerfillt.

(ii) A ist zu einer oberen Dreiecksmatrix dhnlich.

Beweis. (ii)=(i):

Dann ist
l'—)\l
Xa = xa = det =(@=X)(x =)

(i)=(ii): Aus dem Struktursatz. O
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Korollar 11.22
Sei A € Mat(n; K). Falls A zerféllt, ist Spur A gleich der Summe der Eigenwerte (mit
Vielfachheit).

Beweis. A zerfalle. Dann gilt nach dem Struktursatz (11.20)

A

*

A1

A~ A =

Ak

Ak

Hieraus folgt dann
Spur A = Spur A" = m A\ + -+ - + mp .

O

Korollar 11.23
Zerfallt A € Mat(n; K) in n verschiedene Linearformen (d. h. hat A genau n verschiedene
Eigenwerte), so ist A diagonalisierbar.

Beweis. Sofort aus dem Struktursatz (11.20). O

Bevor wir den Struktursatz beweisen konnen, benotigen wir das

Lemma 11.24
Esseien M € Mat(p; K); N € Mat(q; K) nilpotente Matrizen. Ferner sei C' € Mat(p, ¢; K).
Dann gibt es genau ein X € Mat(p, ¢; K) mit

(+) X=MX—-XN+C.

Beweis. Wir betrachten (x) als lineares Gleichungssystem. Die Unbekannten sind x;;.

#Gleichungen = pq
#Unbekannten = pq.

Also ist () genau dann eindeutig 16sbar, wenn das zugehorige homogene Gleichungssystem
(k) X=MX—-XN

nur X = 0 als Losung hat.
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Behauptung. X sei Losung von (kx). Dann gilt fiir alle s € N:

(5 % %) X = ;(—1)“ (j) M*7XN°.

Daraus folgt das Lemma: Da M, N nilpotent gibt es m,n € N mit M"™ =0 und N" = 0.
Sei s=m+n.Ist s=(s—0)+0,s0ist (s —0c) >m oder o > n. Also folgt X = 0.
Beweis der Behauptung. Wir machen Induktion nach s.

s=1: Fiir s =11ist (% x %) gerade die Gleichung ().

s+ s+ 1: Nach Induktionsvoraussetzung gilt

X = i(—na (2) M*"XN°.

Da X (k) erfiillt:

(%)

X = MX-XN
(Il/) . of S (s+1)—0c o - of S s—o o+1
= -1 M XN — -1 M XN
> (2 > (2

()Y
- %(—1)“ (S N 1) M=o x N7,

o
o=0

Beweis des Struktursatzes (11.20) Wir machen nun Induktion nach n.
n=1 A= (\). Trivial.

n—1+—mn: Essei A gegeben mit

(%) Xa(@) = (@ = A)™ - (= Ap)™.

Nach Satz (1.8.5) gilt:

Es ist
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Wegen (x) folgt
xB(1) = (2 = A)™ Hx — X)) - (T — M)

(Dies gilt zunéchst fiir x # \;, da #K = oo, aber dann fir alle z und damit fiir die
Polynome.) Also zerfillt auch B. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

B~ _ = B
Ay
wobel

AT = )\1Em171 + N1 € Mat(m1 — 1, K)

verallgemeinerte Jordanblocke sind. (Falls m; = n gilt, ist man an dieser Stelle fertig.)

Behauptung.
)\1 * *
0
A~y p
0
Denn: Es sei W' € GL(n — 1, K) mit
W' 'BW' = B
Dann definiere man
1 0---0
W= O W € GL(n, K)
0
Dann gilt
1 0---0
1 0
YEELE
0
und wir erhalten
A RERE A1 % *
—1 / _ 0 _ 0
W A W - (WI>71.BW, B/
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Also hat man bisher gefunden

A Oy o e O Yy
0 AQ 0 cee 0 }m2
A .
0
0 0 A Fmy,
mi m2 my

wobel

verallgemeinerte Jordanblocke sind, sowie

Wir miissen nun die Késtchen C; wegtransformieren. Dazu wéhlen wir den Ansatz:

Epn, Wy oo o W,
0 En 0 - 0
0
0 0 E,,
mit
W; € Mat(my, m;; K)
Behauptung.
By —Wo ~Wj
0 E, 0 0
W=
0
0 0 En,
Denn: Es gilt
Em1 _WQ _Wk Em1 WZ
0O E, O 0 0 E, O
0
0 0 B, 0

k)

k).

35
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Also hat man

Es sei

Es gilt

Damit ist

En, Wy—W, Wy, — W
0 Ern, 0 0
= — g
0
Epn, Wy oo oo =W, A Cy v e O
0 FEp 0 - 0 0 A, 0 0
0 0
0 0 Ep, 0 - 0 A,
En, W, Wi
0 En, O 0
0
0 0 En,
A Cy — WaAy Cr — WeAr\ [Enm, W
0 Ay 0 0 0  En,
0
0 .0 Ay 0
A AWy + Cy — WaA, AW, + Cp — Wi Ay
0 A, 0o .- 0
0
0 0 A,

D, :=C, + AW, — W, A, (r=2,...,k).

A, = NE,,. + N, (N, echte obere Dreiecksmatrix).

D, = Cp+ (MEn, + NO)W, — Wo(\Ep,, + N,)
= Cp 4+ MW, — \, W, + NyW, — W,.N,.
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Also
D, = (A — M)W, + NyW, — W,.N, + C,.

Da Ay # A, gilt D, = 0 genau wenn:

- 1 ~ - 1 1
= NW, — W, N, C,.
== TRy
N—— . ~ 2 N “~ _
=M =N =:C’

Da Ni, N, nilpotent, sind auch M, N nilpotent und die Gleichung
W, = MW, — W, N + '

hat nach Lemma (11.24) genau eine Losung. Diese W, tun es. O

Das Minimalpolynom

Es sei daran erinnert, da Mat(n; K) ein Vektorraum der Dimension n? ist. Wie iiblich
setzen wir fir A € Mat(n; K):

A=A A (n-mal), A°=F.

Dann ordnen wir der Matrix A wie folgt einen Unterraum in Mat(n; K) zu:

Definition. K[A]:= Span{A"; n € NU{0}}.

Bemerkung. Mit dem Matrizenprodukt ist K[A] ein (kommutativer) Ring und sogar
eine kommutative K-Algebra.

Man definiert

©a Klz] — KI[A]
P= ZZ:O a,z¥ —— P(A):= ZZ:() a,A”.

Bemerkung.
(i) a4 ist surjektiv.

(ii) @4 ist sowohl ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen, als auch ein Ringhomo-
morphismus:

(P+Q)(A) = P(A)+Q(4)
(AP)(A) = AP(A)
(P-Q)(A) = P(A)-Q(A).

Genauer gesagt ist ¢4 ein K-Algebrenhomomorphismus.
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Wir betrachten nun
Iy :={P e Klz]; P(A) =0} = Kerpa.

Nach obigem folgt, dal I4 ein Ideal ist. Da K[z] ein Hauptidealring ist, gibt es (falls
I4 # {0} ist) genau ein normiertes Polynom p4 € K[z] mit

Ta = (pa).

Satz 11.25
Es gibt ein normiertes Polynom 0 # p4 € Kz| mit folgenden Eigenschaften

(i) pa(A)=0.
(ii) Ist P € Klx] ein Polynom mit P(A) =0, so ist P = @ - pa; d. h. p1a teilt P.
Ferner gilt:

(iii) Unter allen normierten Polynomen mit P(A) = 0 hat 14 minimalen Grad. Dadurch
ist pa eindeutig bestimmt.

(iv) degpua = dim K[A].

Definition. p4 heifit das Minimalpolynom von A.
Beweis. Wir zeigen zunéchst I4 # {0}. Es ist

K[A] € Mat(n; K),
also gilt dim K[A] < n? =: N. Daher sind die Matrizen
E A A% AN
linear abhéngig, d. h. es gibt ag, ... ,ay € K, nicht alle 0, mit
aF +aA+ - +ayAY =0.

Also ist

0#P(x)=ag+---+aya €1y
Damit ist nach Satz (11.10)

Ia = (pa)

fiir ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom g4 # 0. Dies zeigt (i)-(iii).

(iv): Es sei m := dim K[A]. Dann sind

B A, ... A"



§11. EIGENWERTTHEORIE 11 39

linear abhingig. Wie oben zeigt man, daf} es ein (normiertes) Polynom P € K|x], deg P <
m gibt mit P(A) = 0. Also ist

deg s <m = dim K[A].
Es sei umgekehrt

m’ = deg 4.

Behauptung. dim K[A] < m'. Wir betrachten
V :=Span(E, A,... ,Amlfl).
Nach Definition von m/’ ist dim V' = m/. Es geniigt zu zeigen, daf}
K[AlcC V.
Dazu ist zu zeigen, dafl
Al eV fiir s > m/'.
Es sei
A = 2™+ @™ T 4+ ag.

Da pa(A) = 0 folgt

A™ = —qpy A" — o —qgE € V.
Durch Multiplikation mit A auf beiden Seiten folgt dann aber auch

A = g AT — o —agA E V.
Induktion liefert die Behauptung. 0

Korollar 11.26
Ist m = deg 4, so ist E, A,... , A™"! eine Basis von K[A].

Beweis. F,..., A™ ! sind wegen m = deg 14 linear unabhiingig. Die Behauptung folgt
dann aus m = dim K[A]. O

Korollar 11.27
(i) A ist invertierbar < p4(0) # 0.

(ii) TIst A invertiertbar, so ist A~' € K[A].
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Beweis. Es sei
w(x) = 2™ + @y 2™ -+ arx + ap.
Also ist
A™ 4 A" A = —aFE
und damit

AN 4 4y A" 4t i E) = —agE.

-~

—B
Ist ap = p(0) # 0, so ist
AB = —aogFE

und damit

A(—oB) = .

Qo

d.h. A € GL(n, K).
Ist A € GL(n, K), so folgt

B = —agA™L.

Nun ist B # 0 (sonst wére 4 nicht das Minimalpolynom). Also ist ag = p(0) # 0.
(i):  Nach obigem ist A~ = —a—loB € K[A]. O

Korollar 11.28
Ist A € GL(n, K), so gibt es ein Polynom P € K[z] mit P(0) =0, so dafl P(A) = E.

Beweis. Ist A € GL(n, K), so ist nach Korollar (11.27) (ii) auch A~! € K[A]. Also gibt
es ein Q(x) € K[z] mit

ATh=Q(4)
Daraus folgt, daB
E=A QA
D. h. fiir
P(x) =z Q(z)

gilt P(A) = E. 0
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Lemma 11.29 (Invarianz)

A~ B = pa=ps.

Beweis. Fiir P € K[z] und W € GL(n, K) gilt
P(A)=0< P(W'AW) = 0.
Dies folgt, da

PWAW) = aoE +a W AW + - + a, (W T AW)™
aoW TEW +a,W AW + -+ + a,, (W TA™W)
= W YPA)W.

Bemerkung. u, = # A~ B.

()
A= 2 |,
2
0 —1
(A— E)(A—2E) = ( 1 )( 0 )o,
1 0
(0

Beispiel.

Dann ist

(B— E)(B—2E) =

Alsoist, da A— FE,A—2E#0und B— FE,B—2FE #0

ale) = pple) = (- ) - 2).

Andererseits gilt

xa(z) = det r—2 = (v —1)(x —2)%

xp(x) = det x—1 = (r—1)*(z—2).

D.h. x4 # xB, und damit A ¢ B.

41
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Eigenwerte und Minimalpolynom

Satz 11.30
Fiir A € Mat(n; K) sind dquivalent

(i) A ist Eigenwert von A.
(i) pa(A) =0.
Beweis. (i)=-(ii): Es sei v # 0 ein Vektor mit
Av = v (v #0).
Dann gilt A*» = A\*v und also fiir jedes P € K|z]:

P(Av = (apE+ -+ a,A")v = agv + a1 \v + - -+ + a, A"
= P(\v.

Ist P = pa, soist pa(A) =0, also pa(A)v =0. Da v # 0 ist, folgt pa(A) = 0.
(ii)=-(i): Essei pa(A) = 0. Dann gilt

pa(x) = (x —AN)P(x) fiir ein geeignetes P € K|z].
Nun ist, da u das Minimalpolynom von A ist
P(A) £0,
d.h. es gibt einen Vektor v mit
0#velImP(A).
Also gibt es ein w € K™ mit
0#v=PAw.
Um zu zeigen, daB3 A\ Eigenwert von A ist, geniigt es zu zeigen, dafl
Av = .
Dies gilt, da

Av—X v = (A= AE)v = (A= AE)P(A)w = pa(A)w = 0.

Folgerung. x4 und p4 haben dieselben Nullstellen.
Wir werden spéter sehen, dafl 4 das charakteristische Polynom x4 teilt, d. h.

XA =pa-R
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fiir ein Polynom R € K|x].

Wir erinnern daran, dafl eine verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert A eine Matrix
der folgenden Form ist:

J=AE+N = ,
0

wobel N echte obere Dreiecksmatrix ist.

Satz 11.31
Ist J eine verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert A, so ist fiir ein Polynom P &
K|z] die Matrix P(J) eine verallgemeinerte Jordanmatrix zu P(\).

Beweis. Es gilt
P(z) =ao+ -+ aza™.
Daraus folgt

P(J) = a0E+a1J+—l—anJ”:aoE—l—al()\E—l—N)—i—+an()\E—i—N)”
P(A\)-E+ N'.

n

Dabei ist N’ eine Linearkombination von N, ..., N", also auch wieder eine echte obere

Dreiecksmatrix.

Satz 11.32
Es sei A € Mat(n; K) eine zerfallende Matrix mit charakteristischem Polynom (die A,
seien paarweise verschieden):

Xa=(z—=A)™ - (z—=\)™.
Es sei
wa = (x— A1) (= N\).
Dann ist wa(A) nilpotent.
Beweis. Es ist
A~ = A A; = MiE + N; € Mat(m;; K),
A,

wobei die N; echte obere Dreiecksmatrizen sind. (Wir werden hier und im folgenden oft
E statt E,,, schreiben, um die Notation zu vereinfachen.)
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Da A ~ A’ ist auch wa(A) ~ wa(A’). Also geniigt es nach Satz (11.12) (i) zu zeigen, dafl
wa(A’) nilpotent ist. Nun ist

U}A(Al)
U)A(A/> =
wa(A)

Da A; verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert )\; ist, ist nach (11.31) wa(A;) ver-
allgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert wa();) = 0. Also gilt

0 *
walA) =11 -
0 --- 0

Damit ist w4 (A;) eine echte obere Dreicksmatrix, damit auch wa(A’), also ist die Matrix

wa(A’) nilpotent. O

Theorem 11.33 (Satz von Cayley)
Es sei K C C. Dann gilt fiir jede Matrix A € Mat(n; K):

Folgerung 11.34
Das Minimalpolynom 4 teilt x4, d.h.

Xa=R-py

fiir ein geeignetes Polynom R € K|z].

Beweis. Da K C C ist, kann man A € Mat(n; C) annehmen. Uber C zerfillt x 4. Also
gilt

A~ A =
A,

wobei die A; verallgemeinerte Jordanblécke zum Eigenwert \; sind. Es geniigt nun zu
zeigen, dafl xa(A') = xa(A’) =0. Es ist

Xar(Ar)
xar(A') =
XA (AT)

Es geniigt nun, daf
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Null wird, wobei
Xar =Xa = (2 — )™ - (2 — \)™.
Nun ist
Ai—NE=N;
eine echte obere Dreiecksmatrix der Grofle m;. Daraus folgt
(A, — ME)™ = N™ = 0.

Also ist xa/(A;) =0 furi=1,...,r und damit auch y . (A") = 0. O]

Bemerkung. Der Satz gilt fiir alle Kérper K. Man braucht dazu die folgende Aussage
der Algebra: Es sei P € K|z|. Dann gibt es einen Korper K’ O K (Zerfillungskorper), so
da P € K'[z] zerfllt.

Satz 11.35
Es sei A € Mat(n; K) zerfallend mit

xa(x) =(x—=A)™ - (x = \)™

mit paarweise verschiedenen Nullstellen \;.
Dann sind dquivalent:
(i) A ist diagonalisierbar.
) Jedes Element von K[A] ist diagonalisierbar.
) Ist B € K[A] nilpotent, so folgt B = 0.
(i) pa(@) = (@ =) (2= A).
) pa hat nur einfache Nullstellen.
) Es gibt in K[A] linear unabhéngige idempotente Matrizen P, ... , P, mit
(a) PP; =0 firi#j.
(b) PP+---+P =E.
(c) A= MPi+--+ NP

Bemerkung.
(i) Pi,..., P heifit eine Spektralzerlegung von A.
(ii) Ist A diagonalisierbar, so enthilt die Algebra K[A] keine von 0 verschiedenen nil-

potenten Matrizen. Dann nennt man K[A| auch halbeinfach. Man bezeichnet mitunter
diagonalisierbare Matrizen auch als halbeinfache Matrizen.



46

Beweis. (i)=-(ii): Es sei D eine Diagonalmatrix und
W-TAW = D.
Es sei nun B € K[A], d.h.
B =P(A) firein P e KJz].
Damit ist
WIBW = W P(A)W = P(W'AW) = P(D)
ebenfalls eine Diagonalmatrix.
(ii)=(iii): Essei B € K[A]. Nach (ii) ist B diagonalisierbar, d. h.

K1
B~ =:C.
HUn

Nun ist mit B auch C nilpotent, d.h. p; =--- = pu, = 0. D.h.

WiBW =0= B=W0W~!=0.

(ili)=-(iv): Es sei
wy = (x— A1) (x—N\).
Nach Satz (11.32) ist wa(A) nilpotent. Also ist
wa(A) = 0.
Da p4 nach Satz (11.30) dieselben Nullstellen wie y 4 hat, folgt
Ha = wa.
(iv)=(v): Klar.
(v)=>(i): Da nach Satz (11.30) p4 die Nullstellen Aq, ...\, haben mu8, folgt
A= (2 =)o (2= A,
Fiir A kann man nach Satz (11.20) annehmen, daf

Ay
A~ B =



§11. EIGENWERTTHEORIE 11

wobei
A, = NE+ N;, N; echte obere Dreiecksmatrix.

Unser Ziel ist es zu zeigen, da} N; = 0.

Es gilt nun p4 = pp. Damit gilt

fa(As)
pa(B) = =0.
1a(Ay)
Also gilt
N,

T

= ] -NE) - N
j=1
JF
Hierbei haben wir verwendet, dafl K[A4;] kommutativ ist. Nun ist
=T J(A = N E) = @i(4)
=1
J#i
mit
piz) == [[(x = \)-
=1
JF
Also ist J; nach Satz (11.31) verallgemeinerte Jordanmatrix zum Eigenwert

T

wi(N) = H()\@ —\j) =1¢ #0.
o

D.h.

Behauptung. N; =0 (= A; ist Diagonalmatrix).

47
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Denn: Es sei N; # 0. Man wihle das minimale s > 1 mit oz,(;;)HS # 0 fiir ein k (Es sei

A; = (oz,(fl))). Nun ist
0=J,N;,=(c;E+ N')-N; = ¢;N; + N'N;,
wobei N/ eine echte obere Dreiecksmatrix ist. Es geniigt zu zeigen, daf3
(N'Ni)k ks = 0,

denn dann erhalten wir einen Widerspruch zu a,(f)k +s 7 0. Nun ist

(N/Ni)k,k—i—s = Z Nilgz<Ni)l,k+s
=1

k n
= > Nu(Niigss+ > Nig (Noiees =0.

I=k+1 =0,da k+s—I<s

(iv)=(vi): Wir wissen, dafl

Es sei ()
_ P\
vle) = o) Kl
Dann ist
Vi(A) = &5

Es sei wie frither
Iy ={P € K[z]; P(A) =0} = (pa).
Behauptung 1. ;10; — 6;;1; € 1.
Denn: Es geniigt zu zeigen, daf§ fiir ;; 1= ¥;1; — 6,59, gilt
©0ii(Ar) =0 kE=1,....r,

denn dann ist p4 ein Teiler von ¢;;.

Nun ist

©ij(M) = Pi(A)i (M) — dibi(Ar)
= irdjk — 050 = 0.
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Behauptung 2. ¢+ .-+, — 1€ [4.

Denn: Dies folgt wie oben wegen
D Ng) +- -+ (M) —1=0 (k=1,...,7).
Behauptung 3. My +---+ A\, —x € I4.
Denn: Es gilt
MYt (Ae) + - F N (M) = M=M= =0 (k=1,...,7).
Man setze nun:

P =y;(A). (i=1,...,r)

49

Dann folgen die Behauptungen P? = P; sowie (a), (b) und (c) sofort aus den Behaup-

)

tungen (1), (2) und (3). Da degv; < degpa ist, ist P; # 0 fiir i = 1,... ,r. Es bleibt die

lineare Unabhéngigkeit der P; zu zeigen. Es sei
aP 4+ -+ o P =0.
Multiplizieren mit P; gibt wegen (a):
Pi#0

0= PP =a;P % ;=0 (i=1,...,k).

(vi)=(iv): Es gilt
(P + - +a.P) P+ -+ B.P) PiP;=0:; P;
Also folgt
P(A) 2 PP+ + M P) = PP+ + P(A)P,.

Also

Insbesondere folgt daraus

pa=(x = A1) (= A).

Bemerkung. Der Beweis zeigt, wie man die Spektralzerlegung berechnen kann.

a=(3 1)

(11 PL+ -+ + a5 Py).
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Es gilt
xa=(@—-1D(r—4)+2=2>-52+6=(z—2)(x —3) = pa.
Dann ist
T r—2
g — —_ g — —2
Py = 3—x; 1 x
Also ist

PFWA):(_QQ _11> p2=w2<A):<—21 _21).

Es ist insbesondere
4 2 -3 -3 1 -1
2P1—|—3P2—(_4 —2)+(6 6>_(2 4>—A.

Es sei hier nochmals an den Begriff des Figenraums zum Eigenwert A erinnert, der wie
folgt definiert war

Eig(A,\) = {v e K"; Av = A} = Ker(A — \E).

Der Zusammenhang zwischen Eigenrdumen und Spektralzerlegung ist dann durch den
folgenden Satz gegeben. Es sei A diagonalisierbar. Dann haben wir eine Spektralzerle-

gung
(1) A:>\1P1++)\7«PT

konstruiert. Wir erinnern an folgende Eigenschaften:
(2) PP;=0fiiri+#j, PP=P,

3) E=P +...+P,.

Satz 11.36
Die MAtrix A zerfalle. Fiir die Eigenrdume von A gilt dann:

Eig(A, \;) = Im P,.

Beweis. Im P, C Eig(A, \;): Essei € Im P;, d.h. es gibt ein y mit z = F,y. Dann
folgt

Az = AP(y) Y WP +... £ NP+ ...+ \P)P(y)

2)

2 \PHy) B NP(y) = M.

—

Also ist x € Eig(A, \;).



§11. EIGENWERTTHEORIE 11 51

Eig(A, \;) C Im P;:  Es sei x € Eig(A, \;). Also gilt Az = \;z. Daraus folgt mit (1)
(MPL+ ...+ NP = N,
und damit
NPi(x) 2 PP+ 4+ AP () = P(x) = A Py(x).
Also ist
P(@)( = &) = 0.
Fiir j # ¢ folgt Pj(x) = 0. Also gilt

c=E: (P +...+ P)z)=P(z) = zclmP.

Satz 11.37
Sind Aq, ..., \. die Eigenwerte von A, so sind dquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.

(i) K" =Eig(4,\)®...® Big(4,\,).

Beweis. (ii)=-(i) Es gibt eine Basis aus Eigenvektoren, also ist A diagonalisierbar.

(i)=(ii) DaB die Summe direkt ist, folgt aus Lemma (I1.8.6). Wegen Satz (11.36) ist
Eig(A, \;) = Im P;, und es geniigt zu zeigen, daf

K'=ImP +...4ImP,.
Es sei x € K™. Dann gilt
r=FEr= (P +...+P)x)=P(x)+...+ P(x) € Im(P) + ...+ Im(P,).

OJ

Definition. Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes \; ist die Dimension des
Eigenraumes Eig(A, \;).

Satz 11.38
Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes \; ist hochstens gleich der algebraischen
Vielfachheit von \;.

Beweis. Es sei r die geometrische und s die algebraische Vielfachheit von A;. Ergéinzt
man r linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert A, zu einer Basis von K", so
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erhalt man

Yy 0 .
A~ DY '
o | B
T/
D.h.
xa(@) = (z = Ai)"xn(2)
und es folgt, dafl r < s ist. O

Beispiel. Fiir

gilt
Eig(4,2) = Kei,  xa(w) = (2 -2)%
Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes kann also echt kleiner als die algebraische
Vielfachheit sein.
Die Jordan-Chevalley-Zerlegung

Theorem 11.39
Es sei A € Mat(n; K) eine zerfallende Matrix. Dann gibt es eine diagonalisierbare Matrix
H, sowie eine nilpotente Matrix N mit H, N € K[A], so da8

A=H+ N.

Insbesondere gilt [H, N] = 0.

Beweis. Wir machen zunachst den

Reduktionsschritt: Es geniigt anzunehmen, dafl A in Blockform gegeben ist:

Ay
(*) A=
A,

Hierbei sind A; € Mat(m;; K) verallgemeinerte Jordanblocke zum Eigenwert \;.
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Denn: Essei A=W tA'W mit A’ in Blockform. Man habe eine Zerlegung
A'=H + N
Dann gilt
A=WTHW + W IN'W.
Wir setzen
H =W HW, N = W IN'W.
Dann ist H diagonalisierbar, und N ist nilpotent. Ferner gilt

H N e WIK[AW = KW 'AW] = K[A].

Existenzbeweis: Es sei also A wie in (x). Wir setzen

0]

0
wobei E,,; die Einheitsmatrix der Grole m; ist. Dann ist
H:=MC+...+\C,
eine Diagonalmatrix. Wir setzen
N:=A-H.

Dies ist eine echte obere Dreiecksmatrix, also nilpotent.

Es bleibt zu zeigen, dafl H € K[A] ist. Dann ist auch N € K[A], und damit gilt auch
[H, N] = 0. Um einzusehen, dal H € K[A] ist, geniigt es zu zeigen, dal C1, ... ,C, € K[A]
gilt.

1. Schritt: Es gibt eine verallgemeinerte Jordanmatrix
J; € Mat(m;; K)

zum Eigenwert 1 mit
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Dazu betrachten wir die paarweise verschiedenen Eigenwerte A, ..., A\, und

o) =[] L= € Klal. (lhy) = b
gAY

Es gilt

¥i(Ar)
Wi(A) = € K[A].

Nun ist ¢;(A4;) Jordanmatrix zum Eigenwert ¢;(\;) = §;;. Fiir ¢ # j ist also ¢;(A;) echte
obere Dreiecksmatrix, d. h. nilpotent. Also hat

0]

B, i= ty(A)" = U e K|[A]

0]

die gewiinschte Form.

2. Schritt: Es gibt nach Korollar (11.28), angewandt auf die Matrix J; ein Polynom
Q; € Kz] mit @Q;(0) = 0 und Q;(J;) = E,,,. Damit gilt

@ t . @ c .
Qi(B;) = Qi) ' - B, = (.

0 o

Wegen B; € K[A] folgt auch

Satz 11.40
Die Matrizen A, B € Mat(n; K) seien diagonalisierbar. Ist [A, B] = 0, so gilt:

(i) A, B sind zugleich diagonalisierbar, d. h. es gibt eine Matrix W € GL(n; K), so da8
W=tAW und W~ BW Diagonalmatrizen sind.

(i) A+ B, AB sind diagonalisierbar.
Beweis. (ii) folgt aus (i), da

WA+ BW W AW + W 'BW
WY ABW = (WAW)(W~'BW).
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(i) Nach Ubergang von A zu U~'AU; U € GL(n; K) kann man annehmen, daf

>\1Em1

A:

A B,

wobei Ay, ..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A sind, und E,,, die Ein-
heitsmatrix der Grofie m; ist. Wir schreiben B in Blockform

B = ) Bij € Mat(ml,mj,K)

B,,
Nun folgt:
[A,B] =0 = \B;; = \;Bj;.
Fiir 7 # j folgt also B;; = 0, d. h.

B =

Behauptung. Die Matrizen B;; sind diagonalisierbar.
Denn: Es sei pup das Minimalpolynom von B; pp,, das Minimalpolynom von B;;. Da
15(Bu1)
0=pup(B) =
15 (Byr)
folgt up(Byi) = 0. Also gibt es R; € K|x] mit
UB = Ri:U'Bii'

Da B diagonalisierbar ist, hat ;15 nur einfache Nullstellen. Dasselbe gilt dann fiir pp,, und
somit ist auch Bj;; diagonalisierbar (Satz (8.40)). Es gibt also W; € GL(m;; K) mit

W;B;W; ! = Dy,
wobei D;; eine Diagonalmatrix ist. Es sei

Wi
W .=
WTT
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Damit gilt

W AW =

)\1Em1

ME,,
sowie
W' BuWi Dy
W1BW = . = .

Wi B W, D,
also ist W~=!BW eine Diagonalmatrix. O
Es sei nun A € Mat(n; K) zerfallend und

A=H+ N

eine Jordan-Chevalley-Zerlegung, d. h. H ist diagonalisierbar, N ist nilpotent und es gilt
[H,N] = 0.

Satz 11.41
H und N sind eindeutig bestimmt. Es gilt stets H, N € K[A].

Beweis. Wir wihlen eine Darstellung nach Theorem (11.39):

(2) A=H +N',

H' ist diagonalisierbar, N’ ist nilpotent, [H', N'| = 0 und H', N' € K[A].
1. Schritt: [H,H'] =[N,N']| =0:

[HN]=0 = [HLH+N|=0 = [H,A] =0.
—A
Da H' € K[A] folgt [H, H'] = 0. Analog zeigt man [N, N'| = 0.

2. Schritt: H — H' ist diagonalisierbar, N — N’ ist nilpotent. Dies folgt fiir H — H' aus
Satz (11.40) (ii) fir N — N’ aus Satz (11.15) (iii).

3. Schritt: Es gilt
H+N=A=H + N/,
also
H—-H =N —N.

Damit ist H — H’ diagonalisierbar und nilpotent. Also ist H — H' =0, d.h. H = H' und
damit auch N = N'. O
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Anwendungen
(1) Multiplikative Jordan-Chevalley Zerlegung

Satz 11.42
Sei A € GL(n; K) zerfallend. Dann gibt es genau eine diagonalisierbare Matrix H, sowie
eine nilpotente Matrix N, so da} A = H(E + N) und [H, N] = 0.

Beweis. Wir betrachten die additive Jordan-Chevalley Zerlegung
A=H+ N, H,N' € K[A].
Nach Satz (11.16) ist
det H = det(H + N') = det A # 0.
Also ist H € GL(n; K). Sei
N:=H'N.
Dann ist
A=H+HN=H(E+N).

Da [H,N| = [H, N'| = 0 ist, folgt die Nilpotenz von N, d.h. wir haben eine multiplikative
Zerlegung gefunden. Umgekehrt ist

A=H+HN

eine additive Jordan-Chevalley Zerlegung. Die Eindeutigkeit von H, N’ folgt aus der Ein-
deutigkeit von H und N. O

(2) Symmetrische Matrizen

Satz 11.43
Es sei A € Mat(n; K) symmetrisch und zerfallend. Dann gilt fiir die Jordan-Chevalley
Zerlegung

A=H+ N,
dal auch H, N symmetrisch sind.
Beweis. Es ist
H+N=A="'"A="H+'N.

Es ist auch 'H diagonalisierbar, ‘N ist nilpotent und [*H,’N] = 0. Damit ist auch A =
tH +'N eine Jordan-Chevalley Zerlegung von A. Aus der Eindeutigkeit folgt dann H = 'H,
N ='N.
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(3) Reelle Jordan-Chevalley Zerlegung

Es sei
Z = (ziy) € Mat(n; C).
Wir schreiben
Zel = Tt + WYt ; Tr, Yu € R
fiir alle k,[. Also hat man eine eindeutige Zerlegung

Z=X+1iY; X,Y € Mat(n;R).

Definition. Die konjugierte Matrix ist definiert durch

7 =X —1iY.

Bemerkung.
() Zi+Za=7+ 2,
(i) Z1-Zy=21-Zs.

Definition. A € Mat(n;R) heifit halbeinfach, falls A, aufgefafit als Element in Mat(n; C),
diagonalisierbar ist.

Satz 11.44
Es sei A € Mat(n;R). Dann gibt es eindeutig bestimmte reelle Matrizen H, N mit H
halbeinfach und N nilpotent, so daf3

A=H+N
und [H, N| = 0 gilt.

Beweis. A € Mat(n;C) ist zerfallend. Also gibt es H diagonalisierbar, N nilpotent so
dafl

A=H+N
und [H, N] = 0. Es gilt
A=A=H+N.

Wegen der Eindeutigkeit folgt H = H, N = N, d.h. H und N sind reell. Die Eindeutigkeit
folgt aus dem komplexen Fall. O
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Der Quotientenraum

Es sei X eine Menge.

Definition. Eine Aquivalenzrelation auf X ist eine Teilmenge R C X x X mit folgenden
Eigenschaften:

(i) (z,z) € Rfiirallex € X (reflexiv)
(i) (z,y) € R= (y,z) € R fiir alle z,y € X (symmetrisch)
(iii) (x,y) € R,(y,2) € R= (2,2) € R fiir alle z,y, 2 € X (transitiv).

Schreibweise. = ~y:< (r,y) € R

Beispiele.
(1) R={(z,2); v X} CX xX.

Dann gilt:

T~y & T =Y.

(2) Essei X = Mat(n; K) und
R:={(A,B) € X x X; es gibt W € GL(n; K) mit A=W 'BW} C X x X,
d.h.

A~ B & A ist ahnlich zu B.

(3) Essei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum.
R:={(u,v) eV xV;u—velU}
D.h.
u~vESu—vel

Lemma 11.45
Die obige Relation R ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis.
(i) (w,u) e Rydau—u=0€eU.
(i) (v,v)eR=u—velU=v—-—uelU= (v,u) €R.
(iii)) (w,v) € R,(v,w)ER= (u—v)elU,(v—w)elU=u—-—welU= (u,w)e R O
R sei im folgenden stets eine Aquivalenzrelation.

Definition. Eine Teilmenge A C X heifit eine Aquivalenzklasse, falls
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A#0,
r,y€e A=z ~y,

(1)
(i)
(i) z€AyeXmite~y=yecA

Lemma 11.46
(i) Sind A, A" Aquivalenzklassen, so gilt AN A" =0 oder A = A'.

(ii) Zu jedem a € X gibt es genau eine Aquivalenzklasse A, mit a € A,.

Definition. a heifit ein Reprisentant der Aquivalenzklasse A = A,,.

Beweis.
(i) Sei ANA #0, etwaaec ANA.

AcCA: xEA,aEAﬂA’%)xNa %xeA’.
acA’

A" C A: Analog.
(ii) Setze
A, ={x; v ~a} C X.
A, ist eine Aquivalenzklasse, denn:
(i) a€ A, also A, # 0.

(i) z,yeA,=x~ay~a=1x~y.
(i) z€Aj,y~rr=ax~ay~r=y~a=yc A,

Die Eindeutigkeit folgt aus Teil (i).
Folgerung. X ist die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen.
Wir fiithren nun die folgende neue Menge ein:
X/R := Menge der Aquvalenzklassen.
Man hat eine kanonische Projektion
7: X — X/R, ar— A,.

Wir kehren nun zu Beispiel (3) zurtick.
Definition. a+ U :={a+u; u € U}.

Lemma 11.47
(i) A,o=a+U.

i) a+U=b+U<a~bdha—-0beUl.

Beweis.
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i) z~aer—aclUsxea+U.
(i) Aus (i).

Definition. Der Quotientenraum V/U ist die Menge

VU :={a+U; acV}.

Bemerkung. Die Elemente der Menge V/U sind also Aquivalenzklassen beziiglich der
Relation R und damit Teilmengen von V.

Geometrische Deutung

Es sei U C V ein Unterraum und W ein Komplement von U in V', d. h.
V=UoW.

Es sei U, = a + U eine Aquivalenzklasse. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Darstel-
lung

a=aw +ay, aw € W,ay € U.
Es gilt
U,=a+U=aqay +U.

Das Element ay hingt nur von der Aquivalenzklasse ab und ist durch diese eindeutig
bestimmt:

Abb. 2: Geometrische Deutung des
W Quotientenraumes V/U.

Wir konnen also die Elemente von V/U mit den Elementen von W identifizieren. Al-
lerdings ist es giinstiger mit V/U zu arbeiten, da das Komplement W nicht eindeutig
bestimmt ist.
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Lemma und Definition 11.48
Die Verkniipfungen

+: V/UxV/U— V/U, (a+U)+0+U):=(a+b)+U
K xV/U— V/U; ala+U)=aa+U

sind wohldefiniert (d.h. unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten a und b) und ma-
chen V/U zu einem K-Vektorraum.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Unabhédngigkeit von der Wahl der Représentanten.
(i) Esseia~ad, b~ 1. Wir miissen zeigen, dafl
(a+b)+U=(d+0)+U

ist, d.h. dafl a + b ~ a’ + . Nach Voraussetzung ist a —a’ € U, b — b € U, also gilt
(a—ad)+(b-=V)eU,dh (a+b)— (' +V) € U, und damit a +b ~ a’ + V.

(ii) Die entsprechende Aussage fiir die Skalarmultiplikation zeigt man analog.

Das Nachrechnen der Vektorraumaxiome fiir V/U ist einfach. Wir fiithren dies an einem
Beispiel vor:

ala+U)+ad+U) = (aa+U)+ (ab+U)
(va+ab)+U =ala+b)+U

= a((a+b)+U)

= a(a+U)+ (b+0)).

Das neutrale Element von V/U ist 0 4+ U, das additive Inverse von a + U ist —a+ U. O

Satz 11.49
Die Abbildung

7. V—-V/U, ar—a+U
ist ein Epimorphismus mit Kerm = U.
Beweis. 7 ist surjektiv nach Konstruktion. Es gilt
ma+b)=(a+b)+U=(a+U)+ (b+U)=mr(a)+n(b).
Analog zeigt man 7(aa) = an(a). Ferner ist
m(a)=0a+U=0+Usa~0&a—-0=acl.

d.h. Kerm =U. ]

Definition. 7 heifit der kanonische Epimorphismus.
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Korollar 11.50
dimU +dim V/U = dim V.

Beweis.

dimV = dimKerw +dimImn
dim U 4 dim V/U.

Kanonische Faktorisierung

Wir betrachten einen Homomorphismus f: V — W.

Satz 11.51
Es gibt genau einen Isomorphismus

f:V/Ker f —Imf,

so daf} das folgende Diagramm kommutativ ist:

f
V W
V/Ker f Im f.

wobei ¢ : Im f — W die Inklusion ist.

Beweis. Falls f existiert, muf gelten:

fla+Ker f) = f(a).
Dies ist wohldefiniert, da:
a~b=a—-beKerf= fla—b)=0= f(a) = f(b).

Wir definieren also f wie oben. Dann erhélt man einen Homomorphismus, da

f(la+Ker f)+ (b+Kerf)) = f((a+b)+Kerf)=f(a+Db)
= f(a)+ f(b) = f(a+Ker f) + f(b+ Ker f).

Analog verfahrt man mit der Skalarmultiplikation.

f ist ein Isomorphismus: Die Surjektivitét folgt aus der Konstruktion. Die Injektivitét
folgt aus

fla+Kerf)=0% f(a) =0 acKerf < a+Kerf=0+Kerf.
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Kommutativitit des Diagramms:

(io fom)(a)=1i(f(a+Kerf)) =i(f(a)) = f(a).

Folgerung. f:V/Kerf "= Imf.
Beispiel. V =U & W. Wir betrachten die Projektion auf W:
f:V—W v=u+wr— w.

Dann ist U = Ker f, W = Im f. Man hat

f
V W
| |
VU Imf=W.
also
VU= W

Dies ist genau die frither schon von uns beschriebene Deutung des Quotientenraumes.

Die Jordansche Normalform

In diesem Abschnitt leiten wir die Jordansche Normalform her und beschreiben eine Me-
thode, sie zu berechnen.

Im folgenden sei V' ein K-Vektorraum von Dimension n < oo und f € Endg (V) ein
Endomorphismus. Fiir jeden Vektor 0 # a € V' betrachten wir den folgenden Unterraum.

Definition.

U(f,a) := Span{f*(a); k=0,1,2,...}.

Bemerkung.
(i) f°a)=1id(a) = a.
(ii) U(f,a) C V ist ein Unterraum. Es gilt f(U(f,a)) C U(f,a).
Definition. Ein Unterraum U C V heifit f-zyklisch, falls es ein 0 # a € V gibt mit
U=U(f,a).
Der Endomorphismus f sei nun nilpotent, d.h. es gibt ein [ mit f! = 0.
Definition. Wir definieren m(f,a) als die kleinste Zahl m > 0 mit f™(a) = 0.
Bemerkung. f(a) =0 m(f,a) =1 (fiir a #0).
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Lemma 11.52
Es sei 0 # a € V und m = m(f,a). Dann ist a, f(a), ..., f™ !(a) eine Basis von U(f,a).
Insbesondere ist dim U(f,a) = m.

Beweis. Die Eigenschaft, ein Erzeugendensystem zu sein, ist klar, da f*(a) = 0 fiir
k> m.

Fiir die lineare Unabhéngigkeit betrachten wir
apa + ayf(a) + ...+ am 1 f™ 1 (a) = 0.
Anwendung von ™1 gibt:

ag f"Ha) =0 = ap =0.
£0

Sukzessive Anwendung von f™2, ..., f ergibt

@1:...:am,1:0.

Satz 11.53
Der Endomorphismus f : V' — V sei nilpotent. Dann ist V' eine direkte Summe

V=Ua&...0eU
von f-zyklischen Unterrdumen Uy, ... , Us.
Beweis. 1. Fall: f = 0. Dann gilt fiir jedes 0 #a € V:
U(f,a) = Span{a}.
Damit ist die Aussage klar.
2. Fall:  f # 0. Wir machen Induktion nach n = dim V.

n=1: V=U(f,a) = Span{a} fiir jedes 0 #a € V.
n—1w—mn: Da f#0 gibt esm > 2 mit

frh£0, M=o
Man wihle a so, da8 f™ *(a) # 0. Dann ist
m(f,a) = m.
Es sei

U:=U(f,a).
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Nach Lemma (11.52) gilt dim U = m. Ist U = V| so ist man fertig.
U#V:

Behauptung 1: Es sei b € V und f*(b) € U fiir ein £ > 0. Dann gibt es ein b € b+ U
mit f*(V') = 0.
Denn: Klar fiir Kk =0. Sei £ > 1 und

(%) c:= f*b) e U
Also hat man wegen Lemma (11.52) eine Darstellung
c=apa+aif(a)+ ...+ am_1f™ a).
Nun ist wegen ()
f7Me) = fm(b) = 0.
Anwenden von fm™1 ..., f™F ergibt
ag=...=ag_1 =0.

D.h. fur

gilt
c=flawa+...+ U f™ 1R ) = fr ()
=:/eU
Es sei
V=b—ceb+U.
Dann gilt

) = SH0) = 4 = o) = e 2.
Behauptung 2:  Es gibt einen K-Vektorraum V sowie ein kommutatives Diagramm

f

!

K
< =

<
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mit dimV =n —m, Kerg=U, Img =V, f™ = 0.

Denn: Wir setzen
V:=V/U g¢g:V —V/U=V (kanonische Projektion).

Ferner sei

fla+U):= f(a)+ U.
Dies ist wohldefiniert, denn

a~ad = a—d eU= f(a)— f(d)e f{U) CU
= fla)+U=f(d)+U.

Nach Konstruktion ist Kerg = U, Img = V, dimV = n—dim U = n —m. Das Diagramm
kommutiert, da

Es gilt sogar
() flog=gof (leN)

Dies zeigt man durch Induktion nach [. Fiir [ = 1 haben wir die Aussage eben bewiesen.
Der Induktionsschritt folgt aus:

av

flog=Fo(flog) Y fo(gof ™) =(gof)of 't =gof.

Damit ist

[fog=gof" =0
Da g surjektiv ist, folgt f™ = 0.

Ende des Beweises: Im Falle U # V' betrachten wir V= V/U sowie f .V — V. Es ist
f™ = 0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Zerlegung

V=Ue®o.. oU,

wobei U; f—zyklische Unterrdume sind.
Behauptung 3: Es gibt ay,... ,as € V mit
(i) U, =U(f,a;) wobei a; = g(a;).
(i) Ist U; := U(f,a;), so ist g : U; — U; ein Isomorphismus.
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Denn: Wir wihlen a; € V mit

Es ist dann
m; = dimU; = m(f,d) (nach Lemma (11.52)).
Insbesondere gilt 7 (@;) = 0. Wir wihlen nun ein a; € V mit
g(a;) = a;.
Die a; sind nur bis auf Elemente in U festgelegt. Es gilt
0= f"(@) = ("o 9)(ai) = g(f™ ().

Also ist f™i(a;) € U. Nach Behauptung 1 kann man annehmen, dafl fi(a;) = 0 ist. Nun
1st

0% f¥@) = (f* o g)(a) E (M) fitr k < m.

Also folgt f*(a;) # 0 fiir k < m. Damit gilt

m(f,a;) = m;.
Also gilt

Up=U(f,a;); dimU; =m,.

Nach Konstruktion ist g(U;) = U;. Da dim U; = dim U ist

g: Uy — ﬁi
ein Isomorphismus. Der Beweis des Satzes folgt schliefSlich aus der

Behauptung 4: V=U® U, & ... U,.

Denn: Wir zeigen zunéchst, da die Summe auf der rechten Seite direkt ist. Sei u &
Us;u;eU,i=1,...,s. Es sei

u+u+...+us;=0.
Anwendung von ¢ ergibt

g(u) + ...+ g(us) = 0.
Da die Summe der U; direkt ist, folgt hieraus

g9(ur) = ... = g(us) = 0.
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Mit Behauptung 3 (ii) ergibt sich

und damit

Die Behauptung folgt nun aus

dimV = dimV/U 4+ dimU = dimV + dim U
= dimU; +...+dim U, + dim U
= dimU; +... +dim U, + dim U.

Hieraus folgt die letzte Gleichung aus Behauptung 3 (ii). O

Nilzyklische Matrizen

Es sei N,,, € Mat(m; K') definiert durch

- 010 01 0
N1:(0)7 N2:(O 0)7 N3: 001 ) © Nm: 1

Dann gilt

K™ ist N,,-zyklisch, da K™ = U(N,en,). Die Matrizen N,, heilen die nilzyklischen
Matrizen.

Lemma 11.54
Es sei f: V — V nilpotent. U sei ein f-zyklischer Unterraum. Dann gibt es eine Basis
von U, so daBl f|U : U — U durch eine nilzyklische Matrix dargestellt wird.

Beweis. Wir wihlen a € U mit U = U(f,a). Es sei m = dimU. Dann ist
b= f""a); i=1,...,m

nach Lemma (11.52) eine Basis B von U. Es sei M(f) = Mp(f) die darstellende Matrix
von f|U mit M(f) = (p;). Dann gilt

bj—1, J>1

fbj) = F(fm (@) = fm U (a) = {o j=1.
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D.h.

Damit hat man

O

Theorem 11.55 (Jordansche Normalform)
Es sei A € Mat(n; K). Die Matrix A zerfalle. Dann ist A &hnlich zu einer Matrix der
folgenden Form:

L/

wobel

Bemerkung. J; heiflit ein Jordanblock zum Eigenwert ;.

Beweis. Nach dem bereits bewiesenen Struktursatz (8.25) kénnen wir fiir

xa(x) = (x—=X)™ (= \)™

Moo,
m
A '

. .
A, }
mr
A

mi my

annehmen, dafl
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Wir betrachten zunéchst A; (die iibrigen Eigenwerte sind analog zu behandeln) und setzen
Uy, := Span(eq, ..., em,).

Dann ist U, ein A invarianter Unterraum, d.h. A(Uy,) C U,,. Wir beschrénken uns auf
die Behandlung dieses Unterraums. Es sei

hy, == AUy, @ Uy, — Uy,
Dann ist
hy, = Aiid + f1,
wobei f nilpotent ist. Damit hat man nach Satz (11.53) eine Zerlegung
Uy, =Uy,®...0U;

in fi-zyklische Unterrdume. Beziiglich jedem Uj wird fi|U} nach Lemma (11.54) bei
geeigneter Wahl einer Basis durch eine nilzyklische Matrix dargestellt. Also wird f; durch
eine Matrix der Form

N
., N nilzyklisch

N®

dargestellt. Fiir hy, erhdlt man damit die Matrix

Bemerkung. Die Rdume U,, kann man offensichtlich wie folgt beschreiben: Es sei
HF := Ker(A — ME)*.
Dann ist
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Es gilt
H'cH>c..cHi=H"+'= =H"=..,
wobei [; die maximale Grofle der Blocke N, ... N©) ist. Es gilt

Uy, = H = H™ = Ker(A — \,E)™.

Definition. U, heifit der Hauptraum von A zum Eigenwert ;.
Schreibweise. Hau(A, \;) := Ker(4 — \;E)™.

Kennt man die Jordansche Normalform, so kann man viele Invarianten der Matrix sofort
hieraus ablesen. Es sei

J5,
Jy! Ao 1 0
A~ Ji = o
1 Lo o1
J)\T O >\l
T
I .= GroBe von Ji_ (t=1,...,m7=1,... k),
l; = max{lf; j=1,...,k},
m; = 4.
Eigenwerte: Ai,..., \.

Charakteristisches Polynom: xa(z) = (x — A)™ -+ (x — A\;)"".
Minimalpolynom: pa(z) = (x — A4 -+ (2 — \)b.

Eigenrdume: dim Eig(A, \;) = k; = geometrische Vielfachheit von \;.
Hauptrdume: dim Hau(A, )\;) = m; = algebraische Vielfachheit von \;.

Bemerkung. Es sind dquivalent:

ki:mifﬁrizl,...,r =4 llzlfurzzl,,r
< 14 hat nur einfache Nullstellen
< A ist diagonalisierbar.
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Satz 11.56
Die Jordansche Normalform ist bis auf Permutation der Késtchen eindeutig bestimmt.

Beweis. Da die Eigenwerte die gleichen sind, haben wir nur die folgende Situation zu
betrachten:

71
J M

Jl
A1

k1 J’
JA1 A1

1 1

k &/
JIT 1Ry
Ap J Ar

Wir halten nun ein ¢ fest und ordnen die Késtchen zum Eigenwert A = \; wie folgt der
Grofe nach an:

J: 711:...:7111>112:...:n21> >ZL](1)::n](Zz
" " i)
Es gilt
3(#)
(1) Z rin; = m; (algebraische Vielfachheit von J\;).
I=1

Analog fiir J':

T Ty TZ;)
Dann gilt:
5(4)
(2) Z rm; = m; (algebraische Vielfachheit von \;).
=1

Wir kénnen annehmen, daf j(i) < s(i) ist. Zu zeigen ist:
(ng,m) = (ng,r)) furl=1,...,5().

Wegen (1), (2) folgt dann sofort j(i) = s(i).
Induktion nach [:
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[ =1: Esist ny =n}, da dies gerade den Exponenten des Faktors (z — ;) im Minimal-
polynom ergibt. Ferner ist

r1 = Rang(J — L E)" 1 — > " my
i

ri = Rang(J' — \E)" ™t — > my
t£i

/
=1 =1r.

l—1+1: Firv<n gilt

7“1(71/1 — V) + ... —|—7“l(nl — V)

falls v > ny_,

ri(ng —v)+.. o+l —v)+ 1,
falls v = nj,, — L.

Rang(J' = ME)” =Y m; +
t£i

D.h.

niq — 1 = max{r < n;; Rang(J' — \E)” > th +ri(ng—v)+ ...+ —v)}
ti

Die rechte Seite ist fiir J und J’ gleich, also gilt

et = 1.
Dann ist
!
ri.1 = Rang(J' — \E)M+ ! — th — Zrk(nk — (ng41 — 1)).
t#i k=1
Dies zeigt
Tig1 = Tp4q

Zur Berechnung der Jordanform

Sei nun
A = (a;;) € Mat(n; K)
gegeben. Wir nehmen an, da3 A zerfillt.

1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms und Zerlegung in Linearformen

xa(z) = det(zE — A) =0,
xa(@) = (2= \)™ (2= A)™
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2. Schritt:  Wir wissen, daf fir V = K" gilt:
V = Hau(A, \1) @ ... ® Hau(A4, \,)
mit den Hauptraumen
Hau(A, \;) = Ker(A — \;E)™.
Berechnung: Man bilde sukzessive die Potenzen
(A=XNEY  k=1,...,m;
bis
dim Ker(A — \;E)* = m;
oder dquivalent
Rang(A — M E)* =n —m;

gilt.

3. Schritt: Die Hauptrdume sind invariant, d. h.
A(Hau(A, X\;)) C Hau(A, \,).
Wir beschrianken uns darauf, jetzt die Hauptrdume einzeln zu behandeln. Sei also nun
B: K™ — K™ mit xp(z) = (x — \)™.
Wir setzen
H:= B - \E.
Es sei p minimal mit H? = 0, d. h.
HP™1 40, HP =0.
Wir setzen

WQ _- {O}
W; = Ker(B—-\E)' =KerH', (i=1,...,p).

Dann gilt

Wy C Wi c W, C...C W, =W =K".
I I Il
{0} Eig(B, \) Hau(B, \)

75
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Lemma 11.57
(i) Wist & Wi (i <p)

(i) HY(W;_1) = W; (hierbei bezeichnet H~'(W;_;) das Urbild des Unterraums W, ;
unter der Abbildung H).

(iii) Ist U € W mit U NW,; = {0} fiir ein ¢ > 1, so ist H|U injektiv.
Beweis. (i): Essei W;_; = W,. Dann ist
(%) Ker H' = Ker H .
Dann gilt fiir z € W:
HY(1) =0 < HI(H"(z))=0% HY(H"(2)) =0
& HY Y(z)=0.
Also ist HP~! = 0 im Widerspruch zur Wahl von p.
(ii): ze HYW,.1) & Hxz)eW, & H ' (H(x))=0& H(z) =0z W,

(iii): UNW; = {0} fireini >1=UNW, = {0} = UnKerH = {0} = H|U ist
injektiv. O

Lemma 11.58
Es gibt Unterrdume Uy, ... ,U, von W mit

i) Wi=W,eU,.
(i) H(U;) C U;—y und H|U; injektiv (i > 2).
(i) W=Ui®...aU,.

Beweis. Wir konstruieren die U; durch absteigende Induktion nach .
i =p:  Wir starten mit W,_; & W, = W. Wihle U, mit
W, =W, & U,

Dann ist H|U, injektiv.
i—i—1(i>3): Seigegeben
(%) W, =W, eU; (j=1,...,p)
mit (i), (ii). Dann gilt

U, cw, "2Y gy cwi.
Wegen H—H(W,;_5) = W;_, folgt aus (x) fiir j = i

HU;)) "N W;_o = {0}.
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Ist ndmlich w; € U; und h(w;) € H(U;) N W,;_g, dann ist U; € U; N W,;_4, also u; = 0 und
damit h(u;) = 0. Wir kénnen also U;_; so wihlen, da8

U-1DHWU;), Wii=W, o2& Up_.
Dann ist auch H|U;_; wieder injektiv.
i+ (i—1) (i =2): Setze W; =: U;. Man hat nun
W=w, = WyaeU,=W,20U,_16U,=...
= Wel;es..0U,=U,0U:®... 0 U,.

Dies zeigt uns, wie die gesuchte Basis zu konstruieren ist. Wir starten mit folgenden
Basisvektoren, wobei die Vektoren u,(f) beliebig gewéhlt werden konnen, solange die ange-
gebenen Vektoren eine Basis des jeweiligen Raumes bilden.

(p) (p)

Up: Uy, ..., )
Up-1: H(ugp)),... , H(ugf)), uﬁp‘”,... , ul(f__ll)
U HN?), o =P ), B B D) )
Wir konstruieren hieraus wie folgt eine neue Basis:
wy = Hp_l(ugp)), Wo 1= Hp_Q(ugp)), e, Wy = ugp).
Auf diesen Vektoren operiert H wie folgt.
wp»—>wp_1»—>,,_|—>w1»—>(),
Wir setzen dieses Verfahren fort:
Wpp1 = Hp_l(ugp)), e, Wy = ugp)
Wp(ly—1)+1 *= Hp_l(uz(f))»- <o Wply = Uz(f)
_ —1 1
Wp41 = HP 2(u§p )),... s Wty p—1 = uP
wmfll+1 = ug_l)
Wy = ul(ll)

O

Bemerkung. Dieses Konstruktionsverfahren liefert auch einen unabhéngigen Beweis fiir
die Existenz der Jordanschen Normalform.
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Definition. Eine Basis, beziiglich derer eine Matrix in Jordanform dargestellt wird, heifit
eine Jordanbasis. Wir haben also explizit eine Jordanmatrix konstruiert.

Beispiel. Man bestimme die Jordansche Normalform von

2 -1 0 1
0 3 —-120
A= 0 1 1 0
0 -1 0 3

1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms:

T —2 1 0 -1
0 z-3 1 0
0 -1 z-1 0
0 1 0 x-3

xa(xr) = det(zE — A) = det

2. Schritt: FEigenrdume, Hauptriaume.

A=3:
(A—3E)x =0

-1 -1 0 1 T 0

0 0 —1 0[] |o

0 1 -2 0 x| O]

0O -1 0 0 Ty 0

—T1 —X2 +ZB4 =0
—T3 = O . . o
2 _21_3 -0 = Lo = T3 = O, 1 = Ty4.

—XT2 = 0

Also ist der Eigenraum zu A3 gleich

Eig(A,3) = Span

_— o O =

(A—2FE)z =0.
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0 -1 0
0 1 -1
0 1 -1
0 -1 0
—T2 +x4
T2 —T3
) —xI3
— X9 +x4

Also gilt

_ o O =

Eig(A,2) = Span{

£y
Z2
x3
Ty

o O O O

= Lo = T3y = T4.

o O O

—_— == O

Da dim Eig(A, 2) = 2 < 3 ist, ist A nicht diagonalisierbar.

=

o O O

0 -1 0 1 0
0 1 —-10 0
J— 2 f—
(4-2E) 0 1 —-10 0
0 -1 0 1 0
Es ist
(A-2E)*2 =0 <
0 -2 11 T 0
0 0 00 2| |0
0 0 00 z3| |0
0 -2 1 1 Ty 0
Also ist
Ker(A — 2F)? = Span{
Damit gilt

1 0 -2 1
—1 0] o 0o o
of “f{o o o
1 0 -2 1

—2$2 + 23+ 24 = 0.

[ S )

dim Ker(A — 2E)? = 3.

Da die algebraische Vielfachheit von A = 3 gerade 3 ist, folgt

Hau(A — 2E)? = Ker(A4 — 2E)%.

_— o O =

79
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3. Schritt: Bestimmung einer Basis
W, = {0}
N
W, = Ker(A—2FE) =Eig(4,2)
N
Wy, = Ker(A—2FE)? = Hau(4,2).
Wahle
u'? € Hau(4,2) \ Eig(4,2),
etwa
0
0
i = |
-1
Uy = Span(ugz))
Dann gilt
Wy =W, & Us.
Ferner setzen wir
U1 = Wl-
Fir Uy, U; haben wir Basen:
U, : u@
Ur: H@?)=(A-2B)u?), u
mit
0 -1 0 1 0 -1
@y [0 1 =120 o1 |1
A =19 1 —1 0|1 |72
0 -1 0 1 -1 -1
Wir konnen fiir ugl) wahlen
1
1 0
= [0
0
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Damit gilt dann

Hau(A, 2) = Span(w;, wy, w3), mit

Wy = H(u?)), Wy = u§2), Wy = ugl).
Es gilt

(A — 2E)w2 = W

Also wird beziiglich dieser Basis A — 2E durch die Matrix

o O O
S O =
o O O

dargestellt. Damit wird A| Hau(A, 2) dargestellt durch

S O N
[l NORN
N OO

Schliefllich setzen wir

B = (QU1,UJ2,U)3,1U4) mit Wy = € Elg(A,3)

_ o O
\_/

Damit erhalten wir als darstellende Matrix

2 1] 00

02 00
Mg(ha) = =:J.

00 0

00 0

4. Schritt: Berechnung der Ubergangsmatrix

-1 0 11
-1 0 00
W - (w17w27w37w4> - _1 1 O O
-1 -1 0 1
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Es gilt dann

J.

W AW

Kontrolle:

1_A1_L1Q_u No oo
— o
NN |
[
(\2222
I [ I
/l\
-~
—_ o o — |
N
— 0090 % oo m
nUnul_I_A co oo
— N o o
— o o
T o oo
— o oM —H oo
— — o oo
0_10
0011_A
— —
[RCEA
o o
~N~ooo |1
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§12 Projektive Raume
V sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Wir setzen

V.=V \{0}.

Definition. Fiir u,v € V* sei

u~v:< Esgbt A € K* mit u = \v.

Bemerkung.

(i) ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(i) w~wv<e Ku= Kv < u,v spannen dieselbe Gerade auf.

Definition. Der zu V gehorige projektive Raum ist

P(V):=V*/ ~.

Bemerkung.

(i) Als Menge ist P(V') die Menge der Ursprungsgeraden in V:

P(V) = {Kv; v € V*} <5 {Geraden in V durch 0}.

(i) Man hat die kanonische Projektion

T V' — P(V)

v — Kv=:[v].

Definition. dimP(V) :=dimV — 1 heiit die Dimension des projektiven Raums P(V').
Bezeichnung. P"(K) := P(K™"!) heifit der n-dimensionale projektive Raum iiber K.

Beispiel.
(i) PY(R)=P(R?)
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Abb. 3: Die reelle projektive Gerade
P'(R)

Hierbei sind die Punkte —1 und 1 zu identifizieren. Mengentheoretisch gilt

P'(R) = S' =R U {00} = RUP’(R).

Die Identifikation ST = R U {oo} geschieht iiber die stereographische Projektion.

Abb. 4: Stereographische Projekti-
on

(ii) P?*(R) =P(R?). Wir haben eine Zerlegung

P*(R) = R UP'(R),

wobei P!(R) gerade den Ursprungsgeraden in der (z,y)-Ebene entspricht,.
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Abb. 5: Zur reellen projektiven Ebe-
ne P*(R).

Bemerkung. P?(R) ist eine nicht-orientierbare differenzierbare Fliche, die nicht in den
R3 eingebettet werden kann.

Es sei nun U C P(V') eine Teilmenge. Wir definieren

U:=7YU)u{o}.

Definition. U C P(V) heiit ein projektiver Unterraum falls U C V ein linearer Unter-
raum ist.

Bemerkung. Dann ist U = P(U) selbst ein projektiver Raum und hat die Dimension

dimU = dimg U — 1.

Konvention. dim{ := —1.
Bezeichnungen.

(i) dimU = 0: Punkt,
(i)
(iii) dim U = 2: projektive Ebene,
(iv) dimU = dimP(V') — 1: (projektive) Hyperebene.

Lemma 12.1
Der Durchschnitt von projektiven Unterrdumen ist wieder ein projektiver Unterraum.

dim U = 1: projektive Gerade,
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Beweis. Es sei

Dann ist

(U == u{o} =T

iel iel iel
Dies ist ein linearer Unterraum. ]
Definition. Esseien Uy, ... ,U, C P(V) projektive Unterrdume. Dann ist der Spann von
Ui, ..., U, definiert durch

Uy V...VU, = N U
UDULU...UU,

U ist proj. Unterraum

Bemerkung.

(i) Der Spann ist der kleinste Unterraum, der Uy, ... , U, enthilt.
i) UV..VU =P(U, +...+0,).

Lemma 12.2
Uy, Uy C P(V) seien projektive Unterrdume. Dann gilt

dim U1 -+ dim UQ = dlIIl(Ul V UQ) + d1m(U1 N Uz)

Beweis. Essei U; =P(U;); i =1, 2.
dimU; +dimU, = dimU; — 1+ dim U, — 1
= dlIIl(Ul V UQ) -+ dlIIl(Ul N UQ)
O
Bemerkung. Es sei dimP(V) = 2 und Ly, Ly C P(V) seien projektive Geraden. Dann
gilt

> 2-2=0.

Also ist Ly N Ly # 0, d.h. zwei projektive Gerade schneiden sich in einer projektiven
Ebene stets.
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Homogene Koordinaten

Es sei wieder

V=K"" PYK)=PK"").

Es sei
v=(z0y...,2n) #0 (d.h. x; # 0 fur ein 7).
Definition. (29 : x1 : ... : z,) == K(zo,... ,x,) € P"(K). (xg : ... : x,) heiBen die
homogenen Koordinaten von Kv € P"(K).
Bemerkung.
(i) (zo:x1:...:@) = (xp:a):...:2)) genau dann wenn es ein A\ # 0 gibt, mit

z; =Mt (i=0,...,n).
(ii) Jeder Punkt P € P"(K) bestimmt bis auf einen Skalar A # 0 ein (n + 1)-Tupel
(xo:...:x,). Man schreibt P = (z¢ : ... : x,).

Es sei nun W C K" ein Unterraum. Dann ist W Losungsmenge eines homogenen
Gleichungssystems:

a10Lo + ...+ 1Ty, = 0
W =< (x,...,2,) € K", : :
AmoXo + ...+ amnx, = 0
Man kann damit schreiben
]P)(W) = {({L‘O L. IZEn) S IP”%K), Za"“’x” =0 fir W= 1,... ’m}_
v=0

Dies macht Sinn, da
Zaw,x,, :0<:>Zaw,()\x,,) =0 (A e K7).
Wir betrachten nun speziell

Ho ={(zo:...:2,) € P"(K); g = 0}.

Definition. H,, heifit die Hyperebene im Unendlichen.



38

Bemerkung. Esseiz = (zg:...:2,) & Hs. Also ist 2y # 0, und damit
T Tn
S R =1:—:...:—).
(20 : 21 Tn) = ( p .
Sei

A:=P"(K)\ H.
Wir betrachten die Abbildung:

L: A — K"
(motwr:.oiwn) V— (2. 2) = (y1,-. 1 Yn)-
Die Abbildung
Vo K — A
Y1y s Un) — Ly yn)

ist die Umkehrabbildung von ¢. Also ist
v AL K
eine Bijektion, und mit dieser Identifikation hat man

P"(K)=AUH, = K" UP"'(K).

Definition. Man nennt (y,...,y,) die inhomogenen Koordinaten des Punktes P =
(xo:...: 2y € A.
R (0:m1 : z2)
Z2
T

/ (1:21:22)

>~ o

(1,0,0)

Abb. 6: Geometrische Deutung der
Hy K? Hyperebene im Unendlichen
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Sprechweise. Wir nennen A = P"(K')\ Hy, den affinen Teil von P*(K). Mittels ¢ : A —
K™ identifizieren wir A mit K™. Man sagt, daf sich der projektive Raum P"(K) = AUH,
aus dem affinen Teil A und der Hyperebene im Unendlichen zusammensetzt.

Bemerkung. Die Auswahl der Hyperebene Ho, = {x¢ = 0} ist willkiirlich. Wir hitten im
Prinzip auch jede andere Hyperebene als Hyperebene im Unendlichen auswihlen kénnen.

Definition.

(i) Eine Teilmenge W C K™ heifit ein affiner Unterraum des Vektorraums K", falls es
einen Unterraum W, von K" und ein Element a € K™ gibt, mit

W:CL+WO.

(i) Die Dimension von W wird als dim W, definiert.

W=a+W,

Wo

Y

Abb. 7: Affiner Unterraum

Bemerkung. Jeder affine Unterraum W C K" ist die Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems

anyi+ ...+ any, = b

Am1Y1 + -+ Qs = by

Umgekehrt ist die Losungsmenge eines solchen Gleichungssystems stets ein affiner Unter-
raum.

Lemma 12.3 o
(i) Essei W C P*(K) ein projektiver Unterraum. Dann ist W :=W NA C A= K"
ein affiner Unterraum.

(i) Ist 0 # W C A= K" ein affiner Unterraum, so gibt es genau einen projektiven
Unterraum W C P*(K) mit WNA=W.
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Beweis. (i): Die Menge W := 7 }(W) U {0} ist ein linearer Unterraum von K"*!,
d. h. Losungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems

W ={(20,...,2n); 10T+ ..+ ATy = ... = AoTo + - - . + ATy = 0}

Fiir einen Punkt

r=(zo:...:xy) € Hw (d.h. 29 #0)
gilt
T Tn
oo+ ...+ aupTp =0 ap +ap— + ... +au,— =0.
o Zo
Also gilt
L anyr + ... +amyn = —aip
WNA=qW-- o) : :
Am1Y1 + - F AmpYn = —Gmo
D.h. W N A ist ein affiner Unterraum.
(ii): Sei umgekehrt W C A affin. Also

anyi + ...+ amy, = b
W=4q, - ya) €A : :
aAm1U1 + ...+ AmnYn = bm

Setze
L —bll‘o + a1+ ...+ Aipnly, — 0
W=<(xg:...:x,) € P"(K); : : :
—byTo + @11 + ...+ G, = 0
Nach Konstruktion ist
WNA=W.

Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Es sei also W ein weiterer projektiver Unterraum
mit

WNnNA=W.

Wir setzen

Dann sind, da W = () ist,
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jeweils echte projektive Unterrdume. Es gilt
TN W) = W — W = W7 — W7y £ 0.

Das Komplement eines echten Unterraums erzeugt stets den gesamten Vektorraum. Also
gilt

W = Span(W — W) = Span(ﬁ — %oo) =W

und damit W = W', 0J
Beispiel. P?(K) (Projektive Ebene iiber K)

Abb. 8: Parallele Geraden schneiden
sich im Unendlichen.

Zwei verschiedene Geraden Ly, L, miissen sich in der projektiven Ebene P?(K) stets in
einem Punkt schneiden. Falls dieser Schnittpunkt in H, liegt (also im Unendlichen) heifien
Li=LiNAund Ly = Ly N A im affinen Teil parallel.

Abbildungen

Es seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume und ¢ : V. — W sei ein injektiver
Homomorphismus. Dann gilt

p(Kv) = Kg(v) # {0}

und dies induziert eine injektive Abbildung

p: PV) — P(W)
Kv — Kop(v).

Die Bildmenge
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ist ein projektiver Unterraum.

Beispiel. Es sein > m.
v KMt gt
(o, ) — (0,...,0,20,... ,2p)
ergibt eine Einbettung
7. P™K)—PYK).

Ist n =m + 1, so ist das Bild gerade die Hyperebene im Unendlichen.
Ist speziell ¢ € Aut(V), so definiert dieser Automorphismus eine bijektive Abbildung

. P(V) — P(V).

Definition. Eine Abbildung f : P(V) — P(V) heifit eine Projektivitét, falls es einen
Automorphismus ¢ € Aut(V') gibt mit f = .

Bemerkung.
(i) Ist @ eine Projektivitit, so ist
7=
ebenfalls eine Projektivitét.
(ii) Es sei
Aut P(V) = {%; @ ist Projektivitat von P(V)}.

Dann ist Aut P(V) mit der iiblichen Hintereinanderschaltung eine Gruppe. Es gilt Zo1) =
pop.

Lemma 12.4 B
Es gilt genau dann ® = ¢ wenn es ein A € K* gibt mit ¢ = \.

—1

Beweis. Ist ¢ = A\, so gilt offensichtlich @ = . Es bleibt die Umkehrung zu zeigen:
F=¢=po¢ =id=

ww_

wow*

Wir setzen also

Ti=poy L.
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Zu zeigen ist 7 = Aidy. Da T = idp(y ist, gilt
7(v) = Ao fiir alle v € V mit einem \, € K*.

Zu zeigen ist, daBl A\, = A\, fiir alle v, w gilt.

Annahme: )\, # \,. Dann sind v, w notwendig linear unabhéngig. Es gilt

T(v+w) =7(v)+7(w)=ANv+ Ayw

7@+w):AwuwH@:Mﬂm+Mww}:*“_AM@”“M”*HWWZQ

Da v, w linear unabhéngig sind, folgt hieraus
)\v - >\v+w7 )\w - )\v—l—w

und damit A\, = A\, im Widerspruch zur Annahme. OJ

Folgerung. Aut(P(V)) = GL(V)/ ~, wobei
p ~ 1Y < Es gibt ein A € K™ mit ¢ = \i.
Ist speziell
vV =K"
so erhélt man

Aut(P"(K)) = GL(n + 1, K)/ ~ .

Definition. PGL(n + 1, K) = Aut(P"(K)) heifit die projektive lineare Gruppe (der
Dimension n).

Koordinatensysteme
Es sei
P=PV), dimP(V)=n.

Definition. Die Punkte P, ... , P, heiBen (linear) unabhéngig, falls dim(PyV...VP) = k
gilt.

Bemerkung. Essei P, = Kv;; 1 =0,...,k. Dann gilt

Py, ..., Py unabhéngig < vy, ... , v linear unabhingig.
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Beispiele.
1) (2)
X P2 Pl Pl
P : _—
Py Abb. 9: Linear abhéngige/un-
Py abhingige Punkte in P?(K)
unabhéngige Punkte abhiingige Punkte

Definition. Ein Koordinatensystem von IP ist ein geordnetes (n+2)-Tupel (P, ... , Py, E)
von denen jeweils (n + 1) Punkte linear unabhéngig sind. F,... , P, heiflen die Grund-
punkte. E heifit der Einheitspunkt des Koordinatensystems.

Lemma 12.5
Es sei (Py,...,P,, F) ein Koordinatensystem. Dann gibt es eine Basis vy, ... ,v, von V
mit

i) PB=Kv;, (i=0,...,n)
(i) E=K(vo+...+vy).

Die Basis vy, ... ,v, ist bis auf einen gemeinsamen Skalar eindeutig bestimmt.
Beweis. Es gibt v(,... ,v] mit
P,=Kv, (i=0,...,n).

Da die P; unabhéngig sind, so sind auch die Vektoren v, unabhéngig, bilden also eine
Basis. Sei

E = Ke.
Dann gibt es eine Darstellung
e =equy + e1v] + ...+ ey,
Es sind (auf Grund der Unabhéngigkeitsvoraussetzung) alle e; # 0. Sei
v; 1= e;u;.
Dies ist eine Basis mit den Eigenschaften (i), (ii). Nun gilt
E=K(v+...4+v,) =KMvg+ ...+ \vp)

genau wenn \g = ... = A\, € K*. Dies liefert die Eindeutigkeit, da die v; wegen (i) schon
bis auf einen Skalar eindeutig festliegen. O
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Es sei nun (P, ..., P,, F) ein Koordinatensystem. Sei B = (v, ... ,v,) eine zugehorige
Basis. Dies liefert einen Isomorphismus

gg: V. — K"

v e
Diese Abbildung liegt bis auf einen Skalar fest. Also ist
ip: P(V) —P*(K)
eindeutig festgelegt. Wir haben damit
az: P(V) — PY(K)

P=Kv — Kqgv)=K(xg,...,z,).

Definition. (zg:...: x,) heilen die homogenen Koordinaten des Punktes P beziiglich
des Koordinatensystems (P, ... , P, F).

Schreibweise. P = (zg : ... : x,). Die homogenen Koordinaten sind wieder bis auf einen
gemeinsamen von Null verschiedenen Skalar festgelegt. Damit gilt:

Pp = (1:0:0:...:0)
P = (0:1:0:...:0)
P, = (0:0 0:1
E = (1: 1:1)

Es sei nun
p: PV)—PV)

eine Projektivitdt. Dann hat man ein kommutatives Diagramm

4B l ” l 752
P (K )——P"(K).

¢ ist durch ¥ eindeutig bestimmt und wieder eine Projektivitdt. Also gibt es eine Matrix
A e GL(n+ 1; K) mit ¢ = A. Fiir

P=(xg:...:2,), @(P)=(yo:...:Yn)
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gilt

Dabei ist A bis auf einen Skalar # 0 festgelegt.

Damit reduziert sich das Studium der Projektivitdten beliebiger projektiver Rdume auf
das Studium von Projektivitdten des P"(K).

Affinitiaten

V sei wiederum ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition. Eine Abbildung
f+ V—V

heifit eine Affinitét, falls es einen Automorphismus fy von V' und einen Vektor ¢t € V' gibt,
mit

f)=folv) +t (veV).

Bemerkung.

(i) Affine Abbildungen entstehen also aus der Hintereinanderschaltung einer linearen
Abbildung mit einer Translation.

(ii) TIst f eine Affinitét, so ist f bijektiv und f~! ist wieder eine Affinitéit. Es gilt:
f7H ) = fot () = f' (@)

Denn:
(fto ) = fi'(fv) = fo ')
fo t(folv) +1) = fo (1)
= vt fo') =) =
(fof ™M) = folf ™ (v)+t
= folfo ' (v) = fo (1) +1
= v—t+t=w.

(iii) Sind f, g Affinitdten, so auch f o g:

fw) = folv)+t
glv) = go(v) +s.
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Dann gilt

(fog)v) = f(g(v)) = flgo(v) +s) = folgo(v) + ) +1
= folgo(v)) + fo(s) +t
= (foog0)(v)+ (fols) +1).

eAut(V) ev
Speziell: 'V = K™.

fi K" — K
r — Ax+b (AeGL(n;K),be K").

Definition. Aff(V) := {f; f:V — V ist Affinitat} heifit die Gruppe der Affinitédten
auf V.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen Projektivitaten und Affinitéten. Dazu
erinnern wir an die Zerlegung
P"(K)=K"UH, = K"UP" '(K).

Satz 12.6
(i) Essei f:P"(K) — P*(K) eine Projektivitit mit f(Hs) = Hoo. Dann ist f, =
flgn : K™ — K™ eine Affinitét.

(i) Ist f, : K™ — K™ eine Affinitét, so gibt es genau eine Projektivitat f : P*(K) —
P*(K) mit flgn = fa.

Beweis. (ii): Es sei

fa(x) — Aol’ +1 (A() € GL(TL, K))

Setzt man
T
fa(x) =
l,/
so ergibt sich
x’l T tl
(1) =4 | ]+

T Ty, tn
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Dies ist dquivalent zu

1 1 0 0 1

@ T _ t 1
: : Ao :

x tn Ty

Man kann also setzen

-
Il
o=

Um die Eindeutigkeit zu sehen, geniigt:
Behauptung: 1Ist g : P*"(K) — P"(K) eine Projektivitdt mit g|gn = idgn, so ist g =
Denn: Man kann wie folgt argumentieren: Zunéchst ist ¢(Hy) = Heo. Sei glu,, # idn., .

Nach Voraussetzung gibt es also einen Punkt x € H,, mit g(z) # x. Wir betrachten die
Gerade P V x mit einem Punkt P ¢ H,,. Da

PV =PK?)

ist #(PV x) > 3. Also gibt es Q # P, Q ¢ H,, auf PV x mit ¢g(Q) # Q. Dies ist ein
Widerspruch dazu, daf§ g|g» = idgn gilt.

Abb. 10: Zum Beweis von
Satz (12.6)

=A: AeGL(n+ 1; K).
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Wegen f(Hs) = Hy mufl gelten

99

apo 0 0

aip a1 A1n
A= ,

Apo  Qnl Qpn

Wegen A € GL(n + 1; K) ist agy # 0. Man kann also annehmen, dafl

Qo | @11 - Aip
A= )
Apo | An1 Ann
—_———
=:A9eGL(n;K).
Es gilt daher
1 1 0 --- 0 1
fL’/l B aio T
Ao :
1‘;1 ano Tn
d. h.
T1 a1 aio
Jal =4 P [+ |-
Tp Ty, Ano
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§13 Quadriken in projektiven Riumen

Es sei

P" :=P"(K) =P(K"""), char K # 2.

Definition. FEine homogene quadratische Form in n + 1 Variablen ist ein Polynom der
Form

q(zo, ..., xp) = Z AT, (ay, € K).

v,u=0

Bemerkung.

(i) Wir haben bereits gesehen, daf wir a,, = a,, annehmen kénnen (hier verwenden
wir char K # 2).

(i) Unter der Annahme a,, = a,, ist die Matrix A = (a,,) symmetrisch, und es gilt
q(x) = q(zo, ... ,2,) ="wAx = qa(2).
(iii) Fiir jeden Skalar A € K gilt

q(Axg, ... A1) = Nq(xg, ..., 2p).

Definition. Eine Teilmenge @) C P"(K) heifit eine Quadrik (Hyperfliche 2. Ordnung),
falls es eine homogene quadratische Form ¢ gibt, mit

Q={z=(xo:...:2,) € P(K); q(x) = 0}.

Bemerkung. Dies ist wegen der obigen Bemerkung (iii) wohldefiniert.
Schreibweise. @ = {q = 0}.
Beispiele. P? = P*(R).
1 0
(i) 22+27—-22=0,dh A= 1
0 -1
Wir wollen den affinen (eigentlichen) Teil betrachten, wobei wir die Wahl der Hyperebene
im Unendlichen variieren.
(o) Hy = {zo = 0}. Auf R? = P?\ H,, erhalten wir

X 2 T 2
)
o To
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bzw.

ys —yi = 1.

Diese Gleichung definiert eine Hyperbel.

(8) Hoo = {x2 = 0}.
GROSS

vo+yi =1

bzw.

Diese Gleichung ergibt einen Kreis.

(ii) z% — 23 = 0. Diese Gleichung zerfillt in zwei Linearfaktoren.
(.Z‘o — .Tl)(l’o + ZL’l) = 0.

(iii) 22 = 0.
(iv) a2+ 23+ 22 = 0. Hier ist Q = 0.
(v) ¢=0. Hier ist Q = P*(R).

(i)(«): Hyperbel (1)(8): Kreis (ii): Geradenpaar (iii): Zusammenfal-
lende Geraden

Abb. 11: Darstellungen zu den Beispielen

Definition. Zwei Quadriken @, Q" C P"(K) heiflen (projektiv) dquivalent, falls es eine
Projektivitit ¢ : P"(K) — P"(K) gibt mit ¢(Q) = Q'.

Bezeichnung. Q ~ Q'

Satz 13.1

Essei A ="Aund Q = {ga = 0}. Ferner sei ) C P"(K) eine weitere Quadrik. Dann sind
dquivalent:

(i) @~
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(i) Esgibt S € GL(n+1,K), so da Q" = {¢gs = 0}, wobei B =*SAS.
Beweis. (i)=(ii): Essei ¢ € Aut(P*(K)) eine Projektivitit mit p(Q') = Q. Sei p = S
mit S € GL(n + 1, K). Es gilt

1€Q & ¢)eQ & (S1)ASr =04 "2'SAST =0
& 'zBx =0.
Also ist
Q" ={qs = 0}.
(ii)=(i): Wir betrachten ¢ = S € Aut(P*(K)). Dann gilt:
reQ & "zBr=0&"2"'SASr =0< "(Sx)A(Sx) =0
& pr) € Q.
Also gilt

Q') =Q.

Definition. Fiir eine Quadrik @ C P"(K) setzen wir

u(Q) = max{dim U; U C @ ist ein projektiver Unterraum}.

Bemerkung. Q ~ Q' = u(Q) = u(Q’).
Definition.

(i) Ein Punkt 2 € @ heiit Doppelpunkt (singulérer Punkt) von @, falls fiir jede Gerade
L c P"(K) durch x gilt: LN Q = {z} oder L C Q.

(ii) Sing(Q) := {x € Q; x ist ein Doppelpunkt} heiBt der singuldre Ort von Q).
(i) @ heifit regulir (glatt), falls Sing @ = () gilt. Ansonsten heifit @) singular.
Beispiele. P? = P*(R).

(i) @ = {xor1 = 0}: Hier ist u(Q) = 1.

Sing@ = {(0:0:1)}

Abb. 12: Singulédrer Ort eines Gera-
denpaares
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(i) @ = {x2 + 2? — 23}. Fiir 9 = 1 erhalten wir die Hyperbel y2 — y? = 1 (siche
vorheriges Beispiel). Hier gilt u(Q) = 0 und Sing(Q) = 0. (Wir werden dies spiter streng
beweisen.)

(iii) Q@ = {x3 = 0}. Hier gilt u(Q) = 1 und Sing @ = Q.
Satz 13.2
Es sei Q = {qa = 0} C P"(K) eine Quadrik. Dann gilt
Sing @ = {x € P"(K); Az =0} = P(Ker A).

Insbesondere ist Sing () C P"(K) ein projektiver Unterraum.

Beweis. Es sei L eine Gerade durch die zwei Punkte x # y € P*(K). Dann ist
L=P{Az+py; A, p€ K})

die Verbindungsgerade der Punkte 2 und y. (Wir verwenden hier dieselben Bezeichnungen
fiir Vektoren in K™ und die hierdurch definierten Punkte in P"(K). Es gilt nun

ga(A\v + py) ="\ + py) AAw + py)
= Ny Az + p? ly Ay + M\u'lyAx + Mtz Ay
(%) = N'rAx 4+ p? 'y Ay + 20p 'ty Az
= Nqa(x) + Pqaly) + 2Au 'y Az.

,D“  Essei x gegeben mit x € Ker A. Ferner sei L eine Gerade durch z, die () in einem
weiteren Punkt y trifft. Zu zeigen ist, dafi dann L in @ enthalten ist. Nach (x) gilt:

ga(Az + py) = Nqa(z) + p?qaly) + 2 p 'y Az = 0,

da ga(z) = ga(y) = 0 und Az = 0 gilt.
,C“ Esseiz € Sing Q. Dann gilt nach (x):

(¢ ga(A\z + py) = (°qa(y) + 22y Az.

Behauptung: ‘yAz = 0 fiir alle y. (Hieraus folgt dann, dal Az = 0 gilt.)

1. Fall: y € Q. Ist y = x, so ist ‘yAy = qa(y) = 0. Ansonsten ist nach Voraussetzung
L C @ und aus (x) folgt dann 2\pu 'y Az = 0 fiir alle A und g, also 'y Az = 0.

2. Fall: y ¢ Q. Dann gilt, da = € Sing Q ist, dal LN Q = {x} ist, d.h. ga(Ax + py) # 0
fiir pu # 0. Wir nehmen an, dafl ‘yAz =: ¢ # 0 ist. Da y &€ Q ist d := qa(y) # 0. Es sei
nun pu=1, A= —%. Dann gilt

d
1qaly) + 22 'yAr = d = 25-c = 0,
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ein Widerspruch. O
Definition. d(Q) := dim Sing Q.
Bemerkung.

(i) @ ist regulir < d(Q) = —1.

(i) Q@~Q =dQ)=dQ).

Theorem 13.3
Es sei K = R. Dann ist jede Quadrik @ C P"(R) &quivalent zu genau einer der folgenden
Quadriken:

Qur: T+ 4xi—a,—...—22=0
mit -1 <¢t<r<nundt+1>r—t. Esist

WQrr) =n—t—1, d(Qi,) =n—r—1.
Insbesondere gilt

Q~Q & u(Q) =u(Q) und d(Q) = d(Q).

Bemerkungen.
(i) r heifit der Rang der Quadrik.

(i)
(i) Q_,_; =P"(R).
) Qn,n - Q)

Beweis. Es sei

Die obigen Gleichungen nennt man die Normalformen.

(iv

Q= {qa(x) =0}, A="A

Nach Satz (10.3) gibt es S € GL(n + 1, R) mit

1

'SAS = = A,
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Da
ga(z) =04 q_a(x) =0
konnen wir annehmen, dafl ¢t +1 > r — ¢ ist. Sei
Qur = {qa,, = 0}.

Wir kénnen also jede Quadrik in eine der behaupteten Normalformen bringen. Es bleibt
zu zeigen, dafl

wWQu)=n—1t—1,dQu)=n—r—1.
Die zweite Behauptung folgt mit Satz (13.2), da

Sing(Qir) ={x = (zo: ... x,); Az =0},
d.h.
Sing(Qir) ={z=(z0:...:2,); xo=... =2, =0}
Also gilt
dim Sing(Q¢,) =n — 7 — 1,
Es sei nun
Ui={2; 20— Ty1 =01 —Ty42= ... = Ty — T =Ty = ... = 1, = 0}
Sei
U:= IP’(U)

Dann ist U C @, und dimU =n —t — 1. Also gilt
wW(Qrr) >n—t—1.
Um zu zeigen, daBl u(Q,,) < n —t — 1 gilt, betrachten wir
W= {z; 21 =... =z, =0}
Sei
W .=PW).
Dann ist
dmW =t WnQ =0.
Annahme: w(Q,) >n—1t— 1.
Dann sei U’ C @ ein projektiver Unterraum mit dim U’ > n —t — 1. Es ist
dim(U'NnW) = dimU' +dim W — dim(U v W')
> (n—t—1)+t—n=-1
Also ist
UnNwW#0
im Gegensatz zu U' C Q, WNQ = 0. O
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Projektive Klassifikation von Quadriken in P*(R)

In den beiden folgenden Tabellen listen wir alle Normalformen von Quadriken in P?(R)

und P3(R) auf.

P2(R), n = 2: Es gibt sechs verschiedene Aquivalenzklassen.

r |t | d | u | Gleichung (Normalform) | Bezeichnung

—1| -1 2 2 10=0 projektive Ebene
0011 |22=0 Doppelgerade
1100 |1 |ag—2i=0 Geradenpaar

1 1 0 0 |22+23=0 Doppelpunkt

2 |1 | =10 |234+22—23=0 nicht-ausgeartete Kurve
2 | 2 | =1|-1|a234+224+25=0 leere Menge

P3(R), n = 3: Es gibt neun verschiedene Aquivalenzklassen.

r t d | u | Gleichung (Normalform) | Bezeichnung
—1]-11] 3 3 10=0 3-dim. projektiver Raum
0 0 2 2 |22=0 Doppelebene
1[0 ] 1] 2 |x-22=0 Ebenenpaar
1|1 ] 1|1 |22+22=0 Doppelgerade
2 11 10| 1 |23+a?—23=0 Kegel
2 2 0 0 |22+23+23=0 Doppelpunkt
3| 1 | =11 |a3+a?—a3—a53=0 nicht-ausgeartete  Fldche,
die Geraden enthilt
(Ringfléiche)
312 | -1]0 |zi+a34+a25—25=0 nicht-ausgeartete  Fliche,
die keine Geraden enthélt
(Ovalfléiche)
313 | -1]|-1|axi+ai+a34+25=0 leere Menge

Wir betrachten nun den Fall K = C. Sei also

A="'Ae M(n;C).

Dies definiert eine symmetrische Bilinearform
<, >A : Crx C"
(z.y) — (z,y)a ="2Ay.

— C

Bemerkung. Dies unterscheidet sich von der Behandlung in der Linearen Algebra I, wo
wir hermitesche (und nicht symmetrische) Matrizen und damit hermitesche Sesquilinear-
formen (und nicht symmetrische Bilinearformen) betrachtet haben.
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Lemma 13.4
Es gibt eine Basis vy, ... ,v, von C" mit (v;,v;)4 = 0 fiir ¢ # j.

Beweis. Induktion nach n.
n = 1: Hier ist nichts zu zeigen.

n—1—n: Es gilt zunichst:

(1) (z,y)a = %(<x+y,x+y>A — (@, 2)a — (y,9)a).
1. Fall: (x,z)4 = 0 fiir alle z.
Dann gilt wegen (1), dafl
(2, y)a =0 (fiir alle z,y).
Damit kann man jede Basis nehmen.
2. Fall: Es gibt v; mit (v, v1)4 # 0. Es sei
W= {y € C" (v, y)a = 0}.
Behauptung: C" = Cv; & W.
(i) Covy N W = {0}: Nach Konstruktion.
(i) C*=Cuv; + W: Es sei v € C".

Setzen wir
0= (o, 0)a 1,
(v1,v1)a
dann gilt
- (v1,0) 4
, j— — s _— 5 = O
(v1,v — 0)4 = (v1,0) 4 <U1,U1>A<U1 v1)A
Also ist v — v € W, und damit
v= 0 + (v—27)
m m
Cvl w
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Basis vs, ... ,v, von W mit

<U7;,’Uj>A:O (2§Z7éj§n>

Wir konnen daher die Basis

wahlen. H
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Lemma 13.5
Es gibt S € GL(n, C) mit

1
tSAS = !

0
0 L
0
Dabei ist r der Rang von A.
Beweis. Es sei vy,...,v, wie oben. Wir kénnen nach Umordnung annehmen, daf}
<Ui,Ui>A7é0, izl,...,T
(vi,v;)a =0, i >r+1.
Es sei
Sl = (Ul, c. ,Un) € GL(?’L,C)
Dann gilt:
Cc1
0
'S1AS; = - 0 = Ay
0 "
0
mit

Wiéhle nun \; € C* mit

Es sei

A1

Dann gilt
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Also gilt

{(S) 0 S3)A(S) 0 Sy) = R
.
Die Behauptung iiber den Rang ist klar, da
Rang A = Rang(*SAS) (S € GL(n; C)).
O

Theorem 13.6
Es sei @ C P*(C) eine Quadrik. Dann ist () dquivalent zu genau einer der folgenden
Quadriken:

Qr: xi+ ... +22=0 (—1<r<n).
Es ist
dQ,)=n—r—1.
Insbesondere gilt
Q~Q & dQ) =dQ).

Bemerkung.

(i) Q-1=P"(C).

(i) w(@;)=n—-1-[3]

Beweis. Es sei

Q = {qa = 0}.
Dann gibt es S € GL(n + 1,C) mit
1
. 0
SAS = b
0 -
0
——
r+1
Die Behauptung iiber d(Q) folgt, da d(Q) = d(Q,) und
Sing Q, = {xg=... =2, =0}.

O

Zum Abschlufl geben wir noch ein Verfahren an, wie man symmtrische Matrizen mit Hilfe
von Elementarmatrizen diagonalisieren kann.
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§14 Affine Quadriken

Es sei

V=K" (char K # 2).

Definition. Eine (inhomogene) quadratische Form in n Variablen ist ein Ausdruck der
Form

qo(r) = 2”: ATy, + 2”: a, T, + a.
v=1

vp=1

Definition. Eine Teilmenge @)y C K™ heifit (affine) Quadrik, falls es eine quadratische
Form ¢y gibt mit

Qo ={(x1,... ,x,) € K" qo(xy1,... ,2,) =0}

Schreibweise. )y = {qo = 0}.
Beispiele. Im R? :
(i) 2?4+ 23 —1=0 (Kreis).
) a2 — x9 = 0 (Parabel).
) 22 — 23 —1=0 (Hyperbel).
) xyx9 = 0 (sich schneidendes Geradenpaar).
(v) a1(z1 — 1) =0 (parallele Gerade).
)z = 0,27 = 0 (Gerade, bzw. , Doppelgerade®).
) a2+ x5 =0 (Ursprung).
) 22+ 22+ 1=0 (leere Menge).
) ¢=0(R?).

() = Y ayur,a,+ Y a,r, + ag.
v=1

v,pu=1

Man kann daraus eine homogene quadratische Form machen, indem man setzt:

n n

2

q(z) = 5 Ay Ty, + E a, 2,0 + apTp.
v,u=1 v=1
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Setzen wir

apo

Qoo — Qo
S0 1ist
n
oAt
= E ATy, (A= (av); A="A).
v,u=0
Wir setzen nun

Qo = {e0=0}CK"
Q = {g=0}CPK)=K"UP"(K).

Dann ist

Qo=QNK" (affiner Teil“ der Quadrik Q)

Definition. Man nennt () den projektiven Abschlufl von Q).

Definition. Zwei (affine) Quadriken Qq, @y C K™ heiBen geometrisch dquivalent, wenn
es eine Affinitat K™ — K" gibt mit ¢(Qo) = Q5.

Schreibweise. Qo ~ Q.

Definition. Zwei (projektive) Quadriken @, Q' C P"(K) heilen affin-dquivalent, falls es
eine Projektivitdt ¢ € Aut(P™(K)) gibt, mit p(Hy) = Hoo und ¢(Q) = Q.

Schreibweise. @ ~, Q'

Bemerkung.
(i) Aus Q ~, Q' folgt natiirlich @ ~ Q.
(i) Ist Q@ ~, Q@ und Qo := QN K", Q) := Q' N K", dann gilt auch Qy ~ Q.

Es sei nun ) C P*(K) eine projektive Quadrik:

Q={(zo: .. ) e PM(K Z ATy, =
V=0
Dann ist
Q" =0 NHy
gegeben durch
Q" ={(xy:...:2,) € P"YK) = Hy; i Ay, x,, = 0}.

vp=1
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Wir definieren nun neue Invarianten (beziiglich der Relation ~,) fiir projektive Quadriken.

Definition.

Bemerkung.

Q~e Q' = d(Q) =d(Q), w@) =u(Q), d(Q) =d(Q), v (Q) =u(Q)
Theorem 14.1
Jede Quadrik @ C P*(R) ist affin-dquivalent zu genau einer der folgenden Quadriken:

Typ Gleichung Bedingungen d U d* u*
(1) 3+ ...+ a? 0<t<r<n n—r n—t n—r| n—t—1
fx%+1f...fx3:0 r—t<t -1
(2) T2+ ...+ 2? 0<t<r<n n—r n—t n—r| n—t—1
—xgﬂ—...—x%:x% r—t<t -1 -1
(3) I S 0<t<r<n n—r|n—(r—-t)|n-—r|n—(—1
—xf g — ... —at=af r—t>t -1 -1 -1 -1
(4) 2+ ...+l 0<t<r<n—-1|n—-r| n—t—1 |n—r| n—t—1
—xfﬂ—...—x%:xoxrﬂ r—t<t -2 -1

Zwei Quadriken @, Q" C P"(R) sind also genau dann affin-dquivalent, wenn d, d*, u, u*
iibereinstimmen.

Bemerkung.

(i) Mann kann die Gleichungen auch in der Form

2 2 2 2
vt A+ T — X =

<
N

mit 7 —t < ¢ schreiben. Dann dndern sich allerdings die Invarianten d, u, d*, v* im Fall (3)
entsprechend.

(ii) Jede Quadrik Qg C R™ ist geometrisch dquivalent zum affinen Teil einer der oben
beschriebenen Quadriken.

(iii) Es kann sein, dafl @ %, Q" aber Qo =~ Q. Etwa
Q={zoz1 =0}, @ ={af=0}
Es gilt jedoch
Qo = {1 =0} = {21 = 0} = Qs

Wir werden hierauf noch zuriickkommen.
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Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dafl die angegebenen Quadriken alle verschieden sind.
Es gilt
(1) d&=d-1Lu" =u—1

(2) d*=du*=u—1
(3) d*=d,u*=u
4) d*=d+1,u* =u.

Also sind Quadriken in verschiedenen Typen auf keinen Fall dquivalent. Innerhalb eines
Typs bestimmen d,u (bzw. d*, u*) schon r,t und umgekehrt.

Bleibt zu zeigen, dal man jede Quadrik auf eine dieser Normalformen bringen kann. Es
sei

n

Q : Z ATy, = 0, A=(an); A= LA.

w,v=0

Es ist
Q* :Qﬂ{l‘():()}
Also ist

n
* . J—
Q" : E AT, = 0.

H,v=1

Es gibt nun nach Theorem (13.3) ein

o € Aut(H.) = Aut(P"(R))

mit
p(Q) = (@)
und
@) i+ +xi—ay—...—2=0 (0<t<r<nt>r-—t)
Sei
=25
mit S € GL(n,R). Setze
10 -0
P g € GL(n+ L,R).
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Sei
v.=Tc¢ Aut(P*(R)).
Dann ist
V|, =@
Es sei
Q= (Q)
Man hat
Q' : w%+...+xf—xt2+1—...—xf:bx?)—i-Zb,,xox,,.

v=1
Wir definieren nun 7 € Aut(P"(R)) durch
To —— o

b
T, +— xu—l——uzvo (1< u<t)

2

b
T, xg—ngO t+1<p<r)
T, —— T, (r+1<wv<n).

Dann wird @’ iibergefiihrt in

Q" P+ +at—at - =i+ b, x0T, .
1 t t+1 r 0
v=r+1
Denn:
. bu o 2 Ly o
LS:  (z,+ Exo) =, +b,r,m0 + Zbuxo
b 1
RS:  byxo(z, + 5“:)30) = byx,x0 + 51)2953
bzw.
. b o 2 Lo o
LS:  —(z, — Emo) = —x, + b,ro — Zngo
b 1
RS:  byxo(x, — ngo) = byroz, — §be3.
1. Fall.: ¢=0und b, = 0 fiir v = r+1,... ,n. Dann hat Q)" eine Normalform vom

Typ (1). Q" und (Q")* haben dieselbe Gleichung. Nach Theorem (13.3) gilt (beachte daf

die Summation bei 1 beginnt):

u=n—=t, d=n-—r

ut=n—t—1, d*=n—r—1.
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2. Fall: ¢ >0und b, =0 fiir v = r+ 1,... ,n. Wir fithren folgende Transformation
durch:

b
NG

Damit wird Q" {ibergefiihrt in:

To — —=XTg, Ty +— T, (v=1,...,n).

Q": i+ . 4a—al,—...—a=1 O0<t<r<mn,t>r-—t).

(a) t>r—t Dann sind wir im Fall (2). Die Quadrik

x%—i—...#—xf—xfﬂ—...—xf—x%zo
T T4?1r—t
hat
t>r+1-—t.

Dies ist eine Normalform im Sinne von Theorem (13.3). Damit gilt
u=n—t, d=n—r—1.
(Q")* hat dieselbe Gleichung wie im 1. Fall. Also gilt
uv=n—t—1 d"=n—r—1.

(b) r—t=t. Dann sind wir im Typ (3) (mit ¢t =r —¢). Es ist

2, .2 2,2 2 _
Evo+xt+1+...+x7;—gc1—...—xtj—O
Vs Vv

r+1—t t

ebenfalls eine Normalform im Sinne von Theorem (13.3). Es folgt
u=n—(r+l1—t)=n—(r—t)—1;, d=n—r—1.

Im Unendlichen liegt dieselbe Gleichung wie in (a) vor, also gilt:

t

w=n—t—1"% n—r—t) -1, d=n—r—1

3. Fall: ¢<Oundb, =0firv=r+1,... ,n Wir transformieren

1

Tog FH—

r, — x, (v=1,...,n).
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Damit erhalten wir:

m.o2 2_ 2 2_ _ .2
QU: a4+ tai -z, — .. —x=—x; (0<t<r<nt>r—t).
Bzw.
w2 2_ .2 2 _ 2
Q" w A Fx—xy— .- X = .
N VvV N Vv o
r—t t

Nach Umbenennen der Variablen:

2 2 2 2 _ .2
U A o Rl S T et i
A - S/
r—t t
Mit
ti=r—t
hat man
2 2 2 2 2
£51+---+55t/_£5t’+1_-- T, =X,
VvV TV
t r—t/
Es ist nun

0<t'<r<n; t'<r-t.
Also sind wir im Typ (3). Die Berechnung von u, d, u*, d* erfolgt genau wie zuvor.

4. Fall: Es gibt b, # 0 mit v € {r + 1,... ,n}. Damit ist » < n — 1. Durch eventuelles

Vertauschen der Variablen z,,1, ... ,x, kann man erreichen, dafl b1 # 0. Also erhalten
wir
" . 2 2 2 2 __ 2
Q" i +...tx —x — ... —x = x5+ b1 ToTrg1 + bryo2ToTrpo + .+ by ToTy.

Durch die Transformation

x, — x, (Vv#r+1)

1
LTry1 (:Ur+l — CTy — br+2$r+2 e T bnwn)
br+1
wird Q" iibergefiihrt in
Q": a4 4a i — .. — T =TT 0<t<r<n—-1,r—t<t).

Dies ist Typ (4). Fiir o = 0 stimmt dies mit (1) {iberein. Dies ergibt d*,v*. Um d, u zu
bekommen, betrachten wir:
e N CASE )
Tryr > (Trp1 — Zo)
T, = Ty (v #0,r+1).
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Dies ist keine affine Projektivitat, erhélt aber v und d. Wir erhalten dann

2 2 _ 2 2 _ 2 2
T+ .+ X =Ty — - — T =Ty — T,
also
2 2_ 2 2 _
o+ ..o+ —x,— ... —x,, =0
Vv 4 ~ Vv
t+1 r+1—t

mit t+1 > r+1—¢. Dies ist eine Normalform im Sinne von Theorem (13.3). Daraus folgt

u=n—t—1 d=n—(r+1)—1=n—r—2.

Beispiel.
Qo: T +25 —2r9w3 =1 (Qo C RY).
Der projektive Abschluf} ist dann
Q: xoxr;+ :v% — 2973 = x%.
Zunéchst betrachten wir
Q@ =QNHy  (He={zo=0})
Also
Q" : 2% —2x925 = 0.

Die darstellende Matrix ist

1 0 O
A=10 0 -1
0 -1 0

Wir bestimmen nun die Normalform von A und berechnen hierzu zunéchst die Eigenwerte
von A.

xa(x) = det(zE — A) = det

o o |
— 8 O
82~ O

= (z-1D("-1)
= (v —1)*x+1).

Also erhalten wir

)\1,2 = 1, )\3 =—1.
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Damit gilt
Q ~(Q):  afta;—a5=0.

Konkret kann man dies so machen:

Xr1 —— X Qf’—)xg_xz l‘l—>x3+x2

1 1, 2 3 3 - =
V2 V2
Damit wird @ iibergefiihrt in
Q' : moxy + 27+ 15— 23 = 1.

Wie im Beweis von Theorem (14.1) kann man dies so transformieren:

Lo
Ty — Zg, T/ T1 —

2

Tg — Tg, Ty —— T3.

Damit geht @) iiber in

x x
wo(wr = ) + (o1 = )P+ o — af = af,
d. h.
x3 x3
Tox1 — ?O+m%—a:0x1—l—zo+x§—m§ :xa,
bzw.
x% + x% - xg = —x%.
Schliellich ergibt
2
Lo —— —=o, Ly > Ty (V = 17273)

die Form
xf+x§—az§ ::z:g.
Die affine Gleichung ist dann

o202 03
Qo: xi+az;—z) =1

Es handelt sich um ein einschaliges Hyperboloid. Dies ist eine Quadrik vom Typ (2). Es
gilt

d=-1, u=1, d"=-1, u =0.

Wir kehren nun zur Klassifikation von Quadriken Qg C R™ zuriick.
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Theorem 14.2

Jede affine Quadrik @y C R™ ist (geometrisch) dquivalent zu einer der affinen Quadriken in
Theorem (14.1). Zwei Quadriken in dieser Liste sind genau dann (geometrisch) dquivalent,
falls sie beide Hyperebenen oder die leere Menge sind.

Bemerkung. Die folgenden Gleichungen fithren zu Hyperebenen oder der leeren Menge:

Hyperebenen: (i) Typ (1) r=1,t=1: 3 =0.
(ii) Typ (4) t=r=0: ToTy =
Leere Menge: Typ 3) t=0,0<r<n: —2?—.. . —2?=uzl

Beweisskizze Wir haben schon gesehen, dafl jede affine Quadrik in obiger Liste vor-
kommt.

Schritt 1: P"(R) ist ein kompakter topologischer Raum. Wir betrachten dazu die Pro-
jektion

7 R™ {0} — P"(R).

Definition. Eine Menge U C P"(R) heifit offen, falls 7=1(U) C R"™ — {0} offen ist.

Bemerkungen.
(i) Damit ist die Abbildung 7 : R*™! — {0} — P"(R) eine stetige Abbildung.
(ii) Diese Topologie ist so gemacht, da} die Abbildung

P"(R)\ Ho — R"
(o a1:...0x,) — ﬂ,ﬁ,...,xn
o Xo Zo

ein Homdomorphismus ist.

(iii) Der topologische Raum P*(R) ist deswegen kompakt, weil er das Bild der kompakten
Sphére S™ unter der stetigen Abbildung 7 ist.

Wir betrachten nun eine affine Quadrik
Qo ={q =0} CR"
und ihren projektiven Abschlufl
Q ={q=0} CP"(R).

Es ist zu beachten, dal @) a priori von der Wahl der Gleichung gy = 0 von )y abhéngt.
Schritt 2: @ ist abgeschlossen in P"(RR).
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Beweis. Es ist zu zeigen, dafl

Q) = {(w0,... ,x,) € R" —{0}; q(zo,... ,7,) =0}

abgeschlossen ist. Dies gilt, da

mit
q: R {0} — R
(o, .-y xn) — q(To, ..., Tp).
D.h. 771(Q) ist das Urbild der abgeschlossenen Menge {0} unter der stetigen Abbildung
¢, also abgeschlossen. Damit hat man in P*(R):
Qo CQyCQ
wobei @, der topologische Abschlufl von @Qq in P*(R) ist.

Schritt 3: Ist @y weder leer, noch eine Hyperebene, so gilt @, = Q. Insbesondere hingt
in diesem Fall der projektive Abschlufl @) nicht von der gewahlten Gleichung ¢, ab.

Beweis. G. Fischer, Analytische Geometrie, p. 66ff.

Schritt 4:  Man kann den Beweis nun wie folgt fithren. Es seien Qy = {qo = 0} und @[, =
{¢, = 0} Quadriken dieser Liste. @y und @) seien affin-dquivalent. Es sei ¢y : R — R”
also eine Affinitat mit ¢o(Qo) = Qf. Man setze ¢q fort zu ¢ : P*(R) — P"(R). Dann
ist o ein Homdomorphismus, und es gilt p(Q,) = @g Nach Voraussetzung ist Qg weder
eine Hyperebene noch leer (und damit gilt dies auch fiir Q}). Nach Schritt 3 ist Q, = Q,

@g = @Q'. Also gilt ¢(Q) = @Q'. Damit ist @ = @' nach Theorem (14.1), also Qy = Q. O

Es sei nun @ C P*(R) eine Quadrik. Wir fragen, inwieweit die Menge (@ eine definierende
Gleichung bestimmt.

Beispiel. Die Gleichungen
Mg+ ...+ a2 =0 (Aoy -y A > 0)
stellen in P*(R) alle dieselbe Teilmenge, néamlich
To=x1=...=x,=0

dar. Es wird also nicht in jedem Fall die Menge @ eine (bis auf einen Skalar) eindeutig
bestimmte Gleichung ¢ mit @ = {q = 0} liefern.
Definition. Wir betrachten nun quadratische Formen

qalz) = {(x,2)4 ="1Ax

qu(z) = {(xv,z)0 ="2A2
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mit A ="A, A’ ="'A’. Fiir die Form
sa(w,y) = (z,y)a = "wAy
hatten wir bereits frither den Ausartungsraum
Vit = {v e R"™: (v, w) 4 = 0 fiir alle w € R"™'} = Ker A
betrachtet. Es gilt natiirlich

Sing @ = P(V") C {ga =0} = Q.

Satz 14.3
Es sei Q = {qa = 0} = {qa = 0}. Ferner sei Sing@ & Q. Dann gibt es ein ¢ # 0 mit
A=cA.

Beweis. Es sei

C=nr"1(Q)U{0}

(wobei m : R"™\ {0} — P"(R) wieder die Projektion ist) der sogenannte Kegel iiber Q.
D.h.

C = {(z0,...,7,) € R qu(ag,...,7,) =0}
Nach Voraussetzung gibt es einen Vektor
v € C'\ V5.
Wir betrachten nun die Geraden
Gw = {w+ Avg; X € R} (w € R™1).
Es gilt
gw N C = {w + Avg; qa(w + Avg) = 0} = {w + Av; qa(w + Av) = 0}.
Dies fithrt wegen g4 (v, v9) = 0 = qar(vo, vp) zu:

2Xs4(vo, w) + ga(w) =0

1

(1) 2\s.40(v0, W) + qar (w) = 0.
Behauptung.

(%) sa(vg,w) =0 < sa (v, w) = 0.

Denn: w € C: Dann ist ga(w) = qa(w) = 0. Es gilt

sa(vg,w) =0 g, CC < sa(vg,w) =0.
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w ¢ C: Dann ist ga(w) # 0 # qa(w). Es gilt
sa(vo,w) =04 g, NC =0 < sx(v,w)=0.
Also gilt
H:={w € R s4(vp,w) =0} = {w € R™™; 54 (v, w) = 0}.

Nach Voraussetzung (vo € Vi') ist H eine Hyperebene H & R™!. Eine Hyperebene
bestimmt ihre Gleichung bis auf einen Skalar. Also gibt es ein ¢ # 0 mit:

(2) $a(vg, w) = s (vg, w) (w € R™).
Da die beiden Gleichungen in (1) dquivalent sind, gilt (man betrachte die Determinante)
(3) sa(vo, w)qar(w) = sa (v, w)ga(w).
Mit (2) ergibt sich

cqa(w) = qa(w) (w e R\ H).
Also ist

R*" — R
w — ga(w) — cqa(w)

stetig und verschwindet auf R"*!\ H, also auf ganz R"*!. D.h.

qa(w) = cqu(w) (w € R™).

Wegen
salo,0) = 5(aa(v+ w0 +10) = 4a(v) — 4a(w)
su(,0) = S(aw(otw,v+w) - gu(®) — gu(w)
liefert dies
sa(v,w) = csa(v,w) (v,w € R"1).

Also
A=cA.
O

Bemerkung. Dieser Beweis funktioniert auch fiir K = C. Die Aussage selbst gilt fiir
alle Korper K der Charakteristik # 2.

Die beiden folgenden Tabellen geben die Klassifikation der affinen Kegelschnitte (n=2)
und der affinen Quadriken im Raum (n = 3).
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. . | Gleichung Bezeichnung uneigentlicher
Nr.| Typ | ¢ | r | d u d u (Normalform) (affin) Teil &
1 (1) (00| 2 2 1 1 {0=0 Ebene Gerade
2 1]1] 1 1100 |22=0 eigentl. Gerade Punkt
3 112] 0 1 |-1] 0 |22-23=0 Geradenpaar Punktepaar
mit eigentl.
Schnittpunkt
2 0 0 | —-1|-1|22+2%= eigentl. Punkt 0
5 1@ 11710 1] 0] 0 [a%=2a? Paar paralleler Ge- | Punkt
raden
6 212 -1 0 | =1|—1|a%+a3=ad Ellipse 0
7 3 (00| 1 1 1 1 |0=2a} uneigentl. Gerade Gerade
8 01| 0 0 0 0 | —2? =23 uneigentl. Punkt Punkt
9 0|2 —-1|-1|-1|-1]|—-2?—-2%2=22 0 0
10 12| -1] 0 |-1] 0 |2?2—-23=2a? Hyperbel Punktepaar
11 (4) (00| O 1 1 1 | 0=2x021 eine eigentl. u. die Gerade
uneigentl. Gerade
12 1/1(-1] 0 0 0 | 2% = zo7o Parabel Punkt

Tabelle 1: Affine Klassifikation reeller Quadriken (n = 2). Im Affinen fallen die Félle 2
und 7,8,9 (leere Menge) zusammen.

und 11 (Gerade)

. . | Gleichung Bezeichnung uneigentlicher
Nr.| Typ | t|r| d u | d w (Normalform) (affin) Teil g
1 I {ojo| 3|3 ]2 ]2 ]|0= 3-dim. Raum Ebene
2 11| 22| 1] 1 |a%= eigentl. Ebene Gerade
3 1{2(1]2]0/|1|22-23=0 Ebenenpaar mit Geradenpaar
eigentl. Schnittger.
4 2121 1 0 0 |224+23=0 eigentl. Gerade Punkt
5 21310 1 | —=1] 0 |224+23—-23=0 Kegel nicht-ausg.
Kurve
6 3130 0 | -1 -1 |a?+a3+2%2=0 eigentl. Punkt 0
7 (2 |11 1 2 1 1 | 27 =23 Paar paralleler Gerade
Ebenen
8 2120 1 0 0 | 22 +a23=2a3 elliptischer Zylinder | Punkt
9 23| -1 1 |-1| 0 |a?+23—23=2a | einschaliger nicht-ausg.
Hyperboloid Kurve
10 31310 | -1]|-1]2}+235+23=2? Ellipsoid 0
1|l @ |jojol 2222 ]0=a uneigentl. Ebene Ebene
12 0|11] 1 1 1 1 | —2% =2 uneigentl. Gerade Gerade
13 012 0 0 0 0 | 23 —23 =23 uneigentl. Punkt Punkt
14 03| —-1|-1|-1|-1|-a?-22-a23=a2|0 0
15 1{12] 0 1 0 1 | 22 — 23 = a3 hyperbolischer Geradenpaar
Zylinder
16 13| -1] 0 | —=1] 0 |a%—a23—a3=2a8 | zweischal. nicht-ausg.
Hyperboloid Kurve
17| 4) |0]0] 1 2 2 2 | 0=zqxy eigentl. Ebene und Ebene
die uneigentl. Ebene
18 1(1 0 1 1 1 | 22 = 2o parabol. Zylinder Gerade
19 112 -1] 1 0 1 | 22 — 22 = 2ow3 hyperbolischer Geradenpaar
Paraboloid
20 212|-110 0 0 | 2%+ 23 =z073 ellipt. Paraboloid Punkt

Tabelle 2: Affine Klassifikation reeller Quadriken (n = 3). Im Affinen fallen die Félle 2
und 17 (Ebene), sowie 11,12,13,14 (leere Menge) zusammen.
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Kegelschnitte

Kegel: 23 — 22 — 23 = 0. Hyperbel

Ellipse Parabel

Abb. 13: Der quadratische Kegel (Typ (1))
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Ellipsoid (u = 0) Einschaliges Hyperboloid Elliptischer Zylinder
(u=1,d=-1) (u=1,d=d*=0)

Abb. 14: Fliachen vom Typ (2)

e ——
RN
_—
Zweischaliges Hyperboloid Hyperbolischer Zylinder
(u=0) (u=1)

Abb. 15: Flidchen vom Typ (3)

Parabolischer Zylinder Elliptisches Paraboloid Hyperbolischer Paraboloid
(u=1,d=0,d*=1) (u=0,d=-1,d"=0) (u=1,d=-1,d* =0)

Abb. 16: Fliachen vom Typ (4)
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§15 Das Tensorprodukt

U, V,W seien K-Vektorrdume. Wir definieren zunéchst:
Definition. FEine Abbildung F': U x V — W heifit bilinear, falls gilt
(B1) F(Auy + prug, v1) = AF(ur, v1) + pF (us, v1)
(B2) F(uy, Avy + pvg) = AF (uq,v1) + pF(ug, v7)
(fiir A\, u € K ug,ug € Usvg,v9 € V).
Beispiele.

(1) Jedes Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum V:

(,Y:VxV—R, (u,v)— (u,v)

erfiillt dies, insbesondere das Standardskalarprodukt

(,): R"xXR"—R, (u,v)HtUU:Zuivi.

i=1
(2) U=V =W = Mat(n; K). Der Kommutator (auch Lie-Produkt genannt):
[ ]: Mat(n; K) x Mat(n; K) — Mat(n; K)
(A,B) — [A,B]=AB— BA

ist bilinear.

Die Idee des Tensorprodukts besteht darin, daffl man einen Raum konstruiert, so dafl jede
bilineare Abbildung F' iiber das , Tensorprodukt® faktorisiert:

F

UXV——m» W

4
® l

UV

Dabeiist ® : U x V — U ® V eine feste bilineare Abbildung, die Abbildung F ist linear.
Es ist also das Paar (U ® V, ®) mit dieser ,,universellen“ Eigenschaft zu konstruieren.

Definition. Es sei T ein Vektorraum und
®K: UxV —T

eine bilineare Abbildung. Man sagt, da§ das Paar (T, ®) ein Tensorprodukt von U und
V ist, falls gilt:
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(T1) Das Bild von ® erzeugt 7.

(T2) Ist W ein weiterer Vektorraum und ist F': U x V' — W eine bilineare Abbildung,
so gibt es eine lineare Abbildung F': T'— W, so dafl das Diagramm

F

UXV——m» W
A 4

(+) o

kommutiert.

Theorem 15.1
Zu jedem Paar U, V gibt es ein Tensorprodukt (7, ®). Dieses ist bis auf Isomorphie eindeu-

tig bestimmt, d. h. ist (T ,®) ein weiteres Tensorprodukt, so gibt es einen Isomorphismus

TS T, so da8 das Diagramm

U><V~
N
T -~ . T

kommutiert.

Wir stellen den Beweis zundchst zurtick.

Sprechweise. T heifit das Tensorprodukt von U und V. Die Elemente von T  heiflen
Tensoren.

Schreibweise. T=U®V; u®v:=®(u,v), (ueUwvelV).

Bemerkung. Man beachte, dafl die Elemente u ® v den Raum 7' erzeugen, dafl aber
nicht jeder Tensor von dieser Form ist. Ein allgemeiner Tensor ¢ in 7' ist eine endliche
Summe t = > u; @ v;.

Lemma 15.2
® : U x V — T sei bilinear. Dann sind dquivalent:

(i) (T1) und (T2) gelten.
(ii) Es gilt:

(T) Zu jeder bilinearen Abbildung F': U x V' — W gibt es genau eine lineare
Abbildung F': T'— W, die (%) kommutativ macht.
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Beweis. (i)=(ii): Es seien Fy,F, : T — W, so daB (%) kommutiert, dann gilt:
Fi(u®v) = Fu,v) = Fy(u®0) (weUwvelV).

Da die Elemente v ® v den Raum T erzeugen, folgt ) = F5.

(ii)=(1): Es gelte (T). Dann gilt auch (T2). Es bleibt (T1) zu zeigen. Es sei

T :=Span{u®@uv, ue U, veV}CT,

i: T < T sei die Inklusion.
Wir betrachten die bilineare Abbildung

F=®: UxV — T
(u,v) — uw.
Mit F = idp gilt F = Fo®. Essei Fy : U x V — T" durch Fy(ux v) = Fy(ux v) definiert.

Dann gibt es, wendet man die universelle Eigenschaft auf Fj an, eine lineare Abbildung
Fy mit Fy = Fyo Q.

Es gilt
(ioFy)o®@=io(Fyo®)=1ioly=F.
Wegen der Eindeutigkeitsaussage von (T) folgt:
idy = F = (i o Fy).
Insbesondere ist i daher surjektiv, d.h. 7" =T. O
Beispiel. U = K. V sei beliebig. Wir setzen

T=V, ®: KxV — V
(A v) — Av=:AQuw.

Die Abbildung ® ist natiirlich bilinear.
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Behauptung. (V,®) ist Tensorprodukt von K und V. Wir miissen hierzu (T1) und
(T2) zeigen.

(T1): Klar.
(T2): F:K xV — W sei bilinear.
Wir betrachten das folgende Diagramm:

K xV > W

®

Dabei ist F definiert durch

F(v) = F(1,v).
(o) Das Diagramm kommutiert:

F(®@(\v) = F)\®v) = F(w) = F(1, \v) = F(\,v).

(3) F ist linear:

F()\lvl -+ )\2’02) = F(l, )\1’01 + )\21)2) = )\1F(1, Ul) —+ )\2F(1, 'UQ)
= )\1F(U1) + )\gF(’Ug).

Bevor wir das Theorem (15.1) beweisen, erinnern wir an den Raum Abb[X, K], den wir
fiir eine Menge X wir folgt definiert hatten:
Abb[X, K| :={f; f: X — K; f(x) # 0 fiir nur endlich viele z € X}.
Dies ist ein Vektorraum iiber K. Wir setzen
F(X) := Abb[X, K]

und bezeichnen diesen Vektorraum als den freien Vektorraum iiber der Menge X. Wir
erhalten eine Basis von F'(X) durch die Elemente f,,x € X wobei

fo: X — K

1 fallsy==x
fx(y) =
0 fallsy # z.
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Jedes Element f € F(X) besitzt eine eindeutige Darstellung

x,endlich

Mittels der Inklusion X — F(X),z — f, kann man X als Teilmenge von F'(X) auffassen.
Identifiziert man mittels dieser Inklusion x mit f,, so kann man (x) in der folgenden Form
schreiben:

(%) F= > Xz (MeEK).

xz,endlich
Schlieflich benétigen wir noch das

Lemma 15.3
Es sei f: U — W eine lineare Abbildung mit V' C Ker f. Dann gibt es genau eine lineare

Abbildung f : U/V — W, so daB das Diagramm

f

gy ——— W

|

kommutiert. (Dabei ist m die kanonische Projektion).

Beweis. Falls das Diagramm kommutiert, mufl gelten

(%) f(@) = f(u).

Dies ergibt die Eindeutigkeit. Wir mochten nun f durch (x) erkliren. Es ist zu zeigen:

(i) f ist wohldefiniert: — Seien uy,us € U mit W = Uy. Dann gilt

Uy — ug €V,
d. h.
U =up +v (fiir ein v € V).
Es gilt
f@) = flw)=flus+v) = flus) + f(v)
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(ii) f ist Iinear:

Ot + Xotia) = f(Aur + Aug) = f(Aiur + Aaus)
= A f(w) + Ao f(u2) = A f(W) + Ao f (W2).

Die Kommutativitit folgt aus (x). O

Bemerkung. Dieses Lemma ist nur eine geringfiigige Umformulierung von Satz (11.51).
Beweis von Theorem (15.1).

Eindeutigkeit: Es seien (T, ®), sowie (T, &) Tensorprodukte von U und V. Dann hat
man ein kommutatives Diagramm ~
®
UxV - T

© f

T
wobei f(u® v) = u®v und g(u®v) = u ® v ist. Also gilt:
(gofllu®v) = u®w (g)QOf:idT.
(fog)udv) = udvS fog=id.

Damit ist f ein Isomorphismus mit f~! = g.

Existenz: Wir betrachten den freien Vektorraum F(U x V). N(U x V) sei der von
folgenden Elementen erzeugte Unterraum:

(Arug + Aaug, v1) — Ar(ug, v1) — Ag(ug, v1)
(w1, Arv1 + Agva) — Ap(ug, v1) — Aa(ug, v2).

Dabei sind uy, us € U, v1,v9 € V. Wir setzen
T:=FUxV)/NUxYV).
Ferner haben wir die natiirliche Quotientenabbildung
m: F{UxV)—T.
Damit definieren wir

®: UxV —FUxV)S T

(u,v) b m(u,v) =: (u,v) = uv.
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® ist bilinear:
(AMug + Aaug) @ v = Aug @ v1 + Agus @ 0.
Dies gilt, da
(Arug 4 Aaug, v1) — Aq(ug,v1) — Ae(ug,v1) € N(U x V)

ist. Analog zeigt man die Behauptung im zweiten Argument.

Nachweis von (T1): Esseit € T. Da 7 surjektiv ist, gilt

t= Z ozij(ui,vj) = Z aij(ui,vj) = Z ozijui@)vj.

endlich endlich endlich

D. h. die Elemente der Form u ® v spannen 1" auf.

Nachweis von (T2): Es sei
F: UxV—W

eine bilineare Abbildung. Wir definieren

~

F: FUxXxV)—W

durch

A

(1) F(u,v) := F(u,v).

IE’ ist also auf der Basis festgelegt und ergibt so eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
F:FUXxV)—W.

Behauptung: N(U x V) C Ker F.

Dies folgt, da

A

F((Muy + Agug, v) — A1 (ug,v) — Ag(ug,v))
F()\lul + /\QUQ, U) — )\1F(U1, U) — )\QF(UQ, U) = 07

wobei wir verwendet haben, dafl F' bilinear ist. Analog im zweiten Argument. Damit
erhalten wir nach Lemma (15.3) ein kommutatives Diagramm
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F(U x V) -

sl

(UxV)/NU x V)

Hierbei gilt

(2) F((u,0)) = F(u,0).

Dies liefert eine lineare Abbildung F'. Es bleibt zu beweisen, daf das folgende Diagramm
kommutiert:

F

UXV — W

Dies folgt, da

(Fo®)(u,v) = Flu®v) = F((u,v)) = F(u,v) = F(u,v).
Dies beendet den Beweis. U
Bemerkung. Die Abbildung u ® v — v ® u liefert einen Isomorphismus
UV=Vvel.

Wir untersuchen nun einfache Figenschaften des Tensorproduktes.
Bemerkung. 0@ v=u®0=0.
Denn: 0®@v=(0+0)®v=0®v+0R®wv, also ist 0® v = 0. Analog zeigt man ©® 0 = 0.

Lemma 15.4
Es seien uy, ... ,u, € U linear unabhéngig, sowie vy,... ,v, € V. Ist

ZUJ' ®Uj = 0,
j=1

soist v =...=v, =0.
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Beweis. Essei W := K. Da uy, ... ,u, linear unabhéingig sind, gibt es lineare Abbildun-
gen

Es seien g; : V — K, i=1,... 7 beliebige lineare Abbildungen. Dann ist

F: UxV — K

= > fwav)

bilinear. Also kann man F iiber U ® V faktorisieren, d.h. es gibt F : T — K linear mit

= Z fi(w)gi(v)

Damit gilt
= F Zuj ® vj) = ZF(% ®v;) =Y fi(uy) gi(vy).
Also ist

0= Z Gi (Ui)a
i=1

wobei die g; : V' — K beliebige Homomorphismen waren. Fiir festes ig € {1,... ,r} wéhle
man g; = 0 fiir ¢ # i9. Dann gilt

9io(Vig) =0
fir alle g;, : V — K. Also ist v;, = 0. O

Korollar 15.5
u#0,v£0=u®uv#0.

Lemma 15.6
Es sei {e; }icr eine Basis von U. Dann besitzt jeder Vektor t # 0 eine Darstellung

t= Z € Q; (vi # 0).

i,endlich

Die v; sind eindeutig bestimmt.
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Beweis. Wegen (T1) gibt es eine Darstellung

t= Z ug @ vy, ug € U,v), € V.

k,endlich

Da {e;}ier eine Basis von U ist, hat man

up = E ;.

j,endlich

Also ist
t= > D M=) ¢oNu,
k J k,j
= Y e M) => ¢ uv;
J J

k

=y

Die Summe ist endlich. Lafit man die v; mit v; = 0 weg, so erhdlt man die gewiinschte
Darstellung.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei

t:Zej@)vj:Zej@v;.

VIS JEJ2

Wir setzen

v; =0falls j € Jo\ Ji.
v;» =0falls j € J; \ Jo.

Damit erhalt man

0= Z ej®(vj—v})(w:f)vj—v;:O (jEJlLJJQ).

jeJ1UJs

Lemma 15.7
Jeder Vektor 0 # t € T besitzt eine Darstellung

t:ZuZ@)vl (uiEUi,viEV)
=1

........
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Beweis. Es sei r minimal, so dafl eine Darstellung

r
t:ZU,Z(@’UZ
1=1

existiert. Ist » =1, so ist u; # 0 # vy, da t # 0. Sei also r > 2.

Annahme: Die u; sind linear abhéngig. Dann kann man annehmen (nach einer eventu-
ellen Umnummerierung), dafl

r—1
=1

Also erhalt man

r—1 r—1
t = Zl%@vi‘l‘z:)\iuz‘@vr
=1 =1

r—1 r—1
= ;ui(}b (v; + \vy) = ;ul R .

—ny/
—.*U,L»

Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von r. Analog zeigt man, dafl die v; linear
unabhéngig sind. O

Satz 15.8
Es seien {e;}ic; und {f;};es Basen von U, bzw. V. Die Elemente {e; ® f;} j)erxs bilden
eine Basis des Vektorraums U ®@ V.

Korollar 15.9
Ist dimU =n < oo, dimU = m < o0, so ist

dim(U® V) =nm=dimU dim V.

Beweis von Satz (15.8).

Erzeugendensystem: Es geniigt zu sehen, dafl jeder Tensor u ® v € U ® V durch die
Tensoren e; ® f; dargestellt werden kann. Es sei dazu

UZZ)\iGu v:Z)\jfj.
i J
Also gilt

URQU = (Z )\161) & (Z )\jfj) = Z )\i)\jei & fj.
i J Y]
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Lineare Unabhéngigkeit: Es gilt:

Z)\ijeiébfj ZO = Z€Z®(Z)\Uf]) :0
,j i J

(15.4)

= Z /\ijfj =0 fir alle ¢
J

OJ

Beispiel. Essei U = K",V = K™ mit den Standardbasen eq,... ,e,, bzw. e1,... ,en.
Dann besitzt jeder Tensor ¢t € U ® V' eine eindeutige Darstellung der Form

Dualraum

Es seien V, W Vektorrdume iiber dem selben Grundkoérper K. Dann hatten wir bereits
bemerkt, dafl

Homg (V,W) ={f; f:V — W ist Homomorphismus}

in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum ist, wenn man Addition und Skalarmultiplikation
wie folgt erklért:

(f+9)(=) = flx)+g(x)
(af)(@) = af(z).

Setzt man speziell W = K, so erhélt man die folgende

Definition. Der Vektorraum
V*:= Homg(V, K)
heiBt der zu V' duale Vektorraum. Die Elemente aus V* heiflen Linearformen auf V' (bzw.

lineare Funktionale).

Beispiele.
(1) V=K":

L1
— 1+ + Xy
Ln
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(2) V =Cla,b):
¢: Cla,b] — R
f — f: f(t) dt
Es sei nun 0 < dimV = n < oo. Ferner sei vy, ... ,v, eine Basis von V. Dann gibt es

eindeutig bestimmte Linearformen

vV — K,
die durch
. 1 fallsj =1
vi (vj) := 05 = oy
0 falls j #1
definiert sind.
Satz 15.10
v},...,v; sind eine Basis von V*. Insbesondere gilt dim V* = dim V' = n.
Definition. vf,... v} heifit die zu v, ... ,v, duale Basis.

Beweis. Lineare Unabhéngigkeit:

vi (v))
——
(51']'

n n
Zaivf:O:>Zai v;))=0=0a;=0 (j=1,...,n).
i=1 i=1
Erzeugendensystem: Es sei v* € V*. Wir setzen
a; = v*(v;).

Dann gilt v* = Z:-L:l a;vf, da

(Z a;v; ) (vg) = Zaivf(vk) =ap=0v(vs)  (k=1,...,n).

Also folgt, da eine lineare Abbildung durch die Bilder einer Basis eindeutig festgelegt ist,
dafl .
vt = Z a;v; .
i=1

Satz 15.11
Es gibt genau eine lineare Abbildung

T: U'®V — Hom(U,V)
mit
T(u* ®@v)(u) =u*(u)v.

Diese ist injektiv. Sind U,V endlich dimensional, so ist T" ein Isomorphismus.
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Bemerkung. Fiir U,V endlich dimensional nennt man 7" einen , kanonischen® Isomor-
phismus, da dieser ohne Bezug auf eine Basis definiert werden kann.

Beweis. 1. Schritt: Wir betrachten die Abbildung
T: U*xV — Hom(U,V); T (u*,v)(u) == u*(u)v.
Es ist T"(u*,v) € Hom(U, V), da

T/(U*, v)()\lul + )\2’&2) = u ()\1’&1 + )\QUQ)U = )\1u* (ul)v + )\zu*(UQ)U
= MT'(u*,v)(uy) + AT (u*,v)(us).

Eine dhnliche Rechnung zeigt, dal 7" eine bilineare Abbildung ist. Also gibt es genau eine
lineare Abbildung

T: U"®V — Hom(U,V)
mit
T(u* @v) =T (u*,v).

2. Schritt: T ist injektiv. Es sei 0 # t € KerT. Wir wéhlen eine Darstellung nach
Lemma (15.7)

t:Zu;WX)vi
i

mit linear unabhingigen Vektoren v;. Dann gilt

T(t)=0 = T(t)(u) =0 fiir alle w € U
= Zuf(u)vl =0 firalleueU
v; linear unabh. uf (u) — 0 fiir alle u
= u; = 0 fiir alle ¢
= t=0.

3. Schritt: Ist dimU = n,dimV = m mit n, m < oo, so folgt die Behauptung aus

dim(U*® V) 029 m = dim Hom(U, V).
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Tensorprodukte von Unterrdumen und Quotienten

Es seien U; C U, V; C V Unterrdume.

Satz 15.12
Man hat eine natiirliche Inklusion

UboVicUeV.
Beweis. Sind iy : Uy — U und iy : V4 — V die Inklusionen, so induziert die bilineare
Abbildung
uy X vy — iy (uy) ® iy (vy), up € Up,v € V)
eine Inklusion Uy @ Vi CU ® V. O

Ebenfalls mit Standardmethoden beweist man:

Satz 15.13
Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus

U, V/Vi2UeV/ (U eV +UW)

mit

URQUH—— UR V.

Tensorprodukte und lineare Abbildungen

Gegeben seien lineare Abbildungen
p: U—U, v V—V.
Dann ist das Produkt
ext: UxV-—UxV
eine lineare Abbildung. Diese definiert eine Abbildung

oxv: UxV 28 UxV —UeV
(u,v) — (p(u), ¥(v) — @(u) @ P(v).
Diese Abbildung ist bilinear. Also gibt es ein kommutatives Diagramm

Y XY

UXV —» U

b2

T(p,)
UeV
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mit einer linearen Abbildung T'(y, ), die durch

T(p, ) (u@v) = ¢(u) © P (v)

bestimmt wird.

Beispiel. U=U'"=V =V’ =R2

¢: R?*> — R?sei gegeben durch A = (; ?)
¥: R?* — R? sei gegeben durch B = ((1) é) :

Als Basis von R? ® R? wihlen wir: e; ® e1, e1 ® es, €3 ® €1, €3 @ e5. Dann gilt

T(p,)(e1@er) = pler) @P(er) = (e1+2e2) ® ez = €1 ®ea + 2e3 ® €3
T(p,9)(e1®@e2) = ler) ®P(e2) = (61 +2e2) ®ep =e€1 @ey +2e2 @ ey
T(p,)(ea®@er) = plex) @U(er) = (2e1+€2) @ex =2e1 ®ex + €2 @ ey
T(p, ) (e2®@ez) = (ea) @P(ez) = (261 +e3) Rep =261 Qe + ez R ey.

Also wird T'(p, 1) dargestellt durch die Matrix

_ (1B 2B
~\2B 1B)"

N O = O
SN O =
—= O N O
O~ O N

Insgesamt erhalten wir eine Abbildung

T: Hom(U,U')x Hom(V,V') — Hom(U @ V,U' @ V')
(o, 0) = T(p, ).

Die Abbildung T ist selbst bilinear, induziert also eine lineare Abbildung
T: Hom(U,U") ® Hom(V,V') — Hom(U @ V,U' @ V')
mit
p @1 — T(p,9).

Satz 15.14
T ist injektiv.

141
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Bemerkung. Dies rechtfertigt die Identifikation T'(p, 1) = ¢ ® 1.

Beweis. Es sei
KerT > T:Zgoi®wi7é0
i=1

wobei die ¢;, bzw. die 1; linear unabhéngig sind. (Eine solche Darstellung existiert nach
Lemma (15.7).) Also gilt

r

(*) 0= Z(SDZ ® ;) (u Z‘Pz ) ® Ys(v

=1

fiir alle w € U, v € V. Fiir festes u € U sei

p := dim Span(p;(u), ... , @, (u)).

Wir kénnen annehmen, daf§ 1 < p < r — 1 fiir ein v € U gilt, da sonst entweder p; =

. = ¢, = 0 oder nach Lemma (15.4) ¢y = ... = 1, = 0 ist. Wir konnen ferner nach
eventuellem Umnumerieren annehmen, daf 1 (u), ... , ¢,(u) linear unabhéngig sind. Also
gibt es Darstellungen

p
=1

Aus (x) folgt

O_Z% ®¢z Z Z)‘m% ®wj(v)-

Jj=p+1 =1

Also gilt
P T
0=">> wi(u)® Wi(v) + > Ayjth;(v))
i=1 j=p+1

Da ¢1(u), ..., pp(u) linear unabhéngig sind, folgt nach Lemma (15.4):

v)+ Z Aijj(v) =0 (1<i<pueV).

Jj=p+1
Damit folgt
== D Ny,
Jj=p+1

ein Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit der ;. 0
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Korollar 15.15
Sind U, V,U’, V' endlich-dimensional, dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

T: Hom(U,V)® Hom(U, V') == Hom(U @ U,V @ V).

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz (15.14), da T injektiv ist, und die Dimensionen der
beiden Réume {ibereinstimmen. O]

Komposition von Abbildungen

Gegeben seien lineare Abbildungen

o: U — U, o U —U"
v Vo o— V) vV — V"

Bemerkung. Es gilt

(P @Y)o(p@y)=(pop) @[ o).

Denn:
(@Y olp@v)(udv) = (¢ Y )(p) @)
= () @Y (¥(v)) = (¢ 0 p)(u) ® (¢ 0 1h)(v)
= (¢ op)® (1 o)) (u®v)
Lemma 15.16

Sind ¢, 1 injektiv, dann ist auch ¢ ® 1 injektiv.

Beweis. ¢ : U — U, 1 : V — V' seien injektiv. Also gibt es ¢ : U’ — U, ¢ : V' =V

mit:
¢ o =idy, otp =idy.
Daraus folgt

(B@P)o(p®1) = (op)®(Yor) =idy ®idy = idygy.

Damit ist ¢ ® 1 injektiv. U

Bild und Kern

Ohne Beweis halten wir die beiden folgenden, relativ leicht zu beweisenden, Aussagen
fest:
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Satz 15.17
Sind ¢ : U — U’, ¢ : V — V' lineare Abbildungen, so gilt:

i) Im(p®¢)=ImpImy

(i) Ker(p@¢)=Kerp®@V + U @ Ker.

Bemerkung. Satz (15.17) (ii) impliziert natiirlich auch Lemma (15.16).

Das Kroneckerprodukt von Matrizen

Wie stetsseieq, ... ,e,, bzw. eq, ... e, die Standardbasis von K", bzw. K™. Fiir K"@ K™
wihlen wir e1®eq, ... ,e1Qe,, e2Q€1, ... ,6aR€p,, ... ,e,R€e1, ... ,e,Re,, als Basis. Analog
verfahren wir mit K", K* und K" ® K*®. Die Abbildungen ¢ : K" — K", ¢ : K™ — K?*
werden dargestellt durch die Matrizen A € Mat(r,n; K), bzw. B € Mat(s, m; K).

Definition. Sei A € Mat(r,n; K), B € Mat(s, m; K). Das Kronecker-Produkt von A
und B ist die Matrix

a1113 cee alnl3
C= : € Mat(rs, mn; K).

amB - a,B

Satz 15.18
Werden ¢ und 1 durch A und B dargestellt, so wird ¢ ®1) beziiglich der oben angegebenen
Basen durch das Kroneckerprodukt von A und B dargestellt.

Beweis. Es ist

(p@Y)(ei®e;) = ple) @(e;)

T S

= (Z amﬁk) ® (Z bljel)

k=1

= Z Z akiblj<€k ® ep).

k=1 I=1
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Andererseits ist die entsprechende Spalte im Kroneckerprodukt
alz‘blj

alibsj
az;by j

&2ibsj
ariby j

am-bsj.

Dies ergibt die Behauptung. O

Mehrfache Tensorprodukte
Ui,...,Up, W seien K-Vektorrdume.
Definition. Eine Abbildung
F: Ux...xU,—W
heifit p-linear, falls fiir jedes 1 < i < p gilt:

!/ n
Fug, ..o w1, Mg + g i, ... up) =

/ "
AF(Upy oo Wiy Wy Wiy ey Up) + (W Wiy, UG Uiy e Up).

Beispiel. Die Determinantenabbildung

det: K'"x..xK' — K

(a,...,a,) —— det(a,...,an)

ist n-linear.

Definition. 7T sei ein Vektorraum. Ferner sei
®: Ux...xU,—T

eine p-lineare Abbildung. Dann heifit (7, ®) ein Tensorprodukt von Uy, . ..U, falls gilt:
(T1)” Das Bild von ® erzeugt T

(T2)" Ist F: Uy x ... x U, — W p-linear, so gibt es eine lineare Abbildung F:.T—W,
so daf3



146

U1><...><Up — W

°)

T

=T

kommutiert.
Bemerkung. Wegen (T1)" ist £ eindeutig bestimmt.

Theorem 15.19
Bis auf Isomorphie gibt es genau ein Tensorprodukt von Uy, ..., U,.

Beweis. Dies beweist man ganz analog wie wie im Fall p = 2.
Schreibweise.

i) T=U;®...®U, Man nennt diesen Raum das Tensorprodukt von Uy, ..., U,.
(i) w1 ®...0u,:=&(u,...,u).

Es sei {€.},cy, eine Basis von U; (i =1,... ,p).
Satz 15.20
Die Elemente {611,1 ®...® el,jp (1. wp)EJi %, Dilden eine Basis von Uy @ ... ® U,,.

Korollar 15.21
dim(U; ® ... ®U,) =dim Uy - - - dim U,

Beide Aussagen beweist man wiederum genau wie im Fall p = 2.
Auch der folgende Satz wird mit Standardmethoden bewiesen.

Satz 15.22
Fiir 1 <p < ¢ — 1 gibt es einen kanonischen Isomorphismus

o: (U1®..9U0,)0 U1 ®...0U,) —U;®...0U,

mit

P ®...0UY) @ (Upt1 ® ... QUY)) = @ ... D Uy

Die Tensoralgebra

Es sei (U;)ier eine Familie von Vektorraumen.

Definition.
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(i) Das direkte Produkt der Vektorrdume U; ist definiert durch

HU,» = {(wi)ier; u; € Ui} :={u: I—>UUZ»; w: i— u; € U}

iel iel
(ii) Die (duBere) direkte Summe ist definiert durch

@Ui = {(us)ier; u; € Uy, fast alle u; = 0}.

icl

Bemerkungen.
(i) Ist I endlich, so stimmen direkte Summe und direktes Produkt iiberein.
(ii) Das direkte Produkt ], ., U; wird durch

(wi)ier + (i)ier == (ui + vi)ier,
Muw)ier = (Mi)ier
in natiirlicher Weise zu einem Vektorraum, der ,_, U; als einen Unterraum enthalt.

(iii) Sind Uy, ... ,Us C V Unterrdume mit U;N(3_,,; Us) = {0}, so gibt es einen natiirli-

chen Isomorphismus der direkten Summe @;_, U; C V mit der oben definierten duBeren
direkten Summe.

(iv) Der Zusammenhang mit dem frither eingefithrten freien Vektorraum F(X) iiber
einer Menge X ist der, da8 FI(X) = @, K ist.

(v) Sind die U; # 0, so folgt die Aussage, da3 [[U; # 0 aus dem Auswahlaxiom der
Mengenlehre.

Es sei U ein Vektorraum iiber K. Fiir p > 2 setzen wir

QPU =U®...0U.
————

p-mal

Ferner sei

Definition.
(i) Die Elemente von ®PU heiflen Tensoren der Stufe p.
(ii) Ein Tensor u € ®”U heifit zerlegbar, falls es eine Darstellung u = u; ® ... @ u,, gibt.

Sei eq, ... ,e, eine Basis von U. Dann haben wir bereits gesehen, dafl

ey Q... Q ey,; 1<y, <n
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eine Basis von ®PU ist. Dies ergibt auch, da} dim U = n? ist. Jeder Tensor u € QU
hat damit eine Darstellung

u = Z APe, ®...® €y, -

Ve, Up

Schreibweise. ¢,,..,, ' =€, ®...®e¢,,.
Damit erhalten wir die Darstellung
[Z TN .\ UVl
U = E Atre, oy = AT e,
V1,...,Up

Summenkonvention: Bei einem Ausdruck der Form A*1"re,
unten zugleich vorkommende Indizes summiert.

1., Wird iiber oben und

Definition der Tensoralgebra

Wir betrachten die direkte Summe
QU := @ ®PU.
Schreibweise. ®U 3 u = (ug,u1,...) = oo up; up € U (fast alle u, = 0).
Wir fithren nun auf ®U eine Multiplikation ein. Dazu erinnern wir an folgendes:
Wir hatten gesehen, dafl es einen Isomorphismus
¢: (&) ® (®1U) — @PTU
mit
(U1 @ ... ®Up) @ (Upt1 @ ... QUpiq)) = U D ... @ Upiyg

gibt. Das heif3t: Sind u € ®PU, v € ®U, so kann man u ® v € PTIU auffassen.

Seiu=73" oup v=7>_ 5,0 €®U. Dann definieren wir die Multiplikation von Tensoren
wie folgt: -

u-v::Z(Z(ur-vs))

p=0 r+s=p

wobel

Up - Vs = U R Uy € RTSU.

Bemerkung. (®U,-) ist eine Algebra. Sie ist
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(i) assoziativ,
(ii) Dbesitzt 1 € K als neutrales multiplikatives Element,

(iii) ist im allgemeinen nicht kommutativ.

Bemerkung. ®U = ®,>o ® U ist auch eine graduierte Algebra. Ist u =

heilt u, der Grad-p Anteil von u.

Induzierte Abbildungen

Sei
p: U—YV
ein Homomorphismus. Fiir p > 2 induziert dies Homomorphismen

R =p®..0¢: U®...00U0 —V®...QV.

~
p p

Ferner sei

o= ; 0 = idk.

Dann erhélt man den induzierten Homomorphismus

Qp: QU — QV

Die gemischte Tensoralgebra

Es sei U ein K-Vektorraum. Fiir p, ¢ > 0 definieren wir:
Definition. @PU:=U®...UU " ®...0U".

g

~
p q

Definition. Die Elemente von ®? heiflen Tensoren der Stufe (p, q).
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ZPZO Up, SO

Klassisch nennt man dies einen p-fach kontravarianten, g-fach kovarianten Tensor.

Bemerkung.
QU = ®U; @U =U (,, Vektoren*)
QU = @U*; U = U* (,, Linearformen®)
QU = K (,,Skalare®)
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Darstellung mittels einer Basis

Es sei dimU < oo und ey, ... ,e, sei eine Basis von U. Wir betrachten hierzu die duale
Basis
* *
617 ’ en
von U*.
Schreibweise.

(i) e = (e)*
(i) el i=e,®.. .0, ®...Q6kh

Q1.0

Bemerkung.

(i) (efll Jq)1<zk<n ist Basis von ®PU.
1<y<

(i) dim®PU = nPte.

Jeder Tensor u € @)U besitzt eine Darstellung

U= z :)\7,1 p jl :/\iAl...iApejl'l...jq.

Jq 11 J1.-Jq t1---1p

]1 Jq

Transformationsverhalten

Sei

2 S S ]q
u_)\] ~Jq 1.

Ferner sei ein Basiswechsel gegeben:

n

€ = E ale; = ale;
i=1
n

i i G pid

e = E bie! = bie’.
i=1

Dabei ist €', die zu ¢é; duale Basis, d.h. €'(¢;) = d;;. Fiir die Matrizen A = (ag) und
= (b) bedeutet dies, daB B = (*A)~'. Dann gilt:
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Definition. Die direkte Summe

(U, U") = €P «rU

p,q>0

heifit die gemischte Tensoralgebra iiber U.

Schreibweise.

U, U") s> u= Zug, ub € @pU (fast alle uf = 0).
p,q

Um die Multiplikation einzufiihren, stellen wir zunéchst folgendes fest:

Es gibt einen Isomorphismus
(®U) ® (®PU) = @500
mit

(1®.. u,u'®..0u") QM ®.. Qe ®...0v!) —
(U®.. U @V ®...01,u' Q..U ®v' ®...®vI).

Fiir u € ®U, v € ®.U kann man also u ® v € ®} LU auffassen.
Fir
ST
p?q T7S

setzen wir dann

u-v:Z( Z uZ@v;).

kil  pt+r=k
q+s=l

Tensorverjiingung

Wir hatten definiert:

RN=UR..0UU"®...0U".
q

p

Wihle nun ¢, j fest mit 1 <7 < p, 1 < j < ¢q. Die Abbildung

Yo Ux...xUxU'x..xU — @ U

(S P T T w(u)(ug @ ... 00 ® ... Qu,
1 . — 1 »
uly oo, ud) RU'R ... W ®...Qul)
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ist multilinear, induziert also eine lineare Abbildung

I U — U

mit
F{(u1®...®up®u1®...®uq) = uj(ui)u1®...®ﬁi®...®up
uU®.. V... .0ul.

Hierbei bedeutet die Schreibweise u, dal das Element u in dem entsprechenden Tensor-
produkt weggelassen wird.

Definition. Die Abbildung I/ heifit Tensorverjiingung.

Sel nun

Vl V;D eti-tq
U= Z )\ Hq €uy.. Vp©
Vi..Up
H1---Hg
Dann gilt
T1...Tp—1 51 -Sg—1
Z ’usl sqlrl Tp—1
TleTp—1
§1..-8q—1
mit
Tl Tp—1 ’f’l ~-Ti—1kTi'~~Tp—1
51 -Sg—1 : : S1. ~~5j71k7-9j-~~3p—1'
k
Dies rechnet man leicht nach:

' ] v1..vi..vp CU ®"'®elli®”'®ey
Fz(u) = Fg(z )\Mll Mg ﬁq (18)6#1@)“'@6#]'@‘“%6;; )

V1..Up
H1---Hg

— E 6#]( ) >\l/1...l/1...l/p €1y X...RQ €y, R...x GVP
VlmVPH,_/ Pyt Qe @ ... QeM R ... R el
;U'l"-,Uq (Sﬂjl’i

— /J,Tl Tp—1 51 -Sqg—1
§1...8g—1 7"1 Tp—1"
T1..Tp—1
§1...8¢q—1

Unter Verwendung der Summenkonvention schreibt sich diese Formel als

Fz( ) ’uﬁ Tp—1 o81-+:5q—1

S81...8g—1 7"1 Tp—1"
Beispiel. U = R?. Es sei

u = 2 ®e —ea®e' €U
= e ®e ®e' — 2 ®e; ®e? € R
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Man hat
wi=u-v = 10e1Qe;Re; Vel @ el
—4e;®e Qe Qe ®e?
—He; ®e1®e @e' ® e
+2e, Qe Qe Qe R e?
= 10el}, —4el?, — 5ell, +2¢ek2 € @3U.
Ferner ist

Mw) = 10e;@e®@e' —0—0+2¢;, e @ e

= 12e}, € ®3U.
(T3 (w)) = T(126 ®e; ®@e') =12¢; € @)U = U
M2 (w)) = TH12e @e; @e') =12, € U = U.
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§16 AufBere Algebra

Fiir den Grundkorper K setzen wir in diesem Paragraphen voraus, dafl er die Charakte-
ristik O hat, d.h. da83

ng:=1+...+1#0 fir allen > 1.
—_——

n-mal
Wie {iblich identifizieren wir dann ng mit n. U,V seien K-Vektorrdume.

Definition. Es sei

F: Ux.. xU—YV
————

eine Abbildung. Fiir jedes o € .S, sei

cF: Ux..xU — V
O'F('Ujl,... ,'pr) = F(uo'(l)a"' 7“’0’(]7))'

Bemerkungen.
(i) dF =F,
(i) o'(oF) = (c'0)F.

Definition. Eine p-lineare Abbildung
F: Ux...xU—YV
heifit alternierend (schiefsymmetrisch), falls gilt

oF =signoF fir alle o € .5,,.

Beispiel. Wir hatten bereits frither die Determinantenfunktion eingefiihrt:

det: K'"x..xK' — K

(ug, ..., up,) +— det(ug,...,up).
Diese ist alternierend. Es gilt ndmlich:
odet(ur, ... u,) = det(Uor), - - - s Uon)) = signodet(u, ..., up).
Also gilt

o det =signodet.
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Lemma 16.1
Es sei

F: Ux.. xU—YV
————

p

eine p-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) F ist alternierend.
(ii) 7F = —F fiir jede Transposition 7 € S,
(ili) Ist w; = u; fiir ein @ # j, so ist F'(uq,... ,u,) = 0.
Beweis. (i)=-(ii): Klar.
(ii)=-(i): Essei o € S,. Dann gibt es eine Darstellung
O=T1" " Tm
mit
gerade falls signo =1
m =
ungerade falls signo = —1.

Damit folgt die Behauptung aus der obigen Bemerkung (ii).

(i)=(ili): Es sei u; = u; mit i # j. 7 sei die Transposition, die i und j vertauscht. Dann
gilt

Fluy, ... up) = F(ury, . Urp) = (TF)(u, ..., up)
—F(uy, ... up).

Also gilt mit 14+ 1 # 0, daB
F(uy, ..., uy) =0.

(iii)=-(ii): Es sei 7 die Transposition, die ¢ und j vertauscht (i # j). Dann gilt

i J
1 1
0 = F(ul,...,ui+uj,ui+1,...,ui+uj,...,up)
= Fug, .o Wiyeon Wiy tUy) + Fug, ooty oo g, Up)
FE(ur, oy, Uy ) F F (U, g, Uy
Also folgt
F(ula y Uq, 7uja 7up> - _F(ula 7uja y Ugs 7up)7
d.h.

TF = -F.
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Definition. Es sei A ein K-Vektorraum, und

/\p: Ux...xU— A

p

sei eine alternierende Abbildung. Dann heifit (A, A?) p-faches duBeres Produkt von U,
falls gilt:

(A1) Die Elemente uj A ... Awuy:= A"(ui,...,u,) erzeugen A.
(A2) Ist W ein K-Vektorraum und

F: Ux.. xU—W

eine alternierende Abbildung, so gibt es eine lineare Abbildung F' : A — W, so daf das
folgende Diagramm kommutiert:

Ux..xU —» W
/\P

A

5P

Bemerkung. Wegen (Al) ist F' cindeutig bestimmt.

Theorem 16.2
Es gibt zu jedem Vektorraum ein p-faches duBeres Produkt (A, A”). Dies ist bis auf Iso-

morphie eindeutig bestimmt, d.h. ist (A, A?) ein weiteres p-faches duBeres Produkt, so
gibt es ein kommutatives Diagramm

Der Beweis wird spéter erfolgen.

Bezeichnungen. APU := A.

Lemma 16.3
Esist uy A ... Au, # 0 genau dann, wenn ug, ... ,u, linear unabhéngig sind.
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Beweis. =" w4,...,u, seien linear abhéngig. Ohne Einschrinkung kénnen wir dann
annehmen:
p
i=2
Also folgt
P
U A AU, = (Zz\iui)/\w/\.../\up
i=2

p
= D N(wiAug A A AL Ay
=2

p
= E Ai/\p(ui,m,...,ui,...,up):().
. >
=2

~
=0, da A P alternierend

»&%1 Uy, ..., u, seien linear unabhéngig.
Uy := Span(uq, ... ,up).
Wihle Us mit
U=U,®U,.

Dann besitzt jeder Vektor v € U eine eindeutige Darstellung u = u'+u? mit u' € Uy, u? €
U,. Nach Wahl einer Basis von U; kénnen wir die Vektoren in U; als Spaltenvektoren auf-
fassen. Wir definieren

F: Ux.. xU — K
1

(up 4+ uf, ... ,up+u) — det(ug, ... uy).

Diese Abbildung ist alternierend mit
F(uy, ... uy) =det(us,...,u,) #0.

Also gibt es ein kommutatives Diagramm

Ux.. xU ——» K

F linear
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mit
F(ul/\.../\up):F(ul,... ,up) # 0,

und hieraus folgt sofort

ur A ... Ay, # 0.

Es soll nun das auflere Produkt konstruiert werden.

Vorbereitungen zur Konstruktion des dufleren Produkts
Wir betrachten fiir festes o € S, die Abbildung

c: Ux...xU — U
~———
p-fach
(ul,...,up) — Us(1) ¥ ... & Ug(p)-

Diese Abbildung ist p-linear, induziert also eine lineare Abbildung
o: QU — RP(U)
mit
U Q... Q Uy == Ug(1) @ ... D Ug(p)-
Definition. Es sei

NP(U) := Span{u € @’U; u =u1 @ ... ® u, mit u; = u; fiir ein 7 # j}.

Bemerkung. Der Unterraum N?(U) C ®PU ist o-invariant, d. h.
o(NP(U)) = N*(U).

Lemma 16.4
Es sei v € ®@”U. Dann gilt

u —signoo(u) € NP(U).

Beweis. Es geniigt, dies fiir u = u; ® ... ® u, zu zeigen. Sei 0 = 7 - - 7, wobei die 7;
Transpositionen sind. Wir machen Induktion nach m.
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m = 1: 7 vertausche ¢ und j (i < j).

u—signTT(u) = M. QUR...QU; Q... u,
1
FUu Q... 0U; Q... QU X ... QU

= .0 Ww+u)Q...0 (u+uj) ...

—“UR...OUR...OU B ... U,
—“U Q... .U R... QU B ...K Up,

also

u —sign77(u) € NP(U).

m—1—m: o=7mm1- 7, =70 Esgilt
~——

o'

(1v)
u—signo’o'(u) € NP(U).
Da NP(U) invariant unter 7 ist, folgt

71(u) — signo’ (o' (u)) € NP(U).
——

—o(w)
d.h.
71 (u) —signo’ o(u) € NP(U).
Also gilt
sign 7y 71 (u) — sign 7y signo’o(u) € NP(U),
d.h.
(1) sign 71 (u) —signo o(u) € NP(U).

Da die Aussage fiir m = 1 gilt, folgt:
(2) u —sign 7 (u) € NP(U).
Addition von (1) und (2) ergibt

u—signoo(u) € NP(U).

159
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Definition. Ein Tensor u € ®PU heifit schiefsymmetrisch (alternierend), falls gilt:

o(u) =signou (fir alle o € S,).

Definition. Der Unterraum
AP(U) := {u € ®"U; wu ist schiefsymmetrisch} C ®@"U
heiBt der Unterraum der schiefsymmetrischen (alternierenden) Tensoren.
Definition. Der alternierende Operator ist die lineare Abbildung
T QPU — ®p U

Z sign o o.

UESp
Beispiel. Sei U = K?2.
1
Taler ®ex) = 5(61 ®es— e @eq)
1
7TA(€1 X 61) = 5(61 ®Xe—e1 R 61) =0.

Lemma 16.5
Fir o € 5, gilt:

(i) 70 =signoma,

(il) oma =signoma.

Beweis. Dies rechnet man direkt nach:

(i)

1 .
maco = (5 Zs1gnaa)g
" oE€Sy
1
= i Z signo(op) = sign o — Z sign o) (sign 0)(o )
’ o€Sp p €5p —51g‘rn(0'g)

1

=" signo— Z signo’ o’ = sign o7 a.
T o’eSy

(ii) Analog.

Korollar 16.6
Die Abbildung 74 ist eine Projektion, d. h. es gilt 7% = 74.
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Beweis. Auch dies rechnet man direkt nach:

2 = E signo o) E sign o(ma0)

p! g€Sp p! o€Sp

(16.5)(1) 1 ) p!
= " Z (signo)’my = HWA =Ta.
" oSy 1 ’

Lemma 16.7
(i) Kermy = NP(U),

(ii) Immy = AP(U).
Beweis. (i) ,D“: Es sei
U=U X ...0U X ... QU Q... QU
7 sei die Transposition, die ¢ und j vertauscht. Dann ist
(1) T(u) = u.
Also gilt

) () (16.5)(1)

ma(u) = mat(u sign Tma(u) = —mwa(u)

Daraus folgt
ma(u) = —ma(u)

und wegen 2 # 0 impliziert dies m4(u) = 0.
,C“ Es gilt

1 ) 1 :
ma(u) —u = (H ;sgnaa(u)) —u = H(Z@lgnaa(u) —u).

/
-

eNr(U)

Damit gilt

ma(u) —u € NP(U).
Ist also ma(u) = 0, so folgt u € N?(U).
(i) ,C“:

16.5) (i1 .
oma(u) P2 sign oma(u),

also ma(u) € AP(U).
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,D“ Seiu e AP(U). Dann gilt

1 1
wa(u) = o Z signo o(u) = o Z u = u.

o€S, oS
D.h.
u=ma(u) € Immy.
0
Korollar 16.8
QPU = NP(U) & AP(U).
Beweis. Fiir jede lineare Abbildung 7 : V — V mit 7% = 7 gilt
V=Imnm & Kerm.
0
Definition. Ist u € ®P(U), so heifit m4(u) € AP(U) der alternierende Teil des Tensors
u.
Es sei nun

F: Ux..xU—W
p-linear. Dies induziert eine lineare Abbildung F : @*U — W, so dafB gilt:

Ux.. xU —» W

° |

®PU

ESh

ist kommutativ.

Lemma 16.9
Es sind dquivalent

(i) F ist alternierend.
(i) F|NP(U) = 0.

Beweis. Es gilt:

F ist alternierend < F(uy,...,u;, ..., uj,...,u,) =0 fiir alle

w=(Ur,. .., U Uy, .., Upy) Mit u; = u; (1 # j)
& Fluy®..0u®...0u®...Qu,) =0 fir alle
L= ®..0UQ...0Uu Q... Qu,mitu, =u; (i #j)

& FINP(U) =0.
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Beweis von Theorem (16.2).
Eindeutigkeit: Dies zeigt man genau wie beim Beweis von Theorem (15.1).

FExistenz: Wir setzen

A = @"U/N?(U).

Ferner sei
N’: Ux..xU — U®..eU "= A
(Ut ooy Up) — W Q.. Quy — (U ® ... D up).
Es gilt
Kerm = NP(U).

Damit ist nach Lemma (16.9) die Abbildung A ? alternierend.
(A1): Die Elemente
w A AUy, = /\p(ul,... JUp) =T(Ur @ ... R uy)

erzeugen A, da die Elemente u; ®. ..®u, das Tensorprodukt @”U erzeugen und 7 surjektiv
ist.

(A2):  Es sei
F: Ux...xU—W

alternierend. Dann gilt fiir die induzierte lineare Abbildung

F: U -—W
nach Lemma (16.9), da8

NP(U) € Ker F.
Also gibt es eine lineare Abbildung

F: A= QPU/NP(U)— W
mit
Fluy Ao Aup) = Flun ® ... @ uy) = Flus, ..., up).
O

Bemerkung. Die Projektionsabbildung 7 : ®PU — A definiert einen Isomorphismus
AP(U) =2 A= \PU.
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Basis von \"U

Es sei U ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis eq,...e,.

Satz 16.10
Die Tensoren e;; A ... Ae;, mit 1 <y <... <14, <n bilden eine Basis von APU.

Korollar 16.11

dim APU = (Z) Insbesondere ist APU = {0} fiir p > n.

Beweis. FErzeugendensystem: Die Tensoren
e ®...®e, €U (1<ix<n; k=1,...,p)
erzeugen ®PU und ihre Bilder in A\ PU erzeugen diesen Raum. Da
€iy N oo A€y, =8Igno es(i) A ... N\ eo(iy)
bzw.
e N Ney, =0 falls e; = e, ix #
kann man sich auf
e N Ney; 1< <ig<...<i<n
beschrénken.
Lineare Unabhéngigkeit: Es geniigt folgendes zu zeigen:
Behauptung. Fiir ¢; < ... <1, gegeben, gibt es eine alternierende Abbildung
F: Ux..xU—K
mit
F(eo(i):--- »€00,)) = signo,
F(ej,...,ej,) = O0falls ji,...,j, keine Permutation von iy,... i, ist.

Dies beweist man wie im Beweis von Lemma (16.3) mittels einer Determinanten gebildeten
Funktion. 0

Bemerkung. Jeder Tensor u € A\PU hat damit eine Darstellung
U= Z )\il"‘i”eil Ao Neg,.

1<ir<..<ip<n
Beispiel. Fiir U = R?* erhalten wir fiir A\ ?U die folgende Basis:
€1 A €9, €1 VAN €3, €1 VAN €4, €9 VAN €3, €9 VAN €4, €3 N €q.

Es ist dim A\ 2U = <;L> =6.
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Interpretation der Determinante

Die Determinante ist eine alternierende Abbildung
det: K"x...xK"— K.

Also induziert dies eine lineare Abbildung

det: A"K" — K.
I
K

Diese Abbildung ist festgelegt durch

(1) det(er A ... Aen) = 1.

Dies zeigt sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Determinantenabbildung.
Man kann also die Determinante iiber das folgende kommutative Diagramm definieren:

det
Krx...x K" - K

det
A K
D.h. man kann die Determinantenfunktion als

det = det o /\?

definieren, wobei det durch (1) definiert wird.

Induzierte lineare Abbildungen

U,V seien Vektorrdume, K sei ein Korper. Es sei ¢ : U — V eine lineare Abbildung.

Satz 16.12
Es sei p > 2. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

/\pgpz /\pU_>/\pV
mit

/\pw(ul Ao Nuy) = (e(ur) Ao A p(uy)).
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Bemerkungen.
(i) AP(idy) =idp»v-
(i) AP(pov) = AP(p)o AP(¥).

Satz 16.13
Es sei ¢ : U — V linear. Sei dim U = dim V' = n. Dann sind dquivalent:

(i) ¢ ist ein Isomorphismus.

(i) A"p #0.
Beweis. Sei ey, ... e, eine Basis von U. Dann ist
/\ "o /\ "U — /\ "V
eaN...ANe, — pler) A A p(ey).
Es gilt
¢ Isomorphismus < ¢ surjektiv < ¢(eq), ..., p(e,) linear unabhéngig

e A Aplen) 206 N\ 0.

OJ

Bemerkung. Ist U = V, so ist A"p : A"V — A"V als Endomorphismus eines 1-
dimensionalen Vektorraums durch einen Skalar gegeben. Dies ist genau die Determinante
des Automorphismus ¢, d. h.

/\"gp = det .

Auflere Algebra

U sei ein Vektorraum tiber K.
Definition.
i) AUW:=K, N'U:=U.
(ii)
AU = @A)

p=>0

U heifit die duBere Algebra oder (alternierende Algebra) tiber U.
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Bemerkung. dimU =n = dim A\ U = 2".

Denn: dim \?U = ( Z ) Also gilt

dim/\U:Z(Z):Q".

p=>0

Multiplikation

Wir hatten frither den folgenden Unterraum von ®PU definiert:

NP(U)=Span{u; u=u11 ® ...Qu; ® ... Q@ u; @ ... ® u, mit u; = u;}.

Ferner lieferte die Quotientenabbildung
P @PU — U/NPU = \*U.
einen Epimorphismus

T ®U—>/\U.

Bemerkung.
(i) NP(U)® (®U)) C NPT(U).
(il) (®PU) @ (NY(U)) C NPH(U).

Satz 16.14
Es gibt genau eine Multiplikation

- NUxA\U— AU

m(u) - m(v) = 7(u-v).
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Bemerkung. u -v ist hierbei das Produkt beziiglich der Multiplikation in der Tensoral-

gebra ®U.
Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Zur Wohldefiniertheit betrachten wir

i . _ . ! __ /. ! /
U—Eup, U—Evp, U—Eup7 U—E’Up.

p=>0 p=>0 p=>0 p>0
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Es gilt

m(u) =n(u') & wu,=wu,+a, mit a4, € N?(U)

m(v) =7(v') & v, =1, + 0, mit 5, € NP(U).
Es ist

Uplq = (u; + ap)(“z; + Uy)
vy, 4 Uy, =+ Uy, Tg + Uy -
ENPI‘?(U)

Also folgt

m(u-v)=n(u-v").

Bemerkung. Firu=u1 A...Au,, v=v1A... Ay, gilt
U-V=u N...Nup ANvg N... ANy
Man schreibt daher fiir die Multiplikation in A U meist

UNV =Uu-v.
Satz 16.15
Sei w € APU, v € A?U. Dann gilt

uANv=(=1)"vAu.

Beweis. Wir miissen zeigen, daf fiir
uePU, velU
gilt
1®0— (1) @u e NPTI(U).

Dazu betrachen wir die Permutation

o: (L....p,p+1,....p+q¢ — (p+1,...,p+¢q1,...,p).
Es ist
signo = (—1)P%.
Es gilt
o(t®v) =0 .
Also folgt
i®0— (—1) @i = i®0—sianoo(@®d) ¢ NIU),
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§17 Symmetrische Algebra

Es sei wieder K ein Korper der Charakteristik 0. Ferner seien U,V Vektorrdume {iber
dem Korper K.

Definition. Eine p-lineare Abbildung
F: Ux..xU—YV
—_——
p

heifit symmetrisch, falls gilt
ol =F fiir alle 0 € 5,,.

Bemerkung. F ist symmetrisch genau dann wenn 7F = F fiir jede Transposition 7.

Definition. Es sei S ein Vektorraum iiber K. Ferner sei
SP: Ux..xU—S§S

eine symmetrische Abbildung. Dann heifit (.S, S?) p-faches symmetrisches Produkt von U,
falls gilt

(S1) Die Elemente uy - - - u, := SP(uy, ... ,u,) erzeugen S.

(S2) Ist W ein Vektorraum und

F: Ux.. xU—W

eine symmetrische Abbildung, so gibt es eine lineare Abbildung F : S — W, so daB das
folgende Diagramm kommutiert

F
Ux...xU -

Sp

o

S
Bemerkung. Wegen (S1) ist dann F' eindeutig bestimmt.

Theorem 17.1

Sei U ein Vektorraum. Dann gibt es zu U ein p-faches symmetrisches Produkt (S, SP).
Dies ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. D.h. ist (S,S?) ein weiteres p-faches
symmetrisches Produkt, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : S — S, so daff das folgende
Diagramm kommutiert:
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Wir werden den Beweis spéter geben.

Bezeichnungen.
(i) SPU :=S.
(i)  wy---up = SP(ug, ..., up).

Symmetrische Tensoren

Definition. Es sei
MP(U) := Span{u — 7u € ®"U; u € ®U, T € S, ist Transposition}.

Lemma 17.2
MP(U) ist invariant unter S,,.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf§ 7 M?(U) = MP(U) fiir jede Transpostion 7. Sei dazu
v :=wu — Tu. Dann gilt fiir eine Transposition 7'
Tv=7u—71u=(T"u—u)+ (u—Tu) + (Tu — 7'TU) € MP(U).
—— —— —_——

eMP(U) eMP(U) eMP(U)

Lemma 17.3
Seil v € QPU. Dann ist

u—o(u) e MP(U).

Beweis. Es geniigt, dies fiir v = u; ® ... ® u, zu zeigen. Es sei 0 = 7 - - - 7,,, wobei die
7; Transpositionen sind. Wir machen Induktion nach m.
m=1: u—mu& MP(U) nach Definition von M?(U).
m—1—m: o=7m7 T =70 Nun gilt:
~——

=0

u—ou=u—mnou=u—ocu+ou—mnouec M (U).
—— ————

eMp(U) eMr(U)
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Definition. Ein Tensor u € ®PU heifit symmetrisch, falls

ou = u fiir alle o € S),.

Definition. Der Unterraum
Sym?(U) := {u € @U; w ist symmetrisch} C U

heilt der Unterraum der symmetrischen Tensoren.

Definition. Der symmetrische Operator ist die lineare Abbildung
Ts: QU — QPU

s = ]%ZO'

oSy

Beispiel. U = K?2.

g QU — QU

s = %ZO’

oES2
Etwa
1
7'('5(61 &® 62) = 5(61 ® ey +e2 & 61)
1 1
mGa®atasea) = (avatadatasatase)
1
= 5(61 ® ey + ey ®er)
Lemma 17.4

Fiir o € S, gilt
TSP = OT's = T'S.

Beweis.
1 1
rso=2(Y odo= 3 (o0) = s
p: o€Sp p: o€Sp
Analog zeigt man omg = 7. O

Korollar 17.5
Die Abbildung g ist eine Projektion, d.h. 7% = mg.
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Beweis.
s = Wg(l Z o) = 1 TsO
! ! ~
P oES) P 0ESp =g
1
= — T = Tg.
p! ;
O
Lemma 17.6
(i) Kermg = MP(U).
(i) Immg = Sym”(U).
Beweis. (i) ,,0“ MP(U) wird erzeugt von Elementen der Form u — 7u. Es ist
ms(u —Tu) = wg(u) — wg o 7(u) = 0.
,C“ Fir u € ®U gilt mit Lemma (17.3):
u—oue MP(U).
Also gilt
1
u—mg(u) = ] Z(u— ou) € MP(U).
oESy
Aus mg(u) = 0 folgt damit, daBl u € MP(U).
(i) ,C“: Dies folgt, da
omg(u) 1y mg(u) fiir alle o € S),.
,D% Esseiue SymP(U). Dann gilt
1 1
WS(U):—'ZO'(U):—'ZUZU.
p: oE€Sp p: o€Sp
Also ist u € Im 7g. O

Korollar 17.7
QPU = MP(U) @ Sym”(U).

Definition. Ist u € ®”U, so heifit der Tensor wg(u) € Sym”(U) der symmetrische Teil
des Tensors u.
Es sei nun wieder

F: Ux...xU—W

p-linear. Es gibt damit ein kommutatives Diagramm
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Ux.. xU ——» W

|

®"U

Lemma 17.8
Es sind aquivalent:

(i) F ist symmetrisch.
(i) F|M?(U)=0.

Beweis. Es gilt

F symmetrisch < F(u) = F(o(u)) fir alle 0 € Sp; u=(uy,... ,u,) €U x...xU
& F(u) = F(7(u)) fir alle u, alle Transpositionen 7
& F(u) = F(r(u)) fiir alle v € @"U, alle 7
& F(u—7u) = 0 fiir alle Transpositionen 7, alle u
& FIMP(U) =

Beweis von Theorem (17.1).
Eindeutigkeit: Wie friiher.

Existenz: Wir setzen
S :=@PU/MP(U),
sowie
P Ux...xU-2 U " 8.

(S1): Die Elemente SP(uq, ... ,u,) erzeugen S, da die Elemente u; ® ... ® u, den Raum
®PU erzeugen.

(S2):  Es sei
F: Ux...xU—W
symmetrisch. Dann gilt fiir die induzierte Abbildung
F: &U-—W,
daB M?(U) C Ker F. Also gibt es eine lineare Abbildung

F: S=U/MP(U) — W
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mit

F(SP(uy,. .. ,up)) = Fluy ®...@u,) = Fluy, ..., up).

Dies leistet das Gewiinschte. O

Bemerkung. Die Projektion 7 definiert einen Isomorphismus SPU = S = Sym?(U).

Basis von SPU

U sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis eq, ... ,e,.

Satz 17.9

Die Tensoren e;, ---e;, mit 1 <7y <15 <... <1, < n bilden eine Basis von SPU.

Korollar 17.10
dim SPU = ("*g_ 1).

Die symmetrische Algebra

Es sei U ein K-Vektorraum. Wie in den fritheren Féllen definiert man eine Multiplikation
auch fiir symmetrische Tensoren.

Definition.
(i) SU .= K, S'U :=U.
(il) SU := @,>05PU.

Die Elemente uv € SU sind also von der Form

u = Z Up, U, € SPU.

endlich

Wie im Fall der &ufleren Algebra beweist man auch die folgende Aussage.

Satz 17.11
(i) Es gibt genau eine Multiplikationsabbildung

- SU x SU — SU
mit der Eigenschaft

m(a) -7(0) =n(a®@v) (a,9€ QU).
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(ii) Die Multiplikation ist kommutativ, d.h. v -v = v - u.

SchlieBlich betrachten wir den Polynomring

Klxy,...,x,) :={P; P= Z Ay @Y}

endlich

in n Variablen iiber K. Auch K|[zy,... ,x,] ist eine kommutative Algebra mit Eins.

Wir konnen schreiben

Klxy, ... x,] :@Kp[xl,... , T

p=>0
mit
KP[xq,...,x,] = {P; P homogen vom Grad p}
= {P; P= Zaul7...,ypxll’1 ceexn z”: v; = p}.
i=1
KP[xy,...,x,] heifit der Raum der homogenen Polynome vom Grad p.
Satz 17.12

Es sei U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der Dimension n. Dann gibt es einen
Isomorphismus von Algebren

SU X Klxy,... 2.

Beweis. Es seieq,... e, Basis von U. Dann definiert man
SU — Kxq,... ,x,]

durch
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