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Kapitel 0

Motivation

In diesem Kapitel diskutieren wir einige bekannte Konzepte aus der Schulmathematik. Hierbei
liegt der Fokus auf der Anschauung und der Motivation. Im Gegensatz zum eigentlichen
Inhalt dieser Vorlesung, wird in diesem motivierenden Kapitel auf mathematische Prézision
verzichtet.

0.1 Der n-dimensionale reelle Standardvektorraum

Wir beginnen damit, die natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...}, die ganzen Zahlen Z =
{0,+1,42,4£3, ...}, sowie die reellen Zahlen R als bekannt anzunehmen. Geometrisch stellen
wir uns die reellen Zahlen als Zahlengerade vor. Fiir eine natiirliche Zahl n € N, sei R” die
Menge aller n-Tupel reeller Zahlen, d.h.

R" = {(vi,...,vn) | v1,...,vn €R}.

Hier gilt die Konvention dass R? := {0} die Menge mit nur einem Element ist. Ein n-Tupel
(v1,...,v,) € R™ nennen wir (Zeilen-)Vektor und die Menge aller solcher Vektoren, also R™,
nennen wir den n-dimensionalen reellen Standardvektorraum. Manchmal nennen wir einen
solchen Vektor auch einfach Punkt in R™.

Je nach Kontext ist es manchmal besser ein n-Tupel nicht als Zeilenvektor, sondern als
Spaltenvektor
V1

U2
eR"

Un

aufzufassen. Es macht in der Regel keinen echten Unterschied, ob man nun Zeilen- oder
Spaltenvektoren verwendet. Da es aber spater durchaus wichtig werden kann, ob man nun von
Zeilen oder Spaltenvektoren spricht, sollte man sich zumindest in einer Argumentationslinie
jeweils auf eine der beiden Konventionen festlegen. Hier in diesem Skript ist es vor allem
eine Frage des zur Vefiigung stehenden Platzes, der oft die Schreibweise als Zeilenvektoren
gegeniiber Spaltenvektoren als angenehmer erscheinen lésst.

Konkret ist also R! = R die Zahlengerade. Die Menge R? besteht aus allen Paaren von
reellen Zahlen. Geometrisch entspricht das den Punkten in der reellen Ebene, da jeder solche
Punkt (nach Einfithrung eines geeigneten Koordinatensystems) genau von zwei Koordinaten
festgelegt wird. Die Menge R3 besteht aus allen Zeilenvektoren (v, ve,v3) € R® mit v; € R
fiir i = 1, 2,3. Also entspricht R? den Punkten im drei-dimensionalen reellen Raum, denn ein
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jeder solcher Punkt kann (nach Einfithrung eines geeigneten Koordinatensystems) eindeutig
durch drei Koordinaten festgelegt werden.

Fiir n > 4 gibt es keine direkte geometrische Anschauung von R"™. Trotzdem kommt R™ fiir n >
4 véllig natiirlich in unserem Leben vor. Zum Beispiel kann man R* auffassen als den iiblichen
drei-dimensionalen Raum R? der durch die ersten drei Koordinaten gegeben ist, zusammen
mit einer zeitlichen Komponente, die als vierte Koordinate gegeben ist. Ahnlich kann man
R3*+" als den Rgewohnlichen drei-dimenisonalen Raum R? auffassen, wobei man zusitzlich
noch jedem Punkt einen Vektor der Lénge n zuordnet, der bestimmte Eigenschaften des
Punktes beschreibt (etwa physikalische Eigenschaften, wie Krifte, Temperatur, Windstérke
etc. die an jenem Punkt gelten).

Um noch ein Beispiel aus einem ganz anderen Bereich zu geben: Eine Bank die n Kunden hat
kann zu jeder beliebigen Zeit die Kontosténde aller Kunden messen und erhélt damit einen
Punkt in R™ der vom jeweiligen Zeitpunkt der Messung abhéngt.

0.2 Rechenvorschriften

0.2.1 Skalarmultiplikation

Sei v := (v1,...,vy,) ein Vektor im R™ und sei A € R eine reelle Zahl. Da man jeden Eintrag von
v mit A multiplizieren kann, kénnen wir dann den Vektor (A-wv1, A-ve, ..., A-v,) betrachten.
Wir fiithren die Schreibweise A - v fiir diesen Vektor ein. Wann immer wir in Zukunft eine
solche Schreibweise einfithren, werden wir folgendes Symbol verwenden:

Avi= (Ao, A v, Aoy

um zu verdeutlichen, dass die linke Seite der Gleichung per Definition der rechten Seite
entspricht. Die obige Operation, welche der reellen Zahl A und dem Vektor v den Vektor A-v
zuordnet nennen wir Skalarmultiplikation.

Wir fixieren nun A € R und betrachten die Abbildung
R" — R"vi— A-v
die jedem Vektor v den Vektor A - v zuordnet.

e Falls A = 0, so kollabiert die obige Abbildung alle Vektoren auf den Nullpunkt 0 =
(0,0,...,0) € R™.

Falls A = 1, so entspricht obige Abbildung der Identitét.

Falls A > 1, so entspricht obige Abbildung einer Streckung um den Faktor A.
Falls 0 < A < 1, so entspricht obige Abbildung einer Stauchung um den Faktor A.

Falls A = —1, so entspricht obige Abbildung geometrisch der Spiegelung am Nullpunkt.

Falls A < 0, so entspricht obige Abbildung der Komposition einer Spiegelung am Null-
punkt zusammen mit einer Streckung bzw Stauchung um den Faktor |\|.

Lemma 0.2.1. Seien A\, \ € R reelle Zahlen und sei v € R™. Dann gilt:
A XN) o=\ o).

In anderen Worten: es ist egal, ob man zuerst die Zahlen \ und N miteinander multipliziert
und danach das Ergebnis wie oben Beschrieben auf den Vektor v anwendet, oder ob man
zuerst N auf v anwendet und danach \ auf das so erhaltene Ergebnis anwendet.
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Beweis. Per Definition gilt:
A N) (v, vn) = (A X) s, AN ) v, (A X)) - op)
und
AN (v, vn) =X (N o, Mg, oo, N wy)
=N v), A (N v2), o - (N o).

Da A\, ) und v; reelle Zahlen sind, und die Multiplikation in den reellen Zahlen das Assozia-

tivgesetz, also
()\')\/>-'l)i:>\-()\/-vi)

erfiillt, sehen wir direkt dass
A-XN)v=X-(\ )

gilt, weil alle Eintrédge dieser Vektoren iibereinstimmen. O

0.2.2 Addition von Vektoren

Seien nun v = (v1,...,v,) und w = (wy, ..., w,) zwei Vektoren im R™. Wir kénnen dann den
Vektor
v+w:= (v +wi,ve +wa, ..., v, +wy) €ER"

betrachten und nenne ihn die Summe von v und w. Die Operation welche zwei Vektoren v
und w ihre Summe v + w zuordnet nennen wir Vektoraddition. Diese liefert eine Abbildung

R"xR" —R", (v,w)—v+w
welche einem Paar (v, w) von Vektoren in R™ ihre Summe v + w zuordnet.
Lemma 0.2.2. Folgende Rechenregeln gelten fiir die oben definierte Vektoraddition in R™:
(i) v+w=w+wv fir alle v,w € R";
(ii) v+ 0= fir alle v € R™, wobei 0 = (0,0, ...,0) € R"™ den Nullvektor bezeichnet;
(iii) (A-v) + (N-w) =X (v+2) fir alle X\ € R und v,v" € R™.

Beweis. Dies folgt genauso wie in Lemma von den entsprechenden Rechenregeln in
den reellen Zahlen. Wir geben die Details f und verwenden Spaltenvektoren in unse-
rer Schreibweise. Unter Ausnutzung der Definitionen sowie der Rechenregeln fiir die reellen
Zahlen erhalten wir

U1 w1 AU A wy Avp+ A wy
V2 w9 AUy R TI AUy + N wy
Av+Aw=A\- : + A = N | = .
Up, W, A Up AWy, AUy + A wy,
und
V1 + wy )\-(v1+w1) A-vr+ A
V9 + Wo )\'(’02—{—11}2) AU+ A wo
A (vtw)=A N N :
Uy, + Wy, A (v + wy) Avp+Awy,

Also gilt A - (v+w) =X v+ - w, wie behauptet. O
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0.3 Geraden, Ebenen usw.

Die in den vorherigen Abschnitten eingefithrten Operationen der Vektoraddition sowie der
Skalarmultiplikation erlaubt es uns z.B. Geraden in R? oder Ebenen in R? zu beschreiben.

Definition 0.3.1. Fine Teilmenge L C R™ heifst Gerade, falls es Vektoren v,w € R™ mit
w # 0 gibt, sodass

L={v+X-w|AeR}

gilt. Wir verwenden hier auch die Schreibweise v+R-w :={v+ A-w | X € R}.

Per Definition ist eine Gerade also eine Teilmenge des R™ das als Bild der Abbildung
R—R" A—=v+w

fiir Vektoren v, w € R™ mit w # 0 beschrieben werden kann.
Satz 0.3.1. Eine Teilmenge L C R? ist genau dann eine Gerade, wenn es reelle Zahlen
ai,a2,b € R mit ay # 0 oder as # 0 gibt, sodass L die Lisungsmenge der linearen Gleichung
a1 + agxo = b ist, d.h.

L= {(’1)1,’1)2) € R? ’ a1v1 + agvy = b}

Beweis. Der Beweis erfordert ein klein wenig Arbeit und soll in diesem motivierenden Kapitel
iibersprungen werden. O

Frage: Wie kann man eine Ebene in R” (mit n > 2) beschreiben? Man kénnte meinen, dass
eine Ebene eine Teilmenge E C R" ist, sodass es Vektoren v, wy,ws € R™ mit

E = {v+ Mwi + dows | (A, X2) € R?*}
gibt. Doch selbst wenn w; und wy beide ungleich Null sind, so wird obige Teilmenge des R"
sicher nicht immer eine Ebene beschreiben; dies klappt zum Beispiel nicht wenn we = wy

oder allgemeiner, wenn wsy € w; - R gilt.

Definition 0.3.2. Fine Teilmenge EE C R™ heifft Ebene, falls es Vektoren v, w1, wy € R™ mit
wy # 0 und wy ¢ R - wy gibt, sodass

E = {v+ Awi + Aaws | (A1, \2) € R}
gilt. Wir verwenden hier auch die Schreibweise

v+ R-w; + Rwsy := {U + AMwi + Aawsy | ()\1,)\2) € R2}

Wenn man nun dieses 'Spiel’ fortsetzt und sich fragt, wie man Unterrdume des R™ beschreiben
kann, die aussehen wie ein 'verschobener’ R™ fiir ein m < n, so wird man unweigerlich auf das
Konzept der linearen Unabhéngigkeit von Vektoren stoflen, das wir spéter im Detail studieren
werden.
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0.4 Lineare Gleichungssysteme

Seien n, m > 1 positive natiirliche Zahlen. Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von
Gleichungen der Form

a1z + apxs + - + a1mTm = by
211 + a22T + + - - + GomTm = bo

Ap1T1 + p2T2 + - -+ + ApmTm = by,

wobei a;; € R und b; € R gegebene relle Zahlen sind und man Losungen in den unbestimmten
T1,...,T, Sucht.

Die natiirliche Frage bei einem solchen System an linearen Gleichungen lautet: Gibt es eine
Losung dieses Systems, d.h. gibt es einen Vektor x = (x1,...,z,) € R™ sodass alle oben
Beschriebenen Gleichungen erfiillt sind? Falls eine solche Losung gibt: Wie viele Losungen
gibt es und wie sieht der Raum aller Lésungen aus?

Lineare Gleichungssysteme tauchen iiberall in der Mathematik und anderen Wissenschaf-
ten auf. Der Versuch derartige Gleichungssysteme zu verstehen und zu l6sen war einer der
entscheidenden Triebfedern fiir die moderne Lineare Algebra.

Einem linearen Gleichungssystem wie oben kann man eine Abbildung

f:R™ — R"
mit
(%1 a11v1 + a12v2 + - - + AG1mUm
(%) a21v1 + a22v2 + - - - + A2mUm
’_>
Um Ap1V1 + Gp2va + -+ - + ApmUm

zuordnen. Die Losbarkeit von obigem System von linearen Gleichungen ist dann gleichbedeu-
tend mit der Frage, ob es einen Punkt v € R" gibt, sodass

b1
b
fwy=| "

bn
gilt.

Die Abbildung f von oben héngt offensichtlich nur von den Koeflizienten a;; ab und es ist
oft niitzlich diese in der Form einer Matrix anzuordnen:

ail alg ... A1m

a1 a2 ... aom
A= )

an1 An2 ... Apnm

Um das Problem der Losbarkeit von obigem Gleichungssystem genauer zu verstehen, kommen
nun natiirlicherweise folgende Fragen zum Vorschein:

e Wie genau hingt die Abbildung f : R™ — R" von der Matrix A welche die Koeffizienten
a;; kodiert ab?
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e Konnen wir grundlegende Eigenschaften der Abbildung f : R™ — R”™ benennen die
unabhéngig von der konkreten Wahl der Koeffizienten a;; immer gilt?

e Koénnen wir die Familie aller solcher Abbildungen genauer studieren und Grundlegende
Eigenschaften verstehen?

Um die Essenz einer mathematischen Aussage zu verstehen, ist es oft notig das vorliegende
Problem zu abstrahieren. Das ist oft aus verschiedenen Griinden eine gute Idee: Zum einen
erweitert es den moglichen Anwendungsbereich, weil die Aussagen allgemeiner und weniger
speziell werden. Zum anderen erleichtert es aber auch oft die Suche nach der Losung, denn
wenn man ersteinmal die ”nicht-relevanteInformation ausgeblendet hat, so bleibt hoffentlich
nur noch diejenige, die fiir das Problem wirklich relevant und wichtig ist, und man hofft, dass
in dieser kondensierten Information auch die Losung zu suchen ist, oder noch besser: von
alleine ergibt. Im vorliegenden Fall stellen sich natiirlicherweise zB folgende Fragen:

e Welche Struktur haben die Rdume R und R” sowie die Abbildung f : R — R™ genau?

e Koénnen wir allgemein giiltige Struktursitze iiber solche Rdume und Abbildungen da-
zwischen zeigen?

e Welche Struktur von R braucht man wirklich um obige Konstruktion von linearen Glei-
chungssystemen durchfiihren zu kénnen?

e Koénnen wir in obiger Diskussion R durch andere Mengen mit verniinftigen Rechenvor-
schriften ersetzen, sodass der Formalismus im Wesentlichen immer noch so wie im Fall
der reellen Zahlen funktioniert?



Kapitel 1

(Ein wenig) Mengenlehre

1.1 Mengen

Definition 1.1.1 (Cantor). FEine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunter-
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche Elemente genannt wer-
den) zu einem Ganzen.

Obige Definition wurde von Cantor (1845-1918) aufgestellt; einige Begriffe benotigen eine
Interpretation bzw. Erklarung:

e Objekte: mathematische Objekte;

e wohlunterschieden: Gleichheit muss klar sein , d.h. es muss jederzeit moglich sein die
Gleichheit von zwei Objekten zu bestimmten;

e Zusammenfassung zu einem Ganzen: Damit meint Cantor, dass wir hiermit eine neues
mathematisches Objekt erschaffen bzw. definieren.

Beispiele:
e Die Menge Z ={0,1,2,3,...,9} aller Ziffern;
e Die Menge A :={A,B,C,...,Z} aller Grofibuchstaben;
e Die Menge a:= {a,b,c,...,z} aller Kleinbuchstaben;
e Die Menge aller natiirlicher Zahlen N = {0,1,2,3,... };
e Die Menge aller ganzen Zahlen Z ={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Auch wenn unsere obige Schreibweise immer eine natiirliche Ordnung der Elemente unserer
Mengen enthélt, sind Mengen grundsétzlich ungeordnet.

Eine Menge M definiert sich iiber ihre Elemente und wir schreiben x € M falls x ein Ele-
ment der Menge M ist. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn beide Mengen dieselben
Elemente enthalten. Falls = kein Element der Menge M ist, so schreiben wir x ¢ M.

Beispiele:
e 1€ Zaber —1¢ Z,
e Ac Aabera¢ A;

11
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e acaaber A¢a;
e 0 € Naber A¢N,;
e —2020 € Z aber 0o ¢ Z.

Definition 1.1.2. Sei M eine Menge. Fine Menge N heifst Teilmenge von M, falls jedes
Element aus N auch in M enthalten ist. Das heifst:

reN — xe&lM

Wenn dies erfiillt ist, so schreiben wir N C M.

Definition 1.1.3. Die leere Menge () ist die Menge welche kein Element enthiilt.

Es gilt also fiir jede beliebige Menge M:
reM = x¢l.
Umgekehrt ist die leere Menge eine Teilmenge einer jeden beliebigen anderen Menge M:
0 c M.

Definition 1.1.4. Sei M eine Menge. Dann ist die Potenzmenge P(M) die Menge aller
Teilmengen von M :

NeP(M) < NCM.
Beispiele:

({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}} hat 4 (verschiedene) Elemente,
o P(0) = {0} hat ein Element,

e P(P(0)) ={0,{0}} hat 2 (verschiedene) Elemente,

e P(P(P(0))) ={0,{0},{{0}},{0,{0}}} hat 4 (verschiedene) Elemente.
Definition 1.1.5. Seien M und N Mengen. So heifit

e M\N:={z|xeM und z¢ N} das Komplement von N in M;
e MNN:={z|zeM wund xz¢& N} der Schnitt von M und N;
e MUN :={z|xe€M oder ze& N} die Vereinigung von M und N;

Bemerkung 1.1.6. In obiger Schreibweise wird das Wort "und’ auch oft durch das Symbol
A ersetzt; dhnlich wird das Wort ’oder’ durch das Symbol V ersetzt wird.

Allgemeiner kénnen wir den Schnitt oder die Vereinigung von nicht nur zwei Mengen, sondern
von einer beliebigen Anzahl an Mengen definieren. Formal bedeutet das, dass wir eine Index
Menge I haben (z.B. I = {1,2} oder I = N oder jede andere Menge die Thnen in den Sinn
kommt) und fiir jedes Element i € I eine Menge M; gegeben haben. Wir definieren dann:

(M= {z | Vi gilt =€ M;}
el

sowie
UMi={z|3i el mit ze M}
1€l
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Bemerkung 1.1.7. Das Symbol ¥V bedeutet *fiir alle’; das Symbol 3 bedeutet ‘es existiert ein’.
Lemma 1.1.8. Seien A, B und C Mengen, so gilt:

(i) AN(BUC)=(ANB)U(ANC);
(it) AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
(iti) ANB=A<+<= ACB <<= AUB=B.

Beweis. Zwie Mengen sind gleich genau dann wenn sie die selben Elemente besitzen. Um
die erste Behauptung im Lemma zu zeigen, miissen wir also zeigen, dass jedes Element x €
AN (BUC) auch in (AN B) U (AN C) enthalten ist, und dass umgekehrt jedes Element
y€ (ANB)U(ANC) auch in AN (BUC) enthalten ist. Das sind zwei unterschiedliche und
voneinander unabhingige Argumentationsketten, die wir nun finden miissen.

Wir beginnen damit anzunehmen, dass wir ein Element 2z € AN (BUC) gegeben haben. Das
bedeutet, dass x € A gilt und entweder x € B oder x € C gilt. Falls z € B gilt, so haben wir
x € AN B und damit x € (AN B)U(ANC) wie gewiinscht. Wenn andererseits x € C gilt, so
haben wir z € AN C und damit ebenfalls z € (AN B) U (AN C) wie gewiinscht. Insgesamt
haben wir also

AN(BUC)C(ANB)U(ANCQO)

gezeigt.

Sei nun umgekehrt ein Element y € (AN B) U (AN C) gegeben. Dann gilt y € AN B oder
y € ANC (das oder hier bedeutet nicht ’entweder oder’; insbesondere kénnten auch beide
Aussagen wahr sein, auf jeden Fall ist aber mindestens eine der beiden Aussagen wahr). Falls
ye ANBgilt,sogilt y € Aund y € B C BUC und somit y € AN (B UC) wie gewiinscht.
Wenn andererseits y € AN C gilt, so gilt y € A und y € C C BUC und somit erhalten wir
ebenfalls y € AN (B UC). Insgesamt haben wir damit

(ANB)U(ANC)Cc An(BUC)

gezeigt. Da wir die andere Inklusion oben schon gezeigt haben, schliefen wir insgesamt
dass (ANB)U(ANC) und AN (B UC) genau diesselben Elemente enthalten und somit
iibereinstimmen. Das beweist Aussage . Die anderen Aussagen werden ganz dhnlich bewie-
sen. O

Definition 1.1.9. Seien M und N Mengen. Falls M NN = () gilt, so schreiben wir M L N
oder MUN anstelle von M U N und nennen die Vereinigung von M und N auch disjunkte
Vereinigung. Allgemeiner schreiben wir

U=

falls M; mit i € I Mengen sind, sodass M; N\ M; =0 fiir alle i # j gilt.

1.2 Russell’s Paradoxon und die Axiome von Zermelo—Fraenkel

Die Mengenlehre die wir in vorherigem Abschnitt aufgesetzt haben wirkt auf den ersten
Blick absolut natiirlich und unproblematisch. Es war deshalb ein ’Schock’ fiir die damalige
Wissenschaft als Russell 1903 folgende Beobachtung publizierte.

Russell begann damit die Menge R aller Mengen M zu definieren, welche sich selbst nicht als
Element enthalten. Also formal:

R :={M | M ist eine Menge sodass M ¢ M gilt}.
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Russell argumentierte dann, dass die Menge R gar nicht existieren kann. In der Tat, nehmen
wir a die Menge R wie wir sie oben definiert haben und wie sie scheinbar der Definition von
Cantor geniigt existiert. Wir fragen uns dann, ob R ein Element von R ist und diese Frage
sollte entweder eine positive oder negative Antwort haben. Es sollte also entweder R € R
oder R ¢ R gelten. Tatséchlich kann aber keines von beidem gelten, wie man leicht sehen
kann: Da R per definition nur Mengen enthilt, die sich nicht selbst entahlten, kann sicherlich
nicht R € R gelten. Falls aber nun R ¢ R gilt, so muss R € R nach Definition der Menge R
gelten. Das ist ein Widerspruch der zeigt, dass R wie oben definiert keine Menge sein kann.

Diese Paradoxon kann man auf verschiedene Weisen 16sen. In jedem Fall war nach Russell’s
Entdeckung klar, dass man den Mengenbegriff préziser und vorsichtiger definieren muss. His-
torisch hat sich dazu der Zugang von Zermelo und Fraenkel durchgesetzt, welche eine Reihe
von grundlegenden Axiome aufgestellt haben, welche die Mengenlehre auf ein festes Funda-
ment gestellt haben und insbesondere obiges Paradoxon ausschlieft. Da die moderne Mathe-
matik komplett auf den Axiomen von Remelo—Fraenkel basiert, wollen wir diese hier kurz
angeben. Wir betonen aber gleichzeitig, dass ein weiterfithrendes Studium dieser Thematik
uns zu weit von dem eigentlichen Ziel dieser Vorlesung (Losen von linearen Gleichungssyste-
men) abbringen wiirde. Wir wollen hier lediglich darauf aufmerksam machen, dass man bei
der Definition von Mengen ein klein wenig vorsichtig sein muss, um Probleme wie das von
Russell oben auszuschlieflen.

Die Axiome von Zermelo—Fraenkel

(1) Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten.
(2) (Leerenmengenaxiom) Es gib die leere Menge 0, also eine Menge ohne Elemente.

(3) (Paarmengenaxiom) Fiir zwei Objekte a und b gibt es immer eine Menge M die genau a
und b enthélt: M = {a,b}.

(4) (Vereinigungsaxiom) Fiir jede Menge A (von Mengen) gibt es eine Menge B die genau die
Elemente der Elemente von A als Elemente hat. In anderen Worten, die folgende Menge
B existiert:
B={b|3IM € A sodass M € A}.

Zusammen mit dem obigen Axiom l&sst sich damit insbesondere die Vereinigung von zwei
Mengen definieren.

(5) (Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Menge A welche die leere Menge enthéilt und zusétzlich
mit jedem Element z € A auch die Menge x U {x} enthélt.

(6) (Potenzmengenaxiom) Fiir jede Menge A gibt es eine Menge P(A) deren Elemente genau
die Teilmengen von A sind.

(7) (Regularitétssaxiom) Jede nichtleere Menge A enthilt ein Element B € A sodass ANB =
(,dh.z € B=x ¢ A. (Dieses Axiom schlieit das von Russell gefundene Paradoxon aus,
denn die '"Menge’ R von Russel die wir oben betrachtet hat erfiillt das Regularitédtsaxiom
nicht.)

(8) (Ersetzungsaxiom) Ist A eine Menge und wird jedes Element von A durch eine beliebige
Menge ersetzt, so geht A in eine Menge iiber. (Beispiel: {N,P(N), P(P(N)),...} ist eine
Menge.)

Zusétzlich zu den oben genannten Axiomen werden wir auch noch folgendes Axiom, das
sogenannte Auswahlaxiom, fordern.
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(9) Sei A eine Menge sodass

A=\ 4
el

die disjunkte Vereinigung von Teilmengen A; C A mit ¢ € [ ist. Dann gibt es eine

Teilmenge M C A sodass fiir jedes ¢ € I die Menge M genau ein Element aus A; enthélt:
M N A; = {a;} fiir genau ein Element a; € A;.

Das Auswahlaxiom sieht auf den ersten Blick harmlos und natiirlich aus. Es folgt aber nicht
aus den anderen Axiomen und hat in der Tat ebenso ’erstaunliche’ wie ’offensichtliche’ Kon-
sequenzen. Zu den wohl erstaunlichsten Konsequenzen gehort das Banach—Tarski Paradoxon.

Satz 1.2.1. (Banach—Tarski Paradozon) Betrachte den drei-dimensionalen reellen Ball mit
Durchmesser 1:
B = {(21,72,73) € R3 | x% +x§ +x§ <1}.

Dann kann man B in sechs disjunkte Teilmengen zerlegen, sodass sich die einzelnen Teil-
mengen wieder so zusammenfigen lassen, dass zwei reelle Bdille von Radius 1 entstehen.

Die mathematische Erklarung von obigem Paradoxon liegt darin, dass die Teilmengen in die
man B zerlegt so 'wild’ sind, dass man ihnen kein Volumen zuordnen kann. (Offensichtlich
kann man das nicht, denn sonst hétte der Ball mit Durchmesser 1 dasselbe Volumen wie
zwei Bille mit Durchmesser eins, also hétte er zwingend Volumen Null.) Obiger Satz wird in
der Regel in der Mafitheorie (Analysis III) genauer beleuchtet und wir wollen uns hier nicht
weiter damit beschéftigen.

1.3 Relationen

Definition 1.3.1. Seien M und N Mengen. Dann heifst
M x N :={(m,n) |meM, ne N}

Paarmenge oder kartesisches Produkt von M und N.

Definition 1.3.2. Sei M eine Menge. Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R C M x M.

Falls R C M x M eine Relation ist, so schreiben wir fiir x,y € M:
x~py < (z,y) €R.

Manchmal schreiben wir auch ~p fiir eine Relation, die Teilmenge R C M x N is dann durch
obige Aquivalenz charakterisiert. Wenn der Kontext klar ist, schreiben wir manchmal auch
x ~ y anstelle von x ~g y.

Definition 1.3.3. Sei M eine Menge und R (bzw. ~g) eine Relation auf M. Wir nennen
diese Relation

o reflexiv, falls fir alle x € M: x ~g x;
e symmetrisch, falls fir alle x,y € M: x ~py = y ~g T;
o transitiv, falls fiir alle x,y,z € M : falls x ~g y und y ~r z, so gilt x ~g z.

Definition 1.3.4. Sei M eine Menge. Eine Relation R auf M heif$it Aquivalenzrelation falls
sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
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Beispiel 1. Sie M die Menge aller Menschen und betrachte folgende Relationen auf M:

o z ~p y <= x und y haben diesselbe Mutter.
Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, also ein Aquivalenzrelation.

® I ~p, Yy <= x kennt y.

Diese Relation ist reflexiv, aber sicherlich nicht transitiv, und auch nicht symmetrisch
(wir kennen alle Donald Trump, aber er wird die meisten von uns nicht kennen). Dies
ist also keine Aquivalenzrelation.

® T ~p, Y <= x wiegt hochstens so viel wie y.

Diese Relation ist symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv.

e v ~p, y <= x und y haben diesselbe Staatsbiirgerschaft.

Diese Relation ist reflexiv und symmetrisch, aber nicht transitiv (es gibt Leute die zwei
Staatsbiirgerschaften haben), also ist es keine Aquivalenzrelation.

Beispiel 2. Sei M = Z die Menge der ganzen Zahlen und betrachte folgende Relationen auf
M =2Z:

® T ~p, Y <= z und y sind beides gerade Zahlen.

Diese Relation ist symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv. Also ist es keine
Aquivalenzrelation.

e r ~p, Yy <= x —y ist eine gerade Zahl.
Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Also ist es eine Aquivalenzrelation.
® T ~p, Yy <= z — y ist durch 2020 teilbar.

Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Also ist es eine Aquivalenzrelation.

Definition 1.3.5. Sei M eine Menge und sei R eine Aquivalenzrelation auf M.

e Fiirjedes x € M nennen wir die Teilmenge [z] := {y € M | x ~g y} die Aquivalenzklasse
von R.

o Jedes Element y € [x] heifit Vertreter von [z] in M.

Die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation haben folgende wichtige Folgerung.

Lemma 1.3.6. Sei M eine Menge und sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt:

(i) M =U,enla];
(ii) Falls x,y € M Elemente sind mit x ~g vy, so gilt [x] = [y].
(iit) Falls x,y € M Elemente sind, sodass [x] N [y] # O gilt, so gilt [z] = [y].

Beweis. Da ~p reflexiv ist, gilt  ~g « fiir alle x € M und somit gilt z € [z] fiir alle z € M.
Dies impliziert M C |J,cp/[z]. Andererseits ist fiir alle z € M, [x] C M eine Teilmenge von
M, sodass (J,cpslx] € M folgt. Also insgesamt M = |J, /%], was zu beweisen war. Das
zeigt (1).

Um (ii) zu beweisen, nehmen wir an, dass z,y € M Elemente sind mit  ~g y. Um [z] = [y]
zu zeigen miissen wir zeigen, dass beide Mengen iibereinstimmen. Dazu muss man zeigen,
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dass beide Mengen diesselben Elemente besitzen und dazu wiederum geniigt es zu zeigen,
dass sowohl [z] C [y] als auch [y] C [z] gilt. Wir zeigen zuerst dass [x] C [y] gilt. Sei dazu
z € [z]. Das bedeutet, dass x ~p z gilt. Da unsere Relation symmetrisch ist, gilt also auch
z ~g x. Nach Annahme gilt x ~g y und somit impliziert z ~g = per Transitivitit unserer
Relation dass z ~g y gilt. Nutzen wir nun noch einmal die Symmetrie unserer Relation aus,
so erhalten wir y ~g z und damit z € [y]. Wir haben also gerade gezeigt, dass jedes Element
z € [z] auch in [y] enthalten ist, und somit gilt also [z] C [y]. Die umgekehrte Richtung, dass
also jedes Element in [y] auch in [z] enthalten ist, geht vollig analog (vertauschen Sie einfach
die Symbole x und y in obiger Argumentation). Das beweist (ii).

Um (iii) zu beweisen, nehmen wir an, dass [z]N[y] # 0 gilt. Das bedeutet, dass es ein Element
z € M mit z € [z] und z € [y]| gibt. Per Definition heifit das, dass  ~r z und y ~p z gilt.
Da die Relation symmetrisch ist, gilt auch z ~p y. Da die Relation reflexiv ist, impliziert
nun aber x ~p z und z ~p y dass  ~p y gilt. Also folgt [z] = [y] aus (ii). Das schliefit den
Beweis des Lemmas ab. O

Obiges Lemma zeigt, dass eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M in natiirliche Weise die
Elemente aus M in verschiedene ”Klassenéufteilt, also eine Partition der Menge M in disjunk-
te Teilmengen die ganz M iiberdecken liefert. Diese Teilmengen nenne wir Aquivalenzklassen.

Definition 1.3.7. Sei M eine Menge und sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Eine Teil-
menge N C M heifit Aquivalenzklasse der Relation R, falls ein x € M mit N = [z] existiert.
Die Menge aller Aquivalenzklassen

M/ ~p={NeP(M) |3z e M mit N=z]} CP(M)

heift Quotientenmenge von M beziiglich der Aquivalenzrelation ~g. Manchmal schreiben wir
auch M/ ~ oder M/R anstelle von M/ ~pg

Das Auswahlaxiom garantiert, dass wir fiir jede Aquivalenzklasse N € M/ ~p ein Element
2 € M mit € N whalen kénnen. Insbesondere garantiert das Auswahlaxiom, dass wir jedes
Element der Quotientenmenge M/ ~p in der Form [z] fiir ein € M schreiben kénnen. (Diese
Tatsache mag wie eine Tautologie erscheinen, aber man braucht das Auswahlaxiom dafiir.
Tatséchlich ist das Auswahlaxiom sogar dquivalent zu dieser Aussage, was ein weiteres Indiz
dafiir ist, dass es ein natiirliches Axiom ist, wenn gleich wir daran erinnern, dass es durchaus
erstaunliche und vielleicht etwas merkwiirdige Konsequenzen, wie etwa das Banach-Tarski
Paradoxon, hat.)

Beispiel 1.

Sei M die Menge aller EU-Biirger die genau eine Staatsbiirgerschaft haben. Sei ~g die
Aquivalenzrelation auf M die gegeneb ist durch x ~p y <= x und y haben diesselbe
Staatsbiirgerschaft. Dann ist M/ ~p eine endliche Menge die genau fiir jedes EU-Mitgliedsland
ein Element besitzt. Ein solches EU-Mitgliedsland wird in M/ ~g dem Element [z] entspre-
chen, wobei z ein beliebiger EU-Biirger ist der die Staatsbiirgerschaft von besagtem land
besitzt und zusétzlich keine weitere Staatsbiirgerschaft innehat. (Dieses beispiel nimmt an,
dass es in jedem EU-Mitgliedsland mindestens einen solchen Biirger gibt. Wenn dem nicht so
ist, wiirde jenes Land in der Quotientenmenge M/ ~p fehlen, da es keinen Vertreter z € M
gébe, der die Staatsbiirgerschaft von jenem Land innehétte.)

Beispiel 2.

Sei M = Z die Menge aller ganzen Zahlen. Sei weiterhin R die Aquivalenzrelation auf Z die
gegeben ist durch z ~g y <= = — y ist gerade, d.h. x — y € 2Z. Dann gilt

M/ ~r={[0], [1]}-

Diese Menge hat also genau 2 (verschiedene) Elemente.
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Beispiel 3.

Sei M = Z die Menge aller ganzen Zahlen. Sei weiterhin R die Aquivalenzrelation auf Z die
gegeben ist durch z ~p y :<= x — y ist durch 2020 teilbar, d.h. x —y € 2020Z. Dann gilt

M/ ~r={[0],[1],[2],[3],--.,[2018],[2019]}.

Diese Menge hat also genau 2020 (verschiedene) Elemente.

1.4 Abbildungen

Definition 1.4.1. Seien M und N Mengen. Fine Abbildung f : M — N ist eine Vorschrift,
die jedem Element x € M genau ein Element f(x) € N zuordnet. Das Element f(z) € N
heifit das Bild von x (unter der Abbildung f).

Definition 1.4.2. Seien M und N Mengen und sei f : M — N eine Abbildung.

(i) Die Menge
Bild(f) := {f(z) | = € M}
heif$t Bildmenge von f.

(i1) Fiir eine Teilmenge N' C N heifit
fHN) ={z e M| f(z) € N'}

das Urbild von N’ unter der Abbildung f. In dem Spezialfall dass N' = {y} eine Menge
mit genau einem Element y ist, schreiben wir auch f~1(y) anstelle von f=1(N’).

Definition 1.4.3. Seien M und N Mengen und sei f : M — N eine Abbildung.

(i) f heifst injektiv, falls fir alle x,y € M gilt: f(x) = f(y) = z =y;

(ii) [ heifit surjektiv, falls Bild(f) = N gilt, d.h. fiir jedes y € N gibt es ein x € M mit
fx) =y;

(iii) [ heifit bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Beispiel.
e Sei M eine Menge, so ist die Identitét
idy: M — M, z—idy(z) ==z
eine Abbildung von M nach M. Diese Abbildung ist bijektiv.
e Sei N C M eine Teilmenge, dann ist die Abbildung
N—M, z—=x

injektiv. Die Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn M = N gilt.

e Die Abbildung f: {1,2,3} — {A, B} mit f(1) = f(2) = A und f(3) = B ist surjektiv,
aber nicht injektiv.

e Die Abbildung f:{1,2,3} — {A, B,C} mit f(1) = f(2) = A und f(3) = B ist weder
surjektiv noch injektiv.
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e f:{1,2,3} - {A, B,C} mit f(1) = Aund f(2) = C und f(3) = B ist bijektiv.

Definition 1.4.4. Seien M, N und L Mengen und seien f : M — N und g : N — L
Abbildungen. Dann ist die Komposition g o f von f mit g gegeben durch die Abbildung

gof:M— N, z— g(f(x)).

Lemma 1.4.5. Falls f: M — N, g: N = L und h : L — K Abbildungen zwischen Mengen
sind, so gilt (hog)o f=ho(go f).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir alle x € M,

((hog)o f)(x) = (ho(gof))(x)

gilt. Das rechnet man aber einfach nach:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)))

und
(ho(go f))(@)=h((ge f)(z)) =h(g(f(x)))
Also,
((hog)o f)(z) = (ho(ge f))(x)
wie behauptet. O

Lemma 1.4.6. Sei f: M — N eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen M und N.
Dann gibt es genau eine Abbildung f~': N — M mit fo f~! =idy und f~'o f =idy.

Beweis. Es kann nur eine solche Abbildung geben, weil fiir y € N,

fU W) =idn(y) =y

gelten muss, aber nach Injektivitét von f hochstens ein x € M mit f(x) = y existieren kann.

Wir zeigen nun die Existenz von f. Da f bijektiv ist, gibt es fiir beliebiges y € N genau ein
Ty € X mit f(x,) = y, sodass wir f~1(y) := z, definieren kénnen. Dies liefert eine Abbildung

ffL'N—M
und die Definition der Abbildung impliziert f~1(f(x,)) = f~(y) = z, fiir alle x € M.
Sei umgekehrt y € N. Da f surjektiv ist, gilt y = f(z) fiir ein € M. Dann haben wir aber
U W) = FUH ()
und nachdem was wir oben gesehen haben, wissen wir dass f~!(f(z)) = z gilt, sodass insge-
samt
FU) = FUH (@) = f(2) =y
folgt. Dies gilt fiir beliebiges y € N, sodass f o f~! =idy gilt. O

Lemma 1.4.7. Seien M, N und L Mengen und seien f: M — N und g : N — L Abbildun-
gen. Dann gilt:

(i) Falls f und g injektiv sind, so ist g o f injektiv;
(ii) Falls f und g surjektiv sind, so ist g o f surjektiv;
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(iii) Falls g o f surjektiv ist, so ist g surjektiv;

(iv) Falls g o f injektiv ist, so ist f injektiv.

Beweis. Wir beweisen (i) durch Widerspruch. Dazu nehmen wir an, dass g o f injektiv nicht
injektiv ist. Dann gibt es zwei verschiedene Elemente x,y € M mit g(f(z)) = g(f(y)). Da g
injektiv ist, folgt daraus f(z) = f(y) und die Injektivitét von f impliziert x = y. Das ist ein
Widerspruch. Also ist g o f injektiv.

Aussage (ii) kann man dhnlich durch Widerspruch zeigen. Man kann aber ebenso wie in (i)

auch direkt argumentieren. Wir fithren hier das direkte Argument vor. Sie dazu z € L. Da
g surjektiv ist, gibt es ein y € N mit g(y) = z. Da f surjektiv ist, gibt es ein € M mit

f(z) = y. Dann gilt aber
go f(x) =g(f(x)) =g(y) = 2.
Da z € L beliebig war, zeigt das, dass g o f surjektiv ist, wie behauptet.

Um (iii) zu zeigen, nehmen wir nun an, dass g o f surjektiv ist. Sei dann z € L. Dann gibt es
ein € M mit g(f(x)) = x. Insbesondere erfiillt das Element y = f(z) € N die Bedingung
9(y) = z und somit ist g surjektiv.

Um (iv) zu zeigen, nehmen wir nun an, dass g o f injektiv ist. Seien weiterhin z,y € M mit
f(z) = f(y) gegeben. Dann gilt sicherlich auch g(f(x)) = g(f(y)) und die Injektivitidt von
g o f liefert x = y. Das beweist (iv) und schlieft insgesamt den Beweis des Lemmas ab. [

Bemerkung 1.4.8. Fulls g o f bijektiv ist, so ist nach obigem Lemma [ injektiv und g
surjektiv. Es ist aber nicht wahr, dass f oder g bijektiv sind, wie folgendes Beispiel zeigt. Sei
f 41,2} — {1,2,3} die natirliche Inklusion, und sei g : {1,2,3} — {1,2} gegeben durch
g(1) =1, g(2) = g(3) = 2. Dann ist go f = id und somit bijektiv, aber f ist nicht surjektiv
und g st nicht injektiv.



Kapitel 2

Gruppen, Ringe und Korper

2.1 Gruppen

Definition 2.1.1. Sei G eine Menge. Eine Verkniipfung auf G ist eine Abbildung

x:GxG— G, (91,92) — *(g1,92) = g1 * g2.

Eine Verkniipfung auf G ist also eine Vorschrift, die jedem Paar (g1, g2) von Elementen aus
G ein weiteres Element g; o go € G zuordnet. Hier ist zu beachten, dass fiir g1 # g2 auch
(91,92) # (92,91) gilt und somit g; * go nicht zwingend mit go % g1 iibereinstimmen muss.
Verkniipfungen fiir die g1 * go = g9 * g1 fiir alle g1,92 € G gilt, heiflen kommutativ oder
abelsch.

Beispiele.

e Sei M eine beliebige Menge und sei G := Abb(M, M) die Menge aller Abbildungen
von M nach M. So liefert die Verkniipfung von Abbildungen eine Verkniipfung auf der
Menge G:

GxG—G, (f,g9)— fog.

Im Allgemeinen ist dies Verkniipfung nicht abelsch.
e Sei G =N,Z,Q oder R, so ist
GxG—G, (v,yy—z+y
eine abelsche Verkniipfung. Ebenso ist,
GxG—G, (v,y)—z-y
eine abelsche Verkniipfung.
e Sei G = Q oder R, so ist
GxG—G, (r,y)—(x+y)/2
eine abelsche Verkniipfung.

Definition 2.1.2. FEine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung * heifit Gruppe, wenn
folgende Axiome erfillt sind:

1. (Assoziativgesetz) Fiir alle a,b,c € G gilt ax (bxc) = (a*b) * c.

21
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2. (Ezistenz eines neutralen Elements und von Inversen Elementen)

Es gibt ein Element e € G, neutrales Element genannt, mit folgender Eigenschaft:

(i) fir alle a € G gilt: e x a = a;

(71) zu jedem Element a € G gibt es ein Element a’, inverses Element von a genannt,
so dass a' x a = e gilt.

Die Gruppe G heif$t abelsch oder kommutativ, falls die Verkniipfung abelsch/kommutativ ist
(d.h. falls axb=0bxa fir alle a,b € G gilt).

Notation 1. Sei (G,x*) eine Gruppe, d.h. eine Menge G zusammen mit einer Verknipfung
x die obige Figenschaften erfillt. Falls die Verknipfung aus dem Kontext klar ist, schreiben
wir oft auch einfach G, anstelle von (G, *). Weiterhin wird die Verkniipfung % oft auch als
- geschrieben. Dann schreibt man also a xb = a - b. Das Inverse eines Elements a € G wird
dann mit a~' bezeichnet. Der Einfachheit halber schreibt man manchmal auch ab anstelle
von a - b.

Beispiele.

e Die Mengen G = Z,Q oder R mit + als Verkniipfung sind Gruppen.

(N, +) ist keine Gruppe, weil Inverse Elemente fehlen.

(R, -) ist keine Gruppe, weil 0 € R kein Inverses Element besitzt.

Falls M eine Menge mit mehr als einem Element ist, so ist G = Abb(M, M) zusammen
mit der Verkniipfung o keine Gruppe, weil i.A. Inverse Elemente fehlen.

e Die Verkniipfung (z,y) — (x + y)/2 auf Q oder R ist keine Gruppe, weil das Assozia-
tivgesetz nicht gilt.

Lemma 2.1.3. Sei G eine Gruppe, so gilt:

(1) Das inverse Element a=1 zu einem Element a € G hat auch die Eigenschaft a-a™! = e;

(2) Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat auch die Eigenschaft a-e = a
fiir alle a € G;

(3) Das inverse Element a=' zu einem Element a € G ist eindeutig bestimmit;

(4) Es gilt fir a,b € G:
(aHt=a und (ab)™' =b"ta"L.

(5) Es gelten folgende Kiirzungsregeln:
ab=ac =b=c und ba=ca|=b=c

Beweis. Sei a € G mit inversem Element a~! € G, d.h. a~'a = e. Sei weiterhin (a=!)~! ein
inverses Element zu o', d.h. (a=!)"'a~! = e. Dann gilt

aa" ! =eaa™ = ((a_l)_la_l)aa_l = (a_l)_l(a_la)a_1 = (a_l)_lea_1 = (a_l)_la_l =e.

Dies zeigt (1).

Angenommen €’ € G ist ein zweites neutrales Element von G mit e # ¢/. Dann gilt nach (1)
exe = ¢ und ex e = e, also e = €. Das ist ein Widerspruch und somit ist das neutrale
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Element e € G eindeutig durch die Eigenschaft e - a = a fiir alle a € G”bestimmt. Weiterhin
gilt nach (1):

Das beweist (2).
Angenommen o’ € G ist ein Element mit a’a = e. Dann gilt nach (1) auch aa’ = e und somit
d =daa"! =ea ! =a
Das beweist (3).
Nach (1) ist a ein inverses Element zu a~! und damit (a=1)~! = a. Weiterhin gilt
blatab=b"leb=b""b=¢

und somit ist b 'a~! ein inverses Element zu ab € G. Das beweist (4).

Seien schlieflich a,b,c € G Elemente. Falls ab = ac gilt, dann gilt a~!(ab) = a~!(ac) und
damit auch a 'ab = alac sowie b = ¢, da a"!la = e. Falls ba = ca gilt, so gilt auch
(ba)a™' = (ca)a~! und damit auch baa™' = caa™' und somit b = ¢, da a~'a = e. Dies
beweist (5) und somit ist der Beweis des Lemmas abgeschlossen. O

Definition 2.1.4. Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e. Fine Teilmenge H C G
heifit Untergruppe, falls e € H und falls fiir alle a,b € H auch ab € H und a=' € H gilt.

Die Bedingung ab € H fiir alle a,b € H impliziert dass die Einschrinkug der Verkniipfung
auf G eine Verkniipfung
HxH — H, (ab)+— ab

liefert. Da e € H und a~' € H fiir alle @ € H, ist H mit obiger Verkniipfung wieder eine
Gruppe.

Beispiele.
e (Z,+) C (Q,+) ist eine Untergruppe;
e (Q*,-) C (R*,:) ist eine Untergruppe.
Definition 2.1.5. Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung

f:G — H sodass
flab) = f(a)f(b) € H
fiir alle a,b € G gilt.

Hier bezeichnet ab € G die Verkniipfung von a und b in G, wobei f(a)f(b) die Verkniipfung
von f(a) und f(b) in H bezeichne.

Lemma 2.1.6. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
o f(eq) =em, wobei e € G und ey € H die neutralen Elemente bezeichne.
e fla)~t = f(a™?t) fiir allea € G.
Bfaweis. Wendet man die GesetzméBigkeit f(ab) = f(a)f(b) auf a = b = e an, so erhalten

fleq) = flea)f(eq) € H.

Da H eine Gruppe ist, gilt nach Lemma die Kiirzungsregel, sodass die Identitit f(eq) =
fleq)f(eg) schon f(eq) = ey impliziert.
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Sei nun a € G. Dann gilt

Also,

was zu beweisen war. O
Beispiele.

e Fiir jede natiirliche Zahl n ist f : Z — Z, x — nx ein Gruppenhomomorphismus von
(Z,+).

e Falls H C G eine Untergruppe ist, so ist
f+H—Ga~a
ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Definition 2.1.7. Seien G und H Gruppen. Fin Isomorphismus zwischen G und H ist eine
Gruppenhomomorphismus f : G — H welcher injektiv und surjektiv, also bijektiv ist.

Lemma 2.1.8. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist f genau dann
injektiv, falls f~'(er) = eq, wobei ey € H und eq € G die neutralen Elemente bezeichne.

Beweis. Wir haben oben gesehen, dass f(eq) = ey gelten muss. Falls f injektiv ist, so muss
also f~1(ey) = e gelten.

Nehmen wir umgekehrt f~!(ey) = e¢ and. Falls a,b € G mit f(a) = f(b), so gilt

en = f(a)f()"" = f(a)f(071) = flab™h).

Nach Annahme also ab™! = e und damit a = b. Dies beweist das Lemma. ]

2.2 Ringe

Definition 2.2.1. FEine Menge R zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:RxR— R, (z,y)—x+y

und
-:RxR— R, (z,y)—z-y,

heifit Ring, falls folgendes gilt:
(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe;
(2) Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. fir alle x,y,z € R gilt
(z-y)-z=z-(y-2)
(8) Das Distributivgesetz gilt. D.h. fir alle a,b,c € R gilt
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c

(wobei man wie tblich 'Punkt vor Strich’ anwendet und in obigen Termen zuerst die
Multiplikation und dann die Addition ausfiihrt).
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(4) Es gibt ein neutrales Element bzgl der Multiplikation (Eins Element genannt), d.h. ein
Element 1 € R mit 1-a = a fiir alle a € R.

Beispiele
e Die Menge Z der ganzen Zahlen mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein
Ring.
e Die Menge Q oder R mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein Ring.

Lemma 2.2.2. Sei R ein Ring. Falls 0 € R das neutrale Element der Addition bezeichnet,
so gilt fiir alle a € R:

Beweis. Es gilt
a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.

Nach der Kiirzungsregel in Gruppen gilt also
0=a-0.

Ebenso haben wir
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a

und somit 0 = 0 - a. Dies beweist das Lemma. O

2.2.1 Restklassenring

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Betrachte die Menge nZ := {nz | z € Z} aller ganzen Zahlen

die durch n teilbar sind. Wir betrachten dann die Relation ~ auf Z, die gegeben ist durch
r~yYy = zx—yEenl

Auf Ubungsblatt 3 zeigen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Die Menge der Aquivalenzklassen
Z/ ~ wird mit Z/nZ bezeichnet. Die Aquivalenzklasse einer ganzen Zahl a € Z wird mit

[a] € Z/nZ bezeichnet. Konkret ist [a] C Z die Teilmenge aller ganzen Zahlen z mit z—a € nZ,

also aller ganzen Zahlen z die von der Form z = a + kn fiir ein k € Z sind.

Lemma 2.2.3. Seien [al,[b] € Z/nZ. Die Vorschriften
[a] + [b] :==[a+b] und [a]-[b] := |a - b]

sind wohldefiniert, d.h. die Aquivalenzklassen [a + b] und [a - b] hdngen nur von den Klassen
[a] und [b] ab, nicht aber von den Reprisentanten a. Die Menge Z/nZ zusammen mit der
oben definierten Addition und Multiplikation bildet einen kommutativen Ring mit genau n
Elementen.

2.2.2 Polynomring
Sei R ein Ring (zB. R = Z,Q oder R = R). Ein Polynom iiber R, ist eine Abbildung
N={0,1,2,...} — R, i+ q

sodass ein n € N mit a; = 0 fiir i > n + 1 existiert. Ublicherweise schreibt man ein solches
Polynom in der Gestalt
n
>,
i=0

wobei x eine formale Variable bezeichnet. Der Grad eines Polynoms ist die kleinste natiirliche
Zahl d € N sodass a; = 0 fiir ¢ > d + 1 gilt.
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Definition 2.2.4. Sei R ein Ring. Die Menge aller Polynome (von beliebigem Grad) iber R
bezeichnet man als R[x]:

R[z] = {ZaixianO, ao,...,aneR}.
=0

Auf der Menge R]z] aller Polynome iiber R definiert man eine Addition wie folgt:

n

+ : R[z] x R[x] — R[x], Z a;x’, Z bix' | Z (a; + b;) 2
=0

i=0 i>0
und
-1 Rlz] x R[z] — R|[z], Zaixl, Zbixl — Z Zajbi_j x'
i=0 §=0 i>0 \ j=0
wobei in obiger Notation, a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir ¢ > m gilt und somit die

entsprechenden Summen endlich sind.

Lemma 2.2.5. Sei R ein Ring, dann ist die Menge R[x] aller Polynome iiber R wieder ein
Ring. (Wir nennen diesen Ring den Polynomring iiber R.)

Beweis. Ein Polynom heifit konstant, falls es Grad Null hat, d.h. falls es von der Form ag
mit ag € R ist. Insbesondere liefern die konstanten Polynome also eine injektive Abbildung
R — R[x]. Das Bild des neutralen Elements 0 € R der Addition ist dann auch ein neutrales
Element der Addition in R[z] und man iiberpriift leicht dass (R[z], +) eine abelsche Gruppe
ist. Entscheidend ist hier, dass (R, +) eine abelsche Gruppe ist, da R ein Ring ist.

Sei 1 € R das neutrale Element der Multiplikation auf R. Das konstante Polynom der Form
1 ist dann ein neutrales Element der Multiplikation und man iiberpriift leicht, dass die Mul-
tiplikation assoziativ ist und das Distributivgesetz gilt. Entscheidend ist jeweils, dass die
entsprechenden Eigenschaften fiir R gelten. O

Definition 2.2.6. Seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f :
R — S sodass folgendes gilt:

e f(0)=0, d.h. f bildet das neutrale Element bzgl der Addition von R auf das von S ab;

e f(1)=1, d.h. f bildet das neutrale Element bzgl der Multiplikation von R auf das von
S ab;

o fir alle a,b € R gilt: f(a-+b) = f(a) + f(b) und f(ab) = f(a) (D)

2.3 Korper

Definition 2.3.1. Eine Menge K zusammen mit zwei Verkniipfungen
+: KxK—K, (a,b)—~a+0b

und
K xK-—K, (a,b)r—a-b

heifst Korper, falls K ein kommutativer Ring ist und zusdtzlich folgendes gilt, wobei K* :=

K\ {0}
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o fiir alle a,b € K* gilt ab € K*;

o (K*,.) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1 € K* (insbesondere gilt also 1 #0).

Beispiele
e Z zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein Ring aber kein
Korper, weil nicht jedes Element in Z* = Z\ {0} ein Inverses besitzt;
e Q ist ein Korper;

e R ist ein Korper.
Lemma 2.3.2. Sei K ein Kirper, so gilt fir alle a,b,z,y € K:

(1) 0-a=a-0=0;
(2) a-b=0= a=0 oderb=0;
(3) a(—b) = —(ab) und (—a)(—b) = ab;

(4) falls x-a=vy-a und a # 0 gilt, so gilt schon x = y.

Beweis. Die Behauptung 0 -a = a -0 = 0 in (1) haben wir bereits fiir beliebige Ringe
nachgepriift.

Sei nun a-b = 0. Falls a # 0, so gilt a 'ab = a~'0 = 0 und damit b = 0. Also gilt a = 0 oder
b= 0. Das zeigt (2).

Die erste Behauptung in (3) folgt aus
ab+ (—a)b= (a—a)b=0b=0.
Die zweite folgt aus der ersten und der Tatsache, dass die Multiplikatoin kommutativ ist:

(—a)(=b) = —(—a)b = =b(—a) = —(—ba) = ba = ab.

Sei schlieBlich 2 - @ = y - a und a # 0. Dann gibt es ein multiplikatives Inverses a=! € K*.

Aus z-a =y - a folgt dann

zaa" ' = yaa_1

und wegen aa~! = 1 folgt daraus z = y, wie behauptet. Dies beweist das Lemma. O

Definition 2.3.3. Sei K ein Korper. Sei 1 € K* das neutrale Element der Multiplikation.
Fiir eine natiirliche zahl n > 1, betrachten wir das Element

n-1=1+141+4---4+1€ K.

Fallsn-1#0 € K fir allen > 1 gilt, so sagen wir, dass K Charakterisitk 0 hat. Andernfalls
sagen wir, dass K Charakteristik n hat, falls n die kleinste positive ganze Zahl mitn -1 =0
15t.

Lemma 2.3.4. Sei K cin Korper. Die Charakteristik von K ist entweder 0 oder eine Prim-
zahl.
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Beweis. Andenommen die Charakteristik von K ist n > 0. Dann gilt also n-1 = 0 und n ist
die kleinste natiirliche Zahl mit dieser Eigenschaft. Wir miissen zeigen, dass n eine Primzahl
ist. Wir zeigen das per Widerspruch und nehmen an, dass n keine Primzahl ist. Dann gilt
n = ab fiir ganze Zahlen 1 < a,b < n. Es gilt dann

0=mn-1=(ab)-1.

Andererseits gilt
(@-1)-(b-1)=(14+1+---4+1)-1+14+---4+1)

a—;al b—;nral

sodass das Distribiutivgesetz
(@a-1)-(b-1)=(ab)-1
impliziert. Also insgesamt
(a-1)-(b-1)=(ab)-1=0.

Da K ein Korper ist, gilt nach Lemma [2.3.2 schon a - 1 = 0 oder b - 1 = 0. Dies widerspricht
der Minimalitédt von n, womit das Lemma bewiesen ist. ]

2.3.1 Korper mit endlich vielen Elementen

Proposition 2.3.5. Sei n > 1 eine ganze Zahl. Der Restklassenring Z/nZ ist ein Kérper
genau dann wenn n = p eine Primzahl ist.

Beweis. Wir wissen bereits (sieche Lemma [2.2.3)), dass Z/nZ ein kommutativer Ring ist. Es
bleibt also zu untersuchen, wann die Multiplikation eine Verkniipfung auf Z/nZ \ {[0]} indu-
ziert welche Z/nZ \ {[0]} zu einer abelschen Gruppe macht.

Falls n = 1 gilt, so hat Z/nZ nur ein Element und kann damit kein Kérper sein (da 0 # 1 in
jedem Korper gilt). Falls n > 2 keine Primzahl ist, so gilt n = ab fiir positive ganze Zahlen
a,b mit 1 < a,b < n. Dann gilt aber [a] # [0] und [b] # [0] aber

[a][b] = [ab] = [0].
Da [0] das neutrale Element der Addition von Z/nZ ist und [a] # [0] und [b] # [0] gilt,
widerspricht obige Schlussfolgerung vorherigem Lemma. Also kann Z/nZ kein Korper sein.
(Alternativ hétten wir auch so argumentieren konnen: Wére Z/nZ ein Korper, so ist seine
Charakteristik gleich n und nach obigem Lemma muss dann n eine Primzahl sein.)

Sei umgekehrt n = p eine Primzahl. Sei [a] € Z/pZ mit [a] # [0] . Das bedeutet, dass a € Z
eine ganze Zahl ist, die nicht durch p teilbar ist. Wir betrachten dann die Abbildung

Z/pZ — Z/pZ, 5] alla] = [az].
Wir behaupten, dass diese Abbildung injektiv ist. In der Tat, falls x,y € Z sodass
az] = [ay]
gilt, so ist ax — ay = a(x — y) durch p teilbar. Da p eine Primzahl ist, und a nicht durch p

teilbar ist, muss x — y durch p teilbar sein. Also gilt [z] = [y] und somit ist obige Abbildung
injektiv. Dies impliziert insbesondere, dass fiir [a], [b] € Z/nZ mit [a] # [0] und [b] # [0]

Da Z/pZ eine endliche Menge ist, ist jede injektive Abbildung Z/pZ — Z/pZ schon surjektiv.
Also ist obige Abbildung

Z/pZ — Z[pZ, [x] = la][z] = [ax]

surjektiv und somit muss es ein Element a’ € Z mit [a][a’] = [1] geben. Das Element [a/] €
Z/pZ ist also ein inverses Element zu [a] beziiglich der Multiplikation auf

(2/pZ)" = Z/pZ\ {[0]}-

Damit ist Z/pZ ein Korper. Dies schlieit unseren Beweis ab. O



2.3. KORPER 29

2.3.2 Der Korper der komplexen Zahlen

Betrachte die Menge C := R x R von paaren (a, b) reeller Zahlen zusammen mit den folgenden
beiden Verkniipfungen:

+:CxC—C, ((ab), (b)) = (atd,b+b)

und
:CxC—C, ((a,b),(d, b)) (aa’ — bV, ab’ + ba') .

Um die Schreibweise zu vereinfachen, schreiben wir das Element 0,1 € C auch al ¢. Mit dieser
Schreibweise und mit Hilfe obiger Verkniipfung gilt dann

(a,b) = a+ib,

also lésst sich jede komplexe Zahl eindeutig als a + b mit reellen Zahlen a,b schreiben.
Weiterhin gilt
(Ov 1) ’ (07 1) - (_170)

und somit
7-17=—1.

Allgemeiner lassen sich die Verkniipfungen + und - auf den komplexen Zahlen wie folgt
schreiben:
(a+ib)+ (a +it)=(a+d)+i(b+1)

und
(a+1b) - (a' +ib') = aa’ — b +i(abl + a'b).

Lemma 2.3.6. Die Menge C zusammen mit den oben eingefiihrten Verkniipfungen bildet
einen Korper. Das neutrale Element der Addition ist 0 = (0,0) und das neutrale Element der
Multiplikation ist 1 = (1,0).

Beweis. Dies rechnet man einfach direkt nach, wobei man die iiblichen Rechenregeln fiir die
reellen Zahlen ausnutzt. O

Die komplexen Zahlen enthalten die reellen Zahlen und somit auch die rationalen Zahlen als
Unterkorper (also Teilmengen sodass die Einschrinkung der Operationen auf C die iiblichen
Korperstrukturen auf Q und R liefert. Gaufl hat die komplexen Zahlen im 18 Jahundert
eingefiihrt. Seine Motivation bestand darin Nullstellen von Polynomen zu berchnen. Genauer
ist aus der Schule bekannt, dass nicht jedes Polynom iiber Q oder R eine Nullstelle besitzt.
Ein einfaches Beispiel ist das Polynom x? 4 1, welches weder in /@ noch in R eine Nullstelle
besitzt. Ein komplizierteres Beispiel wire 22020 + 22 + 1. Auch dieses Polynom hat keine
Nullstelle in Q oder R, da der Ausdruck 22020 + 22 4- 1 fiir jedes = € R immer positiv ist.

Das Polynom z? + 1 hat zwar keine Nullstelle in R, aber es hat eine Nullstelle in C, denn es
gilt:
i24+1=-14+1=0,

Gaufl hat bewiesen, dass tatséchlich jedes Polynom iiber C eine Nullstelle in C hat. Genauer
gilt folgendes:

Satz 2.3.1 (Funamentalsatz der Algebra). Sei f € Clz] und schreibe f = apa™+an_12" 1+
-+ ag mit ap, # 0. Fallsm > 1, so gibt es komplexe Zahlen z1,...,z, € C (Nullstellen von
f genannt) mit

f=an (x—21)(x—22) - (x — z).
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Der Beweis von obigem Satz sprengt den Rahmen dieser Vorlesung. Ein eleganter Beweis kann
zum Beispiel mit Hilfe von Funktionentheorie (der Theorie von holomorphen Funktionen auf
C) gegeben werden.

Bemerkung 2.3.7. In obigem Satz sind die Nullstellen zi,...,z, von f natirlich nicht
notwendigerweise verschieden.



Kapitel 3

Vektorraume

3.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

3.1.1 Definition und Beispiele von Vektorrdumen

Definition 3.1.1. Sei K ein Kdorper. Eine Menge V' zusammen mit einer Verkniipfung
+:VxV —V, (v1,v2)— v+ v
(Addition genannt) und einer duferen Verkniipfungﬂ
K xV—V, (\v)—= Ao

(Skalarmultiplikation genannt) heifft Vektorraum iber K (oder K-Vektorraum, oder einfach
Vektorraum), wenn folgendes gilt:

(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe (das neutrale Element heifit Nullvektor und wird mit
0 € V bezeichnet, das Inverse eines Elements v € V' bzgl. + wird mit —v bezeichnet);

(ii) fir alle vyw € V und \,u € K gilt folgendes (wobei wir immer ’Punkt vor Strich’ in
unserer Notation anwenden,):

e A+pu)-v=XAv+p-v;
e \-(vtw)=A-v+ A w;
o A (p-v)=(Ap) vy

o 1.-v =u, wobei 1 € K* das Einselement, also das neutrale Element von (K*,-)
bezeichne.

Bemerkung 3.1.2. Streng genommen miissten wir die Addition auf V in unserer Notation
von der Addition K wunterscheiden, z.B. indem wir fiir die Vektoraddition + und fiir die
Addition in K einfach + schreiben. Der Einfachheit verzichten wir auf diese Unterscheidung;
die Frage ob ein gegebenes +-Zeichen die Addition in K oder die Addition in V bezeichne,
lasst sich immer daran ablesen, ob die Elemente die damit Verkniipft werden in K oder in V
liegen.

Man beachte weiterhin, dass wir den Nullvektor, also das neutrale Element von (V,+) mit
demselben Symbol wie das neutrale Element 0 € K von (K, +) bezeichnen. Hier sollte wieder

'Streng genommen sind Verkniipfungen auf einer Menge Abbildungen M x M — M. Die vorliegende *aufere
Verkniipfung’ ist eine Abbildung K x V' — V und da K # V ist es keine Verkniipfung im strengen Sinn, sodass
wir das Wort ’innere Verkniipfung’ verwenden. In diesem Kontext wird die Verkniipfung + auf V' auch oft
’dulere Verkniipfung’ genannt.

31
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aus der jeweiligen Situation klar sein, welches der beiden Elemente gemeint ist. Da 0+ 0 =0
sowohl in 'V als auch in K gilt, ist diese vereinfachte Schreibweise nicht in Konflikt mit oben
genannter vereinfachter Schreibweise.

Bemerkung 3.1.3. Ein dhnliches Problem tritt bei der Skalarmultiplikation und der gewdhnlichen
Multiplikation in K auf. Beide Verkniipfungen werden mit demselben Zeichen notiert. Wieder
erschliefit sich aus der Tatsache ob zwei Elemente in K miteinander oder ein Element aus

K mit einem Element aus V verknipft wird, welche der beiden Verkniipfungen gemeint ist.

Beispiel. Sei K ein Korper und sei n > 1 eine positive natiirliche Zahl. Betrachte dann die
Menge
Vi=K"=KxKx---xK

n-Mal
von n-Tupel v = (v, v9,...,v,) von Elementen v; € K. Solche Tupel werden (Zeilen-) Vek-
toren genannt. Seien nun v = (vy,...,v,) und w = (wy, ..., w,) zwei Vektoren im K". Wie
in Kapitel [0.I] konnen wir dann den Vektor
v+ w = (v +wy,va + wa, ..., 0, +wy) € K"

betrachten. Diese Verkniipfung liefert eine Vektoraddition

+:K"x K" —, (v,w)+—v+w.

Fiir ein Element A\ € K und einen Vektor v = (v1,vg,...,v,) € K", definieren wir
A (V1,020 0) == (A 01, A v, ., A op).
Dies liefert eine Skalarmultiplikation
Kx K" — K".

Lemma 3.1.4. Sei K ein Korper und sei n > 1. Die Menge V. = K" zusammen mit der
oben definierten Vektoraddition und Skalarmultiplikation ist ein K-Vektorraum.

Beweis. Dies ist eine einfach Rechnung, die wir dem Leser iiberlassen. Der Nullevektor ist
zum Beispiel gegeben durch 0 = (0,0,0,...,0) und fiir v = (vi,v2,...,v,) € K™ ist das
Inverse beziiglich Vektoraddition gegeben durch —v = (—v1, —va, ..., —vp). O

Bemerkung 3.1.5. Sei V := {0} die abelsche Gruppe mit nur einem Element. Dann ist V
ein K-Vektorraum fiir jeden Korper K. Dieser Vektorraum heifst Nullraum.

Per Konvention ist der Vektorraum K der Nullraum iiber K.

Beispiel. Sei K ein Korper und sei M eine beliebige Menge. Sei V' := Abb(M, K) die Menge
aller Abbildungen f : M — K. Wir definieren eine Vektoraddition auf V' wie folgt:

+:VxV—V, (fg9)—f+g
wobei f+ ¢g: M — K definiert ist durch:
(f+9)(x):= f(z)+g(x) firallex e M.
Weiterhin definieren wir eine Skalarmultiplikation
KXV —V, (\f)—=Xf,
wobei A - f : M — K definiert ist durch:
A f)(x) := X f(x) fir allex € M.
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Lemma 3.1.6. Die Menge V = Abb(M, K) zusammen mit der oben definierten Vektoraddi-
tion und Skalarmultiplikation ist ein Vektorraum.

Beweis. Die Vektorraum Axiome folgen durch eine einfache Rechnung aus der Tatsache dass
K ein Korper ist. Wir lassen die Detail den LeserInnen zur Ubung. O

Lemma 3.1.7. Sei K ein Kéorper und sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:
(i) 0-v=0;

(i) X\-0=0 fir alle A € K;

(17i) \-v=0= A=0 oder v=0;

(i) (—=1)-v=—v.

Beweis. Es gilt:
0-v=(040)-v=0-v+0-v

und damit 0-v = 0, weil (V,+) eine abelsche Gruppe ist.. Das zeigt (i).

Weiterhin gilt
A-0=X-(0+0)=XA-0+X-0

und somit A -0 = 0, weil (V,+) eine abelsche Gruppe ist. Dies zeigt (ii).

Angenommen A -v = 0 aber A # 0. Da K ein Korper ist, gibt es dann ein multiplikatives
Inverses A~! € K* und somit

Oo=xt0=x1N0v)=(AN-v=1-v=n0.

Das zeigt (iii).
Schliellich gilt

() v+v=(-1)-v+1-v=(-14+1)-v=0-v=0

und damit (—1) - v = —v, wie behauptet. Das beweist das Lemma. O

3.1.2 Untervektorraume

Definition 3.1.8. Sei K ein Kérper und sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V
heifit Untervektorraum, falls folgendes gilt:

(a) U #0;
(b) vyw e U = v+w € U; (man sagt: U ist beziiglich Vektoraddition abgeschlossen);

(c) veU, € K = e W; (man sagt: U ist beziiglich Skalarmultiplikation abgeschlossen).
Beispiel 1. Sei V = R?.
e U; = {0} ist ein Untervektorraum;

o Uy = {(v1,v2) € R? | ajv; + azvs = b} ist ein Untervektorraum genau dann wenn b = 0;

o Us = {(v1,v2) € R? | 27 + 23 < 1} ist kein Untervektorraum, weil Us weder beziiglich
Vektoraddition, noch beziiglich Skalarmultiplikation abgeschlossen ist;
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e Uy = {(v1,v2) € R? | v; > 0 und wy > 0} ist kein Untervektorraum: Us ist zwar
beziiglich Vektoraddition abgeschlossen, aber nicht beziiglich Skalarmultiplikation.

Beispiel 2. Sei V = Abb(R,R) der Vektorraum aller Abbildungen f: R — R.

e Die Teilmenge U; C V aller stetigen Abbildungen ist ein Untervektorraum, weil die
Summe zweier stetigen Abbildungen sowie das Produkt einer stetigen Abbildung mit
eine Skalar wieder stetig sind.

e Die Teilmenge Uy C V aller differenzierbaren Abbildungen ist ein Untervektorraum,
weil die Summe zweier differenzierbarer Abbildungen sowie das Produkt einer stetigen
Abbildung mit eine Skalar wieder differenzierbar sind.

Beispiel 3. Sei K ein Koérper und sei V := K". Seien q;; € K flir 1 <¢<mund1<j<n
Betrachte die Teilmenge U C V die gegeben ist durch alle Vektoren v = (vy,...,v,) € V
sodass folgendes gilt:

ai1v] + ave + - -+ aipvy, =0
a21v1 + a0 + - - - + agpvy =0

Am1V1 + Amav2 + -+ - + Amp, = 0.

Da 0= (0,0,...,0) € U gilt, ist U # (. Weiterhin sieht man einfach, dass aus v,w € U auch
v+w € U folgt. Und fir v € U und A € K gilt Av € U. Also ist U C V ein Untervektorraum.

Lemma 3.1.9. Sei V' ein K-Vektorraum und sei U C V' ein Untervektorraum. Dann ist U
mit der induzierten Vektoraddition und Skalarmultiplikation wieder ein K-Vektorraum.

Beweis. Da U # (), gibt es ein Element v € U. Dann ist auch —v € U uns damit auch
0=v—velU. Alsogilt 0 € U.

Fiir jedes v € U gilt —v € U und fiir v,w € U gilt v+ w € U. Damit ist U C V eine
Untergruppe bzgl + und damit selbst eine abelsche Gruppe, da (V,+) eine abelsche Gruppe
ist.

Bedingung (ii) in Definition ist klar, weil diese Bedingung fiir alle v,w € V und A\, up € K
gilt und damit insbesondere auch fiir alle v,w € U und A, p € K. Das beweist das Lemma. [J

3.1.3 Schnitt von Untervektorriumen

Lemma 3.1.10. Sei K ein Korper und ser V' ein K-Vektorraum. Fir eine beliebige Index-
menge I und fiir jedes Element i € I sei ein Untervektorraum U; C V' gegeben. Dann ist der

Schnitt
U= (U
el
ein Untervektorraum von V.

Beweis. Sei 0 € V' der Nullvektor. Dann gilt 0 € U; fiir alle i € I und damit 0 € U. Also ist U
nicht leer. Seien nun v, w € U. Dann gilt v, w € U; fiir alle ¢ € I. Da U; ein Untervektorraum
von V ist, gilt damit auch v + w € U; fiir alle 4. Also v + w € U und damit ist U beziiglich
Vektoraddition abgeschlossen.

Sei nun A € K und v € U. Dann gilt v € U; fiir alle i. Da U; ein Untervektorraum von V ist,
gilt dann auch A-v € U; fiir alle ¢. Also A-v € U und damit ist U beziiglich Skalarmultiplikation
abgeschlossen. Dies zeigt, dass U ein Untervektorraum von V ist. O
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Bemerkung 3.1.11. Die Vereinigung von Untervektorriumen ist im Allgemeinen kein Un-
tervektorraum. Genauer gilt: falls Uy, Us C V' Untervektorriume eines K-Vektorraums V
sind, so ist Uy UUs genau dann ein Untervektorraum wenn Uy C Uy oder Uy C Uy gilt.

Beweis. Angenommen U := U; U U, ist ein Untervektorraum von V. Nehmen wir weiterhin
an, dass U; keine Teilmenge von Us ist. Dann gibt es ein u; € Uy mit uy ¢ Us. Sei nun
uo € Us beliebig. Da U ein Untervektorraum ist, muss dann w; + us € U gelten. Also
entweder uq + ug € Uy oder uy + ug € Us.

Fall 1. uy +us € Uy
Da ug € Us gilt auch —ug € Uy und damit

U] = Uy + ug — ug € Us.

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass u; ¢ Us. Also kann Fall 1 nicht eintreten und
es muss Fall 2 gelten:

Fall 2. u; +uy € Uy
Da u; € Uy, gilt dann —u; € U; und somit auch

Uy = —uqp +u1 + ug € Uy.
Also gilt us € Uy und da ug € U; beliebig war, schlieflen wir daraus, dass Uy C Uy gilt. Dies
schliefit den Beweis ab. ]
3.1.4 Linearer Span

Definition 3.1.12. Sei K ein Korper und sei V' ein K -Vektorraum. Sei M C V eine beliebige
Teilmenge.

(1) Eine Linearkombination von Vektoren aus M ist ein Element v € V' der Form
V= AU1 + AU + ... A0y
wobei A1, ..., A\ € K Skalare sind und v1,...,v, € M Vektoren in der Menge M sind.
(2) Falls M # (), so ist der lineare Span von M die Teilmenge
spang (M) C V
aller Linearkombinationen von Elementen aus M.
(3) Falls M =0, so definieren wir spang (M) := {0}.

Lemma 3.1.13. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Sei M C V eine beliebige
Teilmenge. Dann ist der lineare Span spang (M) C V ein Untervektorraum von V. Wir
nennen spang (M) deshalb auch den von M erzeugten (oder aufgespannten) Untervektorraum.

Beweis. Falls M = (), so ist spany (M) = {0} sicherlich ein Untervektorraum von V. Sei
nun M # (). Dann ist spang (M) sicherlich nicht-leer (weil z.B. M C spang (M) gilt). Falls
v, w € spang (M), so gilt

V= ANU1 + AUy + - + Ny

fir A\; € K und v; € M, sowie

W= 1wy + pow + - -+ + psWs
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fir p; € K und w; € M. Dann ist aber auch
V4w = A1+ Agv2 + . AU+ pwy + paws + - - 4 psws
eine Linearkombination von Elementen aus M. Ebenso ist fiir jedes A € K, der Vektor
A-v=(A\)vr + (AA)vg + -+ (AN )y
eine Linearkombination von Elementen aus M. Also gilt
v+ w € spang (M) und A-v € spang (M).
Dies beweist, dass spang (M) C V ein Untervektorraum ist. d

Bemerkung 3.1.14. Der Untervektorraum spang (M) C V enthdlt M, weil 1 -v = v €
spang (M) fir alle v € M gilt. Umgekehrt muss jeder Untervektorraum U C V der M
enthdlt auch beliebige Linearkombinationen aus Elementen von M enthalten und somit muss
spang (M) C U gelten. Wir sehen also, dass spany (M) der kleinste Untervektorraum von
V' ist, welcher M enthdlt. Formal heifst das folgendes: Falls I eine Indexmenge ist, sodass
U; CV miti € I alle Untervektorrdaume mit M C U; bezeichnet, so gilt

spang (M) = ﬂ Ui.
i€l
Bemerkung 3.1.15. Sei V' eine Menge. Sei I eine beliebige Indexmenge und sei fiir jedes
1 € I ein Element v; € V gegeben. Diese ’Information’ nennen wir eine Familie von Elementen
aus V' (mit Indexmenge I) und bezeichnen eine solche Familie mit (v;);er. Der Unterschied
zwischen einer Teilmenge von V und einer Familie von Elementen aus V ist, dass dasselbe
Element in einer Familie dfters vorkommen kann, in einer Teilmenge aber nicht. Falls I =

{1,2,...,n}, so kann man auferdem vom i-ten Element einer Familie sprechen (mit1 <i <
n), wohingegen dies nicht fiir Mengen funktioniert.

Definition 3.1.16. Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vektorraum. Fiir eine beliebige In-
dexmenge I und eine beliebige Familie (v;);c;r von Elementen v; € V' sei

span((vi)ier) 1= span (U{Ui}> :

i€l

3.1.5 Homogene lineare Gleichungssysteme

Definition 3.1.17. Sei K ein Kérper und seien n,m > 1 natiirliche Zahlen. Seien a;; € K
firl <i<mund 1l < j < n gegeben. Ein homogenes lineares Gleichungssystem von m
Gleichungen in n Unbekannten besteht aus m Gleichungen

a1z + apre + -+ aipey, =0
ao1x1 + a90xo + -+ + aspxy, =0

Am1T1 + AmaT2 + - + ATy = 0.
Ein Vektor v = (v1,...,v,) € K™ ist eine Lisung dieses Gleichungssystems, falls

aiiv) + ajov2 + - - + appvy, =0
ag1vy + ageve + + -+ + agpvy, =0

Am1V1 + Gmav2 + - -+ + Aty = 0.
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Wir haben schon gesehen, dass die Menge aller Lésungen eines gegebenen homogenen linearen
Gleichungssystems ein Untervektorraum U C K™ ist. Das folgende Lemma gibt eine einfache
Regel, wann dieser Unterraum nicht der Nullraum ist. Wann es also von Null verschiedene
Losungen gibt.

Lemma 3.1.18 (Fundamentallemma). Ein homogenes lineares Gleichungssystem von m
Gleichungen in n Unbekannten hat immer eine nichttriviale Losung (also eine die verschieden
vom Nullvektor ist), falls n > m gilt.

Beweis. Sei n > m. Der Beweis verwendet Induktion nach m. Falls m = 1, so ist n > 2 und
damit ist die Aussage klar, denn die Gleichung

a11x1 + ajare + -+ + appxy, =0

hat fiir n > 2 immer eine nicht-triviale Losung. (Falls a;; = 0 so ist (1,0,0,...,0) eine nicht-
triviale Losung und falls a1; # 0, so ist (—aj2,a11,0,0,...,0) eine nicht-triviale Lésung.)
Sei nun m > 1. Falls a;; = 0 fiir alle j = 1,...,m, so ist v = (1,0,0,...,0) eine nicht-

triviale Losung. Wir kénnen also annehmen, dass mindestens ein a;; ungleich Null ist. Nach
umsortieren, konnen wir annehmen, dass a1; # 0 gilt. Die erste Gleichung ist damit dquivalent

zu

—ai2 —a13 —Qain
T2 + 3+ -+ T
a1l ail ail

Ir =

Wenn wir das in die letzten m — 1 Gleichungen einsetzen, erhalten wir ein homogenes Glei-

chungssystem von m — 1 Gleichungen in den n — 1 Unbekannten xo, ..., x,. Nach Indukti-
onsannahme gibt es davon eine nicht triviale Losung (va, ..., v,) € K" 1. Sei dann
—a —a —a
o= M2 4 13@34_'”_’_ 1”%-
ati ati ar
Dann ist (vy,...,v,) € K™ eine nicht-triviale Losung des urspriinglichen Gleichungssystems.
Das beweist das Lemma. O

Das Beweisverfahren das im Lemma benutzt wurde liefert ein allgemeines Verfahren um belie-
bige lineare Gleichungssysteme zu l6sen. Wir nennen dieses Verfahren den Gaufl Algorithmus.
Dazu starten wir mit einem homogenen linearen Gleichungssystem

a11r1 + ajaxe + - + a1y =0
a1 + agrs + -+ - + agpxy, =0

Am1T1 + QmaT2 + -+ - + QppTy = 0.

Wir nennen die j-te Zeile dieses Systems mit L;. Wir stellen dann fest, dass folgende Opera-
tionen die Losungsmenge nicht dndern:

e Vertauschen der Zeilen.
e Ersetze fiir ein j = {1,2,...,m} die j-te Zeile L; furch AL; mit A\ € K*.

o Ersetze fiir ein j = {1,2,...,m} die j-te Zeile L; furch L; + AL, mit A € K und
he{l,2,....m}\{j}.
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Nach hintereinander ausfithren dieser Operationen, kénnen wir jedes homogene linear Glei-
chungssystem in die Gestalt

Ox1 + ajexo + -+ + appnxry, =0
0x1 + agexo + -+ + aopxy, =0

0x1 + amoxo + - - - + @y, = 0.

oder
lxy +apzes+ -+ apzy, =0
0x1 + agexa + -+ + agpxy, =0
0x1 4+ amox2 + -+ - + ampxy = 0.
bringen.

Im ersten Fall wenden wir nun dasselbe Verfahren auf das Gleichungssystem

a2y + -+ apry, =0
a29rs + -+ aopry, =0

amax2 + -+ amnTn = 0.

von m Gleichungen und n — 1 Unbekannten an. Im zweiten Fall wenden wir das Verfahren
auf das Gleichungssystem

299 + - + a9y =0

am2T2 + ++ + AmpTy = 0.

von m — 1 Gleichungen und n — 1 Unbekannten an.

Wendet man das iterativ an, so kann man jedes lineare Gleichungssystem in sogenannte
Zeilen-Stufenform bringen. Dieses Verfahren liefert einen sehr hilfreichen Algorithmus um
lineare Gleichungssysteme zu 16sen.

3.1.6 Lineare Unabhéingigkeit

Viele verschiedene Teilmengen eines gegebenenen Vektorraums erzeugen denselben Untervek-
torraum. Bei der Suche nach einem mdoglichst kleinen (und somit effizienten) Erzeugenden-
system eines gegebenen Untervektorraums stof3t man automatisch auf folgende Definition.

Definition 3.1.19. Sei K ein Korper und sei V ein K-Vektorraum.

o Fine endliche Familie vy, . ..,v, von Vektoren aus V heif§t linear unabhdngig, falls gilt:
Falls A\, ..., A\ € K mit
Avr + Avg + -+ Ao, =0
existieren, so gilt schon A1 = g =--- =\, =0.
In anderen Worten: die Vektoren vy, ..., v, sind linear unabhdingig wenn sich der Null-
vektor 0 nur trivial aus den gegebenen Vektoren linear kombinieren ldsst.
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e FEine beliebige Familie (v;)icr von Vektoren aus V' heifit linear unabhingig falls jede
endliche Teilfamilie (d.h. jede Familie der Form (v;);cj wobei J C I eine enfliche
Teilmenge ist) linear unabhdngig ist.

e [ine beliebige Familie (v;);er von Vektoren aus V' heifst linear abhingig, falls die Familie
nicht linear unabhdngig ist.

Lemma 3.1.20. Fiir eine Familie (v;);c; von Vektoren eines K-Vektorraums V sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(1) (vi)ier ist linear unabhdngig;

(2) jeder Vektor v € spang ((v;)ier) ldsst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination
der Vektoren v; mit i € I schreiben.

Beweis. Die Implikation (2) = (1) ist klar, weil nach (2) insbesondere der Nullvektor 0
eindeutig als Linear kombination der v; geschrieben werden kann und somit aus

A1 4+ Xovg 4+ -+ Apu. =0

schon \; = 0 fiir alle ¢ gelten muss.

Nehmen wir umgekehrt an, dass (1) gilt. Wir wollen dann (2) zeigen. Sei dazu v € V und

seien
v = Z >\z"Ui
el
und
v = Zuwi
i€l

zwei Linearkombinationen die beide v ergeben, wobei hier \;, u; € K Skalare sind, sodass nur
endlich viele der \; und p; ungleich Null sind. Dann gilt

Ozv—v:Z(/\i — 1) ;.

iel
Und nach (1) gilt dann schon \; = p; fiir alle i. Das beweist das Lemma. O
Beispiele.

e Ein einziger Vektor v € V ist linear abhingig genau dann wenn v = 0 der Nullvektor
ist.

e Eine Familie von Vektoren (v;);er ist immer linear abhingig, wenn derselbe Vektor
zweimal vorkommt.

Lemma 3.1.21 (Abhéngigkeitslemma). Sei K ein Kéorper, V ein K-Vektorraum und seien

Vl,...,Uy € V linear unabhingig. Falls w € V ein Vektor ist, sodass vi,...,vn, w linear
abhdngig sind, so ist w eine Linearkombination der Vektoren vi,...,v,.
Beweis. Sei w € V ein Vektor ist, sodass vy, ...,v,, w linear abhingig sind. Dann gibt es

Skalare \; € K und p € K sodass

n
Z Av; + pw =0
i=1
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gilt und gleichzeitig
(Ayeeoy Any ) #(0,0,0...,0)

gilt. Falls p = 0 gilt, so wéren vy, ..., v, linear abhéngig, was unserer Voraussetzung wider-
spricht. Also gilt p # 0 und obige Gleichung l&sst sich wie folgt umformen:

n

w = Z _I:\ivl‘.

i=1

Also ist w eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,, wie behauptet. O

Lemma 3.1.22 (Schrankenlemma). Sei K ein Kérper und n > 1 eine natirliche Zahl. Sei
V' ein K-Vektorraum der von n- Vektoren erzeugt werden kann. Dann ist jede Familie von
n + 1-Vektoren linear abhdngig.

Beweis. Angenommen es gibt eine Familie von Vektoren vy, ..., v, mit
V = spang (vi,...,v,).
Seien dann wi, ..., wy41 beliebige Vektoren. Dann gibt es Skalare a;; € K mit

n
wj = E aijvi.
i=1
Betrachten wir nun das homogene lineare Gleichungssystem

a1171 + a12x2 + -+ + a1pTpye1 =0
a2171 + axs + -+ a1 =0

ap1T1 + ap2Z2 + -+ + appt1Tn+1 = 0.

Das ist ein Gleichungssystem von n Gleichungen in n + 1 Unbekannten. Da n + 1 > n gilt,

gibt es nach dem Fundamentallemma eine nichttriviale Losung (A1, ..., Aps1) € K™ Dann
gilt aber

n+1

Z )\jw]' =0

j=1
und damit sind wq, ..., w,+1 linear abhingig. Das beweist das Schrankenlemma. O

3.2 Basis und Dimension

3.2.1 Definition und Beispiele

Definition 3.2.1. e FEine Familie B = (v;);c; von Vektoren in einem K -Vektorraum V
heifit Erzeugendensystem, falls

spang (B) =V

gilt. V heifit endlich erzeugt, falls es ein Erzeugendensystem mit endlich vielen Elemen-
ten gibt.
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e FEine Familie B = (v;)icr von Vektoren in einem K -Vektorraum V heifit Basis, falls es
ein linear unabhdingiges Erzeugendensystem ist. Falls B eine endliche Familie ist, die
eine Basis von V ist, so nennt man die Anzahl der Elemente in B (also die Mdchtigkeit
der Indexmenge I) die Linge der Basis.

Beispiele.
e Die leere Familie ist per Definition eine Basis des Nullraums V' = {0}.
e Sei e; € K™ der Vektor der Form
e; = (0,0,...,0,1,0,...,0)

wobei die 1 an i-ter Stelle steht. Dann ist e1,eo, ..., e, eine Basis von K".

Lemma 3.2.2. Sei V ein K-Vektorraum mit V' # {0}. Falls B = (v;)ier eine Basis von V
i1st, so ldsst sich jedes Element v von V eindeutig schreiben als

v = Z Aiv;  nur endlich viele A; # 0.
i€l

Beweis. Das folgt direkt aus Lemma [3.1.20 O

3.2.2 Basissatz

Satz 3.2.1 (Basissatz fiir endlich erzeugte Vektorrdume). Sei V' # {0} ein endlich erzeugter
K-Vektorraum. Dann gilt:

(i) V besitzt eine endliche Basis.

(ii) Je zwei Basen von V' haben gleich viele Elemente.

(i1i) Sindvy,...,v, linear unabhingige Vektoren von V', so gibt es eine natiirliche Zahln > r
und Vektoren vy41,...,v, €V, sodass
U1y-.-5UryUpt1y .-+, Un

eine Basis von V ist.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, gibt es eine natiirliche Zahl m, sodass V' von m Vektoren
erzeugt wird.

Wir zeigen zuerst (iii). Falls V' = spang (v, ..., v,) gilt, so sind wir fertig. Ansonsten wihlen
wir einen Vektor

vpy1 € V \ spang (vi,...,vp).
Dann sind w1, ...,v,41 linear unabhingig, weil sonst aus dem Abhéngigkeitslemma v,1 €

spang (vi, ..., v,) folgen wiirde. Falls nun V' = spang (v1, ..., vy, vp41) gilt, so sind wir fertig.
Wenn das nicht gilt wéhlen wir einen Vektor

Upgo € V \ spang (v1, ..., Up, Upy1).

und sehen wie zuvor dass dann vy,...,vr4+1,vr42 linear unabhingig. Wir setzen dieses Ver-
fahren fort, und wissen nach dem Schrankenlemma, dass das Verfahren nach endlich vielen
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Schritten abbricht, weil mehr als m Vektoren in V immer linear abhéngig sind. Wenn das
Verfahren abbricht, haben wir also linear unabhéngige Vektoren

UVlyeny Upy Upglyeee Uy €V
mit
V = spang (vi,...,vy,)
gefunden haben, wobei m + n > r eine natiirlich Zahl ist (nach dem Schrankenlemma muss
n < m gelten). Das beweist (iii).

Da V # {0} gibt es einen Vektor v; € V mit v; # 0. Dann ist v; linear unabhéngig und
wir kénnen (iii) auf v; anwenden. Das liefert eine endliche Basis vy, ..., v, von V, womit (i)
gezeigt ist.

Um (ii) zu zeigen, sei B = (v1,...,v,) die oben konstruierte Basis von V und sei B’ eine
weitere beliebige Basis von V. Nach dem Schrankenlemma, sind beliebige n 4 1 Vektoren aus
V linear abhéngig. Also kann B’ hichstens n verschiedene Elemente besitzen. Falls B’ weniger
als n Elemente besitzt, so konnte man V' mit weniger als n Elementen erzeugen und damit
wéren nach dem Schrankenlemma je n Vektoren aus V' linear abhéingig, was der Tatsache,
dass v1, ..., v, eine Basis von V ist, widerspriche. Also kann B’ nicht weniger Elemente haben
als B und wir schliefen insgesamt, dass B’ genauso viele Elemente wie B (nédmlich n Stiick)
haben muss. Das schliefit den Beweis des Satzes ab. O

Allgemeiner gilt:
Theorem 3.2.3. Jeder K-Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Genauer zeigt man, dass fiir jede Familie von Vektoren (v;);c; es eine Teilmenge
J C I gibt, sodass die Familie (vj) e linear unabhéngig ist und

span ((vi)ier) = spang ((v;)jes)

gilt. Die Existenz von Basen folgt offensichtlich aus dieser Aussage, indem man mit einem
beliebigen Erzeugendensystem von (v;);c; von V startet. Der Beweis obiger Aussage verwen-
det das Auswahlaxiom (bzw. das Zornsche Lemma, welches zum Auswahlaxiom dquivalent
ist), und soll in dieser Vorlesung weggelassen werden. O

3.2.3 Dimension

Definition 3.2.4. Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum. Dann ist die Dimension von
V' gegeben durch

. n, falls es eine endliche Basis mit n Elementen gibt;
dimg (V) := , . o
oo,  falls es keine endliche Basis gibt.
Obige Definition ist unabhéngig von der Wahl der Basis nach dem vorherigen Satz. Insbe-
sondere gilt: falls dimg (V') endlich ist, so hat jede Basis von V' genau dimg (V') Elemente.

Korollar 3.2.5. Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n < oo. Dann hat jede Familie
von linear unabhdingigen Vektoren in V' Linge < n, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn
es sich um eine Basis handelt.

Beweis. Jede endliche Familie von linear unabhéngigen Vektoren in V' kann nach obigem Satz
zu einer Basis ergéinzt werden. Da die Lange einer Basis nach obigem Satz eindeutig ist, folgt
die Behauptung. O
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Satz 3.2.2. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist V genau dann endlich erzeugt, wenn es eine
natiirliche Zahl n gibt, sodass jede Familie von mehr als n Vektoren aus V' linear abhdngig
15t.

Beweis. Wenn V' endlich erzeugt ist, so ist dimg (V') endlich und es gibt eine Basis mit
dimg (V) vielen Elementen. Nach obigem Korollar hat dann jede Familie von linear un-
abhéngigen Vektoren in V' Linge < dimg (V).

Sei also umgekehrt eine natiirliche Zahl n gegeben, sodass jede Familie von mehr als n Vek-
toren aus V linear abhingig ist. Sei dann m die grofite natiirliche Zahl, sodass es linear
unabhéngige Vektoren vy, ..., v, in V gibt. (Nach Annahme gilt m < n und somit ist m ins-
besondere endlich, also wirklich eine natiirliche Zahl.) Nach dem Abhéngigkeitslemma muss
spang (vy,...,v,) = V gelten, weil man sonst m + 1 linear unabhéngige Vektoren in V fin-
den konnte. Damit hat V' eine endliche Basis und damit endliche Dimension. Das beweist den
Satz. O

Korollar 3.2.6. Sei: V ein K-Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum. Falls
dimg (V') < oo gilt, so ist U endlich-dimensional und es gilt dimg (U) < dimg (V).

Beweis. Da V endlich-dimensional ist, ist jede Familie von mehr als dimg (V') vielen Vektoren
in U C V linear abhéngig. Damit ist U endlich erzeugt nach obigem Satz. Insbesondere hat
U eine Basis nach Satz und jede Basis von U kann zu einer Basis von V ergénzt werden.
Daraus folgt aber dass dimg (U) < dimg (V') gelten muss. Das schliefit den Beweis ab. [

Bemerkung 3.2.7. Der Leser sollte sich an dieser Stelle bewusst machen, dass es a priori
tiberhaupt nicht klar ist, dass jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums
wieder endlich erzeugt ist. Insbesondere ist das a priori nicht klar fir Untervektorrdume von
K™,

3.2.4 Basisauswahlsatz von Steinitz

Satz 3.2.3 (Basisauswahlsatz von Steinitz). Sei V' ein K -Vektorraum. Sei weiterhin vy, ..., v,
ein FErzeugendensystem von V. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n < r und Indizes 1 < i1 <
19 < -+ <ip <71, sodass vy, ,...,v;, eine Basis von V sind.

Beweis. Sei
n := max{k | es gibt k linear unabhéngige Vektoren in vy,...,v,}.
Dann gibt es Indizes 1 < i1 < iy < --- < i, < 7, sodass v;,,...,v;, linear unabhéngig sind.

Fiir jeden Index 1 < h < r ist dann v;,,...,v;, ,vp linear abhingig (wegen Maximalitit von
n). Nach dem Abhéngigkeitslemma, gilt also

vp, € spang (Viy, ..., ;)

fiir alle 1 < A < r. Damit gilt auch

spang (vi,...,vy) C spang (v, ..., v, ).
Da vy,...,v, ein Erzeugendensystem von V ist, gilt
V = spang (vi,...,v,).
Also insgesamt V = spang (vi,,...,v;,) sodass vj,,...,v;, ,vp linear abhéngiges Erzeugen-

densystem ist, also eine Basis. Das beweist den Satz. O
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3.3 Lineare Abbildung

3.3.1 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 3.3.1. Sei K ein Korper und sei V. und W jeweils ein K-Vektorraum. Eine
Abbildung f : V. — W heifit Homomorphismus (oder auch lineare Abbildung), falls fir alle
u,v €V und A € K, folgendes gilt:

o flutv)=f(u)+ f(v);

o f(0) = Af(v).

Lemma 3.3.2. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorrdumen. Dann gilt:

(i) Oy Nivi) =Yy Nif (vi) fiir alle A1, ..., M € K und vy, ...,v, € V;
(i) f(0) =0;
(iii) f(—v) = —f(v) fir allev e V;

(iv) falls U ein weiterer K-Vektorraum ist und g : U — V eine lineare Abbildung ist, so ist
f o g ebenfalls eine lineare Abbildung;

(v) falls f bijektiv ist, so ist f~1 : W — V wieder eine lineare Abbildung.

Beweis. (i) folgt direkt aus der Definition per vollsténdige Induktion nach n.

(ii) folgt aus der Tatsache, dass f(0) = f(040) = f(0) + f(0) gilt und (W, +) eine abelsche
Gruppe ist.

Nach (ii) gilt 0 = f(0) = f(v —v) = f(v) + f(—v). Also f(—v) = —f(v) fiir alle v € V' wie in
(iii) behauptet.

Um (iv) zu zeigen, seien u,v € U und A € K beliebig. Dann gilt:;

(feg)u+v)=flglu+v)) = flglu)+9(v)) = flg(w) + f(g(v)) = (f o g)(u) + (f 2 g)(v)
und

(fog) (M) = f(g(Av)) = f(Ag(v)) = Af(g(v)) = A+ (fog)(v).
Das beweist (iv).

Um (v) zu zeigen, nehmen wir nun an, dass f bijektiv ist mit Umkehrabbildung f=%: W — V.
Dann gilt f~1(f(v)) = v und f(f~}(w)) = w fiir alle v € V und w € W. Insbesondere gilt
also fiir w,w’ € W:

FUHw) + 1) = FUFH ) + f(FH (W) = w+w'.
Andererseits gilt auch f(f~!(w+w')) = w+w'. Da f injektiv ist, muss somit f~(w+w')) =
f~Yw) + f~1(w') gelten. Ahnlich gilt fiir alle A\ € K und alle w € W:
FOSFHw) = M (fH(w)) = M.

Andererseits gilt auch f(f~!(Aw)) = Mw. Es folgt also wieder aus der Injektivitit von f, dass
Af~Hw) = f~1(Dw) gelten muss. Insgesamt sehen wir, dass f~! eine lineare Abbildung ist,
wie gewollt. O

Definition 3.3.3. FEine lineare Abbildung f :V — W zwischen K-Vektorrdumen heif§t:
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Monomorphismus, falls f injektiv ist;

Epimorphismus, falls f surjektiv ist;

Isomorphismus, falls f bijektiv ist;

Endomorphismus, falls V =W gilt;
o Automorphismus, falls V. =W gilt und f ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 3.3.4. Die Relation auf der Menge aller K-Vektorriumen die durch
V~W i« 3 Isomorphismus f:V — W

gegeben ist, ist eine Aquivalenzrelation.

3.3.2 Struktursatz iiber linearer Abbildungen deren Wertebereich endlich
erzeugt ist

Der folgende Satz ist sehr niitzlich und liefert eine Vielzahl von Beispielen linearer Abbildun-
gen.

Satz 3.3.1. Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum mit Basis vi,...,v,. Sei W ein
beliebiger K-Vektorraum und seien w1, ..., wy, beliebige Vektoren in W. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung f :V — W mit f(v;) = w; fir allei=1,...,n.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit. Da vy, ..., v, eine Basis von V ist, hat jedes
Element v € V eine eindeutige Darstellung

v = Z )\Z"Ui
i=1
mit A; € R. Falls f : V — W eine beliebige lineare Abbildung ist, so gilt:
F) = 1O hiv) = i+ f(va),
i=1 i=1

Wenn zusitzlich f(v;) = w; fiir alle i = 1,...,n gilt, so muss also

FO)=fO Aw)=> Ai-w
i=1 i=1

gelten. Dies zeigt, dass f (falls es existiert) eindeutig ist. Gleichzeitig gibt obige Uberlegung
eine Strategie wie man eine lineare Abbildung f wie gewiinscht definieren konnte. Wir ver-
folgen das im Folgenden.

Wir nutzen dieses mal aus, dass jedes Element v € V' eine eindeutige (!) Darstellung

n
v = E )\Z"Ui
i=1

mit A\; € R hat. (Oben haben wir nur die Existenz irgendeiner solchen Darstellung benutzt.)
Die Eindeutigkeit dieser Darstellung erlaubt es uns, eine Abbildung f: V — W via

FO S hiv) = N
i=1 i=1
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zu definieren. Es ist dann klar, dass f(v;) = w; fiir allei = 1, ..., n gilt. Man rechnet weiterhin
einfach nach, dass f linear ist. Zum Beispiel gilt:

Z)\Uz+zuzvz = Z(/\H—ui)vi):Z/\—F,uz Jw; = Z/\w,—l-ZuZwZ
i=1

=1

und ebenso . . . .
f(z Aivi) + f(z Wiv;) = Z Aiw; + Z i W; -
Als insgesamt: an . - nll Z;
f(Z; Aiv; + Z;Mivi) = f(E; Aiv;) + f(E; HiV;)

fir alle A\; und p; und somit
flu+v)= f(u) + f(v)
fiir alle u,v € V. Ahnlich zeigt man
fw) = Af(v)
fiir alle A € K und v € V. Die schlieffit den Beweis ab. O

3.3.3 Kern und Bild

Definition 3.3.5. Sei K ein Korper und sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen
K-Vektorrdumen.

(1) Der Kern von f ist Ker(f):={v eV | f(v) =0}.

(2) Fiir U C V schreiben wir f(U) :={f(u) | w € U} fiir das Bild von U unter der Abbildung
f-

(3) Das Bild von f ist Bild(f) := f(V).

Lemma 3.3.6. Sei K ein Korper und sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen
K -Vektorrdumen.

(i) Ker(f) C V ist ein linearer Unterraum.
(ii) Ker(f) = {0} <= f ist injektiv (d.h. ein Monomorphismus)

Beweis. Es gilt f(0) = 0, sodass 0 € Ker(f) (also ist Ker(f) # 0). Falls u,v € Ker(f), so gilt
0=04+0= f(u)+ f(v) = f(u+)
und somit u + v € Ker(f). Weiterhin gilt fiir alle A € K:
fw)=A-f(v)=A-0=0.
Also \v € Ker(f). Das zeigt, dass Ker(f ) C V ein linearer Unterraum ist.

Die zweite Aussage folgt von Lemma [2 Wir wiederholen das Argument zur Ubung. Da
Ker(f) = f71(0) das Urbild von 0 1st muss Ker(f) = {0} gelten, wenn f injektiv ist. Sei
umgekehrt Ker(f) = {0} und seien v,v € V mit f(u) = f(v) gegeben. Dann gilt

0=f(u) = flv) = flu) + f(=v) = flu—v)

und damit u — v € Ker(f) = {0}. Also, u —v = 0 und somit u = v. Das zeigt, dass f injektiv
ist, wie behauptet. Das schliefit den Beweis ab. O



3.3. LINEARE ABBILDUNG 47

Lemma 3.3.7. Sei K ein Kérper und sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen
K -Vektorrdumen.

(i) f(U) C W ist ein linearer Unterraum falls U C V' ein linearer Unterraum ist.
(i) Bild(f) C W ist ein linearer Unterraum.

(11i) Falls (v;)ier ein Erzeugendensystem von V ist, so ist (f(v;))ier ein Erzeugendensystem
von Bild(f).

(iv) Falls vi,...,v, linear abhingig in V sind, so sind f(v1),..., f(vy) linear abhingig in
w.

(v) Falls f(v1), ..., f(vn) linear unabhingig in W sind, so sind vy, ..., v, linear unabhdingig
V.

(vi) Falls V endlich erzeugt ist, so ist auch Bild(f) endlich erzeugt und es gilt dim (Bild(f)) <
dimg (V).

Beweis. Aussage (i) ist eine leichte Ubung.
(ii) folgt aus (i).

(iii): jedes Element v € V ist von der Form v = >  \;v;, wobei hier nur endlich viele \;
ungleich Null sind. Dann gilt aber

F0) =Y Nif (vi).

Also f(v) € spang ((f(vi))ier). Also: Bild(f) C spang ((f(vi))ier) Die Umkehrung ist klar,
sodass

Bild(f) = spang ((f(vi))ier)
folgt. Das beweist (iii).
(iv)+(v): Falls > Ajv; =0, so gilt 0 = f(D_ Avi) = > Aif(vi). Das beweist (iv) und (v).

(vi) folgt aus (iii), denn wenn vy, . . . , v, eine Basis von V ist (die nach dem Basissatz existiert),
so ist f(v1),..., f(vn) nach (iii) ein Erzeugendensystem von Bild(f). Also ist Bild(f) endlich
erzeugt und dimg (Bild(f)) < n nach dem Steinitz’schen Auswahlsatz. O

Beispiel.
fiRP— R (21,39, 23) = (21 — w2, 11 — 23,0).
Hier iiberpriift man einfach, dass
Bild(f) =R? x {0} CR?
und
Ker(f) ={(z,z,z) | z € R} ZR.
Insbesondere gilt dim(Ker(f)) + dim(Bild(f)) = 3 = dim(R3). Wir werden im niichsten
Abschnitt sehen, dass diese Formel viel allgemeiner gilt.
Wir wollen noch folgende wichtige Folgerung aus obigen Uberlegungen festhalten.

Satz 3.3.2. Zwei endlich erzeugte K-Vektorriume V und W sind genau dann isomorph,
wenn dimg V = dimg W gilt.
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Beweis. Falls f : V. — W ein Isomorphismus ist, und vy, ..., v, eine Basis von V ist, so
ist f(v1),..., f(v,) ein Erzeugendensystem von W. Also gilt dimgx W < dimg V. Wenn wir
dasselbe Argument auf f~! anwenden, finden wir dimg V < dimg W. Also muss insgesamt
dimg V = dimg W gelten, wie behauptet.

Sei umgekehrt n := dimg (V) = dimg (W) und seien vy,...,v, € V und wy,...,w, € W
Basen von V', bzw. W. Dann gibt es eine lineare Abbildung
f:Vv—w

mit f(v;) = w; fur allei =1,...,n. Da wy,...,w, € W eine Basis von W ist, gilt Bild(f) =
W, also ist f surjektiv. Weiterhin ist f injektiv, denn

FO X)) = Nif(vi) =Y aw
kann nur Null sein, wenn A\; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n gilt. Das beweist den Satz. O

Korollar 3.3.8. Fulls V' ein endlich dimensinoaler K -Vektorraum ist, so gilt V= K" mit
n = dimK V.

3.3.4 Dimensionssatz fiir Homomorphismen

Satz 3.3.3. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich erzeugten K -Vektorriumen.
Dann gilt
dim(V') = dim(Ker(f)) + dim(Bild(f)).

Beweis. Wihle eine Basis v1,...,v, von Ker(f) und ergéinze diese zu einer Basis v1,...,v,
von V. Dann ist Bild(f) von f(vy41),..., f(v,) erzeugt, und somit gilt dim(Bild(f)) < n—r.
Andererseits sind f(vy41),..., f(v,) linear unabhéngig, denn falls

gilt, so gilt auch

i=r+1
also
n

Z Aiv; € Ker(f)

i=r+1
Da vy, ..., v, eine Basis von Ker(f) ist, folgt daraus dass entweder \; =0 firi =r+1,...,n,
oder dass vi,...,v, linear abhingig sind. Letzteres ist falsch, sodass die Aussage die wir
zeigen wollen folgt.
Insgesamt sehen wir also, dass f(vy41),..., f(vy) eine Basis von Bild(f) ist, und somit gilt

dim(Ker(f)) + dim(Bild(f)) =r + (n —r) = n = dimg V.

Das schliefit den Beweis ab. O

Bemerkung 3.3.9. Fir eine lineare Abbildung f : V. — W zwischen endlich erzeugten
K -Vektorrdumen heifit dimg (Bild(f)) auch der Rang von f:

Rang(f) := dimg (Bild(f)).
Nach obigem Satz gilt also:
dimg V = dimg (Ker(f)) + Rang(f).
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Korollar 3.3.10. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich dimensionalen
K-Vektorrdumen derselben Dimension: dimg V' = dimg W. Dann ist f genau dann ein
Isomorphismus, wenn f entweder injektiv oder surjektiv ist.

Beweis. Ubungsblatt 8! O

3.4 Summen und Komplemente

Definition 3.4.1. Sei K ein Kdrper und sei V' ein K-Vektorraum. Seien I eine beliebige
Indexmenge und sei fiir jedes i € I ein Untervektorraum U; C'V gegeben.

(1) Die Summe der U;’s ist gegeben durch

> Ui = spang (U Ui> .

i€l el

(2) Fualls fir alle ig € 1

Uio N Z U, = {0}
iel\{io}
gilt, so sagen wir, dass die U;’s eine direkte Summe bilden, oder in direkter Summe

stehen. Wir schreiben dann
@ U@' = Z Ui.
iel iel

Der Einfachheit halber konzentrieren wir uns im folgenden auf den Fall dass die Indexmenge
I endlich ist. Falls I nichtleer ist, konnen wir dann annehmen, dass es eine natiirliche Zahl r
mit I = {1,2,...,r} gibt.

Lemma 3.4.2. Endlich viele Untervektorriume Uy, ..., U, eines K-Vektorraums V sind in
direkter Summe genau dann wenn die Abbildung
T
U xUyx---xU. —V, (ul,...,ur)HZui
i=1
injektiv ist.

Beweis. Das endliche Produkt U; x Uy X - - - X U, ist in natiirlicherweise ein K-Vektorraum und
die angegebene Abbildung ist K-linear. Also ist f genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0}
gilt. Letzteres gilt per Definition genau dann wenn die U;’s in direkter Summe sind. O

Korollar 3.4.3. Fulls endlich viele Untervektorrdume Uy, ...,U, eines K-Vektorraums V

eine direkte Summe bilden, so gilt

leng---er%@Ui.
i=1

Beweis. Die Abbildung f aus obigem Lemma ist linear und injektiv, falls Uy, ..., U, eine
direkte Summe bilden. Also gilt

Uy xUs x --- x Up =2 Bild(f).
Aber das Bild von f ist per Definition genau @;_, U;. Das beweist das Korollar. O
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Definition 3.4.4. Sei V ein K-Vektorraum und sei U C V' ein Untervektorraum. Ein Kom-
plement zu U st ein Untervektorraum W C V' mat

UeW=V.
Das heifst, UNW = {0} und V = spany (U UW).

Theorem 3.4.5. Sei V ein K-Vektorraum und sei U C V ein Untervektorraum. Dann
existiert immer ein Komplement W CV zu U.

Beweis. Wir beweisen nur den Fall in dem V endlich erzeugt ist. Falls dimg V' = oo, so
benutzt das Theorem das Zornsche Lemma, also das Auswahlaxiom.

Falls V endlich erzeugt ist, so ist auch U endlich erzeugt (nach Korollar . Nach dem
Basissatz hat U also eine endliche Basis vq,...,v,. Nach dem Basisergénzuungssatz kann
diese zu einer Basis v1,...,v, von V ergédnzt werden. Falls r = n gilt, so ist U = V und wir
setzen W = {0}. Falls r < n gilt, so setzen wir W := spang (vy41,. .., v,) und erhalten

U+W =V und UNnW = {0}.

(Beide Aussagen folgen einfach aus der Tatsache, dass vy, ..., v, eine Basis von V ist.) Das
beweist das Theorem. O

Bemerkung 3.4.6. Komplemente sind im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Das sieht
man aus obigem Beweis, denn die linear unabhdngigen Vektoren vi,...,v, kénnen auf ver-
schiedene Art und Weisen zu einer Basis vi, ..., v, erginzt werden (siehe Beweis des Basis
Erginzungssatzes).



Kapitel 4

Matrizen

4.1 Matrizen — Definition und grundlegende Eigenschaften

4.1.1 Der Vektorraum aller linearer Abbildungen

Lemma 4.1.1. Seien V und W K-Vektorriume. Dann hat die Menge Hompg (V, W) aller
linearer Abbildungen f : V. — W in natirlicherweise die Struktur eines K -Vektorraums,
wobei Vektoraddition und Skalarmultiplikation, wie folgt definiert sind:

(f+9): VoW, v f(v)+gw) und X-f:V =W, v—= X f(v)

fiir alle f,g € Homg (V,W) und A € K.

Beweis. Das ist eine leichte Ubung. O

Lemma 4.1.2. Seien V und W endlich erzeugte K -Vektorrdume. Dann gilt

dimK HOmK(V, W) = dimK V. dim[( w.

Beweis. Sei vy, ...,v, eine Basis von V und sei wi,...,w,, eine Basis von W. Fiir 7,7 mit
1<i<nund 1< j <m betrachten wir dann die lineare Abbildung

fz‘j:V—>W

die eindeutig dadurch festgelegt ist, dass

- _Jw; falls k=1
Ty (V) = {0 sonst.

Es ist eine einfache Ubung nachzuweisen, dass die linearen Abbildungen fiymit 1 <i<n
und 1 < j < m eine Basis von Homg (V, W) bilden. Also gilt

dimg Homg (V, W) =m -n =dimg V - dimg W
wie behauptet. O

o1
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4.1.2 Matrizen als darstellendes Schema einer linearen Abbildung

Erinnerung: Jeder endlich-erzeugte K-Vektorraum V ist isomorph zu K" fiir ein eindeutig
bestimmtes n € N. Genauer gilt n = dimV, d.h. n ist die Lénge einer Basis von V. Um
lineare Abbildungen f : V' — W zwischen endlich erzeugten K-Vektorrdumen zu untersuchen,
koénnen /wollen wir uns deshalb erst einmal auf den Fall V' = K™ und W = K" konzentrieren.

Wir wissen, dass eine lineare Abbildung
f:K"— K™

eindeutig dadurch festgelegt ist, welche Werte f auf einer Basis von K" annimmt. Umgekehrt
gibt es fiir jede Wahl von solchen Werten eine eindeutige lineare Abbildung. Um lineare
Abbildungen f : K™ — K™ zu studieren, sollten wir also eine Basis von K™ festlegen und es

erscheint verniinftig die Standardbasis ey, ..., e, zu wihlen, wobei hier
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
el — . ) 62 - . ) 63 == . b) tt ) en = .
0 0 0 0
0 0 0 1
ist.

Eine lineare Abbildung f : K™ — K™ ist eindeutig durch die Werte f(e1),..., f(e,) auf
obiger Standardbasis festgelegt. Jeder der Werte f(e;) ist ein Vektor in K. Wir kénnen also
schreiben:

aii
az;
Ami
fiir Elemente aj; € K wobeii=1,...,nund j=1,...,m.

Die lineare Abbildung f ist damit eindeutig durch die Elemente a;; € K mit i = 1,...,n und
j=1,...,m festgelegt. Es ist niitzlich diese Elemente in Form einer Matrix anzuordnen.

Definition 4.1.3. Sei K ein Korper und seien n,m > 1 positive natiirliche Zahlen. Eine
mxn Matriz ist ein rechteckiges Schema bestehend aus m Zeilen und n Spalten von Elementen
aus K:

ai; a2 a3 ... Qin
a21 Qa2 A3 ... QA2p
A= a3y asz2 a33 ... Q3p
Aml am2 am3 ... Qmn

Die Menge aller m x n-Matrizen bezeichnen wir mit K™*™.

Lemma 4.1.4. Die Menge K™*"™ aller m x n-Matrizen ist in natiirlicher weise ein K-
Vektorraum der zu K™" isomorph ist.

Beweis. Offensichtlich ist K™*™ natiirlicherweise zu K" in bijektion, indem man die Ein-
tréige einer Matrix in geeigneter Weise untereinander schreibt und dadurch eine m x n Matrix
eindeutig einem Vektor mit nm Eintrdgen zuordnet. O
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Bemerkung 4.1.5. Wir haben oben gesehen, dass die Menge Homg (K™, K™) aller linearer
Abbildungen f : K™ — K™ in natirlicherweise mit der Menge aller m X n-Matrizen iden-
tifiziert werden kann (d.h. es gibt eine natirliche bijektive Abbildung zwischen den beiden
Mengen), wobei f zu der Matrix

aln a2 a3 ...  Qliy ai;
a1 a2 a3 e a2n a2;

A=| ;a2 amm .. @ | e K™ it fle)=| @i | eK™Vi=1,....n
Gml Om2 Am3 ... 0Omn Ami

gehort. Sowohl Homp (K™, K™) als auch K™*" ist ein K-Vektorraum und obige bijektive
Abbildung ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen:

Homy (K", K™) = K",

4.1.3 Produkt von Matrizen

Die Menge aller Matrizen ist nicht nur ein Vektorraum, hat also eine Vektoraddition und Sk-
alarmultiplikation, sondern man kann auch eine Multiplikation definieren. Der Grund hierfiir
ist in obiger Bemerkung zu finden: K"*™ kann natiirlicherweise mit Homg (K™, K™) identifi-
ziert werden. (Beachten Sie hier, dass sich in dieser Identifikation die Reihenfolge von m und
n vertauscht.) Aber fiir positive natiirlicher Zahlen ¢, m,n gibt es eine K-lineare Abbildung

Hompy (K™, K*) x Homg (K", K™) — Homg (K™, K*), (f,9)— fog.
Auf der Matrizenseite, entspricht das einer Abbildung
K>m o gmxn _y KO (A,B)+ A- B.

Man rechnet nach, dass die so definierte Verkniipfung (A, B) — A - B wie folgt explizit
beschrieben werden kann.

Definition 4.1.6. Sei K ein Korper und seien A = (a;;) € K™ und B = (bj,) € K™™"
zwei Matrizen, so heift

€11 €12 €13 ... Cin
C21 C22 C23 ... C2p m
A-B:— €31 €32 €33 ... C3p c Ktxn mit ¢ = g aijbjk:
. . . : j=1
Cp1 Cpp Cp3 ... Con

das Matrizprodukt von A und B.

Lemma 4.1.7. Seien f: K™ — K* und g : K" — K™ lineare Abbildungen mit zugehérigen
Matrizen (beziiglich der jeweiligen Standardbasen)

Aj € K™ und By € K™™,

Dann ist die lineare Abbildung f o g : K" — K* (beziiglich den jeweiligen Standardbasen)
durch die Matrix
Ap- B, € K™

gegeben.



54 KAPITEL 4. MATRIZEN

Beweis. Sei Ay = (ay;) und By = (bj;). Sei weiterhin ey, ..., e, die Standardbasis von K"
und sei €] ..., e/, die Standardbasis von K™ und e}, ...,€; die Standardbasis von K*. Dann
gilt:

Zbﬂe und f Zakﬂ

7=1

Nach Linearitat also:

m m l m £  m
fogle) = Zbﬂe Z bjif(€}) ijl Zakjek = Z Z bjiagjey, = Z Zakjbjiellc/'
= =1 =1 k=1

j=1 k=1 j=1

Also gehort fog : K™ — K* beziiglich der oben gewihlten Standardbasen zu der £ x n Matrix
Cfog (C]m) mit
ki = Z ag;jbji.
j=1

Nach Definition des Matrixprodukts gilt also:
Ap - By = Chog.
Das beweist das Lemma. O

Lemma 4.1.8. Sei f : K" — K™ eine lineare Abbildung und sei Ay = (a;;) € K™ " die
m x n Matrixz welche f beziiglich den Standardbasen beschreibt. Dann gilt fiir jedes v € K™,

flv)y=A;-ve K™ = K™
wobei wir hier v € K™ = K™¥1 als Spaltenvektor schreiben und wir das Matrizprodukt

KMXT Kn><1 Kmxl

ausnutzen.

Beweis. Wir geben zwei Beweise des Lemmas.

Beweis 1: Das Lemma folgt direkt aus Lemma [£.1.7] In der Tat, falls wir v fixieren, so gibt
es eine lineare Abbildung
g: K— K" A= X-wv.

Wir schreiben

Tn

Die lineare Abbildung g wird dann beziiglich der Standardbasen von einer n x 1 Matrix B,
dargestellt, die genau die Form
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hat. Nach Lemma wird dann die Komposition
K 2 kn Ly gm
von der Matrix
Af-Bg:Af~U€KmX1
dargestellt. Dies ist also die Matrix welche die lineare Abbildung
K— K™ X=X f(v)
beziiglich den Standardbasen darstellt. Das bedeutet aber genau dass
flv) =Ap-v
gilt, wie behauptet.
Beweis 2: Wir schreiben
I
T2
v = xg
Tn
Dann gilt:
a1 a2 a3 ... ap 1 > i 01T
asr  az a3 ... G, T2 D 02T
Apv= as1  az2 asz ... QA3p oz | = > i A3iT; c Kmx1l — gm
Aml am2 am3 ... amn T Zz AmiT;
Falls ey,...,e, und €},..., €}, die Standardbasen von K™ und K™ sind, so gilt andererseits
fle) =Y ajie}
J
und damit
F)=FO wie) =Y wif(e) =D iy ajc; =YY ajwc).
i i i j i g
In Vektorschreibweise liest sich das wie folgt:
x1 > a1
T2 > G2iT;
f L3 = Zz a3iT; c K™
T, Zz Qi
Vergleicht man beide Terme, erh&lt man
flv)=Ag-v
wie behauptet. Das beweist das Lemma. ]
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Proposition 4.1.9. Sei K ein Kdorper und sei n eine positive natirliche Zahl. Dann gibt es
einen K-linearen Isomorphismus

Homp (K", K™) — K™ f s Af

der einer linearen Abbildung f : K™ — K™ die Darstellende matriz beziiglich der Einheits-
basis zuordnet. Die Umkehrabbildung von obigem Isomorphismus ist der Isomorphismus

K™ =5 Homg (K", K™), A ha
der einer m x n Matrix die lineare Abbildung
ha: K" — K™, v A-v
zuordnet.

Beweis. Das folgt direkt aus den obigen beiden Lemmata. O

Bemerkung 4.1.10. Lemma besagt, dass in obiger Proposition die Formel Agoq =
Ay - Ag gilt. Da nach obiger Proposition ha, = [ gilt, impliziert das auch folgende wichtige
Relation: hag = haohp.

Lemma 4.1.11. Fir Matrizen A, B,C und A € K gelten folgende Rechenregeln, wobei immer
angenommen wird, dass die Matrizen jeweils so gewdhlt sind, dass die jeweiligen Matrizpro-
dukte definiert sind:

(i) A-A)-B=A-(\B);
(ii) AB+C)=A B+A-C;
(iii) (A+ B)-C = AC + BC;
(iv) (AB)C = A(BC).

Beweis. Das folgt aus den entsprechenden Eigenschaften fiir die Komposition linearer Abbil-
dungen. Alternativ konnen die Regeln auch explizit nachgerechnet werden. O

Beispiel. Im Allgemeinen ist AB # BA, selbst wenn beide Seiten definiert sind. Zum Beispiel

SO () D-C )

4.1.4 Allgemeine lineare Gruppe

Definition 4.1.12. Sei n eine positive natirliche Zahl. Die Matriz

1 00 0
010 ... 0

1, = 001 ... 0|¢ggnxn
000 ... 1

heifst Einheitsmatrixz, oder auch n X n-FEinheitsmatriz.
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Lemma 4.1.13. Fir jede n x n Matrix A € K™ gilt: A-1,, =1, - A= A.

Beweis. Das folgt direkt aus der Definition des Matrizenprodukts. O

Definition 4.1.14. Sei K ein Korper und sei n eine positive natirliche Zahl. Eine n X n
Matriz A € K™™ heifit invertierbar, falls es eine Matriz A" € K™ ™ mit

A'A=A4A" =1,
gibt. Die Menge aller invertierbaren n x n Matrizen wird mit GL(n, K) bezeichnet.

Bemerkung 4.1.15. Fine Matriz A € K™" ist genau dann invertierbar, wenn die zu-
gehdrige lineare Abbildung
ha: K" —= K", v A-v

ein Automorphismus ist, d.h. bijektiv ist. Das inverse zu A ist dann durch die darstellende
Matriz von h;‘l beztiglich der Einheitsbasen gegeben.

Proposition 4.1.16. GL(n, K) ist eine Gruppe beziiglich der Matrizmultiplikation. Das neu-

trale Element ist durch 1,, gegeben.

Beweis. Wir wissen schon, dass die Matrixmultiplikation
Kan < Kan s Kan

assoziativ ist. Als néichstes miissen wir zeigen, dass die Matrixmultiplikation die Untermenge
der invertierbaren Matrizen respektiert, d.h. dass das Produkt von zwei invertierbaren Ma-
trizen wieder invertierbar ist. Seien dazu A, B € GL(n, K). Dann gibt es Matrizen A’, B’ mit
A’A =1, und B'B = 1,,. Also:

B'AAB=DB'1,B=BB=1, und ABB'A' = A1,A' =1,.
Somit gilt also AB € GL(n, K). Dies zeigt, dass die Matrixmultiplikation eine Verkniipfung
GL(n, K) x GL(n, K) — GL(n, K)

liefert. Diese Verkniipfung ist assoziativ, weil die Matrixmultiplikation im Allgemeinen diese
Eigenschaft hat. Weiterhin ist 1, ein neutrales Element und es gibt per Definition ein links
ud rechts inverses zu jedem Element A € GL(n, K). (Beachten Sie hier, dass per Definition
das inverse A’ zu A wieder in GL(n, K) enthalten ist.) Das zeigt, dass GL(n, K) eine Gruppe
ist. ]

Bemerkung 4.1.17. Firn > 2 ist GL(n, K) nicht abelsch. Das kann man zum Beispiel fir
n = 2 einfach anhand der folgenden Beispiele sehen:

1 1 1 0
A:<O 1) und B:(l 1).

Man rechnet einfach nach, dass die zugehirigen linearen Abbildungen ha,hp @ K> — K2
invertierbar sind, sodass wirklich A, B € GL(n, K) gilt. Andererseits gilt:

2 1 11
AB:(11> undBA:<12>.
Also ist GL(2, K) nicht abelsch. Der Fall n > 2 folgt dann daraus, dass es einen injektiven

Gruppenhomomorphismus GL(2, K) — GL(n, K) gibt, der dadurch gegeben ist, dass man
K" 2= K20 K" ? qusnutzt und einen Automorphismus f : K? — K? auf den Automorphismus

(f,idgn—2): K2 K" ? — K@ K"2
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abbildet. Auf Seite der Matrizen bedeutet dies, dass man aus einer invertierbaren 2 x 2 Matrix
A eine invertierbare n x n Matriz bastelt in dem man rechts unten eine n — 2 Finheitsmatrix
1,2 anfiigt und den Rest mit Nullen auffillt. Schematisch sieht diese Matriz dann so aus:

A 0
0 1n—2 ’

wobei die Fintrdge hier selbst wieder Matrizen sind.

4.2 Aquivalenz von Matrizen

Definition 4.2.1. Zwei Matrizen A, B € K™*" heifflen dquivalent, geschrieben A ~ B, falls
es invertierbare Matrizen S € GL(n, K) und T € GL(m, K) gibt, sodass folgendes gilt:

A=TBS.

4.2.1 Spaltenrang

Wir erinnern daran, dass fiir eine lineare Abbildung f : V — W zwischen K-Vektorrdumen,
der Rang von f als

Rang(f) := dimg (Bild(f))
definiert wird.

Definition 4.2.2. Sei A € K™ Matrixz mit zugehdoriger linearer Abbildung ha : K™ — K™.
Dann heifst
Rang(A) := Rang(ha)

der Rang (oder Spaltenrang) von A.

Lemma 4.2.3. Der Rang/Spaltenrang einer Matrix A € K™*™ ist die Dimension des Un-
terraums U C K™ der von den Spalten der Matriz A erzeugt wird.

Beweis. Der Rang von A ist explizit durch die Dimension des Unterraums von K™ gegeben,
der durch

ha(er),...,ha(en)
aufgespannt wird. Da h4(e;) genau die i-te Spalte der Matrix A ist, folgt das Lemma. O

Frage: Wie berechnet man den Rang einer Matrix explizit?
Lemma 4.2.4. Falls zwei Matrizen A, B € K™*" dquivalent sind, so haben A und B den-
selben Rang.

Beweis. Das ist eine direkte Folgerung aus der Definition. In der Tat, falls A ~ B, so gilt
A =TBS fiir invertierbare Matrizen T und S. Dann sind aber die Abbildungen hr und hg
invertierbar und damit ist das Bild von

ha=hrohgohg
isomorph zu dem Bild von hg. In der Tat,
Bild(ha) = hr(hp(hs(K"))) = hr(hs(K™)) = hy(Bild(hp))
und damit induziert der Isomorphismus
hr : K™ — K™

einen Isomorphismus Bild(hp) = Bild(h4). Insbesondere haben also die Bilder von hy und
hp dieselbe Dimension. Also gilt Rang(A) = Rang(B). O
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Satz 4.2.1. Sei A € K™*" eine m x n Matriz. Dann ist A dquivalent zu einer Matrixz B

von der Blockgestalt
1, 0
5= )

wobei 1, die r x r-Einheitsmatriz ist und r = Rang(A) der Rang von A ist.

Beweis. Betrachte die lineare Abbildung
hy: K" — K™,
Per Definition gilt r := Rang(A) = dim Bild(h4). Nach der Dimensionsformel gilt
dim(Ker(h4)) =n —r.

Wir wihlen dann eine Basis v41,...v, von Ker(hy) und ergénzen dies zu einer Basis
V1,...,0, von V. Dann ist w; := f(v1),...,w, := f(v,) eine Basis des Bildes Bild(h4),
denn es erzeugt das Bild und das Bild hat Dimension r. Wir ergénzen wi, ..., w, zu einer
Basis w1, ..., w, von K™. Betrachte dann die linearen Abbildungen

¢: K" — K", Z)‘iei — Z)‘ivi

wobei eq, ..., e, die Standardbasis von K™ ist und
: K™ — K™, Zujwi — Z,uje;-
J J
wobel €], ..., e, die Standardbasis von K™ ist. Dies sind jeweils Isomorphismen, weil Basen

auf Basen abgebildet werden. Also gibt es invertierbare Matrizen S € GL(n, K) und T €
GL(m, K) mit ¢ = hg und ¢ = hp. Das Matrizenprodukt B := T'AS ist dann dquivalent zu
A. Die zugehorige lineare Abbildung hp hat die Eigenschaft hg = hrohqohg : K™ — K™,
Die Matrix B ist nun genau die zu hg gehorige Matrix, und damit gilt

hB(ei) = Z bjie;»
j=1

Andererseits gilt:

hp(ei) = hrohaohs(ej) = ¢(ha(¢(ei))) = P(ha(vi))

Falls i > r, so gilt also hp(e;) = 0. Falls ¢ < r, so gilt

hip(ei) = ¥(ha(vi)) = h(w;) = €.

BI(%’)Z(% 8)

wie behauptet. Das beweist den Satz. O

Also gilt:

Korollar 4.2.5. Zwei Matrizen A, B € K™*™ sind genau dann dquivalent zu einander, wenn
sie denselben Rang haben.

Beweis. Dies folgt direkt aus obigem Satz und der Tatsache, dass die Relation A ~ B eine
Aquivalenzrelation ist. O
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4.2.2 Zeilenrang und die transponierte Matrix
Definition 4.2.6. Sei A = (a;;) € K™*™ eine m xn Matriz. Dann ist die zu A transponierte
Matriz gegeben durch

Al = (aj;) € K™,

Manchmal schreibt man auch AT anstelle von At.
t

t 1 2
< 421>:<%i> und 3 4 :<
5 6

Lemma 4.2.7. Seien A € K™ und BiK™*"™ Matrizen. Dann gilt

Beispiel.

W =
[N
=~ W
S Ot
~_

(AB)! = B'A".

Beweis. Sei A = (ayj) und B = (bj;). Sei weiterhin C' := AB. Dann gilt C' = (c;) mit

Chi = > _ agbji.
J

Weiterhin gilt: A* = (a%,) und B = (b;) wobei af, = aj; und b}; = bj; gilt. Sei dann
D := BtA!. Dann gilt D = (d;;,) mit

§ : t t
dik = bijajk = akjbji = Ckj-
J

Also: D! = C und damit (AB)! = B'A'. Das beweist das Lemma. O
Korollar 4.2.8. A € GL(n,K) = At € GL(n, K).

Beweis. Das folgt direkt aus obigem Lemma. Denn falls A’A = AA" = 1,, gilt, so gilt nach
obigem Lemma auch
At(Al)t — (A/)tAt — 1n

Also ist auch A? invertierbar. O

Satz 4.2.2. Sei A € K™ ", Dann haben A und A® € K™™ denselben Rang. In anderen
Worten: der von den Spalten von A aufgespannte Unterraum von K™ hat dieselbe Dimen-
ston wie der von den Zeilen von A aufgespannte Unterraum von K"™. Wir sagen auch: der
Spaltenrang und der Zeilenrang von A stimmen tberein.

Beweis. Nach Satz gibt es invertierbare Matrizen S, T, sodass B := SAT die Gestalt

(1 0
o=(%9)
hat, wobei r = Rang(A) gilt. Damit gilt aber:
B = B'= (SAT)! = T'A'S".

Da das transponierte einer invertierbaren Matrix wieder invertierbar ist, folgt dass A dquivalent
zu B ist und damit denselben Rang wie B hat. Also Rang(A) = Rang(B) = Rang(4?). O
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Bemerkung 4.2.9. Wir haben gesehen, dass A zu einer linearen Abbildung ha : K™ — K™
gehaort. Die transponierte Matriz gehort demmnach zu einer Abbildung h e : K™ — K™.

Diese Operation, also einer linearen Abbildung V — W eine lineare Abbildung in die entge-
gengesetzte Richtung zuzuordnen ist von der Perspektive von linearen Abbildungen nicht of-
fensichtlich. Dies ist ein allgemeines Phdanomen: wenn man ein bestimmies mathematisches
Objekt auf verschiedene Arten beschreiben kann, ist es oft so, dass eine Sichtweise Dinge
einfach/offensichtlich erscheinen lisst, die in der anderen Sichtweise tiberraschend sind.

In dem uns vorliegenden Fall kann man trotzdem erkldren, wo die Abbildung ‘in die andere
Richtung’ herkommt. Wir tun dies in dem folgenden Unterkapitel, das sich in erster Linie
an interessierte Leser richtet und nicht klausurrelevant ist.

Die transponierte Matrix als lineare Abbildung

(Dieser Abschnitt ist nicht klausurrelevant und richtet sich in erster Linie an interessierte
Leser.)

Falls V und W K-Vektorrdume sind, und f : V — W eine lineare Abbildung ist, so gibt es
eine natiirliche lineare Abbildung

fVIHOHlK(VV,K) —>HOIHK(‘/,K), ¢'_>¢Of7

die wir duale Abbildung zu f nennen.

Sei nun V = K™ und W = K™. Dann induzieren nach Aufgabe 2 auf Blatt09 die Standard-
basis von V' und W natiirliche Basen (duale Basen genannt) ¢1, ..., ¢, von Homg (V, K) und
U1, ..., ¥y von Homg (W, K) die durch

qﬁi(ej) = (5,']‘ und T/Jl(e;C) = 5lk
gegeben sind, wobei ¢;; und &, das Kronecker Delta bezeichnet (d.h. d;; € {0,1} ist ge-

nau dann 1 wenn i = j und analog fiir d;;). Die Wahl der duale Basen liefert Vektorraum
Isomorphismen

n n
®:Homp (V,K) — K™, Y Ny Y Aie (4.1)
i=1 i=1
und
- m m
U K™ — Homp (W, K), > pjef = > by, (4.2)
j=1 j=1
wobei e, ..., e, die Standardbasis von K™ und ¢/, ..., e}, die Standardbasis von K™ ist.

Lemma 4.2.10. Sei A = (aj;) € K™*" eine mxn Matriz mit zugehériger linearer Abbildung
ha:V = W, wobei V := K" und W := K"™. Betrachte die Komposition

h\/
K™ % Homg (W, K) —2 Homg (V, K) — K™

wobei hYy die zu ha duale Abbildung ist und ® bzw. ¥ die Isomorphismen in bzw.
sind. Dann ist die obige Komposition eine lineare Abbildung hY : K™ — K™ deren darstel-
lende Matriz beziiglich der Standardbasen die zu A transponierte Matriz A' € K™*™ ist.
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Beweis. Sicherlich ist hY = ® o h’j o ¥ als Komposition linearer Abbildungen wieder linear.
Weiterhin gilt:
h¥(ef) = @(hi(¥;))-
Hier ist hY% (¢);) € Hom(V, K') die lineare Abbildung
V— K, vi=>jha(v)) =1;(A-v)

wobei wir daran erinnern, dass V = K" gilt und ha(v) = A - v gilt. Da ¢4, ..., ¢, eine Basis
von Hompg (V, K) ist, muss es Elemente A1, ...\, € K geben, sodass

h4(;) Z Ay

gilt. Der Koeffizient A; kann nun dadurch gefunden werden, indem man in obige Gleichung
den Vektor e; einsetzt. In der Tat erhélt man dann

ha(;)(eq) ZAN% e;) Z)\z5li =\
=1

Andererseits gilt
hia(wj)(es) = ¥i(A - e) = 1) Zamek > awidi = aji.
k=1

Also: \; = aj; und damit
ha (1)) Z ajih;.

Setzt man das oben ein, erhdlt man

h¥(ej) = @(hx () Z%z% = ajei.
i=1

Das zeigt, dass die lineare Abbildung hY : K™ — K™ beziiglich der Standardbasen von der
Matrix

AT = (ay) i€{l,...n}
je{l,...,m}

gegeben ist. Das schliefit den Beweis des Lemmas ab. O

4.3 Elementarmatrizen und Gauflalgorithmus

4.3.1 Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen

Lemma 4.3.1. Sei A € K™*" eine m X n-Matriz. Der Rang von A dndert sich nicht durch
folgende Umformungen:

(S1) Zwei Spalten vertauschen;
(S2) Zu einer Spalte ein skalares Vielfaches einer anderen Spalte dazu addieren;

(S3) Eine Spalte mit 0 # \ € K multiplizieren.
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Beweis. Es ist offensichtlich, dass sich der von den Spalten aufgespannte Unterraum durch
keine der drei Operationen &dndert. Also é&ndert sich auch die Dimension von diesem Raum
nicht, und damit also der Rang. O

Lemma 4.3.2. Sei A € K™*" eine m X n-Matriz. Der Rang von A dndert sich nicht durch
folgende Umformungen:

(Z1) Zwei Zeilen vertauschen;
(Z2) Zu einer Zeile ein skalares Vielfaches einer anderen Zeile dazu addieren;

(Z3) FEine Zeile mit 0 # A € K multiplizieren.

Beweis. Es ist offensichtlich, dass sich der von den Zeilen aufgespannte Unterraum durch keine
der drei Operationen dndert. Also dndert sich auch die Dimension von diesem Raum nicht,
und damit also der Zeilenrang. Da wir schon gezeigt haben, dass der Zeilen und Spalten-rang
iibereinstimmt, folgt die Aussage. O

Obige beiden Lemmata sind rechnerisch &uflerst niitzlich um den Rang einer Matrix zu be-
stimmen.

Beispiel. Elementare Zeilenumformungen liefert

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A= 456 |~ 0 =3 -6 ~1 0 1 2 ~1 01 2
78 9 0 -6 —12 0 -6 —12 0 00

Wendet man nun noch elementare Spaltenumformungen an, erhalten wir:

1 2 3 1 00 100
01 2 ~ 01 2 ~ 010
0 00 0 00 0 00
Also insgesamt:
1 2 3 100
4 56 |~ 010
7 89 0 00

und somit hat obige Matrix A den Rang 2.

Satz 4.3.1. Sei A € K™*". Durch hintereinander ausfiihren von elementaren Zeilen- und
Spaltenumformungen, kann man A in die Form

1, 0
0 0
wobei r = Rang(A) ist, wie in Satz bringen.

Beweis. Nach dem Gauflalgorithmus, den wir schon gesehen haben, kann man A durch ele-
mentare Zeilenumformungen in sogenannte Zeilen-Stufenform bringen. Wendet man auf das
Ergebnis nun geeignete Spaltenumformungen an, so erhélt man die gewiinschte Form. O
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4.3.2 Elementarmatrizen
Definition 4.3.3. Sie n eine positive natiirliche Zahl und sei K ein Kérper. Fir i,j €

{1,2,...,n} sei E;; € K™ die Matriz deren Eintrige alle Null sind, bis auf den Eintrag an
der Stelle (i, j), welcher 1 sei.

Mit obiger Definition gilt zum Beispiel 1,, = Z?:l E;;.
Lemma 4.3.4. Sei n eine positive natiirliche Zahl und sei K ein Korper. Die Zeilenumfor-
mungen aus Lemma (bzw Spaltenumformungen aus Lemma sind durch Multi-

plikation von links (bzw rechts) mit folgenden Matrizen gegeben, die wir Elementarmatrizen
nennen:

(1) Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile/Spalte:
Vij =1, + E;j; + Ej; — By — Ejj;
(2) Zur i-ten Zeile/Spalte \-Mal j-te Zeile /Spalte addieren (wobei i # j):

A”(A) = 1n + )\Eij;

(8) Multiplikation der i-ten Zeile/Spalte mit 0 # X € K :

Beweis. Das rechnet man direkt nach. O

Lemma 4.3.5. Elementarmatrizen sind invertierbar und die Inversen sind wieder Element-
armatrizen.

Beweis. Das folgt daraus, dass man diejeweilige Zeilen oder Spaltenumformung riickgidngig
machen kann. Genauer gilt:

M;(A) - Mi(1/A) = Mi(1/A) - My(A) = 1p, V5~ Vij =1,

und
Aij(A) - Aij (=) = A (=A) - Ay (A) = 15,

O]

Korollar 4.3.6. Sei A € K™*". Dann gibt es Matrizen T € GL(n, K) und S € GL(m, K)
die jeweils explizit als Produkte von Elementarmatrizen gegeben sind, und so dass

(100
pas— (%),
wobei 7 = Rang(A) ist.
Beweis. Das folgt direkt aus Lemma und Satz O

Man beachte dass eine Matrix A € K"™*" genau dann invertierbar ist, wenn Rang(A4) = n
gilt. In diesem Fall verwandeln nach Satz [£.3.1] geeignete Zeilen und Spaltenumformungen A
in die Einheitsmatrix.
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Satz 4.3.2. Sei A € K™"™ invertierbar. Wendet man nun auf die Finheitsmatriz 1,, genau
die Zeilenumformungen an die ndétig sind um A in die Einheitsmatriz zu verwandeln, so
verwandelt sich 1,, in das Inverse A~! zu A.

Beweis. Das Verfahren verwandelt A in T'A und 1, in T', wobei T ein Produkt von Element-
armatrizen ist. Da

TA=1,

gilt, haben wir
A=T""

Das beweist die Behauptung. O

Bemerkung 4.3.7. Obiger Satz ist in der Praxis sehr niitzlich um das Inverse zu einer
invertierbaren Matrix A € K™ zu finden. Dazu muss man a priori noch nicht einmal
wissen, ob A invertierbar ist. Man beginnt mit A und wendet Zeilenumformungen an, bis A
eine obere Dreiecksmatriz wird, also eine matrix deren Eintrdge unter der Diagonalen Null
sind. Wenn dann die Fintrdige auf der Diagonalen nicht all von Null verschieden sind, so
ist A nicht invertierbar. Wenn abber die Diagonaleintrdge alle von Null verschieden sind, so
kann man weitere Zeilenumformungen anwenden bis man die Finheitsmatriz erhdlt.

Beispiel. Betrachte die Matrix A € R?*? mit

(12

Wir fithren dann wie folgt Zeilenumformungen aus, um A in die Einheitsmatrix zu verwandeln:
1 211 0 1 211 0 1 0 ]-5 2 1 0|-5 2
35/01 )7 {0 -1/-31)7\0 -1|-3 1)~ \o0 1|3 -1/

Also gilt:
4 -5 2
A7 = < 3 -1 > :

Bemerkung 4.3.8. In obigem Verfahren kann man anstatt Zeilen- auch Spaltenumformun-
gen durchfithren. Es ist aber wichtig, dass man nicht Zeilen- mit Spaltenumformungen ver-
mischt. In der Tat, man kann zwar Zeilen und Spaltenumformungen anwenden um aus A
die Matriz TAS = 1, zu erhalten und gleichzeitig 1,, in T'S zu verwandeln. Dann gilt aber
A=T715"1 und damit A=' = ST, was im Allgemeinen von T'S verschieden ist.

Korollar 4.3.9. Jedes Element in GL(n, K) ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Sei A € K™ ™ eine invertierbare Matrix. Dann gilt: Rang(A) = n und damit nach
obigem Satz

TA=1,,

wobei T' ein Produkt von Elementarmatrizen ist. Dann ist auch 7! ein Produkte von Ele-
mentarmatrizen und es gilt:
A=1T"1

Das beweist das Korollar. O
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4.4 Lineare Gleichungssysteme

m € K™*™ eine m x n-Matriz und

Definition 4.4.1. Sei K ein Kérper, A = (aji)j=1,...,
i=1,...,n
b1
bo
b= ) e K™
bin

ein Spaltenvektor der Ldinge m. Das Gleichungssystem

n
E ajixl-:bj jzl,...,m
=1

heif$t lineares Gleichungssystem iber K. Wir schreiben dafiir auch Ax = b, wobei

I
T2

Tn

der Vektor der Unbekannten ist. Die Losungsmenge (oder der Losungsraum) L des linearen
Gleichungssystems Ax = b besteht aus allen Vektoren v € K™ mit Av = b.

Bemerkung 4.4.2. Ein lineares Gleichungssystem Ax = b heifit homogen, falls b =0 gilt.

Die Matrix A € K™*™ hat eine zugehorige lineare Abbildung
ha: K" — K™ v— A-wv.

Die Losungsmenge L des Gleichungssystems Ax = b ist also genau das Urbild des Vektors
be K™:
L =h,'b).

Satz 4.4.1. Sei K ein Korper und seien A € K™ "™ und b € K™ gegeben. Sei L die
Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = b. Sei weiterhin r = Rang(A). Dann
gilt:

(o) L # 0 < die Matriz (A|b) € K™D hat Rang 7.

(b) Falls vg € L (also L # 0), so gibt es einen linearen Unterraum U C K™ der Dimension
n —r, sodass
L=U+vy={u+v|uelU}.

(¢) Der lineare Unterraum U C K™ aus (b) ist die Lisungsmenge des homogenen Gleichungs-
systems Ax = 0. Insbesondere hingt U also nicht weder von der Wahl der Lisung vg € L,
noch von b € K™, sondern nur von A ab.

Beweis. Betrachte die zu A zugehorige Abbildung h4 : K™ — K™. Wir haben dann gesehen,
dass L = h'(b) gilt. Also ist L genau dann nicht-leer, wenn b € Bild(h) gilt. Letzteres

ist dazu Aquivalent, dass b eine Linearkombination der Spalten von A ist. Und somit ist die
Bedingung dazu dquivalent, dass

Rang(A|b) = Rang(A)
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gilt. Da nach Voraussetzung r = Rang(A) gilt, folgt Teil (a).

Um (b) und (c) zu zeigen, nehmen wir nun an, dass es eine Losung vy € L gibt. Dann gilt
also ha(vg) = b. Falls v € h};'(0), so gilt dann wegen Linearitéit:

ha(v+vo) = hy(v) + ha(vg) = b.
Umgekehrt gilt fiir jedes v € L:
ha(vi —vg) = ha(vi) —ha(vg) =b—b=0.
Diese beiden Eigenschaften beweisen folgende Identitit:
hH(b) = b H(0) + vo.

Also,
L=U+ V0,

wobei U = h;*(0) = Ker(h) der Kern von h 4 ist. Dies ist ein linearer Unterraum. Nach der
Dimensionsformel gilt:

dim(Ker(hy)) + dim(Bild(h4)) = n.
Da r = Rang(A) per Definition die Dimension von Bild(h4) ist, gilt also:
dim(U) =n —r,
wie behauptet. O

Wie berechnet man die Losungen von Ax = b explizit?

e Strategie 1: Rate eine Losung und berechne alle Losungen von Az = 0 via dem Gauf3-
algorithmus.

e Strategie 2: Wende den GauBalgorithmus direkt auf Ax = b, wie folgt an.

Lemma 4.4.3. Sei K ein Korper und sei Az = b mit A € K™" und b € K™ eine linea-
res Gleichungssystem. Betrachte die Matriz (A|b) € K™ "+t und wende eine elementare
Zeilenumformung an:

(A[b) ~ (A']V).

Dann haben die Gleichungssysteme Ax = b und A'x = V' dieselben Ldsungsmengen.
Beweis. Ubung. O

Obiges Lemma zeigt, dass man den Gaufalgorithmus anwenden kann, um die Losungsmenge
eines Gleichungssystems Ax = b zu finden.

Beispiel. Betrachte das lineare Gelcihungssystem Ax = b, wobei

1 2 3 1
A= 456 | eR¥ ud b=| 2 | eR%.
7T 8 9 3
Wir wenden nun den GauBalgorithmus auf (A[b) € R®** an:
1 2 31 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3|1
4 562 |~10 -3 —6|-2]~|10 -3 -6|-2]~|012|2/3
7 8 913 0 -6 —-12| -4 0 0 00 0 0 0] O
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Nach einer weiteren elementaren Zeilenumformung erhalten wir:

1 2 3|1 1 0 —-1]-1/3
4 5 62 |~ 01 2| 2/3
7 8 9|3 00 O 0

Also hat das lineare Gleichungssystem Ax = b dieselbe Losungsmenge wie das Gleichungs-
system

r1 — T3 = -1 / 3

To + 2x3 =2 / 3.

Also ist die Losungsmenge L nicht-leer und wir haben
-1/3 1

L = 2/3 +1 -2 ] -R.
0 1



Kapitel 5

Determinanten

5.1 Determinante von 2 x 2 Matrizen

Wir beginnen mit der folgenden provisorischen Definition einer Determinantenfunktion auf
der Menge aller 2 x 2-Matrizen

a b

det : K22 — K, AZ(C d)»—)detA::ad—bc

Die oben definierte Determinante hat folgende wichtige Eigenschaften, fiir mehr Details, siehe
[Fil4] §3.1].

Eigenschaft 1.

det(z Z)ZO = Rang(i cbl><2'

Also: det A = 0 genau dann wenn die Spaltenvektoren linear abhéngig sind.

Beweis. Falls det A = 0 gilt, so haben wir ad = bc und damit

(2)+(5)

Also sind die Spalten von A linear abhéngig, es sei denn d = ¢ = 0. Aber falls d = ¢ =0, so
sind die Spalten von A offensichtlich ebenfalls linear abhéngig. Dies zeigt, die Richtung = in
Eigenschaft 1.

Fiir die Umkehrung, nehmen wir an, dass die Spalten linear abhéingig sind. Aber dann ist
eine Spalte ein Vielfaches der anderen Spalte und das zeigt direkt, dass det A = 0 gilt. Dies
beweist Eigenschaft 1. O

Eigenschaft 2. Sei nun K = R und sei A = (v1|v2) eine reelle 2 x 2-Matrix mit den Spal-
tenvektoren v; und vs:

o= (1) me(8) ma-(20)

Betrachte das von v; und vy aufgespannte Parallelogramm P = {tv; + svs | t,s € [0,1]}. Wir
nehmen an, dass Die Ecken von P, also die Vektoren 0, v1, v1 +v2 und vs in dieser Reihenfolge

69
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gegen den Urzeigersinn durchlaufen werden. Dann ist der Fldcheninhalt |P| von P gegeben

durch
yPy:det< . Z > = ad — b.

Beweis. Sowohl der Flicheninhalt von P, als auch der Ausdruck det A verhalten sich linear
unter Skalierung der Vektoren vy und vo. Wir kénnen deshalb annehmen, dass v; und vy die
Lange 1 haben, d.h. a® +¢? = 1 und b?> 4+ d? = 1. Wir nehmen nun der Einfachheit halber an,
dass v; und v beide im ersten Quadranten liegen. Sei dann « der Winkel der von der z-Achse
und dem Strahl R>gv; aufgespannt wird. Sei weiterhin 5 der Winkel der von der z-Achse und
dem Strahl R>gve aufgespannt wird. Dann gilt: Das Parallelogramm P hat eine Seite der
Lénge 1 und die zugehorige Hohe ist durch h = sin( — «) gegeben. Der Fliacheninhalt ist
durch Léange mal Hohe gegeben, sodass wir folgendes erhalten:

|P| = sin(f — «).

Nach dem Additionssatz fiir den Sinus, den wir hier als bekannt annehmen wollen, gilt aber
dann:

|P| = sin(f — a) = cosa - sin § — cos 3 - sin a.

Da v; und ve Lénge 1 haben, gilt andererseits:
[ cosa _( cosp
U1_<sina> und v2_<sin5>'

det A = cosa -sin 8 — sina - cos (.

Also:

Das beweist |P| = det A, wie gewiinscht. O

Bemerkung 5.1.1. FEigenschaft 2 erklirt Figenschaft 1 geometrisch: das von vy und vy
aufgespannte Parallelogramm hat genau dann den Fldcheninhalt 0, wenn vi und v linear
abhdngig sind, sodass das Parallelogramm entartet ist.

5.2 Determinanten: axiomatischer Zugang

Wir wollen die Determinante von 2 x 2-Matrizen die wir in vorherigem Abschnitt besprochen
haben auf n x n-Matrizen fiir beliebiges n > 1 verallgemeinern. Direkt eine passende Formel
anzuschreiben ist gar nicht so einfach. Die Idee ist stattdessen wichtige Eigenschaften der
Determinante im Fall von 2 x 2-Matrizen als Axiome zu verwenden und davon ausgehend so
viele Eigenschaften abzuleiten, dass man automatisch auf die richtige Formel st683t.

Definition 5.2.1. Sei K ein Kdrper und n eine von Null verschiedene natiirliche Zahl. Eine
Abbildung

det: K™ — K, ArsdetA

heifit Determinante oder Determinantenfunktion, falls folgende Eigenschaften gelten:

(D1) det ist multi-linear, d.h. linear in jeder Zeile;
(D2) det ist alternierend, d.h. det A =0 falls A zwei gleiche Zeilen hat;

(D3) det ist normiert, d.h. det 1, = 1.
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Bemerkung 5.2.2. Offensichtlich erfillt die Determinante von 2 x 2-Matrizen, die wir in
vorherigem Abschnitt betrachtet haben obige Axziome. Allgemein werden wir sehen, dass es fiir
beliebiges n genau eine Determinante mit obigen Figenschaften gibt. Dies erfordert allerdings
ein wenig Arbeit.

Bemerkung 5.2.3. Die Eigenschaft, dass det linear in den Zeilen ist impliziert nicht, dass
det(A+ A") = det A + det A’ gilt. In der Tat ist das bereits im Fall von 2 x 2-Matrizen im
Allgemeinen falsch.

Satz 5.2.1. Seidet : K™*" — K eine Determinantenfunktion. Dann gelten folgende weitere
Eigenschaften:

(D4) Fir X\ € K gilt det(A- A) = A" det A;
(D5) Ist eine Zeile von A gleich Null, so gilt det A = 0;

(D6) Sei A € K und i # j. Entsteht B aus A durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur
i-ten Zeile, so ist det B = det A;

(D7) Entsteht B aus A durch eine Zeilenverstauschung, so gilt det A = —det B;

(D8) Ist A eine obere Dreiecksmatriz, also

LY R * *
0 A - * *
A= o,
0 0 - A1
o o0 -- 0 A

so gilt: det A = Mg+ Ap;
(D9) Falls A von der Gestalt
a= (44
fiir quadratische Matrizen Ay und A ist, so gilt det A = det Ay - det As;
(D10) det A = 0 <= Rang(A) < n;
(D11) det(A - B) = det A - det B.

Beweis. (D4) und (D5) folgen direkt aus der Multilinearitéit (D1).
(D6): Seien z1, ..., 2z, die Zeilen von A. Dann gilt:

21 21 21 21 21 21

Zi Zi Zj Zi A Zj Z2i + )\Zj
det : = det ¢ [ +A-det : = det i | +det : = det :

Zj Zj Zj Zj Zj Zj

Un Un Un Un Un Un

wobei wir im ersten Gleichheitszeichen (D2) und in den beiden letzten Gleichheitszeichen
(D1) ausnutzen. Das beweist (D6).
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(D7): Multilinearitéit, d.h. (D1), impliziert:

21 21 21 21 21
zi + 25 2 Zj 2 Zj

det : = det : + det : + det : + det
zi + 25 Zj 2 2 Zj
Un Un Un (%) Un,

Sowohl der Term auf der linken Seite, als auch die letzten beiden Terme auf der rechten Seite
verschwinden nach (D2), sodass (D7) folgt.

(D8): Angenommen \; # 0 fiir alle ¢. Aufgrund von Multilinearitét gilt dann

Alox e * * 1 " 0 K K
0 Ao 0 1 oy
0 0 - A1 * 00 --- 1 #
o o --- 0 An o o0 --- 0 1

wobei *' nicht niher spezifizierte Eintrige sind, die i.A. nicht mit  iibereinstimmen. Nach
(D6) und dem GauB-Algorithmus gilt:

1+ o K
0 1 K
det | © .. 0 =det 1,,.

00 -+ 1 «

0o o0 --- 0 1
Die Behauptung folgt nun aus (D3) (d.h. aus det1,, = 1).
Falls aber A; = 0 fiir ein 4, so wihlen wir ¢ maximal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt
Xitls -« An 7 0 und wir kénnen Zeilenumformungen der Art (Z2) anwenden um jeden Ein-

trag der i-ten Zeile zu einer Null zu verwandeln. Nach (D7) &ndert sich dadurch die Deter-
minante nicht. Wir konnen also annehmen, dass die i-te Zeile von A verschwindet und damit
gilt det A =0-det A = 0 nach (D1), angewendet auf die i-te Zeile.

(D9): Der Beweis ist dhnlich wie (D10) und (D11) unten und wir skizzieren an dieser Stelle
das Argument nur: Nach Anwenden der elementaren Zeilenumformungen (Z1) und (Z2) (d.h.
vertauschen und ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen addieren), konnen wir mit Hilfe
des GauBalgorithmus und wegen (D6) und (D7) annehmen, dass A; und Ay obere Dreiecks-
matrizen sind. Die Aussage folgt dann aus (D8).

(D10): Nach Anwenden des Gauflalgorithmus existiert ein Produkt 7" € GL(n, K) von Elem-
ntarmatrizen V;; und A;;(\), sodass
(1 o«
ra=(%5)

gilt. Sei m die Anzahl der Vertauschungsmatrizen, die in dem Produkt T" vorkommen. Dann
gilt nach (D6) und (D7):
det(A) = (—1)" det(TA).

Da Rang(A) = Rang(T' A) gilt, geniigt es die Aussage fiir die Matrix T'A zu zeigen. In diesem
Fall folgt (D10) aber direkt aus (D8).
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(D11): Falls A nicht invertierbar ist, so gilt Rang A < n und damit auch Rang(A - B) < n
(denn ha.p = ha o hp und damit Bild(hap) C Bild(ha)). Also stimmt die Formel, falls A
nicht invertierbar ist. Falls A aber invertierbar ist, so gibt es nach dem Gauf-Algorithmus
eine Matrix T' € GL(n, K) welche ein Produkt von Elementarmatrizen V;; und A;;(\) ist,

sodass T'A eine Diagonalmatrix ist, d.h. dass Ay,..., A, € K existieren, sodass
A O - 0 0
0 X - 0 0
T-A=| @ ¢ .. i
0 0 -+ A1 O
o o0 --- 0 A

Sei m die Anzahl der Vertauschungen, die in 7' vorkommt. Dann gilt nach (D6) und (D7):
det(AB) = (—1)™ det(T'AB).

Da T A eine Diagonalmatrix mit den Diagonal-Eintrédgen A1, ..., A, ist, ist das Produkt TAB
dadurch gegeben, indem man mit B startet und fiir alle : = 1, ..., n, die i-te Zeile von B mit
Ai multipliziert. Aufgrund der Multilinearitét (siehe (D1)) gilt dann aber:

det(AB) = (—1)"det(TAB) = (—1)"" A1 - -+ A, - det B.
Andererseits gilt:
det(A) = (—=1)"det(TA) = (=1)"A1--- A\,
nach (D8). Das beweist
det(AB) = det(A) - det(B),

wie gewiinscht. O

Korollar 5.2.4. Seidet : K"*" — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt det A® = det A.

Beweis. Wir zeigen das Korollar zuerst in dem Fall dass A eine Elementarmatrix ist. Falls
A = V4, so gilt sz = V;; und damit ist die Aussage klar. Falls A = A;;(\) fiir i # j,
dann A* = Aj;(\) und damit folgt die Aussage aus (D6), was det(A;;(\)) =1 = det(4;;(\))
impliziert. Falls schlieBlich A = M;(\) gilt, so ist A = A® und die Aussage ist wieder klar.

Sei nun A eine beliebige Matrix. Da rk(A) = rk(A?) gilt, geniigt es den Fall zu behandeln in

dem rkA = n, also A invertierbar ist. Dann ist A = FE; --- E,, ein Produkt von Elementar-
matrizen E, ..., E,,, siche Korollar Also gilt A' = E! E! -+ E! (beachte dass sich

m—1"
die Reihenfolge in Produkten umdreht, wenn man die Matrizen transponiert) und damit

m m
det A= ][ det(E;) und det A® =[] det(E)

i=1 i=1
wegen (D11). Das Korollar folgt damit aus der Tatsache, dass es im Fall von Elementarma-
trizen stimmt, d.h. det(E;) = det(E!) gilt fiir alle i, wie wir oben nachgerechnet haben. [

Korollar 5.2.5. Fualls eine Determinantenfunktion det : K™*™ — K existiert, so ist diese
eindeutig bestimmt. Es kann also hochstens eine solche Funktion geben.

Beweis. Nach (D10) geniigt es zu zeigen, dass det(A) eindeutig bestimmt ist in dem Fall
dass A invertierbar ist. Aber dann gibt es eine Matrix 7' € GL(n, K') welche ein Produkt von
Elementarmatrizen V;; und A;;(\) ist, sodass T'A eine obere Dreicksmatrix mit Diagonalein-
tragen Aq,..., A, € K ist. Dann gilt aber nach (D6), (D7) und (D8):

det A= (=1)"A1... \pn, (5.1)
also ist det A eindeutig bestimmt. O
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Bemerkung 5.2.6. Die Existenz einer Determinantenfunktion haben wir (aufer im Falll
n < 2) noch nicht nachgewiesen. Es ist verlockend obige Beobachtung zu verwenden, und die
Formel als Definition zu verwenden. Das Problem dabei ist, dass das Produkt T nicht
eindeutig bestimmt ist und somit a priori unklar ist, weshalb eine Definition via wohl-
definiert sein sollte. Ein besonders anschauliches Beisiel ist gegeben wenn man eine Matrix
A betrachtet die aus 1,, durch vertauschen von Zeilen entsteht. Verschiedene Kompositionen
von solchen Vertauschungen kénnen zum selben FErgebnis fithren, sodass die in T vorkom-
menden Elementarmatrizen nicht eindeutig bestimmt sind und insbesondere die Anzahl der
Vertauschungen, die in der Formel eingeht von Wahlen abhdngt und somit nicht wohl-
definiert ist. In diesem Spezialfall reduziert sich dann die Wohldefiniertheit auf das Problem,
ob die Paritit der Anzahl der Vertauschungen wohldefiniert ist und wir werden im ndchsten
Abschnitt sehen, dass dies der Fall ist.

Sobald wir die Fxistenz von Determinanten nachgepriift haben, erlaubt aber immerhin
eine gute Methode wie man Determinanten berechnen kann.

5.3 Symmetrische Gruppe

Definition 5.3.1. Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Die symmetrische Gruppe S, ist die Menge
aller bijektiven Abbildungen

o:{1,2,...,n} —{1,2,...,n}.

Lemma 5.3.2. Die symmetrische Gruppe S, ist eine Gruppe beziiglich Verkniipfung von
Abbildungen. Das neutrale Element ist die Identitdtsabbildung id € Sy,. Das Inverse zu o € Sy,
ist die Umkehrabbildung o~ ".

Beweis. Das ist klar. O

Bemerkung 5.3.3. Im Allgemeinen ist S, nicht abelsch. Prdziser gilt: S, ist genau dann
abelsch wenn n < 2 gilt.

Bemerkung 5.3.4. S, hat genau n! viele Elemente, da es genau n! viele bijektive Abbildun-
geno :{1,2,...,n} — {1,2,...,n} gibt. In der Tat, fiir c(1) hat man n, Mdéglichkeiten, fir
o(2) bleiben dann noch n — 1, fiir o(3) noch n — 2 und so weiter.

Schreibweise: Zweizeilenform

Sei o € S, so schreiben wir

1 2 3 4
2 1 1 2/
Definition 5.3.5. FEine Transposition ist ein Elemente 7 € Sy, sodass es Indices 1 < i <

j < n mit folgender FEigenschaft gibt:

7(j) =1, 7(i)=j und 7(k) =k Vk ¢ {i,j}.

SN
[GURITN
~_
)
7N
S =
W DN
N W
—
~__
Il
N
w
IS V)

Wir bezeichnen eine solche Transposition mit dem Symbol T = (i j).
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Folgendes Element in Sy ist zum Beispiel eine Transposition:

1 2 3 4

1 4 3 2 )°
Definition 5.3.6. Sei 0 € S,, und sei I := {1,2,...,n}. Die Anzahl der Fehlstinde von o
ist die Mdchtigkeit der folgenden Menge:

{(i,/)eI*|i<j und o(i) > o(j)}.

Im folgenden bezeichnet {1,—1} C Q* die multiplikative Untergruppe mit den beiden Ele-
menten 1 und —1.

Satz 5.3.1. Sein > 1. Fir o € S, definieren wir
(o) = [I "UJ). o
1<i<j<n
Dann gilt:
(1) e(o) = (—=1)¥, wobei k die Anzahl der Fehlstinde von o ist.
(2) €: S, — {1,—1} ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h. (o o 1) =€(0) - €(7).

(3) Falls T eine Transposition ist, so gilt e(T) = —1.

Beweis. Falls i, j durch alle natiirlichen Zahlen mit 1 < ¢ < j < n laufen, so durchlaufen
(7,7) und {o(i),0(j)} genau die zweielementigen Teilmengen von I = {1,...,n}. Also gilt

e(o) € {—1,1}.

ist, so folgt direkt aus der Definition die Ungleichung (—1)*-¢(c’) > 0, und damit (—1)*-¢(o) =
1, also €(0) = (—1)*. Das beweist (1).
Wir zeigen schliefllich (2):

twor= 1T ) o) [ ob)oel) p r)=r)
<i<j<n

Die Behauptung folgt damit aus

6(7') — H T(J) B T(Z)

j — i
1<i<j<n Y

und

o(j)—o(i o(r —o(7(i
(o= ] e [ oot
1<i<j<n 1<i<j<n

wobei die letzte Gleichheit folgendes ausnutzt: Falls i, 7 durch alle natiirlichen Zahlen mit
1 < i < j < n laufen, so durchlaufen {i,j} und {7(i),7(j)} genau die zweielementigen
Teilmengen von I = {1,...,n}. Also kénnen wir 7(i) durch ¢ und 7(j) durch j substituieren.
Hier entsteht a priori das Problem, dass fiir i < j, nicht unbedingt 7(i) < 7(j) gelten muss.
Dies fiihrt allerdings nicht zu einem Vorzeichenfehler, da Folgendes gilt:

o(1(j)) —o(r(@)) _ o(r(2)) = o(7(5))

7(4) — 7(0) (1) = 7(5)
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Das schlieit den Beweis von (2) ab.

Schliefllich zeigen wir (3). Sei dazu 7 = (i j) mit 1 < i < j < n eine beliebige Transposition.
Um o(7) zu berechnen miissen wir die Anzahl der Fehlstéinde von 7 berechnen. Das heifit
wir miissen alle Paare (a,b) mit 1 < a < b < n mit der Eigenschaft 7(b) < 7(a) zéhlen. Wir
fithren im folgenden eine Liste aller solcher Paare, also aller Fehlstéinde auf:

e Das Paar (i,7) ist ein Fehlstand;

e Fiir alle i < h < j ist sowohl (i, h) als auch (h,j) ein Fehlstand.

Obige Liste ist vollstandig, weil fir 1 < a < b < n mit a < i oder b > j das Paar (a,b)
kein Fehlstand fiir 7 ist (denn in jenem Fall gilt 7(a) < 7(b)). In obiger Liste stehen genau
1+ 2(j —i — 1) viele Paare, also gilt nach (1):

e(r) = (=120 = 7,
Das beweist (3). O
Definition 5.3.7. Der Gruppenhomomorphismus € aus obigem Satz heifit Signum:
sign : S, — {1, -1}, o+ sign(o) := €(0).

Korollar 5.3.8. Sei o € S,. Falls 0 = 11 0--- 07y, ein Produkt von m Transpositionen 7;
ist, so gilt: (—1)™ hdngt nur von o ab.

Beweis. Das folgt direkt aus
m
sign(o) = Hsign(n) =(—1)™
i=1

O]

Bemerkung 5.3.9. Man kann zeigen, dass jedes Element in S, eine Komposition von Trans-
positionen ist. Wir skizzieren den Beweis hier. Sei dazu o € S,. Falls o(i) = i fiir alle
i€l ={1,2,...,n} gilt, so ist die Aussage trivial. Ansonsten sei iy € I minimal mit
der Eigenschaft dass o(ig) # i0 und o(i) = i fir i < ig gilt. Sei dann 11 = (ip o(ip)) die
Transposition welche iy und o(ig) vertauscht. Die Permutation oy := 71 o 0 hat dann die
Eigenschaft dass o1(i) =i fir alle i < ig gilt. Per Induktion nach iy kénnen wir Annehmen
dass 01 = T9 0 -+ 0 Ty, fiir Transpositionen 7; gilt. Da aber 11 = 7'1_1 gilt, folgt dann

0 =T10T20:-0Tp.

Das beweist die Behauptung, dass o als Komposition von Transpositionen geschrieben werden
kann. Man beachte aber, dass diese Darstellung nicht eindeutig ist (da T o7 = id fiir jede
Transposition gilt, kann man zB solche Kopositionen beliebig dazwischen schalten ohne das
Ergebnis zu dndern).

Definition 5.3.10. Der Kern des Gruppenhomomorphismus
sign: S, — {-1,1}

aus Satz[5.3.1] bezeichnen wir mit A,, := Ker(sign) C S, d.h.

Ay ={o €S, |sign(o) =1}.

Wir nennen A,, die alternierende Gruppe von Grad n.
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Bemerkung 5.3.11. Man rechnet direkt nach, dass der Kern eines beliebigen Gruppenho-
momorphismuses eine Untergruppe ist. Insbesondere ist A, C S, eine Untergruppe und damit
selbst eine Gruppe.

Korollar 5.3.12. Sei 7 € S, ein belicbiges Element mit sign(7) = —1. Dann gilt:
Sn, = A, UA,T,
wobei A, :={ocoT |0 € A,}.
Beweis. Es gilt sicherlich
S, = sign~1(1) Usign~!(-1).
Da A, = sign~!(1), geniigt es A,7 = sign~!(—1) zu zeigen. Einerseits ist aber A, C

sign~1(—1) klar, weil sign(c o 7) = sign(o)sign(r) = 1-(=1) = —1 fiir alle 0 € A, gilt. Ist
andererseits o’ € sign~!(—1), so gilt:

sign(o’ o 771) = sign(o’) sign(7 ) = sign(o”) sign(r) ! =sign(c’) - (1) = =1 (=1) = 1.

Also, 0 := 0’ o771 € A, und damit 0/ = 0 o7 € A,7. Das beweist A,7 D sign~!(—1), und
somit insgesamt A,7 = sign~!(—1). Das schliet den Beweis des Korollars ab. O

Bemerkung 5.3.13. Wir haben auf einem Ubungszettel gesehen, dass fiir ein festes Element
T €Sy, die Abbildung
Sn —> S, o oT

die durch Rechtstranslation gegeben ist bijektiv ist. Insbesondere haben A, und A,T gleich
viele Elemente. Da S, genau n! verschiedene Elemente hat, gilt also:

n!
‘An’ = 5

5.4 Leibnizsche Summenformel

Satz 5.4.1. Sei K ein Korper und sei n eine positive natiirliche Zahl. Dann ist eine Deter-
minantenfunktion auf K™*™ durch die folgende Leibnizsche Formel gegeben:

det(A) = Z sign(o’) “Qlo(1) Ang(n)
gESy

wobei A = (aij)lgign.
1<j<n

Bemerkung 5.4.1. Die Leibnizsche Summenformel hat fiir jedes Element aus S, einen
Summanden, also insgesamt n! Summanden. Fir n = 2 erhalten wir z.B.:

det(A) = @a11a92 — @12021-

Das stimmt mit der bereits bekannten Formel fiir 2 x 2-Matrizen iberein.

Beweis von Satz[5.4.1. Wir miissen nachweisen, dass die Leibnizsche Summenformel die Be-
dingungen (D1), (D2) und (D3) aus Definition erfiillt.
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(D1): Wir bezeichnen die i-te Zeile von A mit z;. Also:

Zi—1
A= Z
Zi+1

Sei nun z; = Az} + pz! mit A\, p € K. Dann gilt:

Zi-1
det | Az +p2! | = Z sign(o) - ajp(1) - ()\aga(i) + ,ua;-’a(z-)) e lpg(n)
Zi+1 oESy

= Z sign(o) - A - ay4(1 )'--agg(i) ©pg(n)t

oc€Sh
Z Slgn Y alcr( ) a;/g(@) e ana(n)
oESH
Zi—1 Zi—1
=Adet | 2 +pdet | 2

Zi+1 Zi+1

Das zeigt, dass det multilinear ist, also (D1) erfiillt.

(D2): Angenommen es gibt Indices 1 < i < j < n sodass die i-te und j-te Zeile von A
iibereinstimmen. Sei dann 7 € S,, die Transposition, die ¢ und j vertauscht. Nach Korollar

5.3.17 gilt

S, = A, UA,T.
Also:
det A= > sign(0) - agp) -+ Upo(ny + >, SigN(00T) a1y - Gno(riny)- (5:2)
O'EAn O'EAn

Da sign nach Satz ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt
sign(o o 7) = sign(o) - sign(r) = —sign(o). (5.3)
Da aulerdem die i-te und j-te Zeile von A identisch ist, gilt a;; = aj;, fiir alle 1 <k < n. Da
7 die Transposition ist, welche ¢ und j vertauscht, gilt 7(i) = j, 7(j) = ¢ und 7(k) = k sonst.
Also
Ao (k)s falls k ¢ {7’7 ]}7

Ak.o(r(k)) — ai,a(j) = aj,o‘(j)7 falls k = ’i,
ajvg(i) = ai,a(i)7 faHS l{} = j

Insgesamt zeigt das:
Alo(r(1)) """ Apo(r(n)) = Glo(1) """ Ano(n)-

Zusammen mit (5.3)) folgt damit, dass der Ausdruck in (5.2)) verschwindet. Das beweist (D2),
und schliefit unseren Beweis des Satzes ab. U



Kapitel 6

Diagonalisierbarkeit

6.1 Ahnliche Matrizen

Definition 6.1.1. Sei K ein Kérper und sei n > 1 eine natirlich Zahl. Zwei Matrizen
A, B € K™ heiflen dhnlich, falls es eine invertierbare Matriz S € GL(n, K) gibt, sodass

B=5714S8
gilt.

Bemerkung 6.1.2. Ahnlich_keit von Matrizen liefert eine Aquivalenczrelation auf der Menge
aller n x n-Matrizen. Diese Aquivalenzrelation darf aber nicht mit der Relation aus Definition
verwechselt werden. Zwei Ghnliche Matrizen sind zwar dquivalent zu einander wie in
Definition aber die Umkehrung ist im Allgemeinen nicht richtig.

Definition 6.1.3. Sei K ein Kérper. Eine Matriz D € K™*" heifit Diagonalmatriz, oder
einfach diagonal, falls es Elemente A1, ..., A\, € K gibt, sodass folgendes gilt:

MO0 0
0 X 0 0
p_| 0 0 X 0
0 0 0 An

In diesem Fall schreiben wir auch D = D(A1,...,\y) oder D = diag(A1,...,\n).

Definition 6.1.4. Fine Matrix A € K™" heifit diagonalisierbar, falls A dhnlich zu einer
Diagonalmatriz D ist:

D=S""AS
fir ein S € GL(n, K).

Definition 6.1.5. Sei A € K™"*™. Fin Vektor v € K" mit v # 0 heifst Figenvektor von A,
falls A-v = MXv fiir ein A\ € K gilt. Der Wert A heifst dann Figenwert von A.

Satz 6.1.1. Eine Matrizx A € K™*" ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis
V1, ..., U, vOn Figenvektoren gibt.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass A diagonalisierbar ist, d.h. es gibt eine invertierbare
Matrix S sodass D = S~'AS eine Diagonalmatrix ist: D = diag(\1,...,\,). Seien dann

79
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v1,...,0, die Spalten von S, d.h. S = (vi|va|...|vn), und sei ey,..., e, die Standardbasis
von K™. Dann gilt

SDBZ' == S)\ZBZ == )\'va
Andererseits gilt

ASG,‘ = A(Sel) = A’Ui.

Da D = S7'AS zu SD = AS #quivalent ist, gilt also Av; = M\v; und damit ist v; ein
Eigenvektor zum Eigenwert );. (Beachten Sie hier, dass v; # 0, da vy, ..., v, die Spalten von
S sind und S vollen Rang hat.) Dies zeigt eine Richtung im Satz.

Fiir die Umkehrung sei vy,...,v, eine Basis von Eigenvektoren von A. Das bedeutet, dass
es Elemente A1,..., A\, € K mit Av; = A\w; fiir alle ¢ = 1,...,n gibt. Dann ist S :=
(vi|vg|...|vn) € K™*™ eine Matrix von Rang n und damit invertierbar. Weiterhin gilt:

ASe; = A(Se;) = Av; = A\,
und falls D := D(Aq,..., \,), so gilt
DSe; = Dv; = A\v;.
Also insgesamt
ASe; = DSe;

fiir alle ¢. Da fiir eine n xn Matrix M der Vektor M -e; genau der i-te Spalten Vektor ist, folgt
also, dass AS und DS dieselben Spalten haben, und damit iibereinstimmen. Also, AS = SD
bzw D = S~'AS, wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.1.6. Der Beweis zeigt: die Spalten von S sind die Figenvektoren vi,...,vn
und die Fintrdge auf der Diagonalen von D sind die zugehdrigen Figenwerte von A.

Frage: Warum ist das niitzlich?

Falls A diagonalisierbar ist, also
A=S8-D(\i,..., ) St
gilt, so gilt
A™=8.- D, ™). 871

fiir alle m > 1. Man kann also Potenzen von A sehr einfach und schnell ausrechnen. Das ist
niitzlich wenn man ein dynamisches System verstehen will, also verstehen will, was im Limes
n — oo passiert wenn man eine lineare Abbildung n-Mal hintereinander ausfiihrt.

Neben der Tatsache, dass man mit diagonalisierbaren Matrizen einfacher rechnen kann, ist
auch die geometrische Interpretation besonders anschaulich: Falls A diagonalisierbar ist, so
gibt es nach obigem Satz eine Basis von Eigenvektoren und das bedeutet, dass die lineare
Abbildung hy : K™ — K" einfach dadurch bestimmt ist, dass man eine Basis v1, ..., v, von
K™ hat und h4 jeden dieser Basisvektoren um ein bestimmtes Skalar skaliert, also h4(v;) =
)\ivi.

6.2 Das charakteristische Polynom

Frage: Wie iiberpriift man in der Praxis, ob eine Matrix A € K™*" diagonalisierbar ist.

Definition 6.2.1. Se: A €¢ K™*". Die Funktion
xa: K — K, xa(z):=det(z-1, - A)

heif$t charakteristische Polynomfunktion.
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Bemerkung 6.2.2. Es gilt

T —ai —a12 —ai3 s —ain

—asi T — a22 —a23 ce —Aa2n

XA(Q;‘) = det —as1 —a32 r—az3 --- —a3n
—an] —Qanp2 r—Qap3 -+ T — Qpn

Nach der Leibnizschen Summenformel ist obige Determinante eine Summe, wobei jeder Sum-
mand ein Produkt von genau n Fintrigen der Matrixz x1, — A ist. Daraus folgt, dass xa(x)
ein Polynom von Grad n tber K ist. Der hichste Potenz x™ von x tritt auf, wenn man die
Diagonaleintrdge von x1, — A miteinander multipliziert. Das entspricht in der Leibnizformel
dem Summanden mit o = id € S,. Da sign(id) = 1 gilt, folgt, dass der Leitkoeffizient des
Polynoms x ao(x) ™ ist. Das heifst:

xa(z) =a" + ezt 4 e,

fir Konstanten ci,...,cn € K. Da xa(0) = det(—A) = (—1)"det A gilt, haben wir hier:
cn = (—1)"det A. Ahnlich rechnet man nach, dass

c1=ai1 +agge +az3+ -+ anpn

gilt. Diesen Ausdruck, also die Summe aller Diagonaleintrdge, nennt man die Spur von A:

Spur(A4) = Z ;.

Lemma 6.2.3. Sind A, B € K"*" zueinander dhnlich, so gilt xa(x) = xB(x).

Beweis. Nach Annahme gibt es S € GL(n, K) mit B = S7'AS. Fiir € K rechnet man
nach:

S Hx-1,-A)S=2-(51,5)-51AS=z-1, - B.
Also:

xB(x) = det(z -1, — B) = det(S~ (2 - 1, — A)S) = det(S™ ) det(x - 1,, — A) det(S) = xa(2)
da det(S7!) = det(S) 1. O

Lemma 6.2.4. Sei A € K", Fin Element \ € K ist genau dann Eigenwert von A, falls
A1, — A nicht-trivialen Kern hat, oder dquivalent: nicht invertierbar ist.

Beweis. Falls A ein Eigenwert ist, so gibt es einen Vektor v € K™ mit 0 # v sodass Av = \wv.
Damit hat die Matrix

Al —A
einen nichttrivialen Kern und somit kann der Rang obiger Matrix nicht maximal sein (nach
der Dimensionsformel, siehe Satz |3.3.3]).

Falls umgekehrt A -1, — A nicht-trivialen Kern hat, so gibt es einen Vektor v € V mit 0 # v
und

0=MO\-1,—A)v= > v— Av.
Also ist v # 0 mit Av = Av. Das beweist das Lemma. O
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Korollar 6.2.5. Falls A € K™*" diagonalisierbar ist, so zerfillt x a(x) in Linearfaktoren,

d.h.
xXa(x) = (x = A)(@ = A2) -+ (2 — An)
fiir bestimmte Elemente A1,...,\, € K (die nicht unbedingt paarweise verschieden sein
miissen,).
Beweis. Falls A diagonalisierbar ist, so ist A zu einer Diagonalmatrix D = D(Aq,...,\,)

dhnlich. Nach obigem Lemma gilt also:
xA(z) = xp(x) =det(xl,—D) = det()D(z—A1,2—Aa,...,x2—=X,)) = (z—=A1)(x—A2) - - - (x—Ap).
Das beweist das Korollar. O

Bemerkung 6.2.6. Obiges Korollar ist nitzlich um zu zeigen, dass bestimmte Matrizen nicht
invertierbar sein konnen. Dazu betrachten wir die Matriz A € R?*2 die einer Drehung um
den Winkel o gegen den Uhrzeigersinn entspricht. Es gilt dann

Aey = ( cosa >, und Aeg = ( sma )
sin « Cos &
Damit gilt also:
A:<cgsa —sina)
sina  cos«

xa(z) = (x — cosa)? + (sina)? = 2° — 2cosax + 1.

und somit

Dieses Polynom hat eine reelle Nullstelle genau dann wenn cosa = +1, d.h. genau dann
wenn o = 0 oder o = . Insbesondere sehen wir, dass die Drehung um einen Winkel o mit
0 < a < 7 nicht diagonalisierbar ist. Genauer folgt aus dem nachfolgenden Satz, dass xa(x)
keinen einzigen Eigenvektor hat, was auch unserer Anschauung entspricht.

Satz 6.2.1. Fir A € K"*". Ein Element A\ € K ist genau dann FEigenwert von A, falls
xa(A) =0 gilt.

Beweis. Nach Lemma [6.2.4] ist A genau dann ein Eigenwert, falls A - 1,, — A nicht-trivialen
Kern hat. Nach der Dimensionsformel (siehe Satz|3.3.3)) ist das dazu dquivalent, dass Rang(\-

1, — A) < n gilt. Nach (D10) in Satz ist das wiederum zu det(A-1,, — A) = 0 dquivalent
und somit zu y4(\) = 0. Das schlieit den Beweis des Satzes ab. d

6.3 Eigenrdume

Lemma [6.2.4] motiviert folgende Definition.

Definition 6.3.1. Sei A € K™" und sei A € K ein Figenwert von A. Dann nennen wir
Eig(A,\) :=Ker(A-1, — A) :={ve K" | (\1, — A)v =0}

den Eigenraum von A zu .

Da der Kern einer linearen Abbildung immer ein linearer Unterraum ist, ist Eig(A, A) € K"
ein linearer Unterraum.



6.3. EIGENRAUME 83

Lemma 6.3.2. Sei A € K™" und seien A1,..., A\ verschiedene Eigenwerte von A. Dann
sind die Eigenrdume Fig(A, A1), ..., Eig(A, \,) C K™ in direkter Summe, d.h. fir jeden Ei-
genwert \;, gilt:

spang (Eig(A, \i) | i # ip) N Eig(A, A;,) = 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach r. Fiir r = 1 ist die Aussage offensicht-
lich richtig. Sei also > 2 und v;, € Eig(A, );,) ein nichttrivialer Eigenvektor zum Eigenwert
Aip- Wir wollen zeigen, dass

v, ¢ spang (Eig(A, ;) | @ # io)

gilt. Bis auf Umbenennung der Indizes, kénnen wir ¢g = r annehmen. Wir wollen weiterhin
einen Beweis durch Widerspruch fithren und nehmen an, dass

v, € spang (Eig(A4,\;) | i € {1,2,...,r —1})

gilt. Da Eig(A, \;) C K™ ein linearer Unterraum ist fiir alle ¢, muss dann

Vyp = E V;

i=1

fiir gewisse v; € Eig(A4, \;) gelten. Wenden wir darauf A an, so erhalten wir

r—1 r—1
AUy = Av, = g Av; = g Ai;.
=1 i=1

Andererseits folgt aus v, = Z::_ll v; bereits \v, = Z::_ll Arv; und damit

r—1

Z()\Z - )\r)Ui = 0.

=1

Da die Eigenwerte Aq,..., A\, alle verschieden waren, gilt A\; — A, £ 0 firalle¢=1,...,r—1.

Also folgt, dass die Vektoren vy, ..., v,_1 linear abhéngig sind. Nach Induktionsvoraussetzung
ist das nur moglich, falls v; = v9 = -+ = v,_1 = 0 gilt. Dann ist aber auch v, = Z:;ll v; = 0,
was unserer Annahme v, # 0 widerspricht. Das beweist das Lemma. O

Satz 6.3.1. Fine Matriz A € K™ ist genau dann diagonalisierbar, falls
K" = P Eig(4, \)
AEK
gilt.

Beweis. Nach Lemma stehen die Eigenriume zu den Eigenwerten von A immer in
direkter Summe. Es geniigt also zu zeigen, dass

K™ = spany (Eig(4,\) | A € K)

genau dann gilt, wenn A diagonalisierbar ist. Nun gilt aber nach dem Steinitzschen Auswahl-

satz (siehe Satz|3.2.3|) dass
K™ = spany (Eig(4,\) | A € K)

genau dann gilt, wenn K™ eine Basis von Eigenvektoren von A besitzt. Letzteres ist nach
Satz dquivalent dazu, dass A diagonalisierbar ist. Das schliet den Beweis des Satzes
ab. O
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Beispiel. Wir haben gesehen, dass das charakteristische Polynom einer diagonalisierbaren
Matrix in Linearfaktoren zerfillt. Das folgende Beispiel zeigt, dass die Umkehrung nicht gilt.

Sei dazu
(2 3 2%2
A—<O 2>€R .

xa(w) = (x —2)°
und damit zerfallt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren iiber R. Weiterhin ist

A = 2 die einzige Nullstelle von y4(z) und damit ist A = 2 der einzige Eigenwert von A.
Andererseits gilt

Dann gilt

Eig(A4,2) = Ker(21,, — A) = Ker < 8 _03 > ~R.

Also gilt R? £ @), Eig(4, A) und damit ist A nach obigem Satz nicht diagonalisierbar. Ande-
rerseits haben wir folgendes einfaches positives Kriterium.

Korollar 6.3.3. Sei A € K™*". Fualls A n verschiedene FEigenwerte \1,..., A, hat, so ist A
diagonalisierbar.

Beweis. Da A; ein Eigenwert von A ist, gibt es einen Eigenvektor v; mit v; # 0 und Av; =
Aiv;. Da die Eigenwerte Aq, ..., \, paarweise verschieden sind, folgt aus Lemma dass
V1, ..., Uy linear unabhéngig, also eine Basis von K" sind. Das Korollar folgt damit aus Satz
6.1.11 O

Definition 6.3.4. Sei A € K™*" und sei A ein Figenwert von A.

(1) Die geometrische Vielfachheit von X ist die Dimension des Eigenraums Eig(A, \).

(2) Falls X\ eine Nullstelle von x a(x) ist, so ist die algebraische Vielfachheit von A die grifte
natiirliche Zahl m, sodass wir xa(x) = (x — N\)™ - f(x) fir ein Polynom [ schreiben
konnen.

Obiges Korollar hat folgende Verallgemeinerung.

Satz 6.3.2. Eine Matrix A € K" " ist genau dann diagonalisierbar, wenn das charakte-
ristische Polynom x a(z) in Linearfaktoren zerfdllt und fir jede Nullstelle X von xa(z) die
algebraische mit der geometrischen Vielfachheit tibereinstimmen.

Beweis. Falls A diagonalisierbar ist, so gilt D = S™!AS fiir eine invertierbare Matrix S €
GL(n, K) und eine Diagonalmatrix D = D(A1, A2, -+, A,). Dann gilt xa(x) = xp(x) =
[L;(z — Ai). Also ist die algebraische Vielfachheit einer jeden Nullstelle A von xa(x) genau
die Anzahl der Indizes i sodass A = A; gilt. Andererseits ist

Eig(A, \) = Ker(Al,—A) = S~ ! Ker((A1,—A))S = Ker(S71(A\1,—A)S) = Ker(\1,—S"1AS.)
Da D = S~'AS erhalten wir also:
Eig(A, \) = Ker(A1l, — D).

Somit ist klar, dass die geometrische Vielfachheit von A ebenfalls der Anzahl entspricht wie
oft Ain Aq,..., A\, vorkommt. Dies beweist eine Richtung im Satz.

Fir die Umkehrung nehmen wir an, dass xa(z) = [[;,(z — A;) in Linearfaktoren zerféllt.
Genauer konnen wir dann

xa(e) = (2= X)™ - (2 = Xa)™ o (@ = A )™
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fir A;; # i, fiir alle j # h schreiben. Insbesondere ist dann die algebraische Multiplizitét von
Ai; genau m;. Da xa(x) Grad n hat, gilt n = Z;:1 m;. Nach Annahme ist die algebraische

und geometrische Vielfachheit einer jeden Nullstelle von y 4(x) identisch. Das bedeutet, dass
Eig(A, Ai;) Dimension m; hat. Nach Lemma sind die Eigenrdume zu verschiedenen
Eigenwerten in direkter Summe, sodass

P Eig(4, A, c K™
j=1

gilt. Andererseits hat aber obiger Unterraum die Dimension n = 22:1 m; und somit muss
n
P Eig(4, M) = K™
j=1

gelten. Also hat K™ eine Basis von Eigenvektoren und damit ist A diagonalisierbar nach Satz
6.1.T] O

6.4 Darstellende Matrix beziiglich einer Basis

Sei K ein Korper und sei f : V' — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen
K-Vektorraumen. Seien By := (v1,...,v,) und By = (w1, ..., w,,) geordnete Basen von V'
bzw. W. Dann gilt

flor) =Y ajiw;
j=1

fiir eindeutig bestimmte aj; € K.

Im folgenden wird der Begriff ” Basisimmer ” geordnete Basis” meinen.

Definition 6.4.1. Die Matriz A := (aji)1<j<mi<i<n € K™*™ heifit die darstellende Matriz
von f beziiglich der Basen By und By . Wir schreiben:

Mgy (f) = A.

Bemerkung 6.4.2. Fulls V = K™, W = K™ und By und By die jeweiligen Standardbasen
sind, so folgt direkt aus der Definition die Beziehung Mg (f) = Ay, wobei Ay die darstellende
Matriz von f bzgl der Standardbasis aus Proposition ist.

Satz 6.4.1. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorrdumen. Sei r := Rang(f) := dimg (Bild(f)). Dann gibt es Basen By von V und By

von W mit
1, 0
M[K;V‘;(f) = < 0 0 >

Beweis. Das folgt genauso wie in Satz Sei dazu n = dim V und m = dim W. Nach der
Dimensionformel hat Ker(f) die Dimension n — r, wir kénnen also eine Basis vy41,...,v,
von Ker(f) wéhlen und diese zu einer Basis By = (v1,...,v,) von V erginzen. Dann ist
wy = f(vi),...,w, = f(v,) eine Basis von Bild(f) C W und wir ergénzen diese Basis zu
einer Basis By = (w1, ..., wy,) von W. Es folgt nun direkt aus der Definition dass

=% o)

gilt, wie behauptet. O
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Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen V und W. Obiger Satz
zeigt, dass man Basen By und By von V und W finden kann, sodass die zugehorige Matrix
moglichst einfach ist. Hat man nun eine lineare Abbildung f : V' — V, also einen Endomor-
phismus von V, so ist es natiirlich, dass man nur eine Basis By wéhlen méchte und dann an

der Matrix M, g“j (f) interessiert ist. Da man also fiir den Start und Zielbereich dieselbe Basis

wéhlt, ist es natiirlich schwieriger wieder eine moglichst einfache Gestalt der Matrix M g“// (f)
zu finden.

Problem 6.4.3. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Gibt es eine Basis By von
V, sodass die Matriz Mg“//(f) mdoglichst einfach aussieht?

Ziel dieses Kapitels ist es zu sehen, dass obige Frage automatisch auf das Konzept von
dhnlichen Matrizen und Diagonalisierbarkeit von Matrizen hinauslduft. Wir beginnen mit
folgendem technisch wichtigen Lemma.

Lemma 6.4.4. Seien g : U — V und f : V. — W lineare Abbildung zwischen endlich-
dimensionalen K -Vektorrdumen mit n Basen By, By, Bw. Dann gilt

MgV (fog) = MEY (f)- MY (g).

Beweis. Sei By = (u1,...,up), By = (v1,...,v,) und By = (w1, ..., wy). Sel weiterhin
g(uy) = Zbilvi und f(v;) = Zajiwj.
i=1 j=1

Dann gilt Mgv“//(f) = A = (aj;), Mgg (9) = B = (by). Falls weiterhin Mgg/ (fog)=C = (cj1)
sei, so gilt

> cjiwr = (f o g)(w).
j=1

Andererseits gilt
n n m m n
(fog)(w) = flg(w)) =D buf(vi) =YY buajiw; = > Y buajiw.
i=1 i=1 j=1 j=1i=1
Insgesamt folgt also ¢j; = > 1 aj;by. Das heifit, C = AB, was zu beweisen war. O

Korollar 6.4.5. Sie V ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und seien By und By, zwei
Basen von V. Dann gilt

By (- . By /e 1\ — B, .
My (id) € GL(n, K) mit My (id) b= Mg (id)

Wir nennen MS,‘/ (id) eine Basiswechsel-Matriz.
Vv

Beweis. Nach obigem Lemma gilt

Mp? (id) - Mg (id) = MEY (id) und MEY (id) - My (id) = My (id).

v
Direkt aus der Definition folgt aber Mg“//(id) =1, und Mg;/ (id) = 1,. Also ist ME," (id)
14 14

. . . By /e 18 B, . .
invertierbar mit M B(‘: (id)~t = M, sy, (id), wie behauptet. O
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Korollar 6.4.6. Sie V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Seien By und Bj, zwei
Basen von V. Dann gilt fiir jede lineare Abbildung f : V — V folgendes:

My () =871 MEY(f) - S,

wobet S := Mgé/(ld) Das heifst, Mg;’ (f) und Mg“/’(f) sind zu einander dhnliche Matrizen.
14

Beweis. Nach obigem Korollar gilt S~ = M g,‘/ (id). Also,
14

STHMEY(f) - S = MEY (id) o MEY (f) - My (id).

Nach obigem Lemma gilt dann:
B -1 _ 1By .
S-Mg/(f)- S = MB,“/’(ldofold)
und somit folgt die Behauptung aus f =idof oid. O

Bemerkung 6.4.7. Sei V = K" und sei B die Standardbasis von V. Falls B' = (v1,...,v,)
eine beliebige Basis von V. = K™ ist, so ist die Basiswechselmatrix

Mg (id) = (vifva] -+~ |on)

gegeben durch die Matrix mit deren i-te Spalte v; ist.

Sei umgekehrt S € GL(n, K) beliebig. Dann hat S wvollen Rang und damit sind die Spalten
v1,...,v, von S eine Basis B’ von K™ und es gilt, wie wir oben gesehen haben, die Beziehung

S = ME (id).

Satz 6.4.2. Sei V ein n-dimensionaler K -Vektorraum (2.B. V = K™ ). Zwei Matrizen A, B €
K™™ sind genau dann dhnlich falls sie dieselbe lineare Abbildung f : V. — V beziiglich
verschiedener Basen von 'V darstellen, d.h. falls es Basen B und B’ von V' gibt mit A = Mg(f)

und B = ME (f).

Beweis. Falls A= ME(f) und B = Mg,, (f) gilt, so sind A und B &hnlich nach Korollar m

Falls umgekehrt A = SBS™! gilt, so wiihle eine beliebige Basis von V und identifiziere damit
V mit K™. Wir betrachten dann f:V — V v+ Bw. Falls B die Standardbasis von V = K"
ist, so gilt also B = ME(f). Da S invertierbar ist, hat S~! vollen Rang und somit sind die
Spalten von S~! eine Basis B’ von V. Es gilt dann nach obiger Bemerkung:

s~ = ME (id).
Nach Korollar gilt demnach:
A=SBS™' = ME(id) - ME(f) - ME (id) = ME (f).

Also stellen A und B den Endomorphismus f beziiglich verschiedener Basen da. Das schliefit
den Beweis ab. O

Satz 6.4.3. Zwei Matrizen A, B € K™ " sind genau dann dhnlich falls es eine Basis B von
K™ gibt, sodass die lineare Abbildung

fi=ha: K" — K", v Av
beziiglich der Basis B' die Gestalt B = ME/ (f) hat.
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Beweis. Falls A und B dhnlich sind, so gibt es eine invertierbare Matrix S mit B = S~1AS.
Sei dann B = (ey, ..., ey,) die Einheitsbasis von K™ und sie B’ = (v1, ..., v,) die Basis von K"
die durch die Spalten von S gegeben ist, d.h. S = (v1|v2|...|v,). Dann gilt nach Bemerkung
0.4. 7]
S = ME (id).
Sei weiterhin f := h4 : K™ — K" die lineare Abbildung v — Av. Dann gilt nach Korollar
0.4.0l
ME (f) = ST'ME(f)S = S7'AS = B.

Dies zeigt eine Richtung.

Fiir die Umkehrung, sei f = hy : K" — K" die lineare Abbildung v — Aw. Sei weiterhin
B die Standardbasis von K™. Angenommen es gibt eine weitere Basis B’ mit B = Mg,’( f)-

Dann gilt nach Korollar
B=S"ME(f)S=5"148
und damit sind A und B dhnlich. Das schliefit den Beweis ab. O

Korollar 6.4.8. Eine Matriz A € K™*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis
B' von K™ gibt, sodass die lineare Abbildung ha : K™ — K" beziiglich der Basis B eine
Diagonalmatriz D ist, also D = Mg,,(hA).

Beweis. Das folgt direkt aus obigem Satz und der Definition von Diagonalisierbarkeit. 0
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