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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein Artikel von V. Batyrev [Bal; in diesem werden
Calabi-Yau-Hyperfldchen in torischen Fano-Varietédten betrachtet.

Dreidimensionale Calabi-Yau-Varietéiten spielen eine grofie Rolle in der String-
Theorie und es wird vermutet, dafl eine Dualitéit dieser Varietéten existiert, die
sogenannte Mirror-Symmetrie. Dabei mufl (unter anderem) der Hodgediamant
der dualen Varietdt Z' zu einer Calabi-Yau-Varietit Z der an der Diagona-
len gespiegelte Hodgediamant von Z sein. Im dreidimensionalen Fall mufl also
(7)) = h?>Y(Z') und h*1(Z) = hYY(Z') gelten. In [Ba] wird nun untersucht,
wie ein Mirror-Kandidat, d.h. eine Varietat, die die Forderung an die Hodgezahlen
erfiillt, einer Desingularsierung einer dreidimensionalen Calabi-Yau-Hyperflache
in einer torischen Fano-Varietédt gefunden werden kann. Dort wird gezeigt, dafl
eine solche Fano-Varietéit durch ein reflexives Gitter-Polytop definiert ist, und
daf ein Mirror-Kandidat die Desingularisierung einer Calabi-Yau-Hyperflache in
der durch das duale Polytop definierten torischen Fano-Varietét ist.

Hier sollen bestimmte torische Varietédten betrachtet werden, ndmlich solche, die
durch ein Wurzelsystem A, definiert werden. Dafiir wird die konvexe Hiille A,
der Wurzeln betrachtet, dieses Polytop sieht im Fall » = 3 so aus:

Es handelt sich hierbei um reflexive Polytope und damit sind die zugehorigen
Varietédten Fano-Varietéten. In diesen sollen Calabi-Yau-Hyperflichen untersucht
werden. Insbesondere sollen ihre Hodgezahlen bestimmt werden, soweit sie noch
nicht in [Ba] angegeben sind.
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Die Arbeit unterteilt sich in folgende Abschnitte:

Im ersten Kapitel werden die durch die Polytope A, definierten torischen Va-
rietéiten P, analysiert und die hierfiir benotigten Grundlagen der torischen
Geometrie bereitgestellt. Insbesondere werden die Konstruktionen torischer Va-
rietdten aus Fachern und aus Polytopen erkldrt und Charakterisierungen fiir
wichtige Eigenschaften einer torischen Varietdt mit Hilfe der kombinatorischen
Daten des Fichers bzw. des Polytopes gegeben. Die wichtigste Quelle hierfiir ist
ein Buch von T. Oda [Odal.

Das zweite Kapitel befafit sich mit der (partiellen) Auflésung der Singularitéten
einer torischen Varietét, insbesondere mit der in dem Artikel von V. Batyrev [Ba
definierten MPCP-Desingularisierung einer torischen Fano-Varietét. Eine solche
wird fiir die Varietdten Pa, explizit berechnet und analysiert.

Im letzten Kapitel wird dann das Augenmerk auf die Calabi-Yau-Hyperflichen
gerichtet. Zunéchst wird eine Familie von Hyperflichen in einer torischen Fano-
Varietéit definiert und angegeben, wann diese aus Calabi-Yau-Varietdten besteht,
wichtigste Quelle hier ist wiederum [Bal]. Fiir diese Familie von Calabi-Yau-
Hyperflichen in den Varietéiten Pa, wird daraufhin ein grofier Teil der Hodgezah-
len berechnet. Die Beweisidee entstammt einem Artikel von J. Zintl [Zi], wobei
aber die dortigen Resultate nicht direkt auf den hier untersuchten Fall angewandt
werden konnen.

An dieser Stelle mochte ich mich noch sehr herzlich bei Herrn Prof. Hulek fiir die
Betreuung dieser Diplomarbeit bedanken. Mit seiner Hilfe konnten die auftre-
tenden Probleme gelost und meine Gedanken sortiert werden. Bedanken mochte
ich mich auch bei Herrn Dr. Zintl fiir die Beantwortung meiner Fragen beziiglich
seines Artikels insbesondere fiir die sehr wertvollen Hiweise beziiglich des Ishida
Komplexes. Ein groler Dank geht an meine Familie, die mich, jeder auf seine Wei-
se, auf meinem bisherigen Weg unterstiitzt und begleitet hat. Desweiteren danke
ich meinen Freunden und Kommilitonen Cord Erdenberger, Matthias Schiitt,
Mazeyar Makoui und Frank Attia fiir ihre Hilfe bei der Klarung verschiedenster
Fragen und der Eliminierung von Fehlern aus dieser Arbeit.



Kapitel 1

Torische Varietiaten

Der erste Abschnitt dieses Kapitels soll die benotigten Grundlagen der torischen
Geometrie bereitstellen, um dann im zweiten, dritten und vierten Abschnitt be-
stimmte Polytope A,, die zugehorigen Facher und torischen Varietédten zu analy-
sieren. Die Darstellung im ersten Abschnitt folgt dabei einem Buch von T. Oda
[Odal, einem Artikel von V. Batyrev [Ba] und der Doktorarbeit von H.-J. Brasch
[Bx]. Es soll sowohl die Konstruktion einer torischen Varietdt aus einem Poly-
top als auch die allgemeinere aus einem Féacher beschrieben werden, da beide
Moéglichkeiten im folgenden benotigt werden.

1.1 Grundlagen der torischen Geometrie

Es sei N ein freier Z-Modul vom Rang r € N(=Z>,), M = Homy (N,Z) der
duale Modul zu N und (,) : M x N — Z die kanonische bilineare Paarung.
Weiter sei Np = N ®7z R und Mr = M ®7 R. Die auf Mg x Ny fortgesetzte
Paarung werde ebenfalls mit (, ) bezeichnet.

Definition 1.1

(i) Eine Teilmenge o C Ng heifit rationaler, polyhedraler Kegel in N, falls es
eine Darstellung
o =Rsg n® L4 R0 n®

mit endlich vielen Elementen n™, ..., n®) € N, den sogenannten Erzeugern
des Kegels, gibt. o heifit streng konvez, falls auerdem o N (—o) = {0} gilt.

(ii) Die Dimension eines rationalen, polyhedralen Kegels o in Ng (dimo) ist
die Dimension des kleinsten Unterraumes des R-Vektorraumes Ng, der o
enthélt.
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(iii) Der duale Kegel zu einem rationalen, polyhedralen Kegel o in Ny ist defi-
niert als
g :={m € Mg : (m,n) >0 fir alle n € g}.

Dartiber hinaus sei

o :={m € Mg : (m,n) = 0 fiir alle n € o}.

(iv) Eine Teilmenge 7 eines rationalen, polyhedralen Kegels o in Ng heifit Seite
des Kegels (7 < o), falls es ein m®) € & gibt, so daf

r=onN{m*t ={neo: (m® n) =0}

gilt.

(v) Eine nichtleere Menge ¥ von streng konvexen, rationalen, polyhedralen Ke-
geln in Ny heifit Fdcher in N, falls mit ¢ € ¥ auch jede Seite 7 < ¢ in X
enthalten ist und fiir o, 0’ € ¥ der Durchschnitt o N o’ eine Seite von o und
o’ ist. Die Menge aller s-dimensionalen Kegel (0 < s < r) in ¥ wird mit
¥.(s) bezeichnet.

si=J23)
i=0
sei die Menge aller Kegel in ¥, deren Dimension nicht gréfler als s ist.
(vi) Der Traiger eines Fachers ¥ ist definiert als

‘E‘ = UUCNR-

ceEY

(vii) Ein Facher ¥ heifit vollstindig, falls |X| = Ny gilt.

Bemerkung 1.2

(i) Hat der streng konvexe Kegel o maximale Dimension, so ist der duale Kegel
& ebenfalls streng konvex.

(ii) Fiir einen eindimensionalen, streng konvexen, rationalen, polyhedralen Ke-
gel o € ¥ gibt es ein eindeutig bestimmtes Element n(g) € N mit

0NN = Zzon(o).

Dieses Element heifit der primitive Erzeuger des Kegels.

(iii) Das definierende Element m®) € & einer Seite 7 des Kegels o kann stets
so gewihlt werden, daf} es bereits in M N & liegt. Also ist eine Seite eines
streng konvexen, rationalen, polyhedralen Kegels wieder ein solcher Kegel.
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(iv) Die Teilmenge XI*! eines Fichers X ist selbst wieder ein Ficher.

Zu dem Gitter N wird der r-dimensionale algebraische Torus
TN = HOHlZ (M, C*> =N X7, Cr« ((C*)T
und zu jedem m € M der Charakter

e(m): Ty — C*
t — t(m)

definiert, dabei gilt e (m +m’) = e (m)-e (m'). Wahlt man fiir das Gitter M eine
Basis {m®,...,m}, so legen die zugehorigen Charaktere X; := e (m(i)) einen
Isomorphismus

toe (Xi(0),.. ., X (D)

fest und stellen damit Koordinaten fiir den Torus dar.

Zu jedem Kegel o0 € ¥ ist nun die Menge S, := M N & nach Proposition 1.1. in
[Oda] eine additive Unterhalbgruppe von M, die die 0 enthélt und von endlich
vielen Elementen m®, ..., m®) € M erzeugt wird. S, erzeugt die Gruppe M,
d.h. S, + (=S,) = M, und S, ist saturiert, d.h. Am € S, fir ein m € M
und eine natiirliche Zahl A € N impliziert m € S,. Dieser Halbgruppe wird die
Halbgruppenunteralgebra

ClS,] = @ C-e(m)

MESJ

der Algebra C[M] mit der Multiplikation e (m) - e (m') = e (m + m') zugeordnet.
Zu dem Kegel o wird nun die affine Toruseinbettung

U, =Uyn :={u:C[S,] — C: uist Algebrahomomorphismus}

definiert. U, lafit sich interpretieren als die Menge der C-wertigen Punkte des
affinen Schemas Spec C[S,] und ist daher eine r-dimensionale Varietdt. Mittels
der Einbettung

(e(mW),....,e(m")): U, — C
u — (u(e(mD)),...,u(e(m?)))
kann man U, mit einer analytischen Struktur versehen.

Die affinen Varietdten {U, : 0 € ¥} sollen nun verklebt werden, um die torische
Varietit Ps zu erhalten. Dabei werden Punkte mittels der folgenden Inklusionen
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identifiziert. Ist 7 eine Seite des Kegels o, so gibt es ein m® € S, mit 7 =
o N {m®}+. Dann gilt
ST = So' + ZZO(—m(O))

und damit ist
U, = {u eU,:u (e (m(o))) #+ 0}

eine offene und dichte Teilmenge von U,. Durch das Verkleben entsteht (analy-
tisch) ein irreduzibler, normaler, hausdorffscher, komplexer Raum der Dimension
T.

Da der Kegel {0} Seite eines jeden Kegels ist und Ugpy = Ty gilt, ist der Torus
Ty in jedem U, enthalten. Diese Eigenschaft iibertrégt sich auch auf die torische
Varietét, so dafl der Torus Ty eine offene und dichte Teilmenge von Pk ist.

Dariiberhinaus operiert der Torus algebraisch auf der Varietdt Ps, das Produkt
von t € Ty und u € U, wird dazu definiert als

t-u:C[S,] — C

e(m) r—— t(m)-u(e(m)),

es ist also tu € U,. Damit ist unter dieser Operation jede affine, offene Teilmenge
U, von Py, invariant. Schrinkt man die Operation auf den Torus Ty = Uy ein,
so erhélt man die iibliche Gruppenmultiplikation.

Die Orbits dieser Operation lassen sich wie folgt beschreiben. Zu jedem Kegel
o € ¥ wird der Quotiententorus

orbo :=orby o := {u: M No* — C*: u ist Gruppenhomomorphismus}

definiert. Er 148t sich mittels der folgenden Zuordnung in U, einbetten. Ein u €
orb o wird abgebildet auf v € U, mit

(e (m)) = u(m), falls meMnot
welmir==, o, falls me MN&\ ot

Jedes orb o ist ein Tyn-Orbit in Py und jeder Txn-Orbit ist von dieser Form.
Auflerdem gilt die Dimensionsformel dim(orb o) + dimo = r.

Die Orbits bilden eine disjunkte Zerlegung von Ps; und U,, nach [Odal Proposition

1.6.] gilt
Py = H orbo

oeY

U, = H orb 7.

T<O0

und
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Dariiberhinaus ist 7 genau dann eine Seite von ¢, wenn orb ¢ im Abschlufl von
orb 7 enthalten ist. Dieser Abschlu8 wird mit V(7) bezeichnet und es gilt nach
[Odal S. 12]

V(r) = H orb o.

Speziell fiir o = {0} gilt orb {0} = Tx und damit V' ({0}) = Px.
Der Abschluf V(o) eines jeden Orbits orb o ist selbst wieder eine torische Va-

rietét, das folgende Lemma bestimmt den definierenden Fécher.

Lemma 1.3 Sei X ein Facher im Gitter N und o ein Kegel in diesem Fdcher.
Das Untergitter von N, welches von o N N erzeugt wird, wird mit Z(c N N)
bezeichnet und der dadurch definierte Quotient von N mit N(o) :== N/Z(c N N).
Fiir jeden Kegel 7 € X mit 7 > o sei T := (7 + Ro)/Ro das Bild von T im
Quotienten N(o)g = Ng/Ro. Dann ist

Y(o)={r:7€%, 7>0}
ein Ficher in Ng und die dadurch definierte torische Varietit Psyoy stimmt mit
V(o) diberein.
Beweis. [Odal, Korollar 1.7.] O

Fiir die Konstruktion einer torischen Varietét aus einem Polytop werden eben-
falls die Gitter N und M, ihre skalaren Erweiterungen Np und Mg und die
dazugehorigen Paarungen (, ) vorgegeben.

Definition 1.4

(i) Eine Teilmenge A C Mg heifit Polytop, falls sie die konvexe Hiille endlich
vieler Punkte in Mp ist.

(ii) Ein Polytop A C Mg wird Gitter-Polytop genannt, falls die erzeugenden
Punkte bereits im Gitter M liegen.

(iii) Die Dimension eines Polytopes A (dim A) ist die Dimension des kleinsten
affinen Unterraumes von Mg, der A enthélt.

(iv) Eine Teilmenge F' eines Polytopes A heifit Seite von A (F < A), falls es
n € Ng und A € R gibt mit

AC HY(n,\):={me€ Mg : (m,n) >N}

und
F=ANH(MnA) :={meA:(mn)=A\}
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Bemerkung 1.5 Die Seiten eines r-dimensionalen (Gitter-)Polytopes A sind
selbst (Gitter-)Polytope und bilden eine partiell geordnete Menge beziiglich <.
Das kleinste Element ist die leere Menge, das grofite A selbst. Die Menge al-
ler s-dimensionalen Seiten (—1 < s < r) des Polytopes A wird mit A(s) be-
zeichnet, dabei wird der leeren Menge die Dimension —1 zugeordnet. Es ist also
A(=1) = {0} und A(r) = {A}. Die nulldimensionalen Seiten heifien Ecken und
die Seiten, deren Dimension echt kleiner als r ist, werden echte Seiten genannt.

Die Konstruktion einer torischen Varietéit aus einem Gitter-Polytop soll auf die
aus einem Fécher zuriickgefiihrt werden. Damit ist auch klar, dafl die Konstrukti-
on aus einem Fécher allgemeiner ist. Inwiefern sie tatséchlich eine groBere Klasse
von Varietdten beschreibt, wird im Anschlufl erklért.

Satz und Definition 1.6 FEs sei A ein Gitter-Polytop in Mg mit dimA =
dim Mg = r und F eine s-dimensionale, nichtleere Seite (0 < s < 1) von A.
Dann st

F(F):=Rso(A—F)={Am—m'): \€Rsg,m € A,m’ € F} C My

ein konvexer, rationaler, polyhedraler, r-dimensionaler Kegel und o(F), der duale
Kegel zu (F) in Ng, ist ein streng konvezxer, rationaler, polyhedraler Kegel der
Dimension r — s. Die Menge

S(A) = {o(F): 0 # F < A}

st ein endlicher, vollstindiger Fécher in N. Die torische Varietit Pa zu dem
Gitter-Polytop A ist definiert als die Varietit Pxa).

Beweis. [Bal, Proposition 2.1.1.] O

Bemerkung 1.7

(i) Fiir zwei Seiten Fy, F von A gilt

Fi < F<— O'(Fg) < O'(Fl).

(ii) Die nach Satz und Definition [1.6| definierten Fécher zu zwei verschiedenen
Gitter-Polytopen sind nicht notwendigerweise verschieden. Betrachtet man
z.B. ein Gitter-Polytop A und ein positives ganzzahliges Vielfaches vA, so
erhélt man in beiden Féllen denselben Féacher und damit dieselbe torische
Varietit.
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Viele Eigenschaften der torischen Varietét lassen sich auf einfachere Eigenschaften
des Fachers resp. des Gitter-Polytopes zuriickfithren. Dazu zunéchst folgende

Definition 1.8

(i) Ein Kegel o heifit nichtsingulir (oder auch regulir), falls es eine Z-Basis
{nM, ..., nM} von N und ein s < r gibt mit

(ii) Ein Kegel o heifit singuldr, falls er nicht regulér ist.

(iii) Ein Fécher heiit nichtsingulir (oder regulir), falls jeder seiner Kegel nicht-
singulér ist.

Satz 1.9 Sei ¥ ein Fdacher in N. Dann gilt

(i) Die affine Toruseinbettung U, zu einem Kegel o € ¥ ist genau dann glatt,
wenn o nichtsinguldr ist.

(ii) Die Varietit Py ist genau dann glatt, wenn der Fdcher ¥ nichtsinguldr ist.
(i1i) Die Varietit Ps, ist genau dann kompakt, wenn der Fdcher ¥ endlich und

vollstiandig 1st.

Beweis. [Odal, Theoreme 1.10 und 1.11] O

Bemerkung 1.10 Der Kegel {0} ist trivialerweise nichtsinguldr. Da ein eindi-
mensionaler Kegel o in N nach Definition von einem Element in N erzeugt wird
und dieses zu einer Basis fortgesetzt werden kann, sind auch alle eindimensionalen
Kegel nichtsingulir. Das bedeutet, da$ fiir jeden beliebigen Ficher XM regulér
und damit die offene, torische Untervarietat Py von Py glatt ist. Also ist der
singuldre Ort einer torischen Varietét stets in

PE \ PE[l] = H orbo

cex\zll

enthalten.

Fiir weitere Kriterien dieser Art wird der Begriff der Tragerfunktion benotigt.

Definition 1.11 Es sei ¥ ein Facher in N.

(i) Eine Funktion h : || — R heifit Tragerfunktion des Fachers X, falls sie auf
jedem Kegel o € ¥ linear ist und A(N N |X|) C Q gilt.

(ii) Eine Tragerfunktion h heifit ganzzahlig, falls sogar h(N N |X|) C Z gilt.
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Bemerkung 1.12

(i)

(i)
(iii)

Zu einer Tragerfunktion h des Féachers ¥ gibt es fiir jeden Kegel o € ¥ ein
Element h, € Mg := M ®z Q mit h|, = (h,,-). Ist h € Mg ein weiteres
Element mit dieser Eigenschaft, so gilt h, — k!, € ot. Also ist h, fiir ein
o € X(r) wegen o~ = {0} eindeutig festgelegt, fiir andere Kegel hingegen
nicht. Ist 7 eine Seite von o, so kann man h, = h, wéhlen.

Ist h ganzzahlig, so liegen die darstellenden Elemente h, bereits in M.

Gibt man die Werte h(n(p)) € Q fiir die primitiven Erzeuger n(p) € N
aller eindimensionalen Kegel ¢ in ¥ vor, so gibt es entweder keine Trager-
funktion auf ||, die diese Werte annimmt, oder sie existiert und ist eindeu-
tig bestimmt. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn es fiir jeden Kegel
0 =) .o Roon(o) in X ein h, € Mg gibt mit (h,,n(0)) = h(n(o)) fiir
jedes o < o. Fiir einen simplizialen Kegel o, d.h. o hat genau dim o eindi-
mensionale Seiten, existiert ein solches h, stets. Dies gilt insbesondere fiir
nichtsinguldre Kegel.

Wé&hlt man die Werte h(n(p)) in Z und ist der Facher nichtsingulér, so ist
die dadurch definierte Tragerfunktion ganzzahlig. Dies gilt aber nicht fiir
einen beliebigen Fécher. Selbst wenn eine Tragerfunktion mit den gegebenen
Werten existiert, kann sie auf Punkten in N N |¥| nicht-ganzzahlige Werte
annehmen.

Definition 1.13 Sei X ein vollstandiger Facher in V.

(i)

(i)

(iii)

Eine Tragerfunktion h von 3 heifit konvez, falls fir alle n,n’ € |Z|(= Ng)
die Ungleichung h(n +n') < h(n) + h(n') gilt.

Eine konvexe Tréagerfunktion h heifit streng konvex, falls fiir zwei r-dimen-
sionale Kegel o # ¢’ in ¥ die darstellenden Elemente h, und h,s verschieden
sind.

Eine Tragerfunktion h von X heifit konkav, falls —h konvex ist; entsprechend
heifit h streng konkav, falls —h streng konvex ist.

Die Tragerfunktionen sind unter anderem wichtig im Zusammenhang mit Divi-
soren. Es existiert mittels der Zuordnung

heDyi= 3 hn()V (o)

0€X(1)

eine injektive Abbildung der Menge der Trégerfunktionen in die Menge der T -
invarianten Q-Cartier-Divisoren. Schrankt man die Abbildung auf diejenigen Tré-
gerfunktionen ein, die den primitiven Erzeugern aller eindimensionalen Kegel gan-
ze Zahlen zuordnen, erhilt man eine Abbildung in die Menge der T y-invarianten
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Divisoren. Dabei ergeben im Fall einer kompakten, torischen Varietéit die konve-
xen resp. streng konvexen Tragerfunktionen Divisoren, die nef resp. ampel sind.
Ist der Féacher X nichtsinguldr, die zugehorige Variedt also glatt, so ist diese
Abbildung ein Isomorphismus und die genannte Einschriankung ebenso.

Bemerkung 1.14 In der Literatur werden bei dieser Zuordnung verschiedene
Vorzeichenkonventionen verwendet. In [Oda] wird einer Trégerfunktion i der Di-
visor — 37 v (1) M(n(0))V (o) zugeordnet. Daraus ergibt sich, daf nicht mit konve-
xen (streng konvexen) sondern mit konkaven (streng konkaven) Tréigerfunktionen
gearbeitet werden muf, um Divisoren zu erhalten, die nef (ampel) sind. In [Ba]
hingegen wird die hier angegebene Vorzeichenwahl getroffen.

Es gilt nun folgender

Satz 1.15 FEine kompakte torische Varietit Ps, ist genau dann projektiv, wenn
es zu ¥ eine streng konvexe, ganzzahlige Trdigerfunktion h gibt.

Beweis. [Odal, Korollar 2.16] O

Bemerkung 1.16

(i) Zu einer Tragerfunktion h lafit sich wie folgt ein (eventuell leeres) Polytop
in Mg definieren:
A k)= () (=he +6)

oeX(r)

Im Falle eines endlichen, vollstdndigen Féchers und einer streng konvexen
Triagerfunktion ist dieses Polytop r-dimensional und hat als Ecken genau
die Elemente {—h, : 0 € 3(r)}. Ist h ganzzahlig, so ist A(3, h) ein Gitter-
Polytop.

(ii) Eine streng konvexe Tragerfunktion eines vollsténdigen Féachers legt einen
amplen Divisor fest und damit definiert ein positiv ganzzahliges Vielfaches
dieser Tragerfunktion einen sehr amplen Divisor, der dann eine Einbettung
in einen projektiven Raum liefert. Ist der Facher regulér, die torische Va-
rietéit also glatt, ist jeder ample Divisor bereits sehr ampel ([Odal, Korollar
2.15.]). Existieren fiir einen vollstéindigen Facher zwei verschiedene streng
konvexe, ganzzahlige Trégerfunktionen, so legen diese auf diese Weise i.a.
auch verschiedene Einbettungen der torischen Varietét in einen projektiven
Raum fest.

(iii) Genauer gesagt, sind zwei T y-invariante Divisoren Dy und Dj genau dann
linear dquivalent, wenn sich die definierenden ganzzahligen Tragerfunktio-
nen h und A" um ein Element in M unterscheiden, d.h. es gibt ein m € M
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mit A = h' + m. Dies ist der Fall, da ein Divisor D; genau dann prinzipal
ist, wenn h € M gilt. In diesem Fall gilt dann auch

ASh) = ) (=he+0)
oeX(r)
= m+ ﬂ —(hy +m) + )
oeX(r)

= m+AXR).

Ist Ps eine projektive torische Varietét, so legen also der Féacher und eine streng
konvexe, ganzzahlige Tragerfunktion ein Gitter-Polytop und einen amplen Divisor
fest. Geht man von einem Gitter-Polytop aus, so definiert dieses nicht nur einen
Fécher und damit eine torische Varietét, sondern auch eine streng konvexe, ganz-
zahlige Trigerfunktion h®. Die Trigerfunktion wird auf einem r-dimensionalen
Kegel o(F') zu einer Ecke F' € A festgelegt durch hUA(F) = —F(€e M), da sich mit
dieser Funktion

A = A(S(A), B

ergibt. Entsprechend erhélt man aus dem Polytop A(X, k) den Fécher ¥ und die
Tragerfunktion h zuriick:

Y = X(A(Z, ) und h = hAEN,

Zusammenfassend definiert ein Fécher eine allgemeine torische Varietédt, wohin-
gegen ein Gitter-Polytop eine projektive torische Varietét inklusive eines amplen
Divisors festlegt. Also ist die Konstruktion aus einem Fécher wesentlich allge-
meiner als die aus einem Polytop, denn aufler den nicht kompakten torischen
Varietéiten, die aus nicht vollstédndigen Féachern entstehen, gibt es auch kompak-
te, nicht-projektive torische Varietéiten ([Odal, Beispiel S. 84]).

1.2 Das Polytop A,

Esseir € Nund {e; : 1 <t < r+ 1} die Standardbasis des Z"™'. Das Wurzel-
system A, besteht dann aus den Wurzeln e;; :=e€; —e;, 1 <i# j <r+1, und
erzeugt das folgende Untergitter von Z™ ! vom Rang r

r+1 r+1
=M, := {thet c 7t th = 0} cC 7't
t=1 t=1

Das zugehorige Gitter-Polytop A, ist definiert als die konvexe Hiille der Wurzeln
in Mg, also

A={e; 1<i#j<r+1}  C Mg
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Eine Z-Basis des Gitters M ist durch {e;+1; : 1 < i < r} gegeben. Das duale
Gitter N := N, kann dann mittels der hierzu dualen Basis bestimmt werden.
Dazu seien die Elemente der dualen Basis zu den e; € Z'! ebenfalls mit e;
bezeichnet.

Lemma 1.17 Die duale Basis zur Basis {e;+1;, 1 < i <1} von M, besteht aus
den Vektoren

i i r+1—z’i
e = e — —— e
et T 1 t=i+1 t T+ 1 t=1 t

mitl < <r.

Beweis. Es sei 6;; das Kroneckersymbol und 1 <14,5 <7

. r—+1 7
7 T +1-— ]
<€i+1,i7€{1,...,j}> = 1l Z <€i+1 €z,€t a1 Z €i+1 — €z,€t
t=7+1
J r+1—y
= L i — ————— (=5,
1 T r+1 (=015)
= 6@]

Das duale Gitter 148t sich damit als

r+1 r+1
{Zntet ntE Znt—()}

darstellen.

Da fiir die Konstruktion und die Eigenschaften der torischen Varietdt Pa, die
Seiten und die Eigenschaften des Polytopes eine entscheidende Rolle spielen, soll
nun das Polytop A, analysiert werden.

Lemma 1.18 Jede echte Seite von A, ist von der Form

FJ1J2 = {ei,j 11 € Jl,j - J2c} “on
mit Jy C Jo C{1,...,r+ 1} und hat damit #J, - (r + 1 — #J3) Ecken. Fy,;, ist
genau dann die leere Seite von A, wenn J; = () oder J, = {1,...,r + 1} gilt.
Fir zwei Seiten F'a) ) mit Jl(t) C JQ(t) c{l,...,r+1}, t=1,2, gilt
1 2

FJ{DJél) ﬂ FJ1(2)J2(2) - FJ{UQJI(Q)JQ(I)UJQ(Z)

und
2 2
FJfDJg(l) < FJ1(2)J2(2> — Jl(l) C Jl( ) und J2( J( ),
Fiir eine nichtleere Seite Fy, j, von A ist die Dimension gegeben durch

T"‘#Jl—#Jg—l.
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Beweis. Das Kriterium, wann ein Fj, 5, leer ist, die Anzahl der Ecken und die

Formel fiir den Durchschnitt zweier solcher Mengen folgen sofort aus der Defi-

nition. Ebenso folgt sofort, dafl F' L) ;) genau dann eine Teilmenge von F ) 52)
1 2 1 2

ist, wenn
JY c g und g > JP

gilt. Sobald gezeigt wurde, dafl die F’ 6 (0 Seiten des Polytopes A, sind, ist damit
1 2

auch dieses Kriterium gezeigt.

Esseifir 0 #J G {l,....,r+1} und k := #J

k Tl k
e"::wrlzze Tr+1 D €N,

teJje teJ

H(ej,—1):={m € Mg : (m,e;) = —1}

und
Ht(ey,—1):={m & Mg : (m,e;) > —1}.

Behauptung 1. Es gilt

Ac () Hf(es-1).

Jg{l ,,,,, r+1}

Beweis. Da A, konvex ist, geniigt es zu zeigen, dafl die Ecken von A, also alle
eij, in dem ebenfalls konvexen Durchschnitt der Halbrédume liegen.

Mité;]::{(l) ved gilt:

1 € J
k r+1—k
(€ij,e5) = 1l Z<€ — €5, ¢) —ﬁZ@i—%eﬁ
teJe teJ
ke ey L=k
= O ) T )

1 eJjeld
= 0 ¢5€dVi,jel]e
-1 1eJ,jeJ°

> —1.

Aus dieser Rechnung geht auch hervor, dal eine Ecke e;; genau dann in der
Hyperebene H(e;, —1) liegt, wenn i € J und j € J° gilt.

Behauptung 2. Der kleinste affine Unterraum, der die Menge F, 5, # () enthélt,
hat Dimension r + #.J; — #Jy — 1.

Beweis. O.B.d.A.sei J; = {1,....;k} C Jo={1,...; 0} mit 1 <k <[ <.
Diese Situation kann durch Permutation der Menge {1, ...,r+1} stets hergestellt
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werden. Folgende r — [ + k Wurzeln in F, ;, sind affin unabhéngig, spannen also
einen (r — [ 4+ k — 1)-dimensionalen affinen Raum auf,

€1,041,€1,1425 - - -, €1 r415,€2p415 -+ + 5 €k r41,

dafﬁr)\lvj6R,jzl+1,...,rund/\i,r+1ER,izQ,...,kgilt

r k
Z Ajler; —errt1) + Z Nig+1(€irp1 —€1041) =0

j=l+1 =2

r k
e Z Al,j<er+1 — Gj) + Z Ai,r—l—l(ei — 61) =0
j=lt1 =2

k k r r
— Z _)\i,r+1> e+ Z Air+1€i + Z — Ay i€ + ( Z )\1,j> erp1 =0
i—2 i=2

J=l+1 J=I+1
( &
Z )\iﬂ”rl = 07 )\i,r+1 = 0 fir:= 2, ey k‘,
=2

Z )\l,j = O, )\Lj = O furj:l‘i‘l,?T
\ Jj=l+1
>\i,r+1 =0 fU.I'Z:2,7]{;
)‘l,j =0 furj:l—i—l,,r

—

Also ist die Dimension des kleinsten affinen Unterraumes, der Fj, ;, enthélt, nicht
kleiner als r — [ + k — 1 = r + #J; — #Jo — 1. Andererseits gilt

da fir £ <t <1 gilt

ei7j€FJ1J2 — iG{l,...,k},jG{l+1,...,T+1}
— ie{l,... t},je{t+1,....,r+1}

.....

Die Menge {eq1,.3 @ k < t < 1} ist Teilmenge der zu e;;1,; dualen Basis

.....

von N (s. Lemma [1.17) und damit linear unabhéngig. Also ist die Dimensi-
on des Durchschnittes der von diesen Elementen definierten Hyperebenen r —
(#Hyperebenen) =r — (I —k+ 1) =r+#J; —#J> — 1.

Behauptung 3. Die Mengen Fj, j, sind Seiten des Polytopes A,.

Beweis. Fir 0 # J = J; = Jo & {1,...,r + 1} ergibt sich die Dimension
des kleinsten affinen Unterraumes, der F;; enthélt, zu » — 1. Die Ecken von
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F;; spannen nach Behauptung 2 die Hyperebene H(e;, —1) auf. Zusammen mit
Behauptung 1 ergibt sich dann

Ar: ﬂ H+(6J7_1)'
AT G{1,...,r+1}
Damit gilt auch

FJlJz - Ar N H<€J1a _1) N H(€J27 _1)
= {me€ Mg : (m,e;) > —1 fiir alle J, (m,e,,) = (m,ey) = —1}.

Mit n = 202 ergibt sich dann

A, C H"(n,-1),

da (e; j,n) = CerenlHeacn) 5 1 gilg und

Frn,=ANH(n,—1)={m e Mg : (m,e;) > —1 fir alle J, (m,n) = —1},
da mit der Voraussetzung (m,e;) > —1 fiir alle J
(m,n) = —1 <= (m,ey,) = (m,ey,) =—1
gilt. Also ist Flj, j, eine Seite von A,.
Behauptung 4. Jede echte Seite F' von A, ist von der Form F' = F; ;, fiir geeignete
Jy C o CA{l,...,r+1}.

.....

dim Fy, ;, =r —1 <= J; = Jy sind alle (r — 1)-dimensionalen Seiten von A, von
der Form F;;. Jede echte Seite F' von A, laft sich nun als endlicher Durchschnitt
von (r — 1)-dimensionalen Seiten schreiben. Es gilt also fiir geeignete () # J; &
{1,...,r+1}i=1,... )k

k
F=()Fs.
=1

Wendet man nun die Formel fiir den Durchschnitt zweier solcher Mengen induktiv
an, so erhilt man

k
F=(Fn = Fn, o) .5y
i=1

also die gewiinschte Darstellung. Dariiberhinaus folgt, daf§ sich jede Seite des Po-
lytopes A, bereits als Durchschnitt zweier (r — 1)-dimensionaler Seiten darstellen
1aBt. Es gilt fir J; € J, C {1,...,r+ 1}

FJ1J2 - F(J1ﬂj2)(J1UJ2) = FJ1J1 N FJ2J2'
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Korollar 1.19 Fir0 < s <r—1 ist die Anzahl der s-dimensionalen Seiten von
A gegeben durch

s+ 2

s = (115 -2

also hat A insbesondere genau (r+1)-r Ecken und 2" —2 Seiten mit Dimension

r— 1. Auferdem ist #A(—1) = #A(r) =

Beweis. Sei 0 < s <r —1, wegen Fj,j, € A(s) <= r+#J1 —#Jo — 1 = s, ist
#A(s) die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten, zwei Mengen J; und J, mit
0#J CJo GC{l,....,r +1} und #J, — #J; = r — s — 1 zu wihlen. Es mu8
gelten

(#J1, #J2) € {(1,r—s),(2,r—s+1),....,(s+ 1,7}

Seik=+#J; € {l,...,s+1}, dannist | = #Jy, = r—s—1+k, #(Jo\J;) =r—s—1
und es gibt (TH) Moglichkeiten, eine Menge .J; mit k& Elementen zu wéhlen. Da
Jo D Ji gelten muf, gibt es (;: k) Moglichkeiten, » — s — 1 Elemente aus Jj zu

J1 hinzuzufiigen, um eine Menge .J; zu erhalten. Es ergibt sich

#AGs) = ;(ZI) (:i:lf)

T’—I—l s+1

(r—s—1)4 k's+2—
- (s+2()7;(:_1);_1)! (kiz (822)_2>
- (Zi;>(23+2—2).

r+1

0= () -n- 01

Speziell gilt

und .
T+

Alr—1)=
sar-0= (11

Die Behauptung #A(—1) = #A(r) = 1 gilt fiir jedes r-dimensionale Polytop. O

)(27"‘1‘1 _ 2) — 2T+1 _ 2

Eine wichtige Eigenschaft eines Polytopes A ist die Reflexivitat. Dafiir wird der
Begriff des ganzzahligen Abstandes benétigt.

Definition 1.20 Es sei H eine affine Hyperebene in Mg, die von Gitterpunkten
aufgespannt wird, d.h. es gibt ein n(®) € N und eine ganze Zahl A € Z mit

H={méec Mg: (mn®) =)}
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Der ganzzahlige Abstand eines Punktes m(® € M und der Hyperebene H ist
definiert als
|)\ - (m(o),n(0)>| € ZZO‘

Definition 1.21 Es sei M ein r-dimensionales Gitter und A ein Gitter-Polytop
in Mg, dessen Inneres die 0 enthélt. Das Paar (A, M) heifit reflexiv, falls der
ganzzahlige Abstand zwischen der 0 und jeder affinen Hyperebene H, die von
einer (r —1)-dimensionalen Seite von A aufgespannt wird, gleich 1 ist. Ist (A, M)
ein reflexives Paar, so wird A reflexiv genannt.

Bemerkung 1.22 Ein reflexives Polytop ist notwendigerweise r-dimensional, da
anderenfalls das Innere leer ist.

Korollar 1.23 Das Polytop A, ist ein reflexives Polytop.
Beweis. Aus dem Beweis von Lemma ist bekannt, daf3

A= () H(es-1)
JG{1,...,r+1}
T#0
gilt. Wegen 0 € H*(ey,—1) \ H(es,—1) liegt die 0 im Inneren des Polytopes.
Auflerdem wurde dort gezeigt, dafl alle (r — 1)-dimensionalen Seiten von A, die
Form F;; haben mit einem ) # J ¢ {1,...,r+ 1} und, da F};; die Hyperebene
H(e;, —1) aufspannt. Der ganzzahlige Abstand von einer solchen Hyperebene und
der 0 ist also
| —1—1(0,e;)| =1,

und damit ist das Paar (A, M) reflexiv. O

1.3 Der Facher X(A,)

Nachdem im letzten Abschnitt das Polytop A, analysiert wurde, soll in diesem
Abschnitt der zugehorige Féacher 3(A,) betrachtet werden. Dafiir wird Ng durch
Einbettung in den Vektorraum (Z™)Y ®z R = R™™ mit den Koordinaten n =
(n1,...,ny41) versehen. Dann ist Ng = H((1,...,1),0) € R™™' d.h. fiir ein
n € Ng gilt Y7 n, = 0.

Lemma 1.24 Der Ficher £(A,) besteht aus dem Kegel {0} und den Kegeln

Ond, = U(FJlJz)
= {neNg:n; <n,<mj firaleiecJ,jeJ5,1<t<r+1}C Ng
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mit ) # J; C Jo & {1,...,7+1}. Ein Kegel 04,5, hat Dimension #Jy — #J1 + 1.
Auperdem gilt fir 0 # J c IS {1, . r+1},i=1,2,

UJ§1>J2(1) < O-J£2)J2(2) < Jl(l) D J1(2) und Jz(l) C J2(2).

Beweis. Der Facher X(A,) besteht nach Satz und Definition [1.6/ aus allen Kegeln
o(F') mit einer nichtleeren Seite F' von A,. Dabei ist fiir F' = A, der zugehorige
Kegel {0}. Sei also F' eine nichtleere, echte Seite von A,. Dann gilt nach Lem-
ma [L.1§| F = F}, , fiir geeignete §) # J; C Jo & {1,...,r 4+ 1} und es ist

Oy i= 6(F=71J2) = R20<AT‘ - FJ1J2)'

Dieser Kegel wird erzeugt von den Elementen e;; —e;; mit 1 <k #1 <r 41
und i € Jy,j € J5, da A, die konvexe Hiille der e;; und F}, 5, die der e; ; ist. Nun
gilt fiir feste i € Jp,j € J§

(0, falls k=1,l=7
€l falls k=1i,l+#j
Chiiy falls k#14,l=7

€kl — €5 = < 26]"15 + 2615,2‘, falls k= j,l =1
26]"[ + €lis falls k= j,l 7é )
2er; +ejy, falls k#j,l=1
ki + €1, falls k,l#14,j

fiir ein beliebiges t # i, 7, denn z.B. fiir k = j,1 = 1 ist
€kl —€ij = €5 — € — € + €; = 2(6]' — et) + 2(€t — €i) = 2€j,t + 2615’1-.

Die anderen Fille ergeben sich analog.

Es gilt also

Ruo(Ar —ei5) = Y Roolens —eij) = Y (Rooejs + Ropey )
Py oy
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und damit
6J1J2 = RZO(AT - FJ1J2>
= Z R20<Ar — ei,j)

i€Jq
jess
= Z Z (R>pej: + Rxpeq;)
i€J1 t#£4,j
jess
( Z ZRzoetﬂ' + Z ZRzoej,t, falls #Jl 7é 1, #JQ 7é T
i€J1 t#1 JEJS t#j
ZRzoetﬂ' + Z Z Rzoej’t, falls Jl = {’l}, #JQ §£ r
_ t#i JEJS t#i,j
Yo > Regers + > Reoejy, falls  #J1 #1,J5 = {j}
1€J1 t#£4,5 t#j
> Rope + > Rooejy, falls  J = {i}, J5 = {j}
L t#£i,j t#i,j

Der duale Kegel zu 7, 5, ergibt sich nun zu

ons, = {né€ Ng:{(m,n) >0 firalle m € 7y}
= {n € Ng: (m,n) > 0 fiir alle Erzeuger m von &, ,}
= {neNp:n; <n;<njfirallei e J,jeJs,1<t<r+1},
da z.B. fiir #J; # 1, #J5 # r und n € Ny gilt

(m,n) > 0 fur alle Erzeuger m von &, ,

(ers,m) > 0 fiir alle i € Jy,t # ¢ und (ej,,n) > 0 fiir alle j € J5, t # 5
n; <mny fiiralles € Ji,t #tund n, < n; fiir alle j € J5, t # 3

n; <ng<n;firallece J,jeJ;, 1 <t<r+1.

(N

Die anderen drei Fille lassen sich analog beweisen.

Die Dimension des Kegels 0,5, ergibt sich nach Satz und Definition und
Lemma [1.18|als 7 — dim(F), ) = r — (r + #J1 — #Jo — 1) = #Jo — #J1 + 1. Die
Bedingung, wann ein Kegel Seite eines anderen ist, folgt sofort aus Lemma [1.18
und Bemerkung O

Korollar 1.25 Die eindimensionalen Kegel des Fichers ¥(A,) sind genau die
Kegel der Form
07 =075 =Rxon(os)
mit 0 £ J C{1,...,r+1}, k:=#J und
k r+1—k
n(os) =e; = —— €t——ZGtGN.

T+1t€JC r+1 teJ

Der Vektor n(oy) ist der (eindeutige) primitive Erzeuger von oy tber Zsq, d.h.
01 NN = Zxon(o,)-
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Beweis. Nach Lemma sind die eindimensionalen Kegel von (A, ) genau die
der Form 0,5, mit 0 # J := J; = Jo & {1,...,r+ 1}. Es geniigt also zu zeigen,
daB e; der primitive Erzeuger von g; = 0 ist, also

NQQJZZE()&].

Sei 0.B.dA. J={1,...,k} mit 1 <k <r.Esist Zspe; C NNyy, da

r+1—k r+1—-F%k &k k
ej=—-——7—,...,— : e
RN ryl el 4

k:rrnal
und
Nnoj={neN:n=-=ny <ngp1=-="nr41}

gilt und damit e; in NV N g, liegt. Die andere Inklusion folgt, da e; ein Vektor
der Basis von NV ist. |

Bemerkung 1.26 Fiir jeden s-dimensionalen Kegel 0,7, in ¥(A,) ist 0; genau
dann eine Seite, wenn J; C J C Jy gilt. Halt man J; und Jy fest, so gibt es
2#2=#J1 Mengen mit dieser Eigenschaft, so da8 jeder Kegel mit Dimension grofer
als 2 singulér ist, da 2#27# > g = #J, — #J, 4 1 fiir alle s > 3 gilt, d.h. der
Kegel hat mehr Erzeuger als seine Dimension angibt. Die Varietdt Pa, ist also
fiir » > 3 nach Satz singuldr und fiir r = 1, 2 glatt.

1.4 Die torische Varietéat Px,

In diesem Abschnitt soll die durch das Polytop A, definierte torische Varietét Pa,.
analysiert werden. Bekannt ist aus Abschnitt und Bemerkung [1.26] da8 P,
projektiv und nicht glatt ist. Man kann nun nach der Dimension des singuldren
Ortes und der Art der Singularitidten fragen. Dafiir ist es wichtig, die durch das
Polytop definierte Trigerfunktion A% auf dem Ficher ¥(A,) zu kennen.

Aus dem Abschnitt ist bekannt, dafl eine ganzzahlige Trégerfunktion h auf je-
dem r-dimensionalen Kegel o € ¥ eindeutig durch ein Element h, € M festgelegt
wird und die Funktion durch Festlegung dieser darstellenden Elemente eindeutig
bestimmt ist. Dariiberhinaus wurde dort dargestellt, wie mittels des Polytopes
A, die Triigerfunktion h2+ festgelegt wird. Sei dafiir nun e; ; eine Ecke des Po-
Iytopes A, und o, ; := o3qj3¢, © # J, sei der zugehdrige r-dimensionale Kegel in
¥ (A,) aus Lemma . Das darstellende Element der Funktion h®" auf o; ; ist

dann —€;5 = €5i-

Eine wichtige Feststellung, um Aussagen iiber die Art der Singularitéiten einer
torischen Varietdt machen zu koénnen, ist die, daf§ alle Punkte auf einem Orbit
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orb o, o € ¥, lokal isomorph sind, also das gleiche Verhalten beziiglich Singula-
ritdten an den Tag legen. Dies sieht man wie folgt ein.

Definition 1.27 Es sei o ein s-dimensionaler Kegel in einem Fécher » in Ng.
Das von o erzeugte Untergitter N(o) von N ist das kleinste s-dimensionale Un-
tergitter von N, welches o N N enthalt.

Da o ein streng konvexer, rationaler, polyhedraler Kegel in N (o) ist, kann man
zusétzlich zu U, die affine Toruseinbettung Uy, () von o als Kegel in N(o) be-
trachten. Es gilt

U, = (C*)Tis X UU,N(G).

Auf U, (o) operiert der Torus Tx(,) und der Orbit orby(s o von o beziiglich
dieser Operation ist ein Punkt, der einzige Fixpunkt in U, (o).

Definition 1.28 Der Fixpunkt in U, y(») unter der Operation des Torus Ty (s
wird mit u, bezeichnet.

Unter dem oben genannten Isomorphismus gilt
orby o = (C*)"° x {u, },

so daf} kleine offene analytische Umgebungen eines beliebigen Punktes u € orby o
isomorph zu Produkten von (r—s)-dimensionalen offenen Kugeln mit offenen ana-
lytischen Umgebungen des Punktes u, € U, n(») sind. Dementsprechend genitigt
es also, fiir jeden Kegel 0 € ¥ den Punkt u, zu untersuchen.

Bemerkung 1.29 Fiir einen Kegel 0 € ¥ ist u, und damit orby ¢ genau dann
singuldr, wenn der Kegel o singulédr ist. Dies 148t sich aus dem Beweis zu Satz
in [Odal Theorem 1.10.] entnehmen.

Definition 1.30 Es sei X eine normale, r-dimensionale algebraische Varietét
und X° = X \ Sing(X) sei der glatte Anteil von X.

(i) Ein Weil-Divisor Kx auf X heifit kanonischer Divisor, falls
Oxe(Kx) = Qe
gilt.
(ii) X heiit Q-Gorenstein-Varietit, falls es eine natiirliche Zahl [ gibt, so daf
wgl(] := Ox(IKx) ein Geradenbiindel ist, d.h. Kx ist ein Q-Cartier-Divisor.
(iii) X heifit Gorenstein, falls wx := Ox(Kx) ein Geradenbiindel ist.
(iv) Eine isolierte Singularitét heiBt Q-Gorenstein-Singularitit (Gorenstein-Sin-

gularitdt), falls es eine Umgebung der Singularitiat gibt, die Q-Gorenstein
(Gorenstein) ist.
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Satz 1.31 Es sei o0 ein s-dimensionaler Kegel und die primitiven Erzeuger der
eindimensionalen Seiten von o seien n(V, ... n® € N, t > s. Dann gilt

(i) Der Punkt u, € Uy n(oy ist genau dann Q-Gorenstein, wenn es ein Element
ak, € My gibt, so dap alle n) in der affinen Hyperebene H(ak,,1) liegen.

(ii) Ist uy € Uy n(oy Q-Gorenstein, so ist u, genau dann Gorenstein, wenn ak,
i M liegt.

Beweis. [Bal, Proposition 2.2.2.] O

Bemerkung 1.32

(i) Die Forderung, da8 es fiir jeden Kegel o ein ak, € Mg gibt, so da8 alle pri-
mitiven Erzeuger der eindimensionalen Seiten in der Hyperebene H(ak,,1)
liegen, ist dquivalent zu der Existenz einer Tragerfunktion auf dem Facher
Y, die auf dem primitiven Erzeuger eines jeden eindimensionalen Kegels
in > den Wert 1 annimmt. Also ist die torische Varietdt Ps genau dann
Q-Gorenstein, wenn es eine Tragerfunktion ak auf ¥ gibt mit ak(n(p)) =1
fiir alle o € (1) (n(p) sei der primitive Erzeuger von p). Entsprechend
ist eine torische Varietdt genau dann Gorenstein, wenn es eine ganzzahlige
Tragerfunktion mit dieser Eigenschaft gibt.

(ii) Fiir eine torische Q-Gorenstein-Varietit Py legt die Trigerfunktion ak einen
T y-invarianten Q-Cartier-Divisor D,y fest, dies ist ein antikanonischer Di-
visor. Dementsprechend ist D_,y ein kanonischer Q-Cartier-Divisor. Ist Py
Gorenstein, so ist D_, ein Cartier-Divisor.

Definition 1.33 Fiir eine torische Q-Gorenstein-Varietit heifit die Tragerfunk-
tion ak die antikanonische Trdgerfunktion.

Lemma 1.34 Die torische Varietit Pa, ist Gorenstein.

Beweis. Nach obiger Bemerkung muf} es also eine ganzzahlige Tragerfunktion ak
geben, die auf den primitiven Erzeugern der eindimensionalen Kegel den Wert 1
annimmt.

Behauptung. Es gilt h® = ak.

Sei also g ein eindimensionaler Kegel mit ) # J & {1,...,r 4 1}. Der primitive
Erzeuger ist dann nach Korollarn(g 7) = €. Der Kegel g ist Seite eines jeden
r-dimensionalen Kegels o, ; mit i € J,j € J¢. Also ist h®(n(os)) = {(eji, e;) fiir
beliebige 7 € J,j € J°. In dem Beweis zu Lemma [1.18 wurde dieses Skalarprodukt
ausgerechnet und es galt

1 jeJied
<€j7i,€J>: -1 jEJ,iGJc
0 sonst
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Dementsprechend ist (unabhingig von der Wahl der 4,5) h®"(n(gos)) = 1. Da
die darstellenden Elemente zu jedem Kegel in M liegen, ist h*" auch ganzzahlig.
Also ist die ganzzahlige Trigerfunktion h®" die antikanonische Trigerfunktion
und damit Pa, Gorenstein. O

Bemerkung 1.35 Der T y-invariante antikanonische Q-Divisor Dy, der durch
die antikanonische Tragerfunktion ak einer torischen Q-Gorenstein-Varietit Ps
definiert wird, ist gleich Py \ Ty. Es gilt ndmlich

Duc = Y ak(n(0)V(o)
0€X(1)

= ) 1-V(o

0€X(1)

= H orb o

oeXD
dimo>1

- PE\TNa

da V(o) die Vereinigung aller Orbits zu Kegeln ist, die p als Seite enthalten, und
jeder Kegel mit positiver Dimension irgendein o enthélt.

Nun hat die antikanonische Trégerfunktion ak von P, zusétzlich die Eigenschaft,
streng konvex zu sein, da sie durch das Polytop gegeben ist. Damit ist der anti-
kanonische Divisor D, ampel.

Definition 1.36

(i) Eine Q-Gorenstein-Varietit X heifit Q-Fano-Varietdit , falls es eine natiirli-
che Zahl [ gibt, so dafl —[Kx ein ampler Cartier-Divisor ist.

(ii) Eine Q-Fano-Varietét heifit Fano-Varietdt, falls —Kx ampel ist.

Bemerkung 1.37 Fiir eine Fano-Varietdat X ist —Ky ampel und damit insbe-
sondere ein Geradenbiindel. Also ist X eine Gorenstein-Varietat.

Da nach [Odal Lemma 2.12.] eine Trégerfunktion h auf einem Fiacher ¥ genau
dann streng konvex ist, wenn das Polytop A(X, h) r-dimensional ist und als Ecken
genau die paarweise verschiedenen —h,, o € X, hat, gilt folgendes

Lemma 1.38

(i) Eine kompakte torische Q-Gorenstein-Varietit Ps, ist genau dann eine Q-
Fano-Varietit, wenn A(3, ak) ein r-dimensionales Polytop ist und die Men-
ge der Ecken genau die —ak, sind, wobei ak, # ak,: fiir zwei verschiedene
r-dimensionale Kegel o,0’ gilt.
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(ii) Eine torische Q-Fano-Varietdt Py ist genau dann eine Fano- Varietdt, wenn
A(X, ak) ein Gitter-Polytop ist.

Bemerkung 1.39 Fiir eine torische Fano-Varietit Py gilt

Ps, = Pa(s,ax)-

Also ist die Varietdt Pa, eine Fano-Varietit, was bedeutet, dafl der antikanonische
Divisor Pa, \ Ty ampel ist. In dem Abschnitt wurde bereits darauf hinge-
wiesen, dafl man das Polytop A, aus zugehorigem Féacher und Tragerfunktion
zuriickgewinnen kann, es gilt wegen ak = h*

A =A(S(A,),ak) = (] (e +6iy).

05, €EX(Ar)(r)

Fiir die Eigenschaften der torischen Varietét spielt noch ein weiteres Polytop eine
wichtige Rolle, ndmlich das zu A, duale Polytop A.

Definition 1.40 Es sei A ein r-dimensionales Polytop in Mg, in dessen Inneren
die 0 liegt. Das duale Polytop zu A ist definiert als

A" :={n € Ng: (m,n) > —1 fur alle m € A}.
Bemerkung 1.41

(i) Fiir den Fall, da8 ein Gitter-Polytop A nicht die 0 im Inneren enthéilt, aber
einen Gitterpunkt m®, kann man stattdessen das Gitter-Polytop A —m(®
betrachten. Im Inneren dieses Polytopes liegt dann die 0 und es gilt Pa =
P._,, . Dariiberhinaus legen die beiden Trigerfunktionen h* und pA-m®

linear dquivalente Divisoren fest, da h® + m(©®) = RA=m st

(ii) Das duale Polytop A* eines r-dimensionalen Polytopes A ist wieder ein
Polytop. Dafiir seien Fy,..., F) alle (r — 1)-dimensionalen Seiten von A
und Hy, ..., Hy die dadurch erzeugten Hyperebenen. Da die 0 im Inneren
von A liegt, gibt es fiir jedes H; ein Element n(¥ € N und eine positive,
reelle Zahl \; mit

Hy=H (n", —-\)=H (in@, —1)

Ai
und .
ACH* (n(i), —-X\) =H* <yn(i), —1) .
Dann gilt

k
1 1
A= ﬂ[ﬁ <)\—in(z), —1) — {m € My : <m, yn<’>> >_1,1<i< k}
=1

7
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und damit

1 ‘ con
A*:{—n(l):lgigk}

Ai
Also ist A* die konvexe Hiille endlich vieler Elemente von Ng.

(iii) Die 0 € Ng liegt im Inneren des Polytopes A* und es gilt

(A*)" = A.

(iv) Das duale Polytop eines Gitter-Polytopes A ist genau dann ein Gitter-
Polytop, wenn A reflexiv ist. In diesem Fall kénnen die n® € N und \; = 1
gewéhlt werden, so dafl die Ecken des dualen Polytopes im Gitter N liegen.
Ist A ein nicht-reflexives Gitter-Polytop, so kénnen nicht alle Ecken /\iin(i)
in dem Gitter N liegen.

Definition 1.42 Es sei Py eine torische Q-Fano-Varietdt und ak die streng kon-
vexe, antikanonische Tragerfunktion. Zu der Varietét wird folgendes Polytop de-
finiert

A*(3,ak) == {n € Ng : ak(n) < 1}.
Bemerkung 1.43

(i) Ist Ps eine Fano-Varietit, so ist A(X, ak) reflexiv. Also ist A*(X, ak) nach
obiger Bemerkung ein Gitter-Polytop.

(il) A*(3,ak) ist das duale Polytop von A(X, ak).
Es sei F eine s-dimensionale Seite (—1 < s < r) eines reflexiven Gitter-Polytopes

A C Mg und m®M, ... . m®*) € M seien die Ecken von F (k = 0 falls F' = 0)).
Dann gilt fiir die duale Seite zu F

Fro={neA :(mD n)=-11<i<k}cCA”
folgendes
Lemma 1.44
(i) F* ist eine (r — s — 1)-dimensionale Seite von A*.

(i) Die Operation * ist eine 1:1-Zuordnung zwischen den Seiten von A und
denen von A*.

(iii) Fiir zwei Seiten F und F' von A gilt genau dann F < F', wenn (F')* < F*
gilt.

Beweis. [Bal, Proposition 4.1.7.] O
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Dariiberhinaus gilt folgender

Satz 1.45 FEs sei (A, M) ein reflexives Paar. Dann ist auch (A*, N) ein reflexi-
ves Paar.

Beweis. [Bal, Theorem 4.1.6.] O

Diese Sétze und Definitionen sollen nun auf den speziellen Fall A, angewandt
werden.

Lemma 1.46 Das duale Polytop A¥ von A, ist gegeben durch

A ={e, 04T C{l,.. r+1}}"" C Ng.

Die echten, nichtleeren Seiten von A} sind genau die von der Form

fJ1J2 = {6J2<]1CJC<]2}COH

mit ) # Jy C Jo & {1,...,r+1}. Fiir eine solche Seite ist dim fj, 5, = #Jo—#J1,
die Anzahl der Ecken ist 272=#1 Fiir zwei Seiten [0, 0 =1,2, gilt
1 2

fJ1(1>J2<1> < fJI(QUQ(Q) — J1(1) 5 J1(2)’ J2(1) - J2(2)
und
Fy 0 0 fre 00 = f<J{1>UJ1<2>> (H0n2)
falls Jl(l) U Jl(z) C J2(1) N J2(2), ansonsten ist der Durchschnitt leer.
Beweis. Nach Lemma sind die (r — 1)-dimensionalen Seiten von A von der
Form Fj;mit 0 # J & {1,...,7+1} und die dadurch aufgespannten Hyperebenen

sind die H(e;s, —1). Nach Bemerkung [1.41]i) ist dann A’ die konvexe Hiille der
ey, also

f=Te, 0£JC{l,. . r+11}" C Ng.

Nach Lemma sind die Seiten von A} genau die der Form F™* mit einem
F < A,. Ist FF = (), so ist F’* das gesamte duale Polytop. Fiir FF' = A, ergibt
sich F* = (). Sei also F eine echte, nichtleere Seite von A,. Wiederum nach
Lemma [1.18)ist dann F' = Fj,j, mit 0 # J; C J» & {1,...,r + 1} und die Ecken
von F' sind genau die e; ; mit ¢ € J; und j € J5. Also ergibt sich

F7 5, = {es:{eijey) =—1firaleic Ji,je J5} o
{€J : Jl cJcC JQ}COH

fJ1J27
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da (e;j,es) = —1<=1i€ J j€ J° Nun gilt
dime1J2:r—dimFJ1J2—1:7”—(7”+#J1—#J2—1)—1:#J2—#J1

und die Anzahl der Ecken ist 2#/2~#/1 da dies die Anzahl der verschiedenen
Mengen ist, die zwischen J; und .J5 liegen. Auflerdem ist

Fym 0 < fre 0
< FJ£1)J2(1) > FJl(z)JQ(Q)

= JY > & gV P
und

Fym 50 0 fy@ 50

on

= {ey:JPcIc ) i=1,2}
con
= {ey;: JOUIP cacIPniPy

so daf fiir den Fall JV U J® < JM 0 g2

Fyo 0 0 fyo 500 = f(JpUJ{z)) (DA
gilt und sonst der Durchschnitt leer ist. O

Bemerkung 1.47 Jeder Kegel o in X(A,) wird von einer echten Seite f von A}
erzeugt, d.h. es gilt 0 = Rxqf, dabei sei Rxo) := {0}. Ist 0,4, mit O # J; C
Jo G {1,...,7+ 1} ein Kegel in ¥(A,), dann gilt

Onds = Z R>on(os)

J1CJCJs
R>o{n(os): 1 CJC Jz}con
= Reofnn-

Korollar 1.48 Das Polytop A ist refleziv.

Beweis. A, ist reflexiv und damit ist das duale Polytop nach Satz ebenfalls
reflexiv. |

Im weiteren Verlauf werden die Gitterpunkte in den Polytopen A, und A’ eine
Rolle spielen, so daf3 diese kurz untersucht werden sollen. Zunéchst einmal gilt
folgendes fiir ein beliebiges reflexives Polytop A* in Ng.

Lemma 1.49 Ist A* C Ny ein reflexives Polytop, so gilt
(A)° NN = {0},

wobei (A*)° das Innere des Polytopes bezeichne.
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Beweis. Da A* reflexiv ist, gibt es fiir die (r — 1)-dimensionalen Seiten fi, ..., fx
von A* Elemente m® € M mit f; = A*N H(m®, 1). Sei nun n € A* N N, dann
gibt es ein f; mit

ne{0}Uf .

Sei f; die konvexe Hiille der Ecken {n™), ... n®¥} von A*. Dann gibt es eine

Darstellung
l
n = Z )\j’fl(j)
j=1

mit nichtnegativen, reellen Zahlen \; und Zé.:l Aj < 1. Da die nY) in der Hyper-
ebene H(m® 1) liegen, gilt

und damit 0 < (m®, n) < 1.

Da n im Gitter N liegt, gilt aber auch (m® n) € Z, also ist (m™, n) € {0,1}.
Ist (m® n) = 1, so muf Z;Zl A; = 1 gelten, und n liegt bereits in f;, also im
Rand von A*. Ist (m® n) = 0, so folgt mit Zé.:l Aj=0und \; >0,dan=0
ist. Dementsprechend ist der einzige Gitterpunkt, der im Inneren von A* liegt,
die 0. |

Fiir das Polytop A, kann man noch weitere Aussagen iiber die Gitterpunkte im
dualen Polytop machen.

Lemma 1.50 Es gilt
ATNN={0}U{e;:0#JC{L,....,r+1}}.

Beweis. Da A reflexiv und die konvexe Hiille der e ist, gilt auf jeden Fall
{oyufe;:0#AJC{l,...,r+1}} C AN N.

Sei also n € Ay N N. Dann gilt nach obigem Lemma n = 0 oder n liegt im
Rand von A?. Ist letzteres der Fall, so gibt es eine (r — 1)-dimensionale Seite
fig = frygye < Ak i # j,mit n € fi; = Ay N H(e;j;, —1) und n a8t sich als
Konvexkombination der Ecken von f; ; darstellen:

n = Z )\Jej
i€JFj

mit Ay > 0 und ) ; Ay = 1. AuBerdem gibt es zu n = (nq,...,n,41) eine Permu-
tation p € 5,41 mit der Eigenschaft

Np) < Np2) < -+ < Np(rp)-
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Es seien (e1,...,6,41) die Koordinaten des Vektors e; beziiglich der Standardba-
sis von Z™, d.h. g = —% fir t € J und ¢, = % fiir t € J¢. Da dann

Er=¢cpy < Ef=¢€p

fiir alle t,¢ € J und ¢,t' € J¢ gilt, und die \; nichtnegativ sind, muf fiir alle J
mit J # {p(1),...,p(k)} (fir alle 1 <k <7r) A; =0 gelten. Also ist

,,,,,
-----
~~~~~

,,,,,

und insgesamt folgt aus n € AT NN
ne{0}uU{es;:0A£JTC{1,....,r+1}}.

|

Auch A, selbst enthélt aufler seinen Ecken und der 0 keine weiteren Gitterpunkte:

Lemma 1.51 Es gilt

Beweis. Da A, reflexiv ist, gilt {0} U{e;; : 1 < i # j <r+1} C MNA,
und fiir ein 0 # m € M N A, gibt es eine (r — 1)-dimensionale Seite F;; =
{exs ke J leJe} Con, in der m enthalten ist, sei dies 0.B.d.A. die Seite Fj;
mit J = {1,...,¢}. Dann gibt es A\;; > 0 mit Zzzl ;;1“ Aky =1 und

t r+1

m = Z Z Ak,lek,l-

k=1 l=t+1

Sei nun [ = {s} firein 1 <s <r+1, dann ist

1, fallsl=s
<€]€’l, 6[) = —1, falls k = s
0, sonst

Ist s > t+41, so gilt

t r+1

t
(moer) => 3 Malewser) = > Aes,
k=1

k=1 l=t+1
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ist s < t, so folgt mit e;e = —ey
t r+1 r+1
(m,ere) = Z Z Aki{€r,, ere) = Z As,l-
k=1 I=t+1 I=t+1

Da m im Gitter M liegt, ist das Skalarprodukt von m mit einem Vektor e; eine

ganze Zahl, also muB >, A\ps € {0,1} fiir s > ¢ + 1 und thlﬂ Xsg € {0,1}

fiir s < ¢ gelten. Da die Summe aller \; gleich 1 ist, gibt es genau ein ¢ < ¢

mit Z;:til Aiy = 1 und genau ein j > ¢ + 1 mit Z}Zzl Arj = 1. Fir alle s <t

mit s # i ist dann aber gtlﬂ Asy = 0 und fiir alle s > ¢ + 1 mit s # j gilt

S h_i Ms = 0. Deshalb sind alle Ay, mit k& # i und I # j gleich 0 und wegen
t 1 . . )
Zk:l I=t+1 Ay =1 gilt

t  r+1
m=Y ") Mesers = Aijeij = €ij.
k=1 l=t+1
Also enthélt A, aufler der Ecken und der 0 keine weiteren Gitterpunkte. ]

Mit Hilfe der festgestellten Eigenschaften der beiden Polytope kénnen nun die Sin-
gularitdten der torischen Varietdt Pa, weiter untersucht werden, dazu zunéchst
folgende

Definition 1.52 Es sei X eine Q-Gorenstein-Varietdt und Ky ein kanonischer
Divisor. X hat kanonische Singularitdten, falls es eine Auflésung f : Y — X von
X gibt, so dafl in

Ky = f(Kx)+ Y _aFE;

mit a; € Q alle a; > 0 sind, wobei {E;} die Familie aller exzeptionellen Primdivi-
soren von f sei. Gilt sogar a; > 0, so hat X terminale Singularititen. Der Term
> aiE; wird Diskrepanz genannt.

Bemerkung 1.53 Da X eine Q-Gorenstein-Varietét ist, existiert ein [ € N, so
daB [ Kx ein Cartier-Divisor ist. Fiir diesen erhélt man eine Gleichung

IKy = f*(IKx) + ZaiEi
mit a; € Z, teilt man nun durch [ ergibt sich die formale Gleichung

KY = f*(Kx) + ZaiEZ»

aus der Definition. Es ist also a; € %Z.
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Fiir torische Q-Gorenstein-Singularitiaten gibt es folgende Charakterisierung die-
ser beiden Begriffe.

Lemma 1.54 Es sei o ein s-dimensionaler Kegel im Gitter N und n®, ..., n®
seien die primitiven Erzeuger seiner eindimensionalen Seiten. Die affine Torus-

einbettung U, n(o) sei Q-Gorenstein und ak, € My erfiille n® € H(ak,,1). Dann
gilt

(i) Der Punkt u, € Us,N(o) 15t genau dann eine terminale Singularitit, wenn
Nnon{n € Ng: (ak,,n) <1} = {0,211, ... n®}

qgilt.

(ii) Der Punkt u, € Us,N(0) it genau dann eine kanonische Singularitit, wenn
Nnon{n € Ng: (ak,,n) < 1} = {0}
qgilt.
Beweis. |[Bal, Proposition 2.2.4] O

Korollar 1.55 Jede torische Gorenstein-Singularitit ist kanonisch.

Beweis. [Bal, Korollar 2.2.5.] O
Bemerkung 1.56 Ist Ps eine torische Fano-Varietét, so hat Ps, héchstens kano-

nische Singularitédten, da eine Fano-Varietdt Gorenstein ist. Py, hat genau dann
héchstens terminale Singularitdten, wenn

NN A*(E,ak) = {0} UA*(X, ak)(0)
gilt, also keine echte Seite von A* innere Punkte besitzt.

Korollar 1.57 Die torische Varietit Pa, hat hochstens terminale Singularititen.

Beweis. Nach Lemma [1.50] gilt
NNAr={0yU{e;:0#JCA{L,...,r+1}} = {0} UA0)

und damit hat die Varietdt nach obiger Bemerkung héchstens terminale Singula-
ritaten. O
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Fiir eine solche torische Varietat gilt:

Lemma 1.58 FEs sei Ps, eine torische Varietit mit hochsten terminalen Singu-
larititen, dann ist die offene torische Untervarietit Py glatt.

Beweis. [Bal, Theorem 2.2.9.] O

Satz 1.59 Der singuldre Ort der torischen Varietdt Pa, ist

Sing(PAr) = PE(AT) \ PE(AT)P] = H orb o.

dimo>3

Damit ist die Kodimension des singuldren Ortes 3.

Beweis. Nach Bemerkung|1.26|sind alle Kegel mit Dimension gréfer als 2 singulér,
so daB fiir jeden Kegel o € ¥\ X(A,) der Orbit orb ¢ im singuliren Ort enthalten
ist.

Andererseits ist nach Lemma die Untervarietit Pya y2 glatt. Also ist der
glatte Teil der Varietédt genau

Psiaye = H orb o

dim o<2

und der singuldre Ort genau das Komplement

PE(AT) \PE(AT)[Q] = H orb o.

dim >3

Wegen dim o + dim(orb o) = r ist die Dimension des singuldren Ortes r — 3. O
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Kapitel 2

MPCP-Desingularisierung

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Frage, wie die in [Ba] beschriebene MPCP-
Desingularisierung der torischen Varietdten Pa . aussieht.

2.1 Allgemeine Konstruktion

In diesem Abschnitt soll geklart werden, was unter einer MPCP-Desingularisie-
rung zu verstehen ist und wie diese im Fall torischer Fano-Varietdten konstruiert
werden konnen. Grundlage hierfiir ist der Artikel von V. Batyrev [Bal.

Seien ¥ und 3 Ficher in den Gittern N bzw. N der Dimension 7 bzw. 7.

Definition 2.1 Eine Abbildung von Féichern ¢ : (N,%) — (N,X) ist ein Z-
linearer Homomorphismus ¢ : N — N, dessen skalare Fortsetzung ¢ : Ng — Ng
die Eigenschaft hat, dafl fiir jeden Kegel o € ¥ ein Kegel o € ¥ existiert mit
(o) Co.

Durch die beiden Fécher werden zwei torische Varietdten Py, und Py festgelegt
und es gilt folgende Korrespondenz von Abbildungen der Facher und dquivarian-
ten Abbildungen der torischen Varietéten.

Satz 2.2 Eine Abbildung von Fichern ¢ : (N,Y) — (N,X) definiert eine holo-
morphe Abbildung
oy 1 Ps — Py,

deren Einschrinkung auf den Torus T 5 mit der Abbildung algebraischer Tori
¢®1TN:N®ZC*—>TN:N®ZC*

33
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tibereinstimmt. Mittels dieses Homomorphismus ist . dquivariant beziiglich der
Operationen der Tori Tx und Tg5 auf den zugehdrigen torischen Varietdten.

Andererseits gibt es zu jeder holomorphen Abbildung f : Py — P, die dquivariant
beziiglich einer Abbildung von Tori f : Ty — Ty ist, eine eindeutig festgelegte
Abbildung von Fichern ¢ : (N, X) — (N,X) mit f = ¢x.

Beweis. [Oda, Theorem 1.13.] O

Eigenschaften von #quivarianten Abbildungen torischer Varietéten lassen sich
nun auf Eigenschaften der Facher und der definierenden Abbildung von Fachern
zuriickfithren.

Lemma 2.3 Es sei ¢ : (N,X) — (N,X) eine Abbildung von Féichern und ¢, :
Py — Ps die dadurch definierte dquivariante Abbildung. Diese Abbildung ist

genau dann eigentlich und birational, wenn ¢ : N — N ein Isomorphismus und
©(X) eine lokal endliche Verfeinerung von ¥ ist, d.h. fir jeden Kegel o € ¥ ist
die Menge {p(7) : & € B, ¢(3) C o} endlich und o ergibt sich als Vereinigung
tiber diese Menge.

Beweis. [Odal, Korollar 1.17.] O

Lemma 2.4 FEs sei ¢, : Py — Py eine eigentliche und birationale dquivariante

Abbildung torischer Varietiten. Dann gibt es zu jedem Kegel o € S einen Kegel
o € X minimaler Dimension mit p(c) C o. Fiir diesen gilt

p«(orb o) = orb .

Beweis. [Er, Proposition 2.25.] O

Solche Abbildungen sollen nun genutzt werden, um partielle Desingularisierungen
torischer Varietédten zu konstruieren. Dazu werden noch folgende Definitionen
benotigt.

Definition 2.5 Ein eigentlicher, birationaler Morphismus ¢ : X > X normaler,
algebraischer Q-Gorenstein-Varietiten heifit krepant, falls *Kx = Ky gilt, d.h.
die Diskrepanz ist 0.

Definition 2.6 FEine algebraische Varietdat X heifit Q-faktoriell, falls es fiir jeden
Weil-Divisor D eine natiirliche Zahl [ gibt, so dafi [D ein Cartier-Divisor ist. Die
Singularitéiten einer Q-faktoriellen Varietéit heiflen Q-faktorielle Singularitdten.
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Im Falle einer torischen Varietéat gilt:

Lemma 2.7 Fine torische Varietit Ps zu einem Fdcher ¥ ist genau dann Q-
faktoriell, wenn jeder Kegel o € ¥ simplizial ist.

Beweis. [Bal, Proposition 2.2.2.] O

Definition 2.8 Es sei ¢ : X — X ein projektiver, birationaler Morphismus nor-
maler, algebraischer Q-Gorenstein-Varietaten. Dann heifit ¢ mazimale projektive,
krepante, partielle Desingularisierung (MPCP-Desingularisierung) von X, falls ¢
krepant ist und X hochstens Q-faktorielle, terminale Singularitdten besitzt.

Nun gibt es zunéchst folgende Charakterisierung fiir krepante Morphismen tori-
scher Varietéten.

Lemma 2.9 FEin eigentlicher, birationaler Morphismus ¢, : Ps — Ps zwischen
r-dimensionalen, torischen Q-Gorenstein- Varietdten ist genau dann krepant, wenn
fiir jeden r-dimensionalen Kegel o € ¥ die primitiven Erzeuger aller eindimen-
sionalen Kegel o € ¥ mit p(0) C o in der Hyperebene H(ak,,1) liegen, wobei
ak, € M das nach Satz[1.5]] existierende, darstellende Element der antikanoni-
schen Trdagerfunktion ak auf o sei.

Beweis. [Bal, Proposition 2.2.12.] O

Fiir die Charakterisierung von MPCP-Desingularisierungen werden noch einige
weitere Begriffe und Aussagen benétigt, die im folgenden zusammengestellt wer-
den.

Definition 2.10 Es sei A C R" ein Gitter-Polytop beziiglich des kanonisch ein-
gebetteten Gitters Z"™ C R".

(i) Eine endliche Teilmenge A C ANZ" heiBt zuldssig, falls A die Menge der
Ecken von A enthélt.

(ii) Es sei A eine zuldssige Teilmenge von A NZ". Eine A-Triangulierung von
A ist eine endliche Menge 7 = {©} von Simplizes © in R" mit folgenden
Eigenschaften:

e Die Ecken eines jeden Simplizes © € 7T liegen in der Menge A.
e Mit einem Simplex © € 7 sind auch alle seine Seiten in 7 enthalten.

e Der Schnitt zweier Simplizes © und ©’ in 7 ist eine gemeinsame Seite
der beiden Simplizes. (Die leere Menge ist Seite eines jeden Simplizes.)
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e Das Gitter-Polytop A ergibt sich als Vereinigung iiber alle Simplizes

in 7, d.h.
A= U 0.
0cT

e Jeder Punkt in A ist Ecke eines Simplizes © € 7.

(iii) Eine A-Triangulierung des Gitter-Polytopes A heifit mazimal, falls A =
ANZ gilt.

Bemerkung 2.11 Eine maximale Triangulierung eines Gitter-Polytopes A in-
duziert durch Einschrankung auf eine Seite F' < A eine maximale Triangulierung
des Gitter-Polytopes F' (|Ba, Bemerkung 2.2.17.]).

Betrachtet man nun eine A-Triangulierung eines Gitter-Polytopes A mit einer
zuliissigen Menge A, so kann jedes Element o € Q%, des Vektorraumes der Ab-
bildungen von A nach Q, eindeutig zu einer stiickweise affinen Funktion «(7") auf
A fortgesetzt werden, d.h. fiir jeden Simplex © € 7 ist die Einschrankung von
a(7T) auf © eine affine Funktion. Die Menge der Elemente a € Q4 die auf diese
Weise eine konvexe Funktion a(7) auf A festlegen, ist ein konvexer Kegel in Q4
und wird mit C(7") bezeichnet.

Definition 2.12 Eine A-Triangulierung eines Gitter-Polytopes A C R" fiir eine
zuldssige Menge A C A NZ" heifit projektiv, falls der Kegel C'(7) einen inneren
Punkt enthilt, d.h. es gibt eine streng konvexe Funktion (7).

Lemma 2.13 FEs sei A eine zuldssige Menge fiir das Gitter-Polytop A. Dann
gibt es mindestens eine projektive A-Triangulierung fir A, insbesondere gibt es
also mindestens eine mazimale, projektive Triangulierung von A.

Beweis. [Bal, Proposition 2.2.19.] O

Nun gibt es folgende konstruktive Beschreibung von MPCP-Desingularisierungen
fiir torische Fano-Varietéten.

Satz 2.14 FEs sei Ps eine torische Fano-Varietit und A(X,ak) das durch die
streng konvexe, ganzzahlige, antikanonische Trdagerfunktion ak definierte Gitter-
Polytop. Dann definiert jede mazimale, projektive Triangulierung T des Gitter-
Polytops A*(X,ak) C Ng eine MPCP-Desingularisierung id, : Py — P, die von
der Identitdt id : N — N induziert wird. Es gilt

i = {Rzo@ NS T, O C 8A*(Z,ak)},

dabei bezeichne OA* (X, ak) den Rand des Polytops. Andersherum definiert jede
MPCP-Desingularisierung von Ps, eine mazximale, projektive Triangulierung von

A*(3, ak).
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Beweis. [Bal, Theorem 2.2.24.] O

Bemerkung 2.15

(i) Da es nach Lemma fiir jedes Gitter-Polytop A eine maximale, projek-
tive Triangulierung gibt, existiert also fiir jede torische Fano-Varietét eine
MPCP-Desingularisierung.

(ii) Nach einer eventuellen Translation legt eine streng konvexe, stiickweise af-
fine Funktion a(7) eine streng konvexe, ganzzahlige Trigerfunktion des
Fachers X fest.

2.2 Der Ficher 3(A,) der MPCP-Desingularisie-
rung von Pj,

Da nach Satz jede MPCP-Desingularisierung von Pa . durch eine maximale
projektive Triangulierung des dualen Polytopes

Ap=fes 04T {1, r+1}y

gegeben ist, wird nun eine solche Triangulierung gesucht. Da bei einer maximalen
Triangulierung die zuléssige Teilmenge A als AX N N gewéahlt wird, ist hier

A=NNN={0}U{e;: 04T C{1,...,r+1}}.

In folgendem Lemma wird eine maximale projektive Triangulierung von A’ be-
stimmt.

Lemma 2.16 FEs sei p € S,1 eine Permutation der Menge {1,...,r + 1} und
©, sei die konveze Hiille der folgenden (r + 1)-elementigen Menge

i Nr. Dann ist

7:={0<0,:pe S 1}
eine mazximale projektive Triangulierung von A.
Beweis. Folgende Eigenschaften der Menge 7 ergeben sich direkt aus der Defini-
tion:
(i) Jedes © € T ist als Seite eines Simplizes selbst ein Simplex.
(ii) Die Ecken eines © € 7 liegen in A.
(iii) Mit © sind auch alle Seiten in 7 enthalten.
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(iv) Jeder Punkt in A ist Ecke eines Simplizes.

(v) Es gilt
Je = U e
0cT pEST+1

-----

Fiir einen beliebigen Simplex © gilt

— con

(F<O}y={F:F=8"" Scoo).

Dementsprechend ergibt sich jeder Simplex © € 7T als konvexe Hiille einer Menge

-----

.....

Sind nun © < O, und ©’ < ©,, zwei Simplizes in 7, so enthalten beide Simplizes
auBler den Ecken keine weiteren Gitterpunkte. Da © bzw. ©" die konvexe Hiille
von ©(0) = ©N N bzw. ©'(0) = © N N ist und jede der beiden Mengen affin
unabhéngig ist, gilt (ONO" )N N = 60(0)NO’(0) und ©N O’ ist die konvexe Hiille
von ©(0) N ©'(0). Also gilt

(©Nn6)(0) =6(0)Ne'(0)

und damit folgt

ONe =06(0)ne) .
Dementsprechend ist © N O’ ein Simplex, der sowohl Seite von © als auch von ©’
ist. Zusammen mit den obigen Aussagen folgt, dal 7 eine maximale Triangulie-
rung von A ist.

Bleibt zu zeigen, dafl dies eine projektive Triangulierung ist. Der Beweis hier-
zu wird im néchsten Abschnitt gefithrt, da er dort mit wesentlich geringerem
Aufwand erfolgen kann. O

Bemerkung 2.17 Im folgenden soll die durch die maximale Triangulierung 7
mittels des in Satz gegebenen Fichers ¥(A,) definierte Desingularisierung
bereits MPCP-Desingularisierung genannt werden, auch wenn der Beweis, dafl
es sich um eine projektive Triangulierung und damit um eine projektive Desin-
gularisierung handelt, noch nicht gefithrt wurde. Die Projektivitat wird aber an
keiner Stelle benutzt.

Da fiir den zu einer maximalen (projektiven) Triangulierung gehorigen Ficher
nur diejenigen Simplizes, die im Rand des dualen Polytopes liegen, entscheidend
sind, sollen diese im folgenden Korollar charakterisiert werden.
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Korollar 2.18 Die Simplizes © € T mit © C 0AY sind genau diejenigen von
der Form

@j = {6J(¢) 01 S 1 S S}Con,
wobei J = (JW, J@ . JE), 0 < s < r, eine echt aufsteigende Kette von
echten, nichtleeren Teilmengen von {1,...,7 + 1} sei, d.h. es gelte

DAV cIPg...cJ® {1, . ,r+1}

Bemerkung 2.19 Fiir s = 0, also wenn J die leere Kette ist, sei © 7 = ().

Beweis. Sei also © € 7T, dann gibt es ein p € S, 41 mit © < ©,. Der Simplex ©
liegt genau dann im Rand von A, wenn auch

.....

gilt. Es seien nun pq,...,p € Sy41,t > 1, alle Permutationen p mit © < ©,N0A’.
Dann gilt

t
O = (6, NoA;

=1

= {ey:A1<k<rmitJ={p(D),.. . pk)IVI<i<t}
Seien 1 < ky <ky<---<hkg<ralleke{l,...,r} mit

{p1(1>’ e 7p1(k)} == {pt(1)7 oo 7pt(k)}

und JO = {py(1), ..., p1(k)}, 1 < i <5 Danmgilt 0 # JO ¢ J& ¢ oo g
J(s) g {17 LT+ 1} und mit J = (J(l)’J(2)7_ . ’J(S)) fOlgt

@z{eJ(i>:1§i§s}con:®J.

Ist andersherum © 7 ein solcher Simplex, dann gibt es eine Permutation p € S,
mit JO = {p(1),...,p(#JD)} und es gilt O ;7 < ©,. Da die 0 nicht in O liegt,
ist der Simplex Teilmenge des Randes von A’. a

Mit Hilfe dieses Lemmas kann der Fécher der durch diese Triangulierung ge-
gebenen , MPCP-Desingularisierung® von Pa, leicht bestimmt werden. Es gilt
folgendes

Lemma 2.20 Der Ficher E(Ar) der durch T definierten MPCP-Desingulari-
sierung Pa. = PE(AT) von Pa, besteht genau aus den Kegeln der Form

S
o7 = E R>oe 0
i=1
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mit J = (JO,J@ T £ JO ¢ g ¢ L1 r 4+ 1), fir s = 0 sei
dabei o7 = {0}. Auferdem gilt mit J©) := 0 und J&+Y = {1,... r +1}

O'j = {n - NR . ntl g nt/l S ’I”Lt2 = nt/2 S e S nt5+1 =n tz,t; c J(Z) \ J(lil)}

’
s+17

Beweis. Nach Satz besteht der Facher der MPCP-Desingularisierung zu einer
Triangulierung 7 aus den Kegeln R>,© iiber allen Simplizes © der Triangulie-
rung, die im Rand von A* liegen. Nach Lemma [2.18|sind diese Simplizes von der
Form

@j:{ej(i> -1 SiSS}COH,

mit einer echt aufsteigenden Kette J = (JM, J@ . J&) 0 < s < r, von
echten, nichtleeren Teilmengen von {1,...,r 4+ 1}. Der von einem solchen © 7
erzeugte Kegel ist

Oy = Rzo{ej(i) -1 S 7 S S}Con
S
= ZRzoeJ(i).
i=1
Fiir die Koordinaten (g1, ...,&,,1) eines Erzeugers e beziiglich der Standard-
basis von Z"1 also g, = —% fiir t € J@ und ¢, = % fiir t € (J@)e,

gilt
Er=¢cpy < Ef=¢€p

fir alle ¢t,# € J9 und £,# € (J%)°. Fiir nicht-negative Linearkombinationen
n = (ny,...,n.41) solcher Elemente gilt dann

Ny =Ny, SNy, =Ny <o Sy = Ny

s+1 s+1

fiir alle t;,¢; € J@ \ J0=1,

Erfiille nun andererseits n € Nr diese Bedingungen. Es sei Z eine echt aufstei-
gende Kette echter, nichtleerer Teilmengen von {1,...,7 4+ 1} der Linge r, also
T=IY, . IM)ymit) £ I ¢ ... ¢ 10 ¢ {1,...,7+1}, mit der Eigenschaft,
daB jedes J@ in dieser Kette enthalten ist, d.h. J@ = [#/™) 1 < < s. Dann
ist die Menge

{ejiy 1 <i<r}

eine Basis von Ny (sogar Z-Basis von N), da sie durch eine Permutation der Ko-
als Linearkombination dieser Basis schreiben, wobei aber wegen der Gleichheits-
bedingungen, die die Koordinaten von n erfiillen, die e;u mit 1@ # JU) fiir alle
1 < j < s nicht mit einem von 0 verschiedenen Faktor in die Linearkombination
eingehen koénnen. Also l&8t sich n als Linearkombination der e ;i schreiben und
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wegen der Ungleichheitsbedingungen miissen alle Skalare der Linearkombination
nicht-negativ sein, so dafl

og=1{n € Ng:ny =ny <ngy, =ny <o <ny =gt t € J@\ Jt=y

;+1’
gilt. O
Bemerkung 2.21

(i) Die r-dimensionalen Kegel in 3(A,) sind gegeben durch

Jp = {pM)}, ... {p(1),...,p(@)},.... {p(1),...,p(r)})

mit einem p € 5,41, also von der Form

Op . =07, = {TL € NR S Mp(1) < Np(2) <... < np(rJrl)}'

(ii) Die eindimensionalen Kegel von ¥(A,) sind genau die eindimensionalen
Kegel von 3(A,). Insbesondere ist also jedes ey, 0#JG{l,....,r+ 1},
der primitive Erzeuger eines Kegels in (A, )(1).

Nun gilt

Lemma 2.22 Die torische Varietit ﬁAT ist glatt.

Beweis. Nach Satz geniigt es zu zeigen, daf die Erzeuger eines jeden Kegels in
Y (A,) zu einer Z-Basis von N fortgesetzt werden kénnen. Sei also o7 ein Kegel
in S(A,), dh. J = (JO, ..., J©) eine echt aufsteigende Kette nichtleerer, echter
Teilmengen von {1,...,r + 1}. Dann ist

S
o7 = E R>oe 0,
=1

.....

-----

eine Basis und damit der Kegel o7 nichtsingular.

-----

2.3 Beschreibung der MPCP-Desingularisierung
von P,

Im folgenden Abschnitt soll die Varietét ]SAT und die MPCP-Desingularisierung
id, : Pa, — Pa, beschrieben werden. Aus der Charakterisierung von Pa, kann
auf die Projektivitit der maximalen Triangulierung 7 geschlossen werden.
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Definition 2.23 Die torische Varietiit P sei definiert durch die folgende Hinter-
einanderschaltung von Blow-Ups

Pro=pr_, .. B0 pr T, T2 pr T, pr T, pr
Dabei sei my die Aufblasung aller Punkte der Form (0 : ---:0:1:0:---:0)

in P" und 7, fiir 1 < s < r — 2 der Blow-Up der eigentlichen Urbilder der s-
dimensionalen Koordinatenebenen des P" unter der Abbildung m,_;0---0om om
in P,_,.

Satz 2.24 Die oben beschriebene MPCP-Desingularisierung ]BAT ist isomorph zu
Pr.

Korollar 2.25 Die maximale Triangulierung T ist projektiv.

Beweis. Da ﬁAT nach Satz isomorph zu einem aufgeblasenen projektiven
Raum ist und die Eigenschaft der Projektivitét bei Aufblasungen erhalten bleibt,
ist Pa, projektiv. Da ¥(A,) vollstdndig ist, gibt es nach Satz eine streng
konvexe, ganzzahlige Tragerfunktion h zu dem Ficher i(Ar). Eingeschrankt auf
das Polytop A¥ ist dies eine streng konvexe, stiickweise affine Funktion und damit
ist die in Lemma [2.16| gegebene maximale Triangulierung projektiv. O

Beweis zu Satz . Es geniigt zu zeigen, dafl P durch denselben Fiicher wie
Pp, definiert wird. Der Féacher ¥, der als r-dimensionale Kegel genau die Kegel
o; enthélt, die von den Elementen ey, ..., e{t,l},e/{g, €{t+1}, - - -5 E{r+1} €rzeugt
werden (dabei bedeutet ey;y, dafl dieses Element ausgelassen wird), ist ein Facher
in N, der P erzeugt. Dabei ist

1
e =
) r+1

1,...,1, —r ,1,...,1).
(7 PN r,l, a)

t

Es geniigt zu zeigen, daf§ das sukzessive Aufblasen der abgeschlossenen Orbits
V(r) fir

T = Ryoeqy + -+ Ruoepray + Roeqy,
R>oeqy + -+ + Rsoeqr_y,

Rxoeqy + Rxoeqz

zu einem Kegel der Form o, mit p € S,;; aus i(AT) fithrt. Fiir den projektiven
Raum sind die abgeschlossenen Orbits genau die Koordinatenpunkte, -geraden,
-ebenen etc. Man kann sich auf die oben genannten abgeschlossenen Orbits be-
schrianken, da in der ersten Aufblasung alle Punkte der Form (0 : --- : 0: 1 :
0:---:0)in P" aufgeblasen werden, dies eine lokale Operation ist und alle
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Punkte durch Koordinatenpermutationen ineinander transformierbar sind. Al-
so kann man sich hier auf einen dieser Punkte beschrianken, z.B. den, der durch
V(Rsoeqy +- -+ Rxper—1} + Rxpery) gegeben ist. Dieses Argument gilt entspre-
chend fiir jede weitere Aufblasung, da auch die Menge der eigentlichen Urbilder
von s-dimensionalen Koordinatenebenen jeweils invariant unter Permutationen
ist und die eigentlichen Urbilder zu zwei verschiedenen Koordinatenebenen dis-
junkt sind.

Hat man gezeigt, daf3 die betrachtete Aufblasung des P" zu einem Kegel der
Form o, fithrt, bedeutet dies, dal die Menge der Kegel maximaler Dimension des
Fichers zu P" eine Teilmenge der Kegel maximaler Dimension von i(AT) ist. Da
beide Fécher vollstédndig sind, miissen deshalb die maximaldimensionalen Kegel

iibereinstimmen, diese legen die Kegel niedriger Dimension fest, und damit sind
beide Facher gleich.

Nach [Odal Proposition 1.26.] wird die dquivariante Aufblasung eines abgeschlos-
senen Orbits V(o) in einer glatten torischen Varietdt Py durch eine sogenannte
Stern-Verfeinerung i(a) des Fachers X festgelegt. Hierbei werden alle Kegel, die
o als Seite enthalten, aus dem Fécher entfernt und dafiir neue Kegel hinzugefiigt.

Induktionsanfang: Es sei 7 = Rxoeqy + -+ - + Rxpeqy. Die primitiven Erzeuger
der eindimensionalen Seiten von 7 sind genau die Elemente ey, ..., e und ihre
Summe ist n(® = H%(—l, ..., —1,7). Der einzige Kegel, der 7 als Seite enthlt,
ist 7 selbst, so daf fiir die Aufblasung von V(7) nur der Kegel 7 aus dem Fécher
entfernt werden mufl. Stattdessen werden die folgenden Kegel mit ihren Seiten

zum Fécher hinzugefiigt:

ni = Roon® + Rxoeqay + Rsoeqp + -+ + Rsoegro1y + Rxoeqy,
7 = Rsoeqy + Roonl” + Rygeqsy + -+ + Rsoeprry + Rsoeq,

7 = Rsoeqy + Rsoeqay + Rxoegsy + - 4+ Rspepory + Ryon®

Mit n(® = ﬁ(—l, o=Lr)=eqn
mit Erzeugermengen der Form

y ergeben sich also r-dimensionale Kegel

.....

6{1}7"‘76/{57"‘76{7‘}76{1 ..... r}e

Der einzige dieser Kegel, der von der nichsten Aufblasung (7 = Rxpeqy + -+ +
R>oegr—13) betroffen ist, ist der mit den Erzeugern

e{l}a s 76{7"71}7 6{1 ..... r}-

D.h. in der ersten Aufblasung ist aus o,,1 insbesondere dieser Kegel entstanden.
Induktionsschritt: Nach den Blow-Ups 7, ..., ms—1 (1 < s <7 —2) sei aus dem
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r-dimensionalen Kegel o, insbesondere der r-dimensionale Kegel mit Erzeuger-
menge

6{1}7 s 76{T—8}7 6{1,...,7“—&-1—8}7 s )6{1,...,7‘}
entstanden. Als néchstes wird nun V(1) mit 7 = Rxpeqy + - - - + Rxpeqr—sy aufge-

blasen. Die primitiven Erzeuger der eindimensionalen Seiten sind dann die Ele-
mente e}, ..., e _g), ihre Summe ist

1
n(® = " 1(—(8 + 1), o —(s+1),r—s,...,r—s)=eq. s

(r—s)—mal

Da nur interessiert, was mit dem Kegel

o = Rypeqy+ - +Rooeprsy + Rooeqr,rp1-s) + - + Rxoeqr,..
geschieht, konnen alle anderen Kegel, die 7 als Seite enthalten, vernachlissigt
werden. Es ist 0 = 7 4+ Rxoeqq, rp1-s) + -+ + Rxoeqi,. ;3 = 7+ 0’ und dieser

Kegel wird ersetzt durch die Kegel 7 + ¢’ ..., 7_s + ¢’ mit

1 = Ryn@ + Rxoeqey + Rypezy + - + Rypeproso1y + Ryoeprgy,
7 = Rypeqy + Roon® + Rxoeqzy + -+ + Rypepros—1y + Repeqr_yy,

Tros = Rsoeqy + Rsoeqay + Rxoegsy + -+ + Rsoeprs1y + Roon®,

Insbesondere wird der Kegel 7,_, + ¢’ erzeugt von den Elementen

€1}y E{r—s—1},€{1,...r—s}>- -+ » E{1,...;7}

Das bedeutet, dafl nach den » — 1 Blow-Ups aus dem r-dimensionalen Kegel o,
insbesondere der r-dimensionale Kegel mit den Erzeugern

€{1},€{1,2}5 -+ -5 €{1,....r—1}, €{1,...7}
entsteht. Dies ist gerade der Kegel o4 € i(AT) mit id € S, 1. O

Bemerkung 2.26 Dieser Satz ist bereits in einem Artikel von C. Procesi [Pi]
und einem Artikel von I. Dolgachev und V. Lunts [DL] zu finden. In diesen
Artikeln wird dariiberhinaus auch gesagt, dafl jedes eigentliche Urbild einer s-
dimensionalen Koordinatenebene im Pr+! unter den Aufblasungen 7, 0---0m
isomorph zu Pa ist. Aulerdem operiert auf einem solchen eigentlichen Urbild die
Untergruppe Ssy1 X S,—s von S, 41, und diese Operation entspricht unter obigem
Isomorphismus derjenigen von Ss;1 auf Pa_.
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Bemerkung 2.27 Die MPCP-Desingularisierung ﬁAT ist fiir r > 3 keine Fano-
Varietét, da wegen X(A,)(1) = X(A,)(1) die antikanonische Trégerfunktion ak
des Fichers X(A,) auch die antikanonische Triigerfunktion des Féchers S(A,)
ist. Diese ist auf dem Ficher (A,) zwar noch konvex, aber fiir r > 3 nicht
mehr streng konvex, da die darstellenden Elemente dieser Funktion auf zwei r-
dimensionalen Kegeln o, und o,/ genau dann iibereinstimmen, wenn p(1) = p'(1)
und p(r + 1) = p/(r + 1) gilt. Ist » > 3, so gibt es Permutationen, die diese
Bedingung erfiillen, aber nicht identisch sind. Also ist ak als Trégerfunktion auf
Y (A,) keine streng konvexe Funktion, der antikanonische Divisor nicht ampel
und damit die torische Varietdt nicht Fano.

Es liegt nun also folgende Situtation vor. Man hat eine (singuldre) torische Va-
rietdt Pa,, mittels einer MPCP-Desingularisierung erhélt man die (glatte) tori-
sche Varietét ﬁAr. Letztere erhélt man aber auch aus der Hintereinanderschaltung
Tr_o9 0---0my von Blow-Ups aus dem r-dimensionalen projektiven Raum.

P,
RN
Pa, Pr

Die Abbildung ﬁAT — IP" wird in der Definition genau beschrieben, nun soll
die MPCP-Desingularisierung id, : Pa, — Pa, analysiert werden.

Da man hierfiir eine Beschreibung des Abschlusses V(o) einiger Orbits orb o
benétigt, wird zunéchst eine Charakterisierung von V(o) fiir einen beliebigen
Kegel o € i(Ar) gegeben. Sei also 0 = 07 ein s-dimensionaler Kegel in E(Ar),
dh. J =WV, .., J&) mit § £ JOD ¢ ... ¢ J& ¢ {1,....r + 1}. Dabei sei
0B.dA. 1 <s<r—1,da fir s =0 der Abschlufi des Orbits des Kegels {0}
die gesamte torische Varietét ]SAT ist und fiir einen r-dimensionalen Kegel der
Abschluf} des zugehorigen Orbits aus genau einem Punkt besteht. Dariiberhinaus
sei 0.B.d.A.
JOD =11, k;}

mit k; = #JU  da diese Situtation durch eine Permutation p € S,.; stets
hergestellt werden kann. Aufilerdem sei J(© := ), J6+Y .= {1 .. v+ 1} und
ko := 0 bzw. kspq := r + 1. Damit sei J; fiir 0 < j < s folgende aufsteigende
Kette

e {l2p e e il =1}
g{l,,kj}g{l,,kJJrl}g{l,,ijrl—'—l}gg{l,,?"}

Diese Kette erhélt man am einfachsten, indem man aus der ,,vollstandigen® Ket-
te ({1},...,{1,...,t},...,{1,...,r}) alle Mengen entfernt, die echt zwischen
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{1,...,k;} und {1,...,k;+1} liegen (also exklusive der beiden Mengen selbst).
Jede Kette J; legt einen Kegel o7, fest, der o7 als Seite enthélt, da die Erzeu-
ger eines durch eine solche Kette definierten Kegels zu den Mengen der Kette
korrespondieren und jede Menge, die in J auftritt, auch in J; vorkommt.

Mit diesen Bezeichnungen gilt folgendes

Lemma 2.28 FEs ist
Vies)=|]|V(og)

Jj=0

Fiir den Beweis dieses Lemmas wird folgende Aussage iiber das endliche Produkt
torischer Varietdaten benétigt.

Lemma 2.29 Es seid € N und firi = 1,...,d sei £ ein Ficher in einem
Gitter N;. Dann ist das Produkt der dadurch definierten torischen Varietiten Py
ebenfalls eine torische Varietdit, die durch folgenden Facher in N := @le N;
definiert ist:

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir d = 2 zu zeigen, die allgemeine Aussage
folgt dann mittels Induktion. Sei also d = 2 und £ resp. 3 seien Fécher in
Ny resp. No.

Dann gilt fir ¥ = X® @& @ und N = N; @ Ny:

(i) Das duale Gitter M zu N ergibt sich als direkte Summe der dualen Gitter
M; zu den N;, also
M = M, & M.

(ii) Die Summe zweier streng konvexer, rationaler, polyhedraler Kegel o) €
M und 6@ € £@ ist wieder ein solcher Kegel.

(iii) Ist 7 < 0 = oM + 0@ € %, so0 gibt es ein m® = m§°) + méo) € M, ® M,
mit

T=0N {m(O)}L =M {m§0)}L + @ N {mgO)}L —. () n ~(2) ex

(iv) Fiir den Durchschnitt zweier Kegel o; = agl) + 052) e, i=1,2,gilt

i Noy= (o + )N (o) +0?) = (0 nal) + (0P N o).

Dieser ist in > enthalten und eine Seite sowohl von oy als auch von os.
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Damit ist Y ein Féacher in N.

Seien nun 0 € X0 =1,2, und ¢ = 6 + ¢@. Dann ist & = ¢ + 5@ und
damit S, = S,1) + S, . Nun ist

Usn ={u:C[S,] = C : wist Algebrahomomorphismus}

und ein Homomorphismus u € U, y ist durch die Werte, die er auf einem endlichen
Erzeugendensystem von S, iiber Z>, annimmt, eindeutig festgelegt. Ein solches
Erzeugendensystem erhélt man durch die Vereinigung von endlichen Erzeugen-
densystemen der S, deren Elemente aus N; aufgefalt werden als Elemente in
der Summe N. Damit definiert ein solches u eindeutig Algebrahomomorphismen
u; : C[S,w»] — C, i = 1,2. Dies sind Elemente in U, y;,-

Andersherum legen zwei Homomorphismen u; € U, y, auf die gleiche Weise
genau ein u € U, y fest. Also ergibt sich

Uo,N = Ug(n’]\,1 X Ug(z)’NQ.

Das zeigt, dafi sich die affine Toruseinbettung zu einem Kegel in 3> als Produkt der
affinen Toruseinbettungen zu den beiden Summanden ergibt. Diese werden nun
mittels der Seitenrelationen verklebt. Da jede Seite eines Kegels in ¥ die Summe
zweier Kegel ist, die Seiten der beiden Summanden sind, ist die Verklebung mit
dem Produkt vertraglich. Dadurch ergibt sich, dafl die durch ¥ definierte torische
Varietit das Produkt der beiden einzelnen Varietéten ist. O

Beweis zu Lemma[2.28 Die Ficher der auftretenden torischen Varietéiten V(J7)
und V(J;) konnen nach Lemma [1.3| bestimmt werden. Nach obigem Lemma muf
also gezeigt werden, daf§ der definierende Féacher von V(J) die Summe iiber

j=0,...,s der Ficher der V(J;) ist.

Sei 0 = 07 ein Kegel in $(A,), also

S
0= E RZOeJ(j)a
Jj=1

und 7 sei ein Kegel, der o als Seite enthélt. Dann ist 7 = o7 fiir eine echt aufstei-
gende Kette Z = (I, ... 1) echter, nichtleerer Teilmengen von {1,...,r +1}
mit s < p. Da o < 7 gilt, gibt es fiir jedes 1 < 7 < sein 1 <i < p mit JU) = 1O
und es ist
T=0+ Z R>oer,
Ie\g

wobei die Schreibweise I € Z \ J symbolisch dafiir stehe, da§ die Menge I in
der Kette Z vorkomme, nicht aber in der Kette 7. Nun sei wie in Lemma (1.3
N(o) = N/Z(c N N) und N(o)g = Ng/Ro. Das Bild von 7 in N (o) ist dann

7= (Ro + Z Rs>oer)/Ro = Z Rxoer,

Ie\J IeT\J
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dabei sei &7 das Bild von e; in N (o). Der Ficher

S(A) (o) ={7:7€N(A,),0 < T}

in N (o) definiert dann die torische Varietit V (o.7). Ersetzt man in diesen Berech-

nungen J durch J;, j =0, ..., s, erhélt man die Facher S(A) (o ;) der torischen
Varietdten V(0z,). Zu zeigen ist also

und

.....

.....

77777

€1, k13 €{1, ki 2} - - E{1, kg1 —1)s

also genau denjenigen ey . ;, deren Indexmenge nicht in J; auftritt. Die direkte
Summe dieser Gitter wird dann von

6{1}7 ey e{l ..... kl—l}J 6{1 ,,,,, k1+1}7
s O, k=13 C{L k1Y - {1 ki — 1)
? 6{1 7777 k5_1}7 6{1 ----- k5+1}’ ) 6{1 7777 T‘}

erzeugt und ist damit das Gitter N (o).

Betrachtet man nun die Bilder eines Vektors e; mit JU) ¢ I ¢ JU™ fiir ein
j €10,...,5} in N(oy) und N(oyz,), so sind diese beiden Bilder unter den
vorgenommenen Identifizierungen gleich. Dies ist der Fall, da fiir ein beliebiges

D£JC{l,....,r+1}

mit
1 fallsteJ ,t4+1€J°
N=< —1 fallste Jt+1eJ

0 sonst
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gilt und damit fiir ein JO = {1,... k;} G T & {1,... ki 1} = JU+D

kjt1

€ = Z )\t€{1 ,,,,, t}

gilt. Denn fiireint < k; —1gilt t,t+1 € {1,...,k;} C [ undfiireint > k;j, +1
istt,t+1 € {1,...,kj41}° C I¢ in beiden Fillen ist also das zugehorige A, gleich
0. Fiir die auftretenden Vektoren ist nun aber jeweils das Bild unter den beiden
genannten Quotientenabbildungen dasselbe, eg K,y und eqy x;,,) werden auf 0
abgebildet und das Bild eines anderen auftretenden Vektors ist jeweils der Vektor
selbst. D.h. beide Bilder ergeben sich zu

.....

kjr1—-1

Sei nun 7 ein Kegel in 2(A,)(07), d.h. 7 = o7 mit einer Kette Z = (IO, ... 1W),
in der jede Menge JU), j = 1,...,s, vorkommt. Dann findet sich fiir jedes I €
Z\ J genau ein 0 < j < s mit

J(J) :{1,,]€]} glg J(J+1) :{177k]+1}7

und damit ergibt sich

S

T = Z Rzoé]:Z Z Rzoé[ ::Zi—j'
j=0

IeT\T j=0 IeT\T
\ JDgrgsG+1)

Jeder Kegel 7; mit j =0, ..., s ist ein Kegel in E(Ar)(ajj). Sei dazu Z; die Kette,
die aus J; durch Hinzufiigen aller Mengen I entsteht, die in der Kette Z auftreten
und JW ¢ I ¢ JU erfiillen. Es werden also alle Mengen aus Z hinzugenommen,
die noch nicht in J; auftauchen. Dann legt Z; einen Kegel o7, € X(A,) fest, der

oz, als Seite enthilt. Also ist o7, ein Kegel in S(A,) (o 7,) und es gilt

07, = g er,

1€T;\J;

wobei é; das Bild von e; in N (o 7,) bezeichne. Nach Konstruktion sind die beiden
Summationsbedingungen I € Z; \ J; und I € T\ J, JY ¢ I ¢ JU+D Hquiva-
lent. Oben wurde gezeigt, dafl die Bilder von e; unter den beiden betrachteten
Quotientenabbildungen gleich sind, also gilt
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und damit ist

il
I
<
Il
(e
N

ein Kegel in (B7_, i(Ar)(ajj).

Ist nun andererseits fiir j = 0,...,s 7; ein Kegel in E(AT)(O‘JJ.) und 7= Y0707,

so ist dies ein Kegel in (A, )(0 7). Fiir jeden Kegel 7; gibt es namlich eine Kette
Z; mit 7; = o7, in der alle Mengen aus J; auftreten, da 7; den Kegel o7, als Seite
enthélt. Aus den Ketten Z; kann man wie folgt eine Kette Z konstruieren. Man
fiige in die Kette J sukzessive fiir j =0, ..., s alle Mengen aus der Kette Z; ein,
die zwischen JU) und JUY liegen. Dies ist moglich, da Z; die Mengen der Kette
J; enthilt und in dieser Kette JU) und JUtY auftreten. Die entstandene Kette
7 enthélt nach Konstruktion alle Mengen der Kette J und definiert damit einen

Kegel o7, der 7 als Seite enthilt. Also liegt 57 in (A, )(0 7). Diese Konstruktion
ist invers zu der aus dem letzten Absatz, und somit gilt

7_':0'1

Also ist jeder Kegel 7 € @_, i(Ar)(ajj) cin Kegel in (A, )(07) und zusammen
mit dem vorhergehenden Absatz gilt

D Eanes) = S(An)(e).

|

Mit Hilfe dieses Lemmas kann nun folgende Charakterisierung der torischen Va-
rietéit V(o7) fiir einen s-dimensionalen Kegel o7 im Facher 3(A,) der MPCP-
Desingularisierung P, gegeben werden.

Satz 2.30 Sei 0 < s < r und oy € B(A,) mit J = (JO,...,JO), JO .= g,
JED =11 r+ 1} und kj == #JY fir j=0,...,5+ 1. Dann gilt

mit Ty = RKjy1 — k?j — 1.
Bemerkung 2.31

(i) Fiir r = 0 sei dabei ﬁAO die Varietét, die aus genau einem Punkt besteht.

(ii) Es gilt #(JU+Y\ JU)) = r; 4+ 1 und damit gibt r; die maximale Linge einer
echt aufsteigenden Kette von Mengen, die echt zwischen JU) und JU+Y
liegen, an.
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Beweis. Zunéchst einmal ist fiir s = 0 die Kette J leer und der Satz besagt, dafl

Py = V({0 = [ B, = s

=

[e=]

ist,darg=hk1 —ky—1=(r+1)—0—1=rist.

Der zweite Spezialfall ergibt sich fiir s = r; hier ist fiir jedes j = 0,...,s r; =
kjz1—kj—1=(kj+1)—k; —1 =0, und damit besagt der Satz nichts weiter, als
daB sich der Ty-Fixpunkt V(o) als ein Produkt von einpunktigen Varietéten
darstellen 1a8t. In diesen beiden Féllen ist der Satz also richtig. Deshalb sei im
folgenden 1 < s <r —1.

Dariiberhinaus sei 0.B.d.A. JW) = {1,... k;} fiir alle j = 0,...,s + 1; durch
Permutation der Menge {1,...,r + 1} ist diese Situation stets erreichbar, und
die Abschliisse der zugehorigen Orbits in ﬁAT sind isomorph. Im folgenden wird
das r-dimensionale Gitter N genauer mit N, bezeichnet. Nun liefert Lemma [2.28]
daf

Vieg) = HV(UJj)

ist, wobei wieder J; fiir j = 0...,s die Kette sei, die aus der vollstdndigen
Kette durch Herausnehmen aller Mengen, die echt zwischen JU) und JU*1) liegen,
entsteht. Damit geniigt es zu zeigen, dafl der Satz fiir die Ketten J; gilt. Denn

damit wiirde
kj

V(O’jj) = Hﬁﬁo X ﬁArj X H ﬁAo = ‘ﬁAr]-
i=0 i=kjy1
und . .
Vies) = V(es) =[] Pa,
J=0 j=0
gelten.

Sei nun also J eine Kette mit der Eigenschaft, dal genau ein 0 < ¢ < s existiert
mit r; # 0. Da in diesem Fall k; = j fiir alle 0 < 57 <4 und k; = j + ; fiir alle
1+ 1<j <s+1 gelten muf}, heifit das, dafi J die folgende Form hat:

{1}9{172}9"'g{lv""i_l}
C{L . i el i+ 1+ G {L, i+ 24 1)
G- CA{l...r =1} G {L,...,1}

Oder anders gesagt, die endliche Folge (kq, ..., ksy1) sieht wie folgt aus

0,1,...;i =L, +i+1,ri+0+2,...,mr+1).



52 KAPITEL 2. MPCP-DESINGULARISIERUNG

Da diese Folge aus genau s+ 2 Gliedern besteht, mufl r; = r — s sein. Das bedeu-
tet, dafl zumindest die Dimensionen der beiden betrachteten torischen Varietéten
V(o) und Pa, (die nulldimensionalen Varietidten Pa, werden im weiteren ver-
nachléssigt) iibereinstimmen, da die Dimension von V(o 7) die Kodimension des
definierenden Kegels, also r — s ist.

Zu zeigen ist nun, daf der Ficher (A,)(o7) in N,(05) der Varietit V(aji mit
ist

dem Féacher E(AT_S) in N,_, iibereinstimmt. Aus dem Beweis zu Lemma
bekannt, dafl die Vektoren

.....

echte Teilmenge von {1, ..., (r—s)+1} aufgefaBBt wird. Durch folgende Zuordnung
wird ein Isomorphismus ¢ der beiden Gitter festgelegt:

szNr(UJ) — N

L, ity 7 {1,

fir t = 1,...,r;, wobei r; = r — s gilt. Unter dieser Abbildung wird das Bild
ér in Ny(o7) von ey € N mit {1,...,i} ¢ T G {1,...,r; +i+ 1} auf p(e;) =
ez(1) abgebildet, wobei ¢(I) := {t —i:t € I\ {1,...,i}} eine echte, nichtleere
Teilmenge von {1,...,(r — s) + 1} ist. Dies ist der Fall, da aus dem Beweis von
Lemma hervorgeht, dafl mit

1 fallstel,t+1e€l¢

A=< —1 fallstelct+1el
0 sonst
fiir das Bild e; gilt
i+,
er = Z Ateqi,...ty
t=i+1
Damit ist
1+r; ri
p(er) = Z At€q1,..t—i) = Z)\te{1 ..... ) = €a(1)
t=it+1 t=1

Die Abbildung ¢ ist eine Bijektion zwischen der Menge {I : {1,...,i} ¢ I &
{1,...,(r —s)+ 7+ 1}} und der Menge der echten, nichtleeren Teilmengen von
{1,...,(r—s)+1}, insbesondere gilt p({1,...,i+t}) ={1,...,t}. Andersherum
ist @~1(J) fiir eine echte, nichtleere Teilmenge J von {1, ..., (r —s) + 1} folgende
Menge

{1,...;i}u{t+i:te J},
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die echt zwischen {1,...,i¢} und {1,...,(r —s) + i+ 1} liegt.

Sei nun zunéichst o7 ein Kegel in 3(A,), der o7 als Seite enthélt. Dann ist Z eine
echt aufsteigende Kette echter, nichtleerer Teilmengen von {1,...,r + 1}, in der
jede Menge aus J vorkommt. Aufgrund der speziellen Form von J liegen alle
Mengen I € 7\ J echt zwischen {1,...,i} und {1,...,(r —s) + ¢+ 1}. Nun gilt

fiir den Kegel a7 im Ficher $(A,) (o)

p(o1) = D Rugp(er) = D Rupeqn.

Ie\J IeE\T

Letzteres ist ein Kegel in $(A,_,), nimlich der Kegel 05(1), wobei die Kette ¢(7)
aus den Mengen @([) fir alle Mengen I € 7\ J besteht.

Ist andererseits o7 ein Kegel in E(AT,S), also Z eine Kette von Teilmengen von
{1,....(r—s)+1}, soist o~*(o7) ein Kegel in (A, ) (o), nimlich das Bild des
Kegels in i(AT), der von der Kette, die aus J durch Hinzufiigen der Mengen
@ Y1) fiir jede Menge I der Kette Z, definiert wird. Also sind die Fécher unter
dem Isomorphismus ¢ gleich und dementsprechend auch die dadurch definierten
torischen Varietiten. |

Um nun zu beschreiben, was bei der MPCP-Desingularisierung id., : ]SAT — Pa,
geschieht, sollen die Urbilder der Orbits orbo in Pa, unter dieser Abbildung
bestimmt werden.

Lemma 2.32 Es sei 0,5,, 0 # 1 C Jo G {1,...,7 + 1}, ein s-dimensionaler
Kegel in X(A,), 2 < s <r. Dann gilt

id;(orb oy, ) = (C)*1 1 x Py, x (C)#72 C Py,

Der durch die Kette (Jy,Js) definierte Kegel oy, 1) (5. Lemma in $(A,)

st zweidimensional und es gilt sogar

id;l(orb ona,) C V(0.

Beweis. Da beide Facher (A, ) und i(ér) im selben Gitter N, liegen, gibt es

nach Lemma fiir jeden Kegel 07 € X(A,) genau einen Kegel 07,1, € X(A,)
minimaler Dimension mit der Eigenschaft o7 C oy,;, und fiir diesen gilt

idi(orbo7) = orb oy, y,.

Da die Orbits disjunkt sind, ergibt sich id,'(orb o, 5,) als die Vereinigung aller
Orbits in Pa, zu Kegeln in X(A,), die in 04,4, aber in keiner echten Seite von
0,7, enthalten sind.
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Sei also 0,7, 0 # J1 C Jo & {1,...,7+ 1}, ein s-dimensionaler Kegel in X(A,),
2<s<r,dannist s = #Jo — #J; +1 > 2 und damit J; & Jo. Dabei kann
0.B.d.A. angenommen werden, dafl J; = {1,...,k} und Jo = {1,... ky} mit
ki == #J;, 1 = 1,2, ist, die anderen Félle ergeben sich durch Permutation. Dann
gilt nach Lemma

onn={ne€Ny)r:ni <n;<njfiralleie J,je€Js5,1<t<r+1}
Fiir jeden Kegel 07 € i(AT), J = (J(l)7 o J(M))’ gilt nach Lemma mit
JO =@ und JEH) = {1, r+1}
o7 ={ne€ (N gy =ny <nyy =ny <o <my,, =g it € JON g3
Dementsprechend gilt o7 C 0, 7, genau dann, wenn J; € J® und J§ € (JW)e =

JW+D\ J# gilt. Nun ist nach Lemma ein Kegel 07,7, € ¥(A,) genau dann
Seite von oy, 5,, wenn J; C I; und J§ C I§ gilt; fiir diesen gilt dann

onn={n€ (N)r:n; <n;<njfirallei e I,je€l5 1 <t<r+1}

Dies ist eine Obermenge von o, falls J, ¢ I, ¢ J® und J§ c I§ c (JW)e
gilt. Also ist 07 genau dann in oy, s, aber in keiner echten Seite enthalten, wenn
JM = J; und JW = J, gilt.

Fiir den Spezialfall s = r ist die Teilmenge von i(AT), die diese Bedingungen

erfiillt, genau die Menge der Kegel, die 7 := o7 € X(A,) mit Z = (Jy, J2) als
Seite enthalten. Also ist in diesem Fall

707

Nach Satz ist aber V(1) = ﬁAPQ, da mit den dortigen Bezeichnungen

ro=#{1} —#0—-1=0
r=#{1,...r}—#{1} —1=r—-2
ro=#{1,...,r+1} —#{1,....,r} —=1=0

gilt. Zusammen ergibt sich demnach

id*_l(orb Ui,j) = ﬁAT72.

Fiir den allgemeinen Fall gilt zwar, da8 jeder Kegel o7 mit J = J; und J® = J,
den Kegel o, s,) als Seite enthélt. Aber fiir einen Kegel o7 > o, 5, gilt nur,
daB es 1 < j; < jo < p gibt mit JU = J; und JU2) = J,. Betrachtet man nun
den Fécher X(o(j,.s,)) in N(oy,,) der torischen Varietit V(o (s, 5,)), so ist

S={o5:075¢€ i(Ar)a,U =dimog, JO — Jh, Jw — Jo}
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eine Teilmenge dieses Fachers. Um den Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen,
daB

s = {{ofy e X(A0) @ {0}
C E(Apo1) @ S(A2) & B(A_p,)
= X(001.0)
gilt. Dabei liegen die beiden Féacher {{0}} in den Gittern N,, = Ni,_1 bzw.

N,, = N,_i, und der mittlere in N,;, = Ns;_5. Denn dann ist mit Hilfe von
Lemma [2.29
id;'(orb oy, 1) = H orb oz
c7€S
= P

{0} o2 (As—2)0{{0}}
= TNk-l—1 X PAS—Q X TNr—k-2

_ (C*)#Jl—l « JBAS_Q % (C*)r—#JQ

- V<0-(J1,J2)) - ﬁA'r"
Nun ist aus dem Beweis zu Lemma bekannt, daf sich fiir einen Kegel o, >
o(,0) in X(A,) das Bild in N, (o, 5))r als

2

5'j = E g REOéJ
7=0 JeI\(J1,J2)
Ji%d%Tj41

ergibt, wobei Jy := ) und J3 = {1,...,7 + 1} gelte und &, das Bild von e; in
Ny(0(s,,05)) sei. Nun ist aber fiir ein 67 € S die innere Summe fiir j = 0 und
j =2 leer, da fiir jede Menge JU) in J

J = JO = g gl = Jo
gilt. Fiir ein solches 77 gilt also
pn—1
o7 ={0}+ > Reoes+ {0} = {0} + ) Rueeye + {0}
j=2

JET\(J1,J2)
J1&J&J2

Mit der Abbildung ¢ aus dem Beweis zu Satz erhélt man dariiberhinaus
07 ={0} + 05 +{0},

dabei ist $(J) die Kette, die aus den Mengen @(JU)) fiir j = 2,..., u—1 besteht.
Die Menge @(.JU)) ergibt sich hier zu

{t—ky:teJIN\NJ =J9\{1,... k}}.
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Da in dem Beweis zu Satz gezeigt wurde, dafl die Abbildung ¢ eine 1:1-
Abbildung der Mengen {J : J;1 & J & Jotund {J: 0 # J G {1,... ko — k1 }}

ist, gilt also _
und mit ky — k1 — 1 =#Jy — #J; — 1 = s — 2 folgt die Behauptung. O
Bemerkung 2.33 Da jeder eindimensionale Kegel o; € S(A,) auch in S(A,)

liegt und damit der einzige Kegel aus i(AT) ist, der in p; aber nicht in der
einzigen echten Seite {0} liegt, gilt

id;*(orb 0;) = orb oy .
S~—— S~——
CPa, C]BAT

Eine analoge Aussage gilt auch fiir die zweidimensionalen Kegel, denn mit 3(A,)(2)
C X(A)(2) via 04,5, = 0(gy,0) flir #Jo — #J1 + 1 =2 folgt

id;1<OI'b 0J1J2) = orb O(Jy,Jz) -
——— —_———

CPAT

C]SA,.
Das obige Lemma besagt in diesem Fall
id; M (ortboy,,) = (C)#71x Py, x (CF)—#2
_ (C*>T—(#Jz—#J1+1)

— (C*>r72

orb oy, 1)
Beispiel 2.34

dim Pa, = 1 In diesem Fall ist Pr, = P! = ﬁAI und die beiden betrachteten
Aufblasungen sind die Identitét.

dim Pa, = 2 Nach Satz ist ﬁAz der in drei Punkten aufgeblasene P2. Auf3er-
dem gilt hier $(Ay) = %(A,), da jeder zweidimensionale Kegel O(J1,J5) i
%(Ay) bereits in B(A,)(2) liegt, denn fiir die Kette (Jy, o) gilt 0 # J; &
Jo & {1,2,3} und damit #Jo — #J; +1=2—1+41= 2. Also stimmen die
Mengen der zweidimensionalen Kegel iiberein, fiir die null- und eindimen-
sionalen ist dies stets der Fall. Damit gilt Pa, = PA2 = P2 und id, ist die
Identitét.

dim Pa, = 3 Dies ist der erste interessante Fall. Die Varietét ﬁAg entsteht aus P?
durch Aufblasen der vier Koordinatenpunkte und der eigentlichen Urbilder
der sechs Koordinatenachsen. Betrachtet man einen T y-Fixpunkt orb o; ;,
1 <i#j <4, in Pa,, so liegt dieser im Abschlul von genau vier eindimen-
sionalen Orbits und vier zweidimensionalen, da o; ; genau vier zweidimen-
sionale und vier eindimensionale Seiten hat (am Beispiel i = 1, j = 4):
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01,4

Abbildung 2.1: Verfeinerung des Kegels 0 4 € £(Aj3)

Dieser Kegel wird bei der MPCP-Desingularisierung in die Kegel o4 und
07, mit Jy = ({1}7 {17 2}7 {17 2, 3}) und Jp = ({1}7 {17 3}7 {17 2, 3}) aufge_
teilt. Der zweidimensionale Kegel o({1},(1,2,33) wird neu hinzugefiigt. Damit

ergibt sich, daf die Abbildung lokal um orb o; ; wie in Abbildung aus-
sieht.

V(9{1,2,3}) V(Q{1,2,3})

V(Q{1})

Abbildung 2.2: MPCP-Desingularisierung lokal um V(o1 4) C Pa,

Dabei entspricht der linke Punkt dem abgeschlossenen Orbit V(o7 ), der
mittlere V(07,) und der rechte dem abgeschlossenen Orbit V(o 4). Uber
einem Punkt V (0, ;) wird also ein P! in Form von V (o((13,112,3})) eingefiigt.

dim Px, =4 In diesem Fall entspricht ﬁm dem sukzessive in den Koordinaten-
punkten, -geraden und -ebenen aufgeblasenen P*. Fiir einen Kegel o; ;,
1 <i#j <5, gilt 055 = Roofpiysye fiir eine dreidimensionale Seite des
Polytopes Aj. Dabei war fyye = {es: {i} € J C {j}} “" dies ist ein
Wiirfel. Die Triangulierung 7, die die MPCP-Desingularisierung id, defi-
niert, zerlegt diesen und damit den Kegel wie in Bild firi=1,7=05
dargestellt in Simplizes. Damit ergibt sich, daf§ der Blow-Up id, lokal um
V(01,5) wie in der Abbildung [2.4] abgebildet aussieht.

Dabei entspricht im linken Teil das Sechseck dem abgeschlossenen Orbit
V(O’({l},{17273,4})) = Ph,. Die sechs P! x P! entsprechen den abgeschlossenen
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Orbits
V(o 01,2.4n)
V(o(12),41,23.4) V(o1,4,01,234})
V(o 1,23p) V(o i1,34p)
V(oq1,8).41,2,3,4)))

Da sich die abgeschlossenen Orbits zu zwei Kegeln genau dann schneiden,
wenn es einen Kegel gibt, der beide als Seite enthélt, schneiden sich zwei
P! x P! genau dann, wenn sie zu Kanten eines Tetraeders der Triangulierung
gehoren. Die Ecken des Sechsecks gehoren zu den sechs Tetraedern und auf
der rechten Seite ist der Schnittpunkt der abgeschlossene Orbit V(o 5).

€{1,2,3,4} €{1,2,3} €{1,2,3,4} €{1,2,3}
/ll\\\ |
1O e
AN
6{1a374} /' | \ 6{17374} |
| \ N |
!
/ ‘o Nepay 5 | E124) €{1,2}
VN - - - V2 B
A \ /
v AN /
e I/ e e / e
{1,4} {1} {1,4} {1}

Abbildung 2.3: Triangulierung von f;5 < A}

Abbildung 2.4: MPCP-Desingularisierung lokal um V(o 5)



Kapitel 3

Calabi-Yau-Hyperflichen

In diesem Kapitel sollen Hyperfldchen in den torischen Varietdten Pa, und ﬁAT
untersucht werden, die zusétzlich Calabi-Yau-Varietdten sind. Ziel ist es, in Ab-
schnitt moglichst viele Hodgezahlen einer solchen Hyperfliche zu bestimmen.
Zunéchst soll aber im folgenden Abschnitt bestimmt werden, wann eine Hyper-
fliche eine Calabi-Yau-Varietét ist, die Darstellung folgt dabei dem Artikel von
V. Batyrev [Bal. Im darauffolgenden Abschnitt werden die benotigten Grundla-
gen der Kohomologietheorie in der torischen Geometrie zusammengestellt, diese
stammen im wesentlichen aus dem Buch von T. Oda [Odal.

3.1 Calabi-Yau-Hyperflichen in torischen Varie-
taten

In diesem Abschnitt soll eine Familie F(A) von Hyperflichen in einer torischen
Varietidt P, die von einem r-dimensionalen Gitter-Polytop A definiert ist, be-
trachtet werden. Es soll bestimmt werden, unter welchen Umsténden diese Fami-
lie aus Calabi-Yau-Hyperflichen besteht. Um die Familie zu definieren, benttigt
man folgende Begriffe.

Definition 3.1 Es sei X ein Facher in einem Gitter V.

(i) Ein Laurent-Polynom iiber dem dualen Gitter M ist eine endliche Linear-
kombination der Form

f= Z Cm€ (m)v
mit komplexen Koeffizienten c,,.

29
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(ii) Das Newton-Polytop A(f) eines Laurent-Polynoms f iiber M ist die kon-
vexe Hiille der Elemente m € M mit ¢,, # 0 in Mg, also

A(f)y={meM :cpn £0} .

(ili) Zu einem Gitter-Polytop A sei

L(A) :={f : f ist Laurentpolynom iiber M, A(f) C A}.

(iv) Ein Laurent-Polynom f # 0 iber M definiert die Hyperfliche

ZW={teTy: f(t) =Y cne(m)(t) =0},

meM

(v) Der Abschluf§ der von einem Laurent-Polynom f # 0 definierten Hyper-

flache ZJ{CO} in der torischen Varietéit Py wird mit Z bezeichnet und ist eine
Hyperfliche in Ps.

(vi) Ist die betrachtete torische Varietdt durch ein Polytop A in M gegeben,
wird die durch f # 0 definierte Hyperfliche auch mit

78 =279 = 71" c Ty
bezeichnet und Z; sei der Abschlufl in Pa.

Bemerkung 3.2

(i) Die Orbitzerlegung von Py induziert eine Zerlegung der Hyperflache Zy, es
gilt mit Z¢ := Z; Norb o fiir einen Kegel o € X

z; =117,
cEX

dabei gilt orb {0} = Ty und damit erhélt man die Hyperfliche im Torus
als
ZyNorb {0} = Z; N Ty = 21

zuriick. Analog sei fiir eine nichtleere Seite F' eines Gitter-Polytopes A
o(F
Zf = Zf( ) = ZsNorbo(F)
und damit

zZy= 11 %}

0AF<A
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(i) Wahlt man eine Z-Basis {m™, ..., m™} von M, so legt diese mittels X; =
e (m(i)) Koordinaten X := (Xj, ..., X,) des Torus Ty fest. Beziiglich dieser
ergibt sich fiir ein m = >"7_ Am@ € M

e(m)=e <Z )\im(i)) = HX? = X",
i=1 i=1
Damit ergibt sich fiir ein Laurent-Polynom f

f= Z cme (m) = Z CmnX™

meM meM

und f liegt ganau dann in L(A), wenn

f= Z cm XM

meANM

gilt.

Es sollen Hyperflichen Z; betrachtet werden, die in allgemeiner Lage sind, ge-
nauer gesagt, soll Zy Y-regulér sein:

Definition 3.3

(i) Eine Hyperfliche Z in einer torischen Varietdt P ist X-reguldr, falls fiir
jeden s-dimensionalen Kegel o € 3, 1 < s < r, der Schnitt von Z mit dem
Orbit orbo = (C*)"~* eine glatte Hyperflache oder leer ist. Insbesondere
ist der Schnitt mit jedem nulldimensionalen Orbit leer, d.h. die Fixpunkte
der Torus-Operation liegen nicht in Z.

(ii) Entsprechend ist eine Hyperfliche Z in Pn = Pgay A-reguldr, falls sie
Y (A)-regulér ist.

111 le Familie aller A-regularen Hypertlachen C PAmit f € WII
iii) Die Familie aller A 1 H flachen Z; C P, i L(A) wird
mit F(A) bezeichnet.

In Abschnitt wurde gezeigt, dafl kleine analytische Umgebungen eines Punk-
tes auf einem s-dimensionalen Orbit orb ¢ isomorph zu Produkten von s-di-
mensionalen offenen Kugeln mit offenen analytischen Umgebungen des Punktes
uy € Uy n(o) sind, wobei N (o) das kleinste Untergitter von N ist, welches N No
enthélt und u, der einzige Fixpunkt in der (r — s)-dimensionalen, affinen, tori-
schen Varietat Us (o) ist.
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Damit und aufgrund der Y-Regularitat erhélt man folgenden

Satz 3.4

(i)

(ii)

Es sei Z eine X-requldre Hyperfliche in einer torischen Varietit Ps und o
ein (r — s)-dimensionaler Kegel in ¥, 1 <r—s <r—1, mit Z° # (). Dann
ist Z° (s — 1)-dimensional und kleine analytische Umgebungen in Z eines
Punktes von Z° sind isomorph zu dem Produkt einer (s—1)-dimensionalen,
offenen Kugel und einer kleinen analytischen Umgebung des Punktes u, auf
der (r — s)-dimensionalen, affinen, torischen Varietit Uy n(q).-

Ist Z € F(A) und F eine s-dimensionale Seite des Gitter-Polytopes A,
1 <s<r—1, mitZ" £ 0, soist Z' (s — 1)-dimensional und kleine
analytische Umgebungen in Z eines Punktes von ZF sind isomorph zu dem
Produkt einer (s—1)-dimensionalen, offenen Kugel und einer kleinen analy-
tischen Umgebung des Punktes uq(py auf der (r —s)-dimensionalen, affinen,
torischen Varietdt Uspy N(o(F)) -

Beweis. [Bal, Theorem 3.1.5. und Korollar 3.1.6.] O

Bemerkung 3.5 Das bedeutet insbesondere, dafl eine ¥-reguldre Hyperfldche Z
nur die Singularitdten von Ps ,erbt“, aber keine neuen Singularitéten entstehen,

d.h.

Sing(Z) C Sing(Fx).

Nach Bemerkung 3.1.2. in [Ba] schneidet eine ¥-reguldre Hyperfliche Z; jeden
Orbit positiver Dimension und es gilt

Korollar 3.6 Es sei Z; eine X-requldre Hyperfliche in der torischen Varietit
Ps, dann gilt

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Die offene Teilmenge Zy N Psyy enthdlt keine Singularititen von Zy.

Wenn Ps, hichstens terminale Singularititen hat, enthdlt Zy N Py keine
Singularititen.

Hat Ps. hiochstens Q-faktorielle, terminale Gorenstein-Singularititen, so
enthdlt Z; N Psp keine Singularitdten.

Die Hyperfliche Z; = Z; N Pye—y ist genau dann glatt, wenn Psi—1 glatt
15t.

Beweis. [Bal, Korollar 3.1.7.] O

Nun soll bestimmt werden, wann die Familie F(A) in der von einem Gitter-
Polytop A definierten, torischen Varietdt P aus Calabi-Yau-Varietéten besteht.
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Dazu zunéchst die folgende

Definition 3.7 Eine normale, irreduzible und projektive algebraische Varietit X
iiber C, die hochstens kanonische Gorenstein-Singularitdten besitzt, heiit Calabi-
Yau-Varietdt, falls das kanonische Biindel trivial ist, d.h. wxy = Ox, und

H(X,0x) =0

fir 1 <i:<dimX — 1 gilt.

Nun gilt folgender

Satz 3.8 Sei A ein r-dimensionales Gitter-Polytop in Mg, Pa die dadurch de-
finierte r-dimensionale, projektive, torische Varietdt mit amplem Geradenbiindel
Op,(Dpa) und F(A) = {Zy : A(f) = A, Zy ist A-requldr}. Dann sind dquiva-

lent:

(i) Die Familie F(A) besteht aus Calabi- Yau-Varietiten, die hochstens kano-
nische Singularititen besitzen.

(ii) Das Geradenbiindel Op, (Dya) ist antikanonisch, d.h. Pa ist eine torische
Fano-Varietit mit hochstens Gorenstein-Singularititen.

(iii) A enthdlt genau einen Gitterpunkt m®) im Inneren und (A —m©, M) ist
ein reflexives Paar.

Beweis. [Bal, Theorem 4.1.9.] O

Bemerkung 3.9 Der entscheidende Punkt dieses Satzes ist, daf§ die Familie
F(A) aus Hyperflachen also Divisoren besteht, die im antikanonischen Linearsy-

stem liegen. Dies ist der Fall, da fiir eine ganzzahlige Tragerfunktion h auf einem
Fécher ¥ nach |[Odal, Lemma 2.3.] {e (m):m € M NA(X,h)} eine C-Basis von

H(Pg, Op, (D))

ist. Fiir die antikanonische Trigerfunktion ak = h* ist hier A(X(A), ak) = A und
damit kann man ein Laurentpolynom f € L(A) als Element in H(Ps, Op. (Dy))
auffassen und als solches legt f, da D, ein antikanonischer Divisor ist, einen
Divisor im antikanonischen Linearsystem fest.

Zusétzlich zu der Familie von Hyperflichen F(A) in einer torischen Varietét
P sollen auch die zugehorigen Urbilder dieser Hyperflichen in einer MPCP-
Desingularisierung Pa der Varietdt Pa betrachtet werden. Dazu wird zunéchst
untersucht, ob sich Eigenschaften einer Hyperfliache in einer torischen Varietét Py
auf das eigentliche Urbild dieser Hyperfliche unter einer dquivarianten Abbildung
s 1 Py — Py libertragen.
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Seien also Y und 5. Fécher in N bzw. N, @ N — N ein Isomorphismus von
Gittern und ¢(X) eine lokal endliche Verfeinerung von 3, d.h. fiir jeden Kegel
5 e ist (o) in einem Kegel o € ¥ enthalten, fiir jedes o € 3 ist die Menge
{¢(@) : 5 € %, ¢(@) C o} endlich und o ergibt sich als die Vereinigung iiber
diese Menge. Dann induziert ¢ nach Lemma eine dquivariante, eigentliche,
birationale Abbildung ¢, : P — P5 und es gilt folgendes

Lemma 3.10 Sei f ein Laurentpolynom diber M und Zy C Py eine X-requlire
Hyperfliche. Dann ist (p.)*f = f o, ein Laurentpolynom iiber M und Z,, )« C
Ps ust X-regulir.

Beweis. Sei also f = ZmeM

Y : N — N induziert einen [somorphismus ¢* : M — M der dualen Gitter und
einen Isomorphismus ¢.|r_ : Ty — Ty. Damit gilt

() f = fop, = Z cme (m) o @, = Z cme (p™m) = Z Clory-1me (M)

meM meM el

¢me (m) ein Laurentpolynom iiber M. Die Abbildung

und (p.)*f ist ein Laurentpolynom iiber M.

{0}
. (p)*f
im Torus Ty fest. Diese ist nach Proposition 3.2.1. in [Ba] X-regulér. O

Dieses legt eine Hyperfliche Z,,)-y C P5 als Abschlufi der Hyperfliche Z

Beschrankt man sich auf den Fall, daB} Ps eine projektive torische Gorenstein-
Varietét ist, kann man noch folgende weitergehende Aussage treffen.

Lemma 3.11 Sei Ps eine projektive torische Gorenstein-Varietit, Z; sei eine
Y-requlire Hyperfliche und . : Py — Py sei eine MPCP-Desingularisierung
von Ps. Dann ist Z,, )y eine MPCP-Desingularisierung von Zy.

Beweis. [Bal, Proposition 3.2.2.] O

Sei nun A ein reflexives Gitter-Polytop, Pa die dadurch definierte torische Fano-
Varietdt und Z; € F(A). Mittels einer maximalen, projektiven Trinagulierung
T des dualen Polytopes A* wird eine MPCP-Desingularisierung id, : ﬁév — Pa
festgelegt. Da Z; A-regulér ist, ist Z = Zq,)y X(A)-reguldr und id, : Z — Zj
eine MPCP-Desingularisierung von Zy.

Definition 3.12 Die Abbildung id, : 7 — Z¢ heifit die von der mazimalen,
projektiven Triangulierung T definierte toroidale MPCP-Desingularisierung von
Zs.

Eine solche Desingularisierung existiert stets und die Kodimension des singuléren
Ortes ist mindestens 4. Dies gilt nach Korollar , da Pa hochstens Q-faktorielle
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terminale Gorenstein-Singularitiiten hat und Z %(A)-reguléir ist. Dariiberhinaus
hat auch Z hochstens Q-faktorielle terminale Gorenstein-Singularitidten. Da Z
zur Familie F gehort und A reflexiv ist, ist Z; eine Calabi-Yau-Hyperfliche.

Lemma 3.13 Es sei A ein reflexives Gitter-Polytop. Die toroidale MPCP-De-
singularisierung Z der Calabi-Yau-Hyperfliche Z; € F(A) ist eine Calabi- Yau-
Hyperfldche in Pa.

Beweis. [CK| Proposition 4.1.2.] O

3.2 Kohomologie torischer Varietéiten

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Aussagen im Zusammenhang mit der
Kohomologie torischer Varietéiten zur Verfiigung gestellt werden, die im weiteren
Verlauf bendétigt werden. Fiir dquivariante Geradenbiindel auf kompakten tori-
schen Varietéten lassen sich die Kohomologiegruppen relativ einfach bestimmen.
Sei hierzu fiir eine ganzzahlige Trigerfunktion A zu einem vollstdndigen Féacher
> im Gitter N und ein m € M

Z(h,m):={n € Ng : (m,n) > —h(n)}.
Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von Ng. Dariiberhinaus sei fiir ¢ > 0
HqZ(h,m)(NR, C)

die Kohomologiegruppe von Ny mit Triager Z(h, m) und Koeffizienten in C. Mit
diesen Bezeichnungen gilt

Satz 3.14 Es sei Ps, eine kompakte torische Varietit und h eine ganzzahlige
Tragerfunktion fir . Dann operiert fir alle ¢ > 0 der Torus Ty auf der
Kohomologiegruppe H(Ps, Op,(Dy,)). Fir jedes m € M kann der Figenraum
HY(Ps, Op,(Dp))m der Torusoperation beziiglich des Charakters e (m) mit

H%(h,m)(NR7 Ce (m)
wdentifiziert werden und es gilt

HY(Pg, Opy(Dn)) = @D H, ) (Na, C)e (m) .

meM

Beweis. [Odal, Theorem 2.6.] O
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Es gilt

Lemma 3.15 FEs sei h eine konkave ganzzahlige Trigerfunktion auf einem voll-
standigen Fdcher ¥ im Gitter N und m € M. Dann ist

Z(h,m)={n € Ng: (m,n) > —h(n)}
ein konvexer Kegel mit Spitze im Ursprunyg.

Beweis. Sei also h eine konkave ganzzahlige Tragerfunktion auf einem vollsténdi-
gen Féacher Y, dann ist —h eine konvexe ganzzahlige Tragerfunktion, d.h. fiir alle
n,n’ € Ng gilt

—h(n+n') < —h(n) — h(n').

Ist n € Z(h,m) und A > 0, so gilt
(m, An) = AX(m,n) > —Ah(n) = —h(An),

da —h als Tragerfunktion linear auf dem Strahl Rsgn ist. Sind n und n’ zwei
Elemente in Z(h,m), so gilt aufgrund der Konvexitat von —h

(m,n+n'")y = (m,n) + (m,n"y > —h(n) — h(n’) > —h(n+n'),

und damit ist n +n’ € Z(h,m), d.h. Z(h,m) ist ein konvexer Kegel mit Spitze
im Ursprung. O

Im n#chsten Abschnitt werden Aussagen iiber die singuldre Kohomologie des
Komplementes von Z(h,m) in Ng benétigt. Fiir den Fall, dafl Z(h, m) ein streng
konvexer Kegel von positiver Dimension ist, ist diese leicht zu berechnen. Hierbei
muf} der Kegel nicht rational oder polyhedral sein.

Lemma 3.16 Es sei C' ein streng konvexer Kegel in Ng mit dimC > 1, dann
15t
C, fallsq=0
q _ ’

H!(Ne \ C,C) { 0, fallsq>1.
Beweis. Es wird gezeigt werden, dafi Ng \ C' sternformig ist, d.h. es gibt einen
Punkt n € Ng\C, so dafl die Verbindungsstrecke mit jedem anderen Punkt in Ng\
C ganz in dieser Menge liegt. Fiir eine solche Menge gilt, dafl sie homotopie-édqui-
valent zu einem Punkt ist, damit sind die Kohomologiegruppen einer sternférmi-
gen Menge isomorph zu denen eines Punktes und diese sind nach [EH]

C, fallsg=0
(it ©) = { 0 fallsg > 1.
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Sei also C' ein streng konvexer Kegel in Ng mit dimC' > 1 und Ng(C) sei der
kleinste R-Untervektorraum von Ng, der C enthélt. Dieser hat dann nach Defini-
tion positive Dimension. Angenommen, Ng(C')\ C ist sternférmig beziiglich eines
Punktes n € Ng(C)\ C. Dann ist auch Ng\ C' sternformig beziiglich dieses Punk-
tes. Ist ndmlich n € Ng(C') \ C, so liegt die Verbindungsstrecke nach Vorrausset-
zung in Ng(C)\C, also auch in Ng\ C. Ist andererseits n € Ng\ Ng(C) C Ng\C,
so liegt die Verbindungsstrecke ohne den Punkt n ganz im Komplement von
Ng(C) und damit liegt, da n ¢ C' gilt, die gesamte Strecke im Komplement von
C.

Es bleibt also zu zeigen, dafl das Komplement eines streng konvexen Kegels C' in
Ng mit dim C' = dim Ny > 1 sternformig ist. Fiir C' gilt also

(i) neCund A > 0= An € C,
(ii) n,ne C=n+nedC,
(iii) C N (—=C) = {0} und
(iv) das Innere von C' ist nichtleer, da C' positive Dimension hat.

Sei also —n ein Punkt im Inneren von C', dann ist —n # 0, da die 0 im Rand von C'
liegt und damit ist n ¢ C. Es soll gezeigt werden, dafi N\ C' sternformig beziiglich
n ist. Sei dazu n € Ng \ C. Angenommen, es gibt einen Punkt (1 — A\)n + An auf
der Verbindungsstrecke, der in C' liegt. Dann wére 0 < A < 1 und aufgrund der
Konvexitét lage (1 — A) - (—n) in C. Damit wére aber auch

(I1=Mn+I)+1—=XN)-(—n)=n

ein Punkt in dem Kegel C' und wegen % > 0 folgte n € C. Dies ist ein Wider-
spruch und damit ist Ng \ C sternférmig beziiglich n und die Aussage iiber die
Kohomologiegruppen folgt aus obigen Uberlegungen. |

Fiir den Fall, dal Z(h,m) = {0} ist, d.h. Z(h,m) ist ein streng konvexer Kegel
mit Dimension 0, ist die singulére Kohomologie des Komplementes ebenfalls leicht
zu berechnen.

Lemma 3.17 Es set r = dim Ng, dann gilt

C, fallsq=0,r—1
HY(Ne \ {03,C) :{ 0 ﬁallsg#o r—1.

Beweis. Die Menge N \ {0} ist homotopie-dquivalent zur Sphére 5™~ und damit
gilt
C, fallsg=0,r—1

Hi(Ne \ {0}, C) = Hq<Sril’C> - { 0, fallsq#0,r—1.
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3.3 Der Hodgediamant einer allgemeinen Cala-
bi-Yau-Hyperflache in Px,

In diesem Abschnitt sollen nun, wie bereits erwéihnt, Hodgezahlen einer allgemei-
nen Hyperflache Z in der MPCP- Desingularisierung Pa, der vom Wurzelsystem
A, definierten torischen Varitetédt bestimmt werden. Im gesamten Abschnitt sei
dafiir Z die torische MPCP-Desingularisierung einer Hyperfliche Z; € F(A,),

die durch die in Abschnitt gewahlte MPCP-Desingularisierung Pa, induziert
wird. Da A, ein reflexives Polytop ist, sind die Hyperflichen der Familie F(A,)

nach Satz Calabi-Yau-Varietiten und damit ist nach Lemma auch Z
eine Calabi-Yau-Hyperfliche. Da Pa  eine glatte torische Varietdt und Z eine
Y (A, )-reguldre Hyperflache ist, ist Z sogar eine glatte Calabi-Yau-Hyperfliche.

Zur Vereinfachung der Notation wird im weiteren P := ﬁAT verwendet. Aulerdem
wird noch folgende Definition benétigt.

Definition 3.18 Fiir einen Kegel o € 3(A,) sei 7., die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten von ZnN V(o). Fiir ein 0 < p < r sei

Nun kann der wesentliche Satz dieses Kapitels formuliert werden; in diesem wird
ein Grofiteil der Hodgezahlen der allgemeinen Calabi-Yau-Hyperfliche Z in P,
bestimmt. Der Rest des Abschnittes ist dann dem Beweis dieser Aussage gewid-
met.

Satz 3.19 Fir die Hodgezahlen h*i := dim H'(Z, QJZ) von Z gilt
(Z) hOO hOr 1_hr 1,0 _ = h 1,r—1 =1
(ii) hd = hr=170r=150 =0, falls 1 <i+j<r—2undi+#j,
(iii) W = protire it = S (1) ()65 (w), falls 2 < 26 < v —2.

Ist r > 4, so qilt dartiberhinaus

(Z’l}) hr— 2,1 hlr 2 _ 2'

Bemerkung 3.20 Der Hodgediamant von Z C P sieht also z.B. fiir ungerades

r >4, mit 7= T;Ql, wie folgt aus.
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Dabei markieren die Fragezeichen diejenigen Hodgezahlen, deren Werte noch of-
fen sind.

Der Rest dieses Abschnittes befafit sich nun mit dem Beweis des obigen Satzes,
wobei die Beweisidee fiir die zweite und dritte Teilaussage einem Artikel von
J. Zintl [Zi] entstammt. Fiir den Beweis wird zunéchst folgende Aussage iiber das
Konormalenbiindel einer allgemeinen Calabi-Yau-Hyperflache benttigt.

Satz 3.21 Es sei /\/'5/15 das Konormalenbiindel von Z in P. Dann gilt fiir alle
kE>1 N

H(Z, 8N 5) =0
fir0<q<r-—2.

Beweis. Nach Bemerkungist Z ein Element im antikanonischen Linearsystem.
Weil das Tensorprodukt in der vorliegenden Situtation kommutativ ist, gilt

SN

Z/p —

05(=2)*" = Oz(~k2).

Um die Berechnung der Kohomologie dieses Geradenbiindels auf die einfachere
Bestimmung der Kohomologie von Geradenbiindeln auf der torischen Varietét
zuriickzufiithren, wird folgende kurze exakte Sequenz betrachtet:

OHOIB(—Z)%O];HOZHO
Twisted man diese Sequenz mit —kZ erhilt man
0— Op(—(k+1)Z) = Op(—kZ) — Oy(—kZ) — 0

und damit eine Sequenz von Biindeln iiber der torischen Varietét f’, die die k-
te symmetrische Potenz des Konormalenbiindels enthélt. Die zugehorige lange
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exakte Kohomologiesequenz sieht nun wie folgt aus

0 — H(P,Op(—(k +1)Z)) — H(P,Op(~kZ))
— HY(P,04(~kZ)) — H(P, Op(—(k +1)2)) —

.+ = HI(P,0p(—kZ)) — HI(P, 05(—kZ)) -
— HIM (P, 0s(—(k+1)2)) —
Also geniigt es zu zeigen, dafl
HY(P,0s(—kZ)) =0
firg=0,....,r—2,k>1und g=7r—1, k > 2 gilt.

Nun ist Z linear dquivalent zu dem durch die ganzzahlige antikanonische Trager-
funktion ak definierten Divisor D,y also ergibt sich

HY(P,O5(—kZ)) = HI(P,Op(—k - Dax)) = HY(P, O5(D_ja))-
Nach Satz gilt

HY(P, Op(D—pak)) = €D HY_ oty (Ve C) - € (m)

meM

und dementsprechend geniigt es zu zeigen, daf fiir jedes m € M
H%(fk-ak,m) (NR’ C) =0
fir0<g<r—1undk > 1 gilt.

Die Trégerfunktion —k-ak ist konkav, da nach Bemerkung[2.27 ak konvex ist, und
damit ist Z(—k - ak, m) nach Lemma fiir ein beliebiges m € M ein konvexer
Kegel. Dariiberhinaus ist dieser Kegel sogar streng konvex. Angenommen es gibt
ein n = (ng,...,np41) € Ng mit +n € Z(—k - ak,m), dann gibt es einen Kegel
op € S(A,) mit n € op, d.h.

Mp(1) S Np(2) S **+ S Np(r) S Mp(r1)-
Fiir diesen gilt ak,, = ep(41)p(1) und damit ist
(m,n) =k -ak(n) = k(epri1)p0),n) = k(npes1) = np)) = 0.
Andererseits ist aber —n € o,y mit p/(i) 1= p(r +2 — i), da
pr1) S —Mp(r) S 000 S —Np(2) S —Ny(1)
gilt. Hier ist akgp, = ey (r+1)p/(1) = Ep(1)p(r+1) = —ak,, und damit

(m, —n) > k - ak(—n) = k{ep) per+1): —1) = k(nper+1) — 1p(1)) = 0.
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Beide Ungleichungen zusammen konnen nur gelten, wenn der Term k(n,¢41) —
np(1y) gleich 0 ist, dann miissen aber alle Koordinaten von n gleich sein und wegen
> - n; = 0 folgt n = 0. Also gibt es kein n € Ng\ {0}, fir das sowohl n als auch —n
in Z(—k - ak,m) liegen. Dementsprechend enthélt Z(—k - ak, m) keine Geraden
und ist streng konvex.

Fiir die singulédren Kohomologiegruppen mit Triager Z(—k-ak, m) gilt nach [Oda),
Seite 74]
C, falls Z(—k-ak,m) = Ng
0 _ 9 3
H2 (e m) (VR ©) = { 0, sonst.
Da Z(—k - ak,m) ein streng konvexer Kegel ist, gilt Z(—k - ak,m) # Ng und
damit
H%(—kak,m)(NR? C) =0.

Fiir die erste Kohomologiegruppe ist die Sequenz
0— C— H(Ng \ Z(—k - ak,m),C) — Hy(_4 i) (NE,C) — 0
exakt und fiir ¢ > 2 gilt (ebenfalls nach [Odal, Seite 74])
HY ey (Ve €©) = HO (N \ Z(— - ak, m), ©).

Da Z(h,m) ein streng konvexer Kegel ist, 148t sich die singuldre Kohomologie
entweder nach Lemma [3.16] oder nach Lemma bestimmen, in beiden Féllen
gilt

C, fallsg=0

0, falls1 <q¢<r—2

fiir alle £ > 1 und alle m € M und damit ist die Behauptung bewiesen. Denn
dann ist

HY(Ng \ Z(—Fk - ak,m),C) = {

H? (Ng,C) = H"Y(Ng \ Z(—k - ak,m),C) =0

fiir 2 < ¢ < r — 1, und in der oben genannten exakten Sequenz ist die zweite
Abbildung surjektiv, es gilt also auch

HlZ(—k-ak,m) (NR7 C) = 0.

(—k-ak,m)

Insgesamt gilt dann fiir alle £ > 1, alle 0 < ¢ <r — 1 und jedes m € M
H%(—k-ak,m)(NR’ C)=0

und damit ist _
HY(P,03(D_j.ax)) =0

fiir die benotigten Werte von k und q. O

Aufler der Kohomologie des Konormalenbiindels muf8 noch die Kohomologie eines
weiteren Biindels auf der Hyperflache Z in einem bestimmten Bereich verschwin-

den. Dazu mufl zunédchst Ishida’s Komplex eingefiithrt werden, siehe dazu auch
IZi] und |Odal, Kapitel 3.2.].
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Fiir eine r-dimensionale torische Varietdt Ps, ein 0 < p <rundein 0 < 75 < p

sei
PE, : @Ov ®Z/\Mﬂ0

ocEX(j

dabei ist M N ot ein freier Z-Modul der Dimension codim o = r — j und damit

dim A T Mnot = (;:j) Fiir eine glatte torische Varietédt ist die Sequenz,
Ishida’s Komplex vom Grad p genannt,

0— Q]}"z — ICO(PE;p) - ]Cl(PE;p) — oo — KP(Pg;p) — 0
fiir jedes 0 < p < r exakt ([Odal Theorem 3.6.]).

Eine wichtige Frage hierbei ist, wie sich diese exakte Sequenz fiir die Varietét P
beim Einschrénken auf die Hyperfliche Z verhélt.

Lemma 3.22 Die Sequenz
0— Q%7 — K'(P;p)lz — K'(P;p)lz — - — KP(P;ip)lz — 0
ist fur 0 < p <r exakt.

Beweis. Da aufgrund der A,-Regularitéit von Z fiir jeden Kegel o € EN](AT) der
Durchschnitt V(o) N Z eine glatte Hyperflache oder leer ist, ist die kurze Sequenz

0 = Ove)(=V(0) N Z) = Ov(e) = Ov(o)lypynz — 0

als Idealgarbensequenz von V(o) N Z in der Varietiit V(o) exakt. Dabei gilt fiir
den ersten Term Oy (=V (o) N Z) = Oy ® Op(—Z2) und fiir den dritten
OV(U)’V(J)HZ = OV(U)|2- Da sich ein /Cj(P;p) als

7‘ J

P ov. ®Z/\Mﬂa & @OV

ceX(A) () ceS(AN) () =

schreiben 148t und die direkte Summe exakter Sequenzen wieder exakt ist, ist
0 — K7(P;p) ® Op(~Z) — K (Pip) — K (P;p)z — 0
fiir jedes 0 < p < r und 0 < j < p eine kurze exakte Sequenz.

Da Q% cine freie Garbe auf P ist, bleibt die kurze exakte Sequenz

O—>OI3(—Z) — 0 = 03] =0
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beim Tensorieren mit dieser Garbe exakt:

0—>Q%®OF~,<—Z)—>Q%—>Q%|Z—>O

Damit erhélt man nun durch Tensorieren von Ishida’s Komplex vom Grad p mit
der Idealgarbensequenz von Z in P das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen:

! ! |

0 — K'P;p)@0p(—2) — KPip) — K'(Pip)lz; — 0
! ! |
! ! |

0 — KI(Pip)@0p(—2) — Ki(P;p) — Ki(Pip)lz — 0
! ! |
! ! |

0 — KNPip)®O0p(=2) — K/(Pip) — K'(Pip)l; — 0
! ! |
0 0 0

Da P cine glatte torische Varietit ist, ist Ishida’s Komplex und damit also die
zweite Spalte exakt. Da Op(—2) ein Geradenbiindel iiber P ist, bleibt Ishida’s
Komplex beim Tensorieren mit diesem Biindel exakt, so dafl auch die erste Spalte
des Diagramms exakt ist. Da in einem kommutativen Diagramm aus exakten
kurzen Sequenzen als Zeilen mit zwei Spalten auch die dritte Spalte exakt ist, ist
Ishida’s Komplex eingeschriankt auf die Hyperfliche Z exakt. O
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Als néchstes wird folgendes Lemma benotigt.
Lemma 3.23 Es sei Z eine allgemeine Calabi- Yau-Hyperfliche in P. Dann gilt

HY(Z, K" (P:v) @ &~ "N p) =

firalle2<7<r—1,1<v<j—-1,0< u<vund0<qg<r—2—p.
Beweis. Die Beweisidee ist dieselbe wie bei Satz|3.21 wobei noch verwendet wird,
daB sich die Kohomologie einer direkten Summe von Garben als direkte Sum-

me der Kohomologie der einzelnen Garben ergibt ([Hal Kapitel 111, Bemerkung
2.9.1.]).

Wie im Beweis zu Satz wird die exakte Sequenz

0= Op(—(k+1)Z) = Op(—=kZ) — Oz(~kZ) — 0

betrachtet und fir 2 < j < r — 1 mit K4(P;v), 1 <v < j—1,0<pu < v,
tensoriert, man erhélt

0 — KHP;v) @ Os(—(k+1)2)

— KH(P;v) @ Op(—kZ) — KH(P;v) @ Oy(—kZ) — 0 ()

und fiir £ = j — v ist der dritte Term das zu betrachtende Biindel

K*(Psv) @ O5(~(j = v)Z) = K*(Piv) @ SN} 5.

Diese Sequenz ist als direkte Summe von exakten Sequenzen der Form
0 — Ovio(~(k+ )(V(0) 1 2) ~
— Oy (=k(V (o) N )) — O o‘)ﬂZ( E(V(e)NnZ)) —0
wieder exakt.

Betrachtet man die zu (%) gehorige lange exakte Kohomologiesequenz, so geniigt
es zu zeigen, dafl die Kohomologiegruppen von

KH(P;v) @ Op(—kZ) = K*(P;v) @ Op(D—g.a)
fir0<g¢<r—1-—pund 1 <k < j verschwinden.

Nun gilt fiir einen der direkten Summanden von IC“(ﬁ; v), also fiir ein o €
S(A) (1),

v—p

Ov(es) @2z /\ Mnot = @ Ov (o),
i=1
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da A" M Not ein freier Z-Modul der Dimension (Z:Z ) ist. Dies ist ein Biindel
auf der torischen Varietéit V(o). Wenn man nun zeigen kann, dafl

HY(V(0),Ov(s) ® Op(D_kax)) =0

istfir2<j<r-1L,1<v<j-1,0<pu<v,1<k<j0<qg<r—1-upu
und o € X(A,)(u), so ist die Behauptung bewiesen.

Nach [Odal, Lemma 2.11.] ist fiir eine ganzzahlige Trégerfunktion h die Garbe
Ov(o) @ Op(Dy) isomorph zu Oy () (Dy), fiir h = h — h, aufgefat als ganz-
zahlige Trigerfunktion auf dem Ficher der torischen Varietit V(o). Dabei ist h
unabhéngig von der speziellen Wahl des darstellenden Elementes h,. Also ist zu
zeigen, daB fiir das Biindel Oy (,)(Dy,) auf V(o) mit h = —k - ak die Kohomologie
fir0<¢<r—1—pu=dimV(o)— 1 verschwindet.

Sei dazu o7 ein pu-dimensionaler Kegel, d.h.

m
o7 = E RzoeJ(i)
i=1

fiir eine echt aufsteigende Kette J = (J®, ... J®W) echter, nichtleerer Teilmen-
gen von {1,...,7r 4+ 1} der Linge p. Es sei 0.B.d.A. J® = {1,...,#J9}. Dann
gilt 07 < 0iq und es gilt ak,, = e,411. Damit ist

il =h- ho'j =—k-ak — (—k . 67«+171) = —k(ak — €r+1,1)-
Analog zu dem Beweis des Satzes soll nun gezeigt werden, dafl
Z(h,m) ={n € N(oz)g : (m,n) > k(ak — e,111)(n)}

fiir alle m € M(o7) ein streng konvexer Kegel ist. Es ist ein konvexer Kegel, da
mit —ak auch —(ak — e, 1) eine konkave Funktion ist und damit h als positives
Vielfaches hiervon konkav ist. Sei nun also 7 = (ny,...,n,41) € N(07) ein Ele-
ment mit £7 € Z(h,m) und @i € 0,. Dann gilt 07 < 0,, ak,, = €y(41)p(1) und
hs, = —k(epri1),p1) — €r4+1,1). Wegen n € Z(h,m) ist

<m7 ﬁ> > k<ak - 6r+1,1)(ﬁ) = k(”fp('r—i—l) — Np1) — Nr41 + nl) > 0.

Letzteres gilt, da wegen 1 € 0, die Ungleichungen n,1) < ny und n,41 < ny(ey1)
gelten. Da auch —n € Z(h,m) gilt und aus dem Beweis zu Satz bekannt ist,
daf} das darstellende Element von ak fiir —# sich zu —ak,, = —ep11)p(1) ergibt,
ist
(m,—n) > k(ak —e,411)(—n)

= k(<_6p(r+1),p(l)> —7) + (—€rg1,1, — 7))

= k(npe+1) — np1) + N1 — ma)

> 0.
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Letzteres gilt, da wegen n € 0, > o7 sowohl n,,; > n; als auch np41) = 1y
gilt. Nun folgt (m,n) = 0 und damit 7,11y = ny1). Also sind alle Komponenten
von n gleich und wegen Y n; = 0 ist n = 0. Damit enthilt Z(h,m) keine Geraden
und ist ein streng konvexer Kegel in N (o 7)g. Dieser Raum hat Dimension r — p,
da dimo; = p ist. Also gilt

= = _ C, fallsq=0
Hq(N(UJ)R\Z(h’m)’C):{O falls 1 <g¢g<r—2—p

Analog zu dem Beweis des Satzes folgt dann
HY(V (o), Ov(e) ® Op(D_pax)) =0

fﬁr2§j~§r—1,1§y§j—1.,0§u§1/,1§k§j,0§q§r—1—u
und o € X(A,)(n). Nach obigen Uberlegungen geniigt dies, um das Lemma zu
beweisen. O

Nun sind alle Vorraussetzungen gegeben, um den Beweis von [Zi, Proposition 5]
auf den hier vorliegenden Fall zu iibertragen und damit zu zeigen, dafl folgendes
gilt.

Satz 3.24 Fiir die allgemeine Calabi- Yau-Hyperfliche Z in P ist die Abbildung
H'(Z, Q%) 7) — H'(Z,0)

ein Isomorphismus, falls i + j < r — 2 ist, und sie ist injektiv, falls i1+ j=r — 1
15¢.

Fiir den Beweis wird noch folgende Aussage benétigt.
Lemma 3.25 Es ser
0O—-F—=&— - —=&—0
eine exakte Sequenz von Garben auf einem Schema X. Es gebe ein ¢ > 0 mit
H (X, &) =HT"HX, &) =0
fir alle 0 <1 < k —1. Dann gilt
HY(X,F)=H"*X,&).
Beweis. [Zi, Lemma 1] O
Beweis zu Satz[3.24. Fiir j = 0 besagt dies nichts anderes als

H'(Z,0p|5) = H(Z,05)
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fir 0 <i <r —1, wegen Op|; = Oy ist das richtig.
Fiir j > 1 wird die Konormalensequenz von 7 betrachtet

0—>N;/15—>QI|Z—>91 — 0.

Fiir den Fall, dafl j = 1 ist, ergibt sich die lange exakte Kohomologiesequenz zu

H'(Z, N

55 = H(Z.Q5)7) — H(Z,Q}) — H (Z,N;

Z/P)

Fir ¢ + j < r — 2 verschwinden nach Satz sowohl der erste als auch der
letzte Term, also ist die mittlere Abbildung ein Isomorphismus. Firi+j=r—1
verschwindet nur der erste Term und die mittlere Abbildung ist injektiv.

Fiir j > 2 wird die j-te symmetrische Potenz der Konormalensequenz betrachtet

O_)SJN~~_>S] IN;/p®Ql|Z AN Z/p®QJ 1|Z_)QJ|Z_)QJ_>O

Teilt man nun diese Sequenz an der mit * markierten Abbildung in zwei exakte

Sequenzen, werden dadurch Garben M7 definiert und man erhélt
0HSJN~~_>SJ 1'/\/;/P@Ql|z B %/15®Q%_1|Z_>M;_’O (*)

und
0—>M*—>QJ

] 5 — QJZ — 0.
Es geniigt nun zu zeigen, daf die Kohomologiegruppen HZ(Z , M7) fiiri+j <r—1
verschwinden, denn dann ergibt sich die lange exakte Kohomologiesequenz der

zweiten Sequenz fiir alle i1 + 7 <r —1 zu
H'(Z, M) = 0 — H'(Z,9%| ;) — H'(Z,9,) — H*(Z, M;).

Damit ist also die betrachtete Abbildung fiir alle 14+ 7 < r —1 injektiv und da fiir
147 < r—2 auch der letzte Term dieser Sequenz verschwindet, ist die Abbildung
in diesen Féllen sogar ein Isomorphismus und das Lemma ist bewiesen.

Um nun zu zeigen, daf H’(Z , M?) fiir i +j < r — 1 verschwindet, wird fiir
1 <v+1<j—1 Ishida’s Komplex vom Grad v + 1 tensoriert mit Sj_(”“)/\f%ﬂ;
betrachtet:

0 —s QV]B+1|Z ® Sj—(V+1)N§/]5 — ICO(P v+ 1) ® S N;/P

_ /CI(P;V + 1) ® Sj—(u—H)'/\/%/l3 NN IC”'H(P v+ 1) ® S (v+1) Z/~ —0
Damit erhélt man eine Sequenz, die als ersten Term einen der in der Sequenz ()
auftretenden Terme enthélt.
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Nun soll Lemma |3.25( angewandt werden, dabei sei mit den dortigen Bezeichnun-
gen
F =z 08NS

Z/P

und B
£, =K' (P;v+1)@ s/~

fir 0 <p <v+1=:k. Fir £, gilt nach Lemma

Z/P

HY(Z, K" (P;v + 1) @ §~¢+D 0

Z/P)

firalle2<j<r—-1,1<v+1<j-1,0<pu<v+1lund0<q¢g<r—2-—pu
Also gilt insbesondere fiir alle ¢ < r — 2

HIM(Z,&,) = H"1(Z,€,) =
und damit nach Lemma [3.25 und Lemma [3.23]
— HY(Z,F)
HO(Z,E,41)

= HICHD(Z KNPy 4+ 1) @ § 0D
0.

H (Z Qy+1| ® Sj (v+1) Z/P)

Z/P)

Als néchstes soll das Lemma auf die Sequenz

0—>SJ./\/'~ 5— S 1N;/P®Ql |7 — -~~—>./\/';/P le|2—>M;—>0
angewandt werden. Hier sei
S]/\/';/P,
(v+1) A= v
£, =5 NZ/P®Q+1|Z
fir0<v<j—2und B
gjfle;.

Also ist hier £ = j — 1. Nach obigen Uberlegung gilt insbesondere
HY™"(Z,E,) = H"(Z,E,)
firg <r—2und 0 < v < j — 2 und damit nach Lemma |3.25
HY(Z, 9N} p) = HUZ, F) = H00(Z, &, 1) = HTU-D(Z, M),

Da nach Satz [3.21] aber
(Z SINE ) =

Z|P
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fiir alle ¢ < r — 2 und alle 7 > 1 gilt, ist damit also Hq—O—l)(Z M) = 0 fiir alle
g < r — 2. Das heif}t, es ist o

H'(Z,M;) =0
firallei <r—2—(j—1) & i+j <r—1. Also verschwindet die Kohomologie von

M im bendtigten Bereich und damit ist nach obigen Uberlegungen der Beweis
fertig. |

Es wird noch eine Aussage iiber die Kohomologie von K*(P;j)| 7 benotigt, um
dann den Beweis zu Satz anzugehen.

Lemma 3.26 FEs gilt ~ B
HY(Z,K"(P;j)|z) =0
firallel1 <g<r—2-—v.

Beweis. Wegen

geniigt es zu zeigen, dafl
HY(V (o), OV(a)mZ) =0

gilt fir 1 < ¢ <r—2—vund alle o € f](Ar)(z/). Dazu wird folgende exakte
Sequenz betrachtet B
0—03(-2)— 0 — 0z —0.

Diese Sequenz bleibt wegen der Transversalitidt von Z und V(o) exakt, wenn mit
Ov (o) tensoriert wird:

0— Oy ® 015(—2) — Oy(e) ® Op — Oy ) ® O — 0.

Nun gilt Oy (o) ® Op = Oy(,) und Oy () ® O = (’)V(U)m 7, deshalb erhélt man fiir
die lange exakte Kohomologiesequenz

= HI(V(0), Ov) — HIV(0), Oy )
N Hqul(V(O'), OV(O’) ® 013(—2)) e

Nach Korollar 2.8. in |Odal gilt fiir ¢ > 1
HY(V (o), Ov(s)) = 0.
Aus dem Beweis zu Lemma [3.23] ist bekannt, daf3

H™ ! (V(0), Ov() ® Op(=2)) = 0
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gilt fiir 0 < ¢+1 <r—1—v und damit verschwindet auch die Kohomologie von
OV(U)mZﬁirlgqgr—Z—z/. O

Nun kann folgender Teil des Satzes bewiesen werden.
Lemma 3.27 Fiir die Hodgezahlen h*/ = dim HZ(Z, QJZ) gilt
h0,0 — hO,r—l — hr—l,O — hr—l,r—l -1

und
pid — pr-l—ir—1-j _

firi+j<r—2undi#j.

Beweis. Da Z eine Calabi-Yau-Varietit der Dimension r — 1 ist, gilt wy; = O3
und damit folgt

WO = dimHO(Z, Q5 ") = dim H'(Z, 05) = h°°.
Wegen der Serre-Dualitét gilt damit

hr—l,r—l — h0,0 — hO,r—l — hr—l,O

und da Z zusammenhéngend ist, sind diese vier Zahlen gleich 1.
Auflerdem gilt fiir eine Calabi-Yau-Varietét
dimH (Z,0;) =0
fiir 0 <1¢ <r — 2. Dementsprechend ist
RO — pi0 —

und ' '
hr—l,z — hz,r—l =0
firl <i<r-—2.

Sei nun also i +j < r — 2, 4,j # 0 und zunéchst i > j. Betrachtet man Ishida’s
Komplex vom Grad j und schrinkt ihn auf die Hyperfliche Z ein, so bleibt die
Sequenz nach Lemma |3.22] exakt.

0= Q3 = K°(Pij)lz = K'Pij)lz — - = KI(Pij)l; = 0

Auf diese Sequenz kann wiederum das Lemma [3.25| angewandt werden. Fiir v =
0,...,7 — 1 gilt ndmlich nach Lemma [3.26

H™"(Z,K"(P;j)|z) = H™"Y(Z,K"(P;j)|7) = 0,
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dal<i—(j—1)—1<i—v—-1<i—v<r—2—vist. Also folgt
H'(Z,9|3) = H(Z, K (P;j)|z) = 0,

wieder nach Lemma [3.26 da nach Voraussetzung 1 <7 —j5 <7 —2 — j ist. Nach

Satz gilt damit
H'(Z, QJZ) =H'(Z, Qia|2> =0,

also ist A7 = 0 fiir i +j < r —2und ¢ > j # 0. Mit Hodgesymmetrie und
Serre-Dualitét folgt dann

hit = h’/‘—l—jﬂ”—l—l — hr—l—z,’r—l—] =h =0

und damit sind alle Hodgezahlen h*/ mit 1 <i+j<2(r—1)—1,i+j#r—1
und i # 7 gleich 0. O

Als néchstes soll die folgende Teilbehauptung des Satzes bewiesen werden.

Lemma 3.28 Fir2 <2 <r —2 gilt

i i “1—ir—1—i : i—u (T —
SRR W g I}
0

Beweis. Der Beweis stammt im wesentlichen aus [Zi, Theorem 10].

Es geniigt die Aussage fiir h%* zu beweisen. Sei zunichst ¢ = 1, die Behauptung
lautet dann

ptt = —7”52(0) + (52(1)
Betrachtet man die kurze exakte Sequenz
0 — Qp|; — K (P;1)]; — K£(P;1)|; — 0,

so ergibt sich aus der langen exakten Kohomologiesequenz mittels Lemma [3.27
und Lemma [3.26]

HO(Z,Q45) = 0 — H(Z,K°(P;1)| )—>H°( KL(P;1)|5)
— HY(Z,QL;) — 0=H'(Z,K(P;1)]).

Die Dimension von Hl(z , Q}B| ) léBt sich aus den Dimensionen des zweiten und
dritten Termes berechnen:

dimH'(Z,Qk|5) = — dim H(Z, K°(P;1)|3) + dim H*(Z, K (P; 1)| )



82

Nun ist aber

dim HO(Z, K°(P; 1)1,
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= dimHO(Z @ Ov () ®z (MHUL)‘Z)

c€S(A)(0)

= dimH(Z, P 05l)
=1

= r-dimH"(Z, O5l3)
= T- (52(0),

da fiir den einzigen nulldimensionalen Kegel {0} in 3(A,) folgendes gilt

() V({o}) = P,

(i) M N{0}+ = M und damit

(iii) Op @z M = P;_, Op, wegen dim M = r.

Die vorletzte Gleichung ergibt sich aus der Tatsache, dafl sich die Kohomologie
einer direkten Summe als Summe der Kohomologie der einzelnen Summanden
ergibt. Fiir die letzte Gleichung wurde ausgenutzt, da Op|; = O gilt und die

Dimension von HO(Z ,O3) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Z

wiedergibt.

Analog gilt

dim H(Z, K (P; 1)| )

Denn es ist

0
dmH(Z, P Oviy®z A(MNoH)l3)

ceS(AL)(1)
dmH(Z, P Ovlz)
cen(A)(1)
Y dimH(Z, Ov)lz)
c€S(AN)(1)
> s,
ceX(Ar)(1)
67(1).

(i) OV(U) X7, /\O<M N O'J‘) = OV(O’) QRL = OV(J) und

(i) dimH(Z, Oy (o)) = dimH(Z NV (0), Oy(s)|5) = Anzahl der Zusammen-

hangskomponenten von Z N V(o) = 074> da Z und V(o) transversal sind.
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Also gilt mit Satz
ht = dimH'Y(Z, Q%))
= —dimH(Z,K°(P;1)|5) + dim H(Z, K} (P; 1)] )
= —-r- 52(0) + 52(1)
Sei nun 4 > 2. Man kann nun Ishida’s Komplex vom Grad ¢ eingeschrénkt auf

Z in kurze exakte Sequenzen aufspalten, da der eingeschrinkte Komplex nach
Lemma [B.22] exakt ist:

0oy P 20—
0— LY — KYP;i)|; — L2 — 0

0— LW — /C”(ﬁ;i)]z — L) 0
0— £0-2 lCi_Q(IB; i)z — L0 0
0 — LOD — KH(Pi)|; — K'(P3 )| — 0.

Die £® fiir 1 < v < i — 1 sind dabei induktiv durch diese kurzen Sequenzen
definiert, zuséitzlich sei £ := Q%|>. Da nach Lemma W

H"(Z,K"(P;i)|3) =0

ist fir 1 < pu < r —2 — v, gilt fiir die ersten ¢ — 1 kurzen Sequenzen, d.h.
v=0,...,1—2,

HO-I(Z, K (B;i)|7) = HO " Z, K (B )| ) = 0

fiir ein ¢ mit ¢ < ¢ < r — 2. Dementsprechend kann man Lemma [3.25] anwenden
und erhalt (wegen k = 1)

HO)(Z, W) = He)=1(Z, L0+D),
Also gilt fiir alle g =14,...,r — 2
HY(Z, Qs|z) = HY(Z, L) = HN(Z,L0) = -« = B (2, £070),

Im Beweis zu Lemma |3.27|wurde gezeigt, dafl diese Termie fiir ¢ > ¢ verschwinden.
Fiir ¢ = ¢ ist

H(Z,Q4|;) = H(Z,L0) = 0 1(Z,LW) = .- = H'(Z,£07Y).
Sei nun 2 < g < i, dann gilt fiir die ersten ¢ — 1 Sequenzen, d.h. 0 < v < g — 2,

HO(Z,K7(Py)| ;) = B0 (Z,K2(Pi)] ) = 0
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dadannr—2—v>q—v>qg—v—12>1ist. Wendet man auf diese Sequenzen
Lemma an, ergibt sich analog zu obigen Uberlegungen
HY(Z,Q%)5) = HY(Z, L) =0 Y(Z,LD) = .. = H(Z, L197Y).
Wegen ¢ # i gilt dann Hq(Z , Q%| 7) = 0 und damit insbesondere
HY(Z,LV) =0
fiir ¢ < 1.

Als néchstes sollen die langen exakten Kohomologiesequenzen betrachtet werden.
Fiir die erste kurze Sequenz, d.h. v = 0, ergibt sich

0 — H(Z,0%|5) — H(Z,K°(P;i)] ) — H(Z,£D) — 0,

da wegen i > 2 die erste Kohomologiegruppe von QZI;| 7 verschwindet. Da der
erste Term dieser Sequenz ebenfalls 0 ist, gilt also

HY(Z,K°(P;i)|5) = HY(Z, £LV).
Fir 1 <v <14 — 2 ergibt sich

0 — HY(Z,LW) - H(Z,K"(P;i)|;) — HY(Z, L&) — 0,

da nach obigen Uberlegungen HI(Z , L)) = 0 ist. Dariiberhinaus gilt nach Lem-
ma[3.26| H' (Z, K'~*(P;14)| ;) = 0 und damit ergibt sich die lange exakte Kohomo-
logiesequenz der letzten kurzen Sequenz, also v =14 — 1, zu

0 — HO(Z LDy - HO(Z, Ki‘l(lg;i)lz)
— HY(Z,Ki(P; )| ) — H\(Z, £0Y) — 0.

Fiigt man diese Sequenzen wieder zusammen und setzt
HY(Z, Qlz) = HY(Z,£07Y)
ein, erhélt man

0 — HO(Z,K°(P;i)| ) — HY(Z, K (P;i)| ) —
— H(Z,K!(P;i)|;) — HZ(Z O%lz) — 0.

Die Dimension des letzten Termes ergibt sich nun als die alternierende Summe
der Dimensionen der anderen Terme. Fiir ein

HY(Z,K"(Pii)lz) = €D Ovie @z /\ (Mnot)

o€Z(Ar)(v)

ergibt sich in Analogie zu den Uberlegungen fiir den Fall i = 1:
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(i)
i—v (i)
Ov(e) @z N(MNo*) = € Oy,
t=1

da dimMNot = (::ly’) und
(i) dimH(Z, Oy (o)) = dimH(Z NV (0), Oy(s)|3) = Anzahl der Zusammen-
zZ

hangskomponenten von Z NV (o) = o+ da sich V(o) und Z tranversal

schneiden.

Insgesamt gilt also

dmH(Z, K" (Pyi)z) = Y. dimH(Z Oy @z \(M o))
TES(AL)(v)

r—ruv\ .. ~
= Z (2 B V) dim H(Z, Oy ()| 3)

_ (: - Z) 55(v).

Mit den richtigen Vorzeichen versehen und summiert, ergibt sich
hr—l—z,r—l—z — pbt — —1)v S~
S0 (7))
fir2<2i<r—2. O

Als letztes steht nur noch der Beweis fiir h"2! = A2 = 2 fiir r > 4 aus.
Dieser ist aber sehr kurz.

Lemma 3.29 FEs gilt
hr72,1 — hl,r72 — 1,,2

fiir r > 4.
Beweis. Nach [Ba, Theorem 4.3.7.] gilt fir r > 4

hr—?,lz#MmAT_T_l_ Z #MﬂFO+ Z #MQFO#NQ(F*>°,

FeA,(r-1) FeA,(r-2)

dabei bezeichne F° das Innere der Seite F' und F* sei die duale Seite zu F' aus
Lemma [1.44, Nach Lemma enthilt A, genaur- (r+1)+1=r*4+r+1
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Gitterpunkte und keine Seite von A, enthilt Gitterpunkte im Inneren. Also sind
beide Summen gleich 0 und es gilt

2t =r?pr+l—r—1=1r%
O

Bemerkung 3.30 In dem Artikel von Batyrev [Bal Proposition 4.4.2.] wird auch
gezeigt, daf sich fiir r > 4

W= #NNAT—r—1— > #NO(F)+ > #NN(FY) - #MOF°
F*eAx(r—1) Fr*eAx(r—2)

ergibt, dabei sind die [ Seiten des dualen Polytopes und F' die duale Seite zu
F* von A,. (F*)° bezeichne wieder das Innere der Seite F™*. Da A’ auler den
Ecken und der 0 keine weiteren Gitterpunkte enthélt, verschwinden die beiden
Summen und es gilt

PR = #A0)+1—r—1=F#{e;: 0 AT C{l,...,r+1}} —r=2""1 -2 —p,
Beispiel 3.31

dim Z = 3 In diesem Fall ist also r = 4 und der Hodgediamant ist mittels
Satz und obiger Bemerkung vollstéandig bestimmt:

Fiir diesen Fall findet sich der Hodgediamant auch in [HV].

dim Z = 4 In diesem Fall ist 7 = 5 und der Hodgediamant von Z sieht wie folgt
aus
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