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Einleitung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist ein Artikel von V. Batyrev [Ba]; in diesem werden
Calabi-Yau-Hyperflächen in torischen Fano-Varietäten betrachtet.

Dreidimensionale Calabi-Yau-Varietäten spielen eine große Rolle in der String-
Theorie und es wird vermutet, daß eine Dualität dieser Varietäten existiert, die
sogenannte Mirror-Symmetrie. Dabei muß (unter anderem) der Hodgediamant
der dualen Varietät Z ′ zu einer Calabi-Yau-Varietät Z der an der Diagona-
len gespiegelte Hodgediamant von Z sein. Im dreidimensionalen Fall muß also
h1,1(Z) = h2,1(Z ′) und h2,1(Z) = h1,1(Z ′) gelten. In [Ba] wird nun untersucht,
wie ein Mirror-Kandidat, d.h. eine Varietät, die die Forderung an die Hodgezahlen
erfüllt, einer Desingularsierung einer dreidimensionalen Calabi-Yau-Hyperfläche
in einer torischen Fano-Varietät gefunden werden kann. Dort wird gezeigt, daß
eine solche Fano-Varietät durch ein reflexives Gitter-Polytop definiert ist, und
daß ein Mirror-Kandidat die Desingularisierung einer Calabi-Yau-Hyperfläche in
der durch das duale Polytop definierten torischen Fano-Varietät ist.

Hier sollen bestimmte torische Varietäten betrachtet werden, nämlich solche, die
durch ein Wurzelsystem Ar definiert werden. Dafür wird die konvexe Hülle ∆r

der Wurzeln betrachtet, dieses Polytop sieht im Fall r = 3 so aus:

Es handelt sich hierbei um reflexive Polytope und damit sind die zugehörigen
Varietäten Fano-Varietäten. In diesen sollen Calabi-Yau-Hyperflächen untersucht
werden. Insbesondere sollen ihre Hodgezahlen bestimmt werden, soweit sie noch
nicht in [Ba] angegeben sind.

v



vi EINLEITUNG

Die Arbeit unterteilt sich in folgende Abschnitte:

Im ersten Kapitel werden die durch die Polytope ∆r definierten torischen Va-
rietäten P∆r analysiert und die hierfür benötigten Grundlagen der torischen
Geometrie bereitgestellt. Insbesondere werden die Konstruktionen torischer Va-
rietäten aus Fächern und aus Polytopen erklärt und Charakterisierungen für
wichtige Eigenschaften einer torischen Varietät mit Hilfe der kombinatorischen
Daten des Fächers bzw. des Polytopes gegeben. Die wichtigste Quelle hierfür ist
ein Buch von T. Oda [Oda].

Das zweite Kapitel befaßt sich mit der (partiellen) Auflösung der Singularitäten
einer torischen Varietät, insbesondere mit der in dem Artikel von V. Batyrev [Ba]
definierten MPCP-Desingularisierung einer torischen Fano-Varietät. Eine solche
wird für die Varietäten P∆r explizit berechnet und analysiert.

Im letzten Kapitel wird dann das Augenmerk auf die Calabi-Yau-Hyperflächen
gerichtet. Zunächst wird eine Familie von Hyperflächen in einer torischen Fano-
Varietät definiert und angegeben, wann diese aus Calabi-Yau-Varietäten besteht,
wichtigste Quelle hier ist wiederum [Ba]. Für diese Familie von Calabi-Yau-
Hyperflächen in den Varietäten P∆r wird daraufhin ein großer Teil der Hodgezah-
len berechnet. Die Beweisidee entstammt einem Artikel von J. Zintl [Zi], wobei
aber die dortigen Resultate nicht direkt auf den hier untersuchten Fall angewandt
werden können.

An dieser Stelle möchte ich mich noch sehr herzlich bei Herrn Prof. Hulek für die
Betreuung dieser Diplomarbeit bedanken. Mit seiner Hilfe konnten die auftre-
tenden Probleme gelöst und meine Gedanken sortiert werden. Bedanken möchte
ich mich auch bei Herrn Dr. Zintl für die Beantwortung meiner Fragen bezüglich
seines Artikels insbesondere für die sehr wertvollen Hiweise bezüglich des Ishida
Komplexes. Ein großer Dank geht an meine Familie, die mich, jeder auf seine Wei-
se, auf meinem bisherigen Weg unterstützt und begleitet hat. Desweiteren danke
ich meinen Freunden und Kommilitonen Cord Erdenberger, Matthias Schütt,
Mazeyar Makoui und Frank Attia für ihre Hilfe bei der Klärung verschiedenster
Fragen und der Eliminierung von Fehlern aus dieser Arbeit.



Kapitel 1

Torische Varietäten

Der erste Abschnitt dieses Kapitels soll die benötigten Grundlagen der torischen
Geometrie bereitstellen, um dann im zweiten, dritten und vierten Abschnitt be-
stimmte Polytope ∆r, die zugehörigen Fächer und torischen Varietäten zu analy-
sieren. Die Darstellung im ersten Abschnitt folgt dabei einem Buch von T. Oda
[Oda], einem Artikel von V. Batyrev [Ba] und der Doktorarbeit von H.-J. Brasch
[Br]. Es soll sowohl die Konstruktion einer torischen Varietät aus einem Poly-
top als auch die allgemeinere aus einem Fächer beschrieben werden, da beide
Möglichkeiten im folgenden benötigt werden.

1.1 Grundlagen der torischen Geometrie

Es sei N ein freier Z-Modul vom Rang r ∈ N (= Z≥1), M = HomZ (N,Z) der
duale Modul zu N und 〈 , 〉 : M × N → Z die kanonische bilineare Paarung.
Weiter sei NR = N ⊗Z R und MR = M ⊗Z R. Die auf MR × NR fortgesetzte
Paarung werde ebenfalls mit 〈 , 〉 bezeichnet.

Definition 1.1

(i) Eine Teilmenge σ ⊂ NR heißt rationaler, polyhedraler Kegel in N , falls es
eine Darstellung

σ = R≥0 n(1) + · · ·+ R≥0 n(s)

mit endlich vielen Elementen n(1), . . . , n(s) ∈ N , den sogenannten Erzeugern
des Kegels , gibt. σ heißt streng konvex , falls außerdem σ∩ (−σ) = {0} gilt.

(ii) Die Dimension eines rationalen, polyhedralen Kegels σ in NR (dim σ) ist
die Dimension des kleinsten Unterraumes des R-Vektorraumes NR, der σ
enthält.
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2 KAPITEL 1. TORISCHE VARIETÄTEN

(iii) Der duale Kegel zu einem rationalen, polyhedralen Kegel σ in NR ist defi-
niert als

σ̌ := {m ∈ MR : 〈m,n〉 ≥ 0 für alle n ∈ σ}.

Darüber hinaus sei

σ⊥ := {m ∈ MR : 〈m, n〉 = 0 für alle n ∈ σ}.

(iv) Eine Teilmenge τ eines rationalen, polyhedralen Kegels σ in NR heißt Seite
des Kegels (τ < σ), falls es ein m(0) ∈ σ̌ gibt, so daß

τ = σ ∩ {m(0)}⊥ := {n ∈ σ : 〈m(0), n〉 = 0}

gilt.

(v) Eine nichtleere Menge Σ von streng konvexen, rationalen, polyhedralen Ke-
geln in NR heißt Fächer in N , falls mit σ ∈ Σ auch jede Seite τ < σ in Σ
enthalten ist und für σ, σ′ ∈ Σ der Durchschnitt σ∩σ′ eine Seite von σ und
σ′ ist. Die Menge aller s-dimensionalen Kegel (0 ≤ s ≤ r) in Σ wird mit
Σ(s) bezeichnet.

Σ[s] :=
s⋃

i=0

Σ(i)

sei die Menge aller Kegel in Σ, deren Dimension nicht größer als s ist.

(vi) Der Träger eines Fächers Σ ist definiert als

|Σ| :=
⋃
σ∈Σ

σ ⊂ NR.

(vii) Ein Fächer Σ heißt vollständig , falls |Σ| = NR gilt.

Bemerkung 1.2

(i) Hat der streng konvexe Kegel σ maximale Dimension, so ist der duale Kegel
σ̌ ebenfalls streng konvex.

(ii) Für einen eindimensionalen, streng konvexen, rationalen, polyhedralen Ke-
gel % ∈ Σ gibt es ein eindeutig bestimmtes Element n(%) ∈ N mit

% ∩N = Z≥0n(%).

Dieses Element heißt der primitive Erzeuger des Kegels.

(iii) Das definierende Element m(0) ∈ σ̌ einer Seite τ des Kegels σ kann stets
so gewählt werden, daß es bereits in M ∩ σ̌ liegt. Also ist eine Seite eines
streng konvexen, rationalen, polyhedralen Kegels wieder ein solcher Kegel.



1.1. GRUNDLAGEN DER TORISCHEN GEOMETRIE 3

(iv) Die Teilmenge Σ[s] eines Fächers Σ ist selbst wieder ein Fächer.

Zu dem Gitter N wird der r-dimensionale algebraische Torus

TN := HomZ (M,C∗) = N ⊗Z C∗ ∼= (C∗)r

und zu jedem m ∈ M der Charakter

e (m) : TN −→ C∗
t 7−→ t(m)

definiert, dabei gilt e (m + m′) = e (m) ·e (m′). Wählt man für das Gitter M eine
Basis {m(1), . . . ,m(r)}, so legen die zugehörigen Charaktere Xi := e

(
m(i)

)
einen

Isomorphismus

TN −→ (C∗)r

t 7−→ (X1(t), . . . , Xr(t))

fest und stellen damit Koordinaten für den Torus dar.

Zu jedem Kegel σ ∈ Σ ist nun die Menge Sσ := M ∩ σ̌ nach Proposition 1.1. in
[Oda] eine additive Unterhalbgruppe von M , die die 0 enthält und von endlich
vielen Elementen m(1), . . . ,m(l) ∈ M erzeugt wird. Sσ erzeugt die Gruppe M ,
d.h. Sσ + (−Sσ) = M , und Sσ ist saturiert, d.h. λm ∈ Sσ für ein m ∈ M
und eine natürliche Zahl λ ∈ N impliziert m ∈ Sσ. Dieser Halbgruppe wird die
Halbgruppenunteralgebra

C[Sσ] :=
⊕
m∈Sσ

C · e (m)

der Algebra C[M ] mit der Multiplikation e (m) · e (m′) = e (m + m′) zugeordnet.
Zu dem Kegel σ wird nun die affine Toruseinbettung

Uσ := Uσ,N := {u : C[Sσ] → C : u ist Algebrahomomorphismus}

definiert. Uσ läßt sich interpretieren als die Menge der C-wertigen Punkte des
affinen Schemas Spec C[Sσ] und ist daher eine r-dimensionale Varietät. Mittels
der Einbettung(

e
(
m(1)

)
, . . . , e

(
m(l)

))
: Uσ −→ Cl

u 7−→
(
u
(
e
(
m(1)

))
, . . . , u

(
e
(
m(l)

)))
kann man Uσ mit einer analytischen Struktur versehen.

Die affinen Varietäten {Uσ : σ ∈ Σ} sollen nun verklebt werden, um die torische
Varietät PΣ zu erhalten. Dabei werden Punkte mittels der folgenden Inklusionen
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identifiziert. Ist τ eine Seite des Kegels σ, so gibt es ein m(0) ∈ Sσ mit τ =
σ ∩ {m(0)}⊥. Dann gilt

Sτ = Sσ + Z≥0(−m(0))

und damit ist

Uτ =
{
u ∈ Uσ : u

(
e
(
m(0)

))
6= 0
}

eine offene und dichte Teilmenge von Uσ. Durch das Verkleben entsteht (analy-
tisch) ein irreduzibler, normaler, hausdorffscher, komplexer Raum der Dimension
r.

Da der Kegel {0} Seite eines jeden Kegels ist und U{0} ∼= TN gilt, ist der Torus
TN in jedem Uσ enthalten. Diese Eigenschaft überträgt sich auch auf die torische
Varietät, so daß der Torus TN eine offene und dichte Teilmenge von PΣ ist.

Darüberhinaus operiert der Torus algebraisch auf der Varietät PΣ, das Produkt
von t ∈ TN und u ∈ Uσ wird dazu definiert als

t · u : C[Sσ] −→ C
e (m) 7−→ t(m) · u (e (m)) ,

es ist also tu ∈ Uσ. Damit ist unter dieser Operation jede affine, offene Teilmenge
Uσ von PΣ invariant. Schränkt man die Operation auf den Torus TN

∼= U{0} ein,
so erhält man die übliche Gruppenmultiplikation.

Die Orbits dieser Operation lassen sich wie folgt beschreiben. Zu jedem Kegel
σ ∈ Σ wird der Quotiententorus

orb σ := orbN σ := {u : M ∩ σ⊥ → C∗ : u ist Gruppenhomomorphismus}

definiert. Er läßt sich mittels der folgenden Zuordnung in Uσ einbetten. Ein ũ ∈
orb σ wird abgebildet auf u ∈ Uσ mit

u (e (m)) :=

{
ũ(m), falls m ∈ M ∩ σ⊥

0, falls m ∈ M ∩ σ̌ \ σ⊥.

Jedes orb σ ist ein TN -Orbit in PΣ und jeder TN -Orbit ist von dieser Form.
Außerdem gilt die Dimensionsformel dim(orb σ) + dim σ = r.

Die Orbits bilden eine disjunkte Zerlegung von PΣ und Uσ, nach [Oda, Proposition
1.6.] gilt

PΣ =
∐
σ∈Σ

orb σ

und

Uσ =
∐
τ<σ

orb τ.
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Darüberhinaus ist τ genau dann eine Seite von σ, wenn orb σ im Abschluß von
orb τ enthalten ist. Dieser Abschluß wird mit V (τ) bezeichnet und es gilt nach
[Oda, S. 12]

V (τ) =
∐
σ>τ

orb σ.

Speziell für σ = {0} gilt orb {0} = TN und damit V ({0}) = PΣ.

Der Abschluß V (σ) eines jeden Orbits orb σ ist selbst wieder eine torische Va-
rietät, das folgende Lemma bestimmt den definierenden Fächer.

Lemma 1.3 Sei Σ ein Fächer im Gitter N und σ ein Kegel in diesem Fächer.
Das Untergitter von N , welches von σ ∩ N erzeugt wird, wird mit Z(σ ∩ N)
bezeichnet und der dadurch definierte Quotient von N mit N̄(σ) := N/Z(σ ∩N).
Für jeden Kegel τ ∈ Σ mit τ > σ sei τ̄ := (τ + Rσ)/Rσ das Bild von τ im
Quotienten N̄(σ)R = NR/Rσ. Dann ist

Σ̄(σ) := {τ̄ : τ ∈ Σ, τ > σ}

ein Fächer in N̄R und die dadurch definierte torische Varietät PΣ̄(σ) stimmt mit
V (σ) überein.

Beweis. [Oda, Korollar 1.7.] 2

Für die Konstruktion einer torischen Varietät aus einem Polytop werden eben-
falls die Gitter N und M , ihre skalaren Erweiterungen NR und MR und die
dazugehörigen Paarungen 〈 , 〉 vorgegeben.

Definition 1.4

(i) Eine Teilmenge ∆ ⊂ MR heißt Polytop, falls sie die konvexe Hülle endlich
vieler Punkte in MR ist.

(ii) Ein Polytop ∆ ⊂ MR wird Gitter-Polytop genannt, falls die erzeugenden
Punkte bereits im Gitter M liegen.

(iii) Die Dimension eines Polytopes ∆ (dim ∆) ist die Dimension des kleinsten
affinen Unterraumes von MR, der ∆ enthält.

(iv) Eine Teilmenge F eines Polytopes ∆ heißt Seite von ∆ (F < ∆), falls es
n ∈ NR und λ ∈ R gibt mit

∆ ⊂ H+(n, λ) := {m ∈ MR : 〈m, n〉 ≥ λ}

und

F = ∆ ∩H(n, λ) := {m ∈ ∆ : 〈m, n〉 = λ}.
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Bemerkung 1.5 Die Seiten eines r-dimensionalen (Gitter-)Polytopes ∆ sind
selbst (Gitter-)Polytope und bilden eine partiell geordnete Menge bezüglich <.
Das kleinste Element ist die leere Menge, das größte ∆ selbst. Die Menge al-
ler s-dimensionalen Seiten (−1 ≤ s ≤ r) des Polytopes ∆ wird mit ∆(s) be-
zeichnet, dabei wird der leeren Menge die Dimension −1 zugeordnet. Es ist also
∆(−1) = {∅} und ∆(r) = {∆}. Die nulldimensionalen Seiten heißen Ecken und
die Seiten, deren Dimension echt kleiner als r ist, werden echte Seiten genannt.

Die Konstruktion einer torischen Varietät aus einem Gitter-Polytop soll auf die
aus einem Fächer zurückgeführt werden. Damit ist auch klar, daß die Konstrukti-
on aus einem Fächer allgemeiner ist. Inwiefern sie tatsächlich eine größere Klasse
von Varietäten beschreibt, wird im Anschluß erklärt.

Satz und Definition 1.6 Es sei ∆ ein Gitter-Polytop in MR mit dim ∆ =
dim MR = r und F eine s-dimensionale, nichtleere Seite (0 ≤ s ≤ r) von ∆.
Dann ist

σ̌(F ) := R≥0(∆− F ) = {λ(m−m′) : λ ∈ R≥0, m ∈ ∆, m′ ∈ F} ⊂ MR

ein konvexer, rationaler, polyhedraler, r-dimensionaler Kegel und σ(F ), der duale
Kegel zu σ̌(F ) in NR, ist ein streng konvexer, rationaler, polyhedraler Kegel der
Dimension r − s. Die Menge

Σ(∆) := {σ(F ) : ∅ 6= F < ∆}

ist ein endlicher, vollständiger Fächer in N . Die torische Varietät P∆ zu dem
Gitter-Polytop ∆ ist definiert als die Varietät PΣ(∆).

Beweis. [Ba, Proposition 2.1.1.] 2

Bemerkung 1.7

(i) Für zwei Seiten F1, F2 von ∆ gilt

F1 < F2 ⇐⇒ σ(F2) < σ(F1).

(ii) Die nach Satz und Definition 1.6 definierten Fächer zu zwei verschiedenen
Gitter-Polytopen sind nicht notwendigerweise verschieden. Betrachtet man
z.B. ein Gitter-Polytop ∆ und ein positives ganzzahliges Vielfaches ν∆, so
erhält man in beiden Fällen denselben Fächer und damit dieselbe torische
Varietät.
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Viele Eigenschaften der torischen Varietät lassen sich auf einfachere Eigenschaften
des Fächers resp. des Gitter-Polytopes zurückführen. Dazu zunächst folgende

Definition 1.8

(i) Ein Kegel σ heißt nichtsingulär (oder auch regulär), falls es eine Z-Basis
{n(1), . . . , n(r)} von N und ein s ≤ r gibt mit

σ = R≥0n
(1) + · · ·+ R≥0n

(s).

(ii) Ein Kegel σ heißt singulär , falls er nicht regulär ist.

(iii) Ein Fächer heißt nichtsingulär (oder regulär), falls jeder seiner Kegel nicht-
singulär ist.

Satz 1.9 Sei Σ ein Fächer in N . Dann gilt

(i) Die affine Toruseinbettung Uσ zu einem Kegel σ ∈ Σ ist genau dann glatt,
wenn σ nichtsingulär ist.

(ii) Die Varietät PΣ ist genau dann glatt, wenn der Fächer Σ nichtsingulär ist.

(iii) Die Varietät PΣ ist genau dann kompakt, wenn der Fächer Σ endlich und
vollständig ist.

Beweis. [Oda, Theoreme 1.10 und 1.11] 2

Bemerkung 1.10 Der Kegel {0} ist trivialerweise nichtsingulär. Da ein eindi-
mensionaler Kegel % in N nach Definition von einem Element in N erzeugt wird
und dieses zu einer Basis fortgesetzt werden kann, sind auch alle eindimensionalen
Kegel nichtsingulär. Das bedeutet, daß für jeden beliebigen Fächer Σ[1] regulär
und damit die offene, torische Untervarietät PΣ[1] von PΣ glatt ist. Also ist der
singuläre Ort einer torischen Varietät stets in

PΣ \ PΣ[1] =
∐

σ∈Σ\Σ[1]

orb σ

enthalten.

Für weitere Kriterien dieser Art wird der Begriff der Trägerfunktion benötigt.

Definition 1.11 Es sei Σ ein Fächer in N .

(i) Eine Funktion h : |Σ| → R heißt Trägerfunktion des Fächers Σ, falls sie auf
jedem Kegel σ ∈ Σ linear ist und h(N ∩ |Σ|) ⊂ Q gilt.

(ii) Eine Trägerfunktion h heißt ganzzahlig , falls sogar h(N ∩ |Σ|) ⊂ Z gilt.



8 KAPITEL 1. TORISCHE VARIETÄTEN

Bemerkung 1.12

(i) Zu einer Trägerfunktion h des Fächers Σ gibt es für jeden Kegel σ ∈ Σ ein
Element hσ ∈ MQ := M ⊗Z Q mit h|σ = 〈hσ, ·〉. Ist h′σ ∈ MQ ein weiteres
Element mit dieser Eigenschaft, so gilt hσ − h′σ ∈ σ⊥. Also ist hσ für ein
σ ∈ Σ(r) wegen σ⊥ = {0} eindeutig festgelegt, für andere Kegel hingegen
nicht. Ist τ eine Seite von σ, so kann man hτ = hσ wählen.

(ii) Ist h ganzzahlig, so liegen die darstellenden Elemente hσ bereits in M .

(iii) Gibt man die Werte h(n(%)) ∈ Q für die primitiven Erzeuger n(%) ∈ N
aller eindimensionalen Kegel % in Σ vor, so gibt es entweder keine Träger-
funktion auf |Σ|, die diese Werte annimmt, oder sie existiert und ist eindeu-
tig bestimmt. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn es für jeden Kegel
σ =

∑
%<σ R≥0n(%) in Σ ein hσ ∈ MQ gibt mit 〈hσ, n(%)〉 = h(n(%)) für

jedes % < σ. Für einen simplizialen Kegel σ, d.h. σ hat genau dim σ eindi-
mensionale Seiten, existiert ein solches hσ stets. Dies gilt insbesondere für
nichtsinguläre Kegel.

(iv) Wählt man die Werte h(n(%)) in Z und ist der Fächer nichtsingulär, so ist
die dadurch definierte Trägerfunktion ganzzahlig. Dies gilt aber nicht für
einen beliebigen Fächer. Selbst wenn eine Trägerfunktion mit den gegebenen
Werten existiert, kann sie auf Punkten in N ∩ |Σ| nicht-ganzzahlige Werte
annehmen.

Definition 1.13 Sei Σ ein vollständiger Fächer in N .

(i) Eine Trägerfunktion h von Σ heißt konvex , falls für alle n, n′ ∈ |Σ|(= NR)
die Ungleichung h(n + n′) ≤ h(n) + h(n′) gilt.

(ii) Eine konvexe Trägerfunktion h heißt streng konvex , falls für zwei r-dimen-
sionale Kegel σ 6= σ′ in Σ die darstellenden Elemente hσ und hσ′ verschieden
sind.

(iii) Eine Trägerfunktion h von Σ heißt konkav , falls−h konvex ist; entsprechend
heißt h streng konkav , falls −h streng konvex ist.

Die Trägerfunktionen sind unter anderem wichtig im Zusammenhang mit Divi-
soren. Es existiert mittels der Zuordnung

h 7→ Dh :=
∑

%∈Σ(1)

h(n(%))V (%)

eine injektive Abbildung der Menge der Trägerfunktionen in die Menge der TN -
invarianten Q-Cartier-Divisoren. Schränkt man die Abbildung auf diejenigen Trä-
gerfunktionen ein, die den primitiven Erzeugern aller eindimensionalen Kegel gan-
ze Zahlen zuordnen, erhält man eine Abbildung in die Menge der TN -invarianten
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Divisoren. Dabei ergeben im Fall einer kompakten, torischen Varietät die konve-
xen resp. streng konvexen Trägerfunktionen Divisoren, die nef resp. ampel sind.
Ist der Fächer Σ nichtsingulär, die zugehörige Varieät also glatt, so ist diese
Abbildung ein Isomorphismus und die genannte Einschränkung ebenso.

Bemerkung 1.14 In der Literatur werden bei dieser Zuordnung verschiedene
Vorzeichenkonventionen verwendet. In [Oda] wird einer Trägerfunktion h der Di-
visor −

∑
%∈Σ(1) h(n(%))V (%) zugeordnet. Daraus ergibt sich, daß nicht mit konve-

xen (streng konvexen) sondern mit konkaven (streng konkaven) Trägerfunktionen
gearbeitet werden muß, um Divisoren zu erhalten, die nef (ampel) sind. In [Ba]
hingegen wird die hier angegebene Vorzeichenwahl getroffen.

Es gilt nun folgender

Satz 1.15 Eine kompakte torische Varietät PΣ ist genau dann projektiv, wenn
es zu Σ eine streng konvexe, ganzzahlige Trägerfunktion h gibt.

Beweis. [Oda, Korollar 2.16] 2

Bemerkung 1.16

(i) Zu einer Trägerfunktion h läßt sich wie folgt ein (eventuell leeres) Polytop
in MR definieren:

∆(Σ, h) :=
⋂

σ∈Σ(r)

(−hσ + σ̌)

Im Falle eines endlichen, vollständigen Fächers und einer streng konvexen
Trägerfunktion ist dieses Polytop r-dimensional und hat als Ecken genau
die Elemente {−hσ : σ ∈ Σ(r)}. Ist h ganzzahlig, so ist ∆(Σ, h) ein Gitter-
Polytop.

(ii) Eine streng konvexe Trägerfunktion eines vollständigen Fächers legt einen
amplen Divisor fest und damit definiert ein positiv ganzzahliges Vielfaches
dieser Trägerfunktion einen sehr amplen Divisor, der dann eine Einbettung
in einen projektiven Raum liefert. Ist der Fächer regulär, die torische Va-
rietät also glatt, ist jeder ample Divisor bereits sehr ampel ([Oda, Korollar
2.15.]). Existieren für einen vollständigen Fächer zwei verschiedene streng
konvexe, ganzzahlige Trägerfunktionen, so legen diese auf diese Weise i.a.
auch verschiedene Einbettungen der torischen Varietät in einen projektiven
Raum fest.

(iii) Genauer gesagt, sind zwei TN -invariante Divisoren Dh und D′
h genau dann

linear äquivalent, wenn sich die definierenden ganzzahligen Trägerfunktio-
nen h und h′ um ein Element in M unterscheiden, d.h. es gibt ein m ∈ M
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mit h = h′ + m. Dies ist der Fall, da ein Divisor Dh genau dann prinzipal
ist, wenn h ∈ M gilt. In diesem Fall gilt dann auch

∆(Σ, h) =
⋂

σ∈Σ(r)

(−hσ + σ̌)

= m +
⋂

σ∈Σ(r)

(−(hσ + m) + σ̌)

= m + ∆(Σ, h′).

Ist PΣ eine projektive torische Varietät, so legen also der Fächer und eine streng
konvexe, ganzzahlige Trägerfunktion ein Gitter-Polytop und einen amplen Divisor
fest. Geht man von einem Gitter-Polytop aus, so definiert dieses nicht nur einen
Fächer und damit eine torische Varietät, sondern auch eine streng konvexe, ganz-
zahlige Trägerfunktion h∆. Die Trägerfunktion wird auf einem r-dimensionalen
Kegel σ(F ) zu einer Ecke F ∈ ∆ festgelegt durch h∆

σ(F ) = −F (∈ M), da sich mit
dieser Funktion

∆ = ∆(Σ(∆), h∆)

ergibt. Entsprechend erhält man aus dem Polytop ∆(Σ, h) den Fächer Σ und die
Trägerfunktion h zurück:

Σ = Σ(∆(Σ, h)) und h = h∆(Σ,h).

Zusammenfassend definiert ein Fächer eine allgemeine torische Varietät, wohin-
gegen ein Gitter-Polytop eine projektive torische Varietät inklusive eines amplen
Divisors festlegt. Also ist die Konstruktion aus einem Fächer wesentlich allge-
meiner als die aus einem Polytop, denn außer den nicht kompakten torischen
Varietäten, die aus nicht vollständigen Fächern entstehen, gibt es auch kompak-
te, nicht-projektive torische Varietäten ([Oda, Beispiel S. 84]).

1.2 Das Polytop ∆r

Es sei r ∈ N und {et : 1 ≤ t ≤ r + 1} die Standardbasis des Zr+1. Das Wurzel-
system Ar besteht dann aus den Wurzeln ei,j := ei − ej, 1 ≤ i 6= j ≤ r + 1, und
erzeugt das folgende Untergitter von Zr+1 vom Rang r

M := Mr :=

{
r+1∑
t=1

mtet ∈ Zr+1 :
r+1∑
t=1

mt = 0

}
⊂ Zr+1.

Das zugehörige Gitter-Polytop ∆r ist definiert als die konvexe Hülle der Wurzeln
in MR, also

∆r := {ei,j : 1 ≤ i 6= j ≤ r + 1}
con

⊂ MR.
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Eine Z-Basis des Gitters M ist durch {ei+1,i : 1 ≤ i ≤ r} gegeben. Das duale
Gitter N := Nr kann dann mittels der hierzu dualen Basis bestimmt werden.
Dazu seien die Elemente der dualen Basis zu den et ∈ Zr+1 ebenfalls mit et

bezeichnet.

Lemma 1.17 Die duale Basis zur Basis {ei+1,i, 1 ≤ i ≤ r} von M , besteht aus
den Vektoren

e{1,...,i} :=
i

r + 1

r+1∑
t=i+1

et −
r + 1− i

r + 1

i∑
t=1

et

mit 1 ≤ i ≤ r.

Beweis. Es sei δij das Kroneckersymbol und 1 ≤ i, j ≤ r

〈ei+1,i, e{1,...,j}〉 =
j

r + 1

r+1∑
t=j+1

〈ei+1 − ei, et〉 −
r + 1− j

r + 1

j∑
t=1

〈ei+1 − ei, et〉

=
j

r + 1
δi+1,j+1 −

r + 1− j

r + 1
(−δi,j)

= δij.

2

Das duale Gitter läßt sich damit als

N = Nr =

{
r+1∑
t=1

ntet : nt ∈
1

r + 1
Z,

r+1∑
t=1

nt = 0

}
darstellen.

Da für die Konstruktion und die Eigenschaften der torischen Varietät P∆r die
Seiten und die Eigenschaften des Polytopes eine entscheidende Rolle spielen, soll
nun das Polytop ∆r analysiert werden.

Lemma 1.18 Jede echte Seite von ∆r ist von der Form

FJ1J2 := {ei,j : i ∈ J1, j ∈ J c
2}

con

mit J1 ⊂ J2 ⊂ {1, . . . , r + 1} und hat damit #J1 · (r + 1−#J2) Ecken. FJ1J2 ist
genau dann die leere Seite von ∆r, wenn J1 = ∅ oder J2 = {1, . . . , r + 1} gilt.

Für zwei Seiten F
J

(t)
1 J

(t)
2

mit J
(t)
1 ⊂ J

(t)
2 ⊂ {1, . . . , r + 1}, t = 1, 2, gilt

F
J

(1)
1 J

(1)
2
∩ F

J
(2)
1 J

(2)
2

= F
J

(1)
1 ∩J

(2)
1 J

(1)
2 ∪J

(2)
2

und
F

J
(1)
1 J

(1)
2

< F
J

(2)
1 J

(2)
2
⇐⇒ J

(1)
1 ⊂ J

(2)
1 und J

(1)
2 ⊃ J

(2)
2 .

Für eine nichtleere Seite FJ1J2 von ∆ ist die Dimension gegeben durch

r + #J1 −#J2 − 1.
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Beweis. Das Kriterium, wann ein FJ1J2 leer ist, die Anzahl der Ecken und die
Formel für den Durchschnitt zweier solcher Mengen folgen sofort aus der Defi-
nition. Ebenso folgt sofort, daß F

J
(1)
1 J

(1)
2

genau dann eine Teilmenge von F
J

(2)
1 J

(2)
2

ist, wenn
J

(1)
1 ⊂ J

(2)
1 und J

(1)
2 ⊃ J

(2)
2

gilt. Sobald gezeigt wurde, daß die F
J

(t)
1 J

(t)
2

Seiten des Polytopes ∆r sind, ist damit

auch dieses Kriterium gezeigt.

Es sei für ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1} und k := #J

eJ :=
k

r + 1

∑
t∈Jc

et −
r + 1− k

r + 1

∑
t∈J

et ∈ N,

H(eJ ,−1) := {m ∈ MR : 〈m, eJ〉 = −1}
und

H+(eJ ,−1) := {m ∈ MR : 〈m, eJ〉 ≥ −1} .

Behauptung 1. Es gilt

∆r ⊂
⋂

J {1,...,r+1}
J 6=∅

H+(eJ ,−1).

Beweis. Da ∆r konvex ist, genügt es zu zeigen, daß die Ecken von ∆, also alle
ei,j, in dem ebenfalls konvexen Durchschnitt der Halbräume liegen.

Mit δJ
i :=

{
1 i ∈ J
0 i 6∈ J

gilt:

〈ei,j, eJ〉 =
k

r + 1

∑
t∈Jc

〈ei − ej, et〉 −
r + 1− k

r + 1

∑
t∈J

〈ei − ej, et〉

=
k

r + 1
(δJc

i − δJc

j )− r + 1− k

r + 1
(δJ

i − δJ
j )

=


1 i ∈ J c, j ∈ J
0 i, j ∈ J ∨ i, j ∈ J c

−1 i ∈ J, j ∈ J c

≥ −1.

Aus dieser Rechnung geht auch hervor, daß eine Ecke ei,j genau dann in der
Hyperebene H(eJ ,−1) liegt, wenn i ∈ J und j ∈ J c gilt.

Behauptung 2. Der kleinste affine Unterraum, der die Menge FJ1J2 6= ∅ enthält,
hat Dimension r + #J1 −#J2 − 1.

Beweis. O.B.d.A. sei J1 = {1, . . . , k} ⊂ J2 = {1, . . . , l} mit 1 ≤ k ≤ l ≤ r.
Diese Situation kann durch Permutation der Menge {1, . . . , r+1} stets hergestellt
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werden. Folgende r− l + k Wurzeln in FJ1J2 sind affin unabhängig, spannen also
einen (r − l + k − 1)-dimensionalen affinen Raum auf,

e1,l+1, e1,l+2, . . . , e1,r+1, e2,r+1, . . . , ek,r+1,

da für λ1,j ∈ R, j = l + 1, . . . , r und λi,r+1 ∈ R, i = 2, . . . , k gilt

r∑
j=l+1

λ1,j(e1,j − e1,r+1) +
k∑

i=2

λi,r+1(ei,r+1 − e1,r+1) = 0

⇐⇒
r∑

j=l+1

λ1,j(er+1 − ej) +
k∑

i=2

λi,r+1(ei − e1) = 0

⇐⇒

(
k∑

i=2

−λi,r+1

)
e1 +

k∑
i=2

λi,r+1ei +
r∑

j=l+1

−λ1,jej +

(
r∑

j=l+1

λ1,j

)
er+1 = 0

⇐⇒


k∑

i=2

λi,r+1 = 0, λi,r+1 = 0 für i = 2, . . . , k,

r∑
j=l+1

λ1,j = 0, λ1,j = 0 für j = l + 1, . . . , r

⇐⇒
{

λi,r+1 = 0 für i = 2, . . . , k
λ1,j = 0 für j = l + 1, . . . , r.

Also ist die Dimension des kleinsten affinen Unterraumes, der FJ1J2 enthält, nicht
kleiner als r − l + k − 1 = r + #J1 −#J2 − 1. Andererseits gilt

FJ1J2 ⊂
l⋂

t=k

H(e{1,...,t},−1),

da für k ≤ t ≤ l gilt

ei,j ∈ FJ1J2 =⇒ i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {l + 1, . . . , r + 1}
=⇒ i ∈ {1, . . . , t}, j ∈ {t + 1, . . . , r + 1}
=⇒ ei,j ∈ H(e{1,...,t},−1).

Die Menge {e{1,...,t} : k ≤ t ≤ l} ist Teilmenge der zu ei+1,i dualen Basis
von N (s. Lemma 1.17) und damit linear unabhängig. Also ist die Dimensi-
on des Durchschnittes der von diesen Elementen definierten Hyperebenen r −
(#Hyperebenen) = r − (l − k + 1) = r + #J1 −#J2 − 1.

Behauptung 3. Die Mengen FJ1J2 sind Seiten des Polytopes ∆r.

Beweis. Für ∅ 6= J = J1 = J2  {1, . . . , r + 1} ergibt sich die Dimension
des kleinsten affinen Unterraumes, der FJJ enthält, zu r − 1. Die Ecken von
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FJJ spannen nach Behauptung 2 die Hyperebene H(eJ ,−1) auf. Zusammen mit
Behauptung 1 ergibt sich dann

∆r =
⋂

∅6=J {1,...,r+1}

H+(eJ ,−1).

Damit gilt auch

FJ1J2 = ∆r ∩H(eJ1 ,−1) ∩H(eJ2 ,−1)

= {m ∈ MR : 〈m, eJ〉 ≥ −1 für alle J, 〈m, eJ1〉 = 〈m, eJ2〉 = −1}.

Mit n =
eJ1

+eJ2

2
ergibt sich dann

∆r ⊂ H+(n,−1),

da 〈ei,j, n〉 =
〈ei,j ,eJ1

〉+〈ei,j ,eJ2
〉

2
≥ −1 gilt, und

FJ1J2 = ∆ ∩H(n,−1) = {m ∈ MR : 〈m, eJ〉 ≥ −1 für alle J, 〈m,n〉 = −1},

da mit der Voraussetzung 〈m, eJ〉 ≥ −1 für alle J

〈m, n〉 = −1 ⇐⇒ 〈m, eJ1〉 = 〈m, eJ2〉 = −1

gilt. Also ist FJ1J2 eine Seite von ∆r.

Behauptung 4. Jede echte Seite F von ∆r ist von der Form F = FJ1J2 für geeignete
J1 ⊂ J2 ⊂ {1, . . . , r + 1}.

Beweis. Wegen ∆r =
⋂
∅6=J {1,...,r+1} H+(eJ ,−1), FJJ = ∆r ∩ H(eJ ,−1) und

dim FJ1J2 = r− 1 ⇐⇒ J1 = J2 sind alle (r− 1)-dimensionalen Seiten von ∆r von
der Form FJJ . Jede echte Seite F von ∆r läßt sich nun als endlicher Durchschnitt
von (r − 1)-dimensionalen Seiten schreiben. Es gilt also für geeignete ∅ 6= Ji  
{1, . . . , r + 1}, i = 1, . . . , k

F =
k⋂

i=1

FJiJi
.

Wendet man nun die Formel für den Durchschnitt zweier solcher Mengen induktiv
an, so erhält man

F =
k⋂

i=1

FJiJi
= F(

⋂
i Ji)(

⋃
i Ji),

also die gewünschte Darstellung. Darüberhinaus folgt, daß sich jede Seite des Po-
lytopes ∆r bereits als Durchschnitt zweier (r−1)-dimensionaler Seiten darstellen
läßt. Es gilt für J1 ⊂ J2 ⊂ {1, . . . , r + 1}

FJ1J2 = F(J1∩J2)(J1∪J2) = FJ1J1 ∩ FJ2J2 .

2
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Korollar 1.19 Für 0 ≤ s ≤ r− 1 ist die Anzahl der s-dimensionalen Seiten von
∆ gegeben durch

#∆(s) =

(
r + 1

s + 2

)
(2s+2 − 2),

also hat ∆ insbesondere genau (r+1) ·r Ecken und 2r+1−2 Seiten mit Dimension
r − 1. Außerdem ist #∆(−1) = #∆(r) = 1.

Beweis. Sei 0 ≤ s ≤ r − 1, wegen FJ1J2 ∈ ∆(s) ⇐⇒ r + #J1 −#J2 − 1 = s, ist
#∆(s) die Anzahl der verschiedenen Möglichkeiten, zwei Mengen J1 und J2 mit
∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r + 1} und #J2 − #J1 = r − s − 1 zu wählen. Es muß
gelten

(#J1, #J2) ∈ {(1, r − s), (2, r − s + 1), . . . , (s + 1, r)}.
Sei k = #J1 ∈ {1, . . . , s+1}, dann ist l = #J2 = r−s−1+k, #(J2\J1) = r−s−1
und es gibt

(
r+1
k

)
Möglichkeiten, eine Menge J1 mit k Elementen zu wählen. Da

J2 ⊃ J1 gelten muß, gibt es
(

r+1−k
r−s−1

)
Möglichkeiten, r − s− 1 Elemente aus J c

1 zu
J1 hinzuzufügen, um eine Menge J2 zu erhalten. Es ergibt sich

#∆(s) =
s+1∑
k=1

(
r + 1

k

)(
r + 1− k

r − s− 1

)

=
(r + 1)!

(r − s− 1)!

s+1∑
k=1

1

k!(s + 2− k)!

=
(r + 1)!

(s + 2)!(r − s− 1)!

(
s+2∑
k=0

(
s + 2

k

)
− 2

)

=

(
r + 1

s + 2

)
(2s+2 − 2).

Speziell gilt

#∆(0) =

(
r + 1

2

)
(22 − 2) = (r + 1) · r

und

#∆(r − 1) =

(
r + 1

r + 1

)
(2r+1 − 2) = 2r+1 − 2.

Die Behauptung #∆(−1) = #∆(r) = 1 gilt für jedes r-dimensionale Polytop. 2

Eine wichtige Eigenschaft eines Polytopes ∆ ist die Reflexivität. Dafür wird der
Begriff des ganzzahligen Abstandes benötigt.

Definition 1.20 Es sei H eine affine Hyperebene in MR, die von Gitterpunkten
aufgespannt wird, d.h. es gibt ein n(0) ∈ N und eine ganze Zahl λ ∈ Z mit

H = {m ∈ MR : 〈m, n(0)〉 = λ}.
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Der ganzzahlige Abstand eines Punktes m(0) ∈ M und der Hyperebene H ist
definiert als

|λ− 〈m(0), n(0)〉| ∈ Z≥0.

Definition 1.21 Es sei M ein r-dimensionales Gitter und ∆ ein Gitter-Polytop
in MR, dessen Inneres die 0 enthält. Das Paar (∆, M) heißt reflexiv , falls der
ganzzahlige Abstand zwischen der 0 und jeder affinen Hyperebene H, die von
einer (r−1)-dimensionalen Seite von ∆ aufgespannt wird, gleich 1 ist. Ist (∆, M)
ein reflexives Paar, so wird ∆ reflexiv genannt.

Bemerkung 1.22 Ein reflexives Polytop ist notwendigerweise r-dimensional, da
anderenfalls das Innere leer ist.

Korollar 1.23 Das Polytop ∆r ist ein reflexives Polytop.

Beweis. Aus dem Beweis von Lemma 1.18 ist bekannt, daß

∆r =
⋂

J {1,...,r+1}
J 6=∅

H+(eJ ,−1)

gilt. Wegen 0 ∈ H+(eJ ,−1) \ H(eJ ,−1) liegt die 0 im Inneren des Polytopes.
Außerdem wurde dort gezeigt, daß alle (r − 1)-dimensionalen Seiten von ∆r die
Form FJJ haben mit einem ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1} und, daß FJJ die Hyperebene
H(eJ ,−1) aufspannt. Der ganzzahlige Abstand von einer solchen Hyperebene und
der 0 ist also

| − 1− 〈0, eJ〉| = 1,

und damit ist das Paar (∆, M) reflexiv. 2

1.3 Der Fächer Σ(∆r)

Nachdem im letzten Abschnitt das Polytop ∆r analysiert wurde, soll in diesem
Abschnitt der zugehörige Fächer Σ(∆r) betrachtet werden. Dafür wird NR durch
Einbettung in den Vektorraum (Zr+1)∨ ⊗Z R ∼= Rr+1 mit den Koordinaten n =
(n1, . . . , nr+1) versehen. Dann ist NR = H((1, . . . , 1), 0) ⊂ Rr+1, d.h. für ein
n ∈ NR gilt

∑r+1
t=1 nt = 0.

Lemma 1.24 Der Fächer Σ(∆r) besteht aus dem Kegel {0} und den Kegeln

σJ1J2 := σ(FJ1J2)

= {n ∈ NR : ni ≤ nt ≤ nj für alle i ∈ J1, j ∈ J c
2 , 1 ≤ t ≤ r + 1} ⊂ NR
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mit ∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r +1}. Ein Kegel σJ1J2 hat Dimension #J2−#J1 +1.

Außerdem gilt für ∅ 6= J
(i)
1 ⊂ J

(i)
2  {1, . . . , r + 1}, i = 1, 2,

σ
J

(1)
1 J

(1)
2

< σ
J

(2)
1 J

(2)
2
⇐⇒ J

(1)
1 ⊃ J

(2)
1 und J

(1)
2 ⊂ J

(2)
2 .

Beweis. Der Fächer Σ(∆r) besteht nach Satz und Definition 1.6 aus allen Kegeln
σ(F ) mit einer nichtleeren Seite F von ∆r. Dabei ist für F = ∆r der zugehörige
Kegel {0}. Sei also F eine nichtleere, echte Seite von ∆r. Dann gilt nach Lem-
ma 1.18 F = FJ1J2 für geeignete ∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r + 1} und es ist

σ̌J1J2 := σ̌(FJ1J2) = R≥0(∆r − FJ1J2).

Dieser Kegel wird erzeugt von den Elementen ek,l − ei,j mit 1 ≤ k 6= l ≤ r + 1
und i ∈ J1, j ∈ J c

2 , da ∆r die konvexe Hülle der ek,l und FJ1J2 die der ei,j ist. Nun
gilt für feste i ∈ J1, j ∈ J c

2

ek,l − ei,j =



0, falls k = i, l = j
ej,l, falls k = i, l 6= j
ek,i, falls k 6= i, l = j
2ej,t + 2et,i, falls k = j, l = i
2ej,l + el,i, falls k = j, l 6= i
2ek,i + ej,k, falls k 6= j, l = i
ek,i + ej,l, falls k, l 6= i, j

für ein beliebiges t 6= i, j, denn z.B. für k = j, l = i ist

ek,l − ei,j = ej − ei − ei + ej = 2(ej − et) + 2(et − ei) = 2ej,t + 2et,i.

Die anderen Fälle ergeben sich analog.

Es gilt also

R≥0(∆r − ei,j) =
∑
k 6=l

R≥0(ek,l − ei,j) =
∑
t6=i,j

(R≥0ej,t + R≥0et,i)
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und damit

σ̌J1J2 = R≥0(∆r − FJ1J2)

=
∑
i∈J1
j∈Jc

2

R≥0(∆r − ei,j)

=
∑
i∈J1
j∈Jc

2

∑
t6=i,j

(R≥0ej,t + R≥0et,i)

=



∑
i∈J1

∑
t6=i

R≥0et,i +
∑

j∈Jc
2

∑
t6=j

R≥0ej,t, falls #J1 6= 1, #J2 6= r∑
t6=i

R≥0et,i +
∑

j∈Jc
2

∑
t6=i,j

R≥0ej,t, falls J1 = {i}, #J2 6= r∑
i∈J1

∑
t6=i,j

R≥0et,i +
∑
t6=j

R≥0ej,t, falls #J1 6= 1, J c
2 = {j}∑

t6=i,j

R≥0et,i +
∑

t6=i,j

R≥0ej,t, falls J1 = {i}, J c
2 = {j}

Der duale Kegel zu σ̌J1J2 ergibt sich nun zu

σJ1J2 = {n ∈ NR : 〈m, n〉 ≥ 0 für alle m ∈ σ̌J1J2}
= {n ∈ NR : 〈m, n〉 ≥ 0 für alle Erzeuger m von σ̌J1J2}
= {n ∈ NR : ni ≤ nt ≤ nj für alle i ∈ J1, j ∈ J c

2 , 1 ≤ t ≤ r + 1},

da z.B. für #J1 6= 1, #J2 6= r und n ∈ NR gilt

〈m,n〉 ≥ 0 für alle Erzeuger m von σ̌J1J2

⇐⇒ 〈et,i, n〉 ≥ 0 für alle i ∈ J1, t 6= i und 〈ej,t, n〉 ≥ 0 für alle j ∈ J c
2 , t 6= j

⇐⇒ ni ≤ nt für alle i ∈ J1, t 6= i und nt ≤ nj für alle j ∈ J c
2 , t 6= j

⇐⇒ ni ≤ nt ≤ nj für alle i ∈ J1, j ∈ J c
2 , 1 ≤ t ≤ r + 1.

Die anderen drei Fälle lassen sich analog beweisen.

Die Dimension des Kegels σJ1J2 ergibt sich nach Satz und Definition 1.6 und
Lemma 1.18 als r− dim(FJ1J2) = r− (r + #J1 −#J2 − 1) = #J2 −#J1 + 1. Die
Bedingung, wann ein Kegel Seite eines anderen ist, folgt sofort aus Lemma 1.18
und Bemerkung 1.7. 2

Korollar 1.25 Die eindimensionalen Kegel des Fächers Σ(∆r) sind genau die
Kegel der Form

%J := σJJ = R≥0n(%J)

mit ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}, k := #J und

n(%J) = eJ =
k

r + 1

∑
t∈Jc

et −
r + 1− k

r + 1

∑
t∈J

et ∈ N.

Der Vektor n(%J) ist der (eindeutige) primitive Erzeuger von %J über Z≥0, d.h.
%J ∩N = Z≥0n(%J).
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Beweis. Nach Lemma 1.24 sind die eindimensionalen Kegel von Σ(∆r) genau die
der Form σJ1J2 mit ∅ 6= J := J1 = J2  {1, . . . , r + 1}. Es genügt also zu zeigen,
daß eJ der primitive Erzeuger von %J = σJJ ist, also

N ∩ %J = Z≥0eJ .

Sei o.B.d.A. J = {1, . . . , k} mit 1 ≤ k ≤ r. Es ist Z≥0eJ ⊂ N ∩ %J , da

eJ =

(
−r + 1− k

r + 1
, . . . ,−r + 1− k

r + 1︸ ︷︷ ︸
k−mal

,
k

r + 1
, . . . ,

k

r + 1

)

und
N ∩ %J = {n ∈ N : n1 = · · · = nk ≤ nk+1 = · · · = nr+1}

gilt und damit eJ in N ∩ %J liegt. Die andere Inklusion folgt, da eJ ein Vektor
der Basis von N ist. 2

Bemerkung 1.26 Für jeden s-dimensionalen Kegel σJ1J2 in Σ(∆r) ist %J genau
dann eine Seite, wenn J1 ⊂ J ⊂ J2 gilt. Hält man J1 und J2 fest, so gibt es
2#J2−#J1 Mengen mit dieser Eigenschaft, so daß jeder Kegel mit Dimension größer
als 2 singulär ist, da 2#J2−#J1 > s = #J2 −#J1 + 1 für alle s ≥ 3 gilt, d.h. der
Kegel hat mehr Erzeuger als seine Dimension angibt. Die Varietät P∆r ist also
für r ≥ 3 nach Satz 1.9 singulär und für r = 1, 2 glatt.

1.4 Die torische Varietät P∆r

In diesem Abschnitt soll die durch das Polytop ∆r definierte torische Varietät P∆r

analysiert werden. Bekannt ist aus Abschnitt 1.1 und Bemerkung 1.26, daß P∆r

projektiv und nicht glatt ist. Man kann nun nach der Dimension des singulären
Ortes und der Art der Singularitäten fragen. Dafür ist es wichtig, die durch das
Polytop definierte Trägerfunktion h∆r auf dem Fächer Σ(∆r) zu kennen.

Aus dem Abschnitt 1.1 ist bekannt, daß eine ganzzahlige Trägerfunktion h auf je-
dem r-dimensionalen Kegel σ ∈ Σ eindeutig durch ein Element hσ ∈ M festgelegt
wird und die Funktion durch Festlegung dieser darstellenden Elemente eindeutig
bestimmt ist. Darüberhinaus wurde dort dargestellt, wie mittels des Polytopes
∆r die Trägerfunktion h∆r festgelegt wird. Sei dafür nun ei,j eine Ecke des Po-
lytopes ∆r und σi,j := σ{i}{j}c , i 6= j, sei der zugehörige r-dimensionale Kegel in
Σ(∆r) aus Lemma 1.24. Das darstellende Element der Funktion h∆r auf σi,j ist
dann −ei,j = ej,i.

Eine wichtige Feststellung, um Aussagen über die Art der Singularitäten einer
torischen Varietät machen zu können, ist die, daß alle Punkte auf einem Orbit
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orb σ, σ ∈ Σ, lokal isomorph sind, also das gleiche Verhalten bezüglich Singula-
ritäten an den Tag legen. Dies sieht man wie folgt ein.

Definition 1.27 Es sei σ ein s-dimensionaler Kegel in einem Fächer Σ in NR.
Das von σ erzeugte Untergitter N(σ) von N ist das kleinste s-dimensionale Un-
tergitter von N , welches σ ∩N enthält.

Da σ ein streng konvexer, rationaler, polyhedraler Kegel in N(σ) ist, kann man
zusätzlich zu Uσ die affine Toruseinbettung Uσ,N(σ) von σ als Kegel in N(σ) be-
trachten. Es gilt

Uσ
∼= (C∗)r−s × Uσ,N(σ).

Auf Uσ,N(σ) operiert der Torus TN(σ) und der Orbit orbN(σ) σ von σ bezüglich
dieser Operation ist ein Punkt, der einzige Fixpunkt in Uσ,N(σ).

Definition 1.28 Der Fixpunkt in Uσ,N(σ) unter der Operation des Torus TN(σ)

wird mit uσ bezeichnet.

Unter dem oben genannten Isomorphismus gilt

orbN σ ∼= (C∗)r−s × {uσ},

so daß kleine offene analytische Umgebungen eines beliebigen Punktes u ∈ orbN σ
isomorph zu Produkten von (r−s)-dimensionalen offenen Kugeln mit offenen ana-
lytischen Umgebungen des Punktes uσ ∈ Uσ,N(σ) sind. Dementsprechend genügt
es also, für jeden Kegel σ ∈ Σ den Punkt uσ zu untersuchen.

Bemerkung 1.29 Für einen Kegel σ ∈ Σ ist uσ und damit orbN σ genau dann
singulär, wenn der Kegel σ singulär ist. Dies läßt sich aus dem Beweis zu Satz 1.9
in [Oda, Theorem 1.10.] entnehmen.

Definition 1.30 Es sei X eine normale, r-dimensionale algebraische Varietät
und X◦ = X \ Sing(X) sei der glatte Anteil von X.

(i) Ein Weil-Divisor KX auf X heißt kanonischer Divisor, falls

OX◦(KX) = Ωr
X◦

gilt.

(ii) X heißt Q-Gorenstein-Varietät, falls es eine natürliche Zahl l gibt, so daß

ω
[l]
X := OX(lKX) ein Geradenbündel ist, d.h. KX ist ein Q-Cartier-Divisor.

(iii) X heißt Gorenstein, falls ωX := OX(KX) ein Geradenbündel ist.

(iv) Eine isolierte Singularität heißt Q-Gorenstein-Singularität (Gorenstein-Sin-
gularität), falls es eine Umgebung der Singularität gibt, die Q-Gorenstein
(Gorenstein) ist.
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Satz 1.31 Es sei σ ein s-dimensionaler Kegel und die primitiven Erzeuger der
eindimensionalen Seiten von σ seien n(1), . . . , n(t) ∈ N , t ≥ s. Dann gilt

(i) Der Punkt uσ ∈ Uσ,N(σ) ist genau dann Q-Gorenstein, wenn es ein Element
akσ ∈ MQ gibt, so daß alle n(i) in der affinen Hyperebene H(akσ, 1) liegen.

(ii) Ist uσ ∈ Uσ,N(σ) Q-Gorenstein, so ist uσ genau dann Gorenstein, wenn akσ

in M liegt.

Beweis. [Ba, Proposition 2.2.2.] 2

Bemerkung 1.32

(i) Die Forderung, daß es für jeden Kegel σ ein akσ ∈ MQ gibt, so daß alle pri-
mitiven Erzeuger der eindimensionalen Seiten in der Hyperebene H(akσ, 1)
liegen, ist äquivalent zu der Existenz einer Trägerfunktion auf dem Fächer
Σ, die auf dem primitiven Erzeuger eines jeden eindimensionalen Kegels
in Σ den Wert 1 annimmt. Also ist die torische Varietät PΣ genau dann
Q-Gorenstein, wenn es eine Trägerfunktion ak auf Σ gibt mit ak(n(%)) = 1
für alle % ∈ Σ(1) (n(%) sei der primitive Erzeuger von %). Entsprechend
ist eine torische Varietät genau dann Gorenstein, wenn es eine ganzzahlige
Trägerfunktion mit dieser Eigenschaft gibt.

(ii) Für eine torische Q-Gorenstein-Varietät PΣ legt die Trägerfunktion ak einen
TN -invarianten Q-Cartier-Divisor Dak fest, dies ist ein antikanonischer Di-
visor. Dementsprechend ist D−ak ein kanonischer Q-Cartier-Divisor. Ist PΣ

Gorenstein, so ist D−ak ein Cartier-Divisor.

Definition 1.33 Für eine torische Q-Gorenstein-Varietät heißt die Trägerfunk-
tion ak die antikanonische Trägerfunktion.

Lemma 1.34 Die torische Varietät P∆r ist Gorenstein.

Beweis. Nach obiger Bemerkung muß es also eine ganzzahlige Trägerfunktion ak
geben, die auf den primitiven Erzeugern der eindimensionalen Kegel den Wert 1
annimmt.
Behauptung. Es gilt h∆r = ak.
Sei also %J ein eindimensionaler Kegel mit ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}. Der primitive
Erzeuger ist dann nach Korollar 1.25 n(%J) = eJ . Der Kegel %J ist Seite eines jeden
r-dimensionalen Kegels σi,j mit i ∈ J, j ∈ J c. Also ist h∆r(n(%J)) = 〈ej,i, eJ〉 für
beliebige i ∈ J, j ∈ J c. In dem Beweis zu Lemma 1.18 wurde dieses Skalarprodukt
ausgerechnet und es galt

〈ej,i, eJ〉 =


1 j ∈ J c, i ∈ J
−1 j ∈ J , i ∈ J c

0 sonst



22 KAPITEL 1. TORISCHE VARIETÄTEN

Dementsprechend ist (unabhängig von der Wahl der i, j) h∆r(n(%J)) = 1. Da
die darstellenden Elemente zu jedem Kegel in M liegen, ist h∆r auch ganzzahlig.
Also ist die ganzzahlige Trägerfunktion h∆r die antikanonische Trägerfunktion
und damit P∆r Gorenstein. 2

Bemerkung 1.35 Der TN -invariante antikanonische Q-Divisor Dak, der durch
die antikanonische Trägerfunktion ak einer torischen Q-Gorenstein-Varietät PΣ

definiert wird, ist gleich PΣ \ TN . Es gilt nämlich

Dak =
∑

%∈Σ(1)

ak(n(%))V (%)

=
∑

%∈Σ(1)

1 · V (%)

=
∐
σ∈Σ

dim σ≥1

orb σ

= PΣ \ TN ,

da V (%) die Vereinigung aller Orbits zu Kegeln ist, die % als Seite enthalten, und
jeder Kegel mit positiver Dimension irgendein % enthält.

Nun hat die antikanonische Trägerfunktion ak von P∆r zusätzlich die Eigenschaft,
streng konvex zu sein, da sie durch das Polytop gegeben ist. Damit ist der anti-
kanonische Divisor Dak ampel.

Definition 1.36

(i) Eine Q-Gorenstein-Varietät X heißt Q-Fano-Varietät , falls es eine natürli-
che Zahl l gibt, so daß −lKX ein ampler Cartier-Divisor ist.

(ii) Eine Q-Fano-Varietät heißt Fano-Varietät , falls −KX ampel ist.

Bemerkung 1.37 Für eine Fano-Varietät X ist −KX ampel und damit insbe-
sondere ein Geradenbündel. Also ist X eine Gorenstein-Varietät.

Da nach [Oda, Lemma 2.12.] eine Trägerfunktion h auf einem Fächer Σ genau
dann streng konvex ist, wenn das Polytop ∆(Σ, h) r-dimensional ist und als Ecken
genau die paarweise verschiedenen −hσ, σ ∈ Σ, hat, gilt folgendes

Lemma 1.38

(i) Eine kompakte torische Q-Gorenstein-Varietät PΣ ist genau dann eine Q-
Fano-Varietät, wenn ∆(Σ, ak) ein r-dimensionales Polytop ist und die Men-
ge der Ecken genau die −akσ sind, wobei akσ 6= akσ′ für zwei verschiedene
r-dimensionale Kegel σ, σ′ gilt.
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(ii) Eine torische Q-Fano-Varietät PΣ ist genau dann eine Fano-Varietät, wenn
∆(Σ, ak) ein Gitter-Polytop ist.

Bemerkung 1.39 Für eine torische Fano-Varietät PΣ gilt

PΣ = P∆(Σ,ak).

Also ist die Varietät P∆r eine Fano-Varietät, was bedeutet, daß der antikanonische
Divisor P∆r \ TN ampel ist. In dem Abschnitt 1.1 wurde bereits darauf hinge-
wiesen, daß man das Polytop ∆r aus zugehörigem Fächer und Trägerfunktion
zurückgewinnen kann, es gilt wegen ak = h∆r

∆r = ∆r(Σ(∆r), ak) =
⋂

σi,j∈Σ(∆r)(r)

(ej,i + σ̌i,j).

Für die Eigenschaften der torischen Varietät spielt noch ein weiteres Polytop eine
wichtige Rolle, nämlich das zu ∆r duale Polytop ∆∗

r.

Definition 1.40 Es sei ∆ ein r-dimensionales Polytop in MR, in dessen Inneren
die 0 liegt. Das duale Polytop zu ∆ ist definiert als

∆∗ := {n ∈ NR : 〈m, n〉 ≥ −1 für alle m ∈ ∆}.

Bemerkung 1.41

(i) Für den Fall, daß ein Gitter-Polytop ∆ nicht die 0 im Inneren enthält, aber
einen Gitterpunkt m(0), kann man stattdessen das Gitter-Polytop ∆−m(0)

betrachten. Im Inneren dieses Polytopes liegt dann die 0 und es gilt P∆ =
P∆−m(0) . Darüberhinaus legen die beiden Trägerfunktionen h∆ und h∆−m(0)

linear äquivalente Divisoren fest, da h∆ + m(0) = h∆−m(0)
ist.

(ii) Das duale Polytop ∆∗ eines r-dimensionalen Polytopes ∆ ist wieder ein
Polytop. Dafür seien F1, . . . , Fk alle (r − 1)-dimensionalen Seiten von ∆
und H1, . . . , Hk die dadurch erzeugten Hyperebenen. Da die 0 im Inneren
von ∆ liegt, gibt es für jedes Hi ein Element n(i) ∈ NR und eine positive,
reelle Zahl λi mit

Hi = H
(
n(i),−λi

)
= H

(
1

λi

n(i),−1

)
und

∆ ⊂ H+
(
n(i),−λi

)
= H+

(
1

λi

n(i),−1

)
.

Dann gilt

∆ =
k⋂

i=1

H+

(
1

λi

n(i),−1

)
=

{
m ∈ MR :

〈
m,

1

λi

n(i)

〉
≥ −1, 1 ≤ i ≤ k

}
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und damit

∆∗ =

{
1

λi

n(i) : 1 ≤ i ≤ k

} con

.

Also ist ∆∗ die konvexe Hülle endlich vieler Elemente von NR.

(iii) Die 0 ∈ NR liegt im Inneren des Polytopes ∆∗ und es gilt

(∆∗)∗ = ∆.

(iv) Das duale Polytop eines Gitter-Polytopes ∆ ist genau dann ein Gitter-
Polytop, wenn ∆ reflexiv ist. In diesem Fall können die n(i) ∈ N und λi = 1
gewählt werden, so daß die Ecken des dualen Polytopes im Gitter N liegen.
Ist ∆ ein nicht-reflexives Gitter-Polytop, so können nicht alle Ecken 1

λi
n(i)

in dem Gitter N liegen.

Definition 1.42 Es sei PΣ eine torische Q-Fano-Varietät und ak die streng kon-
vexe, antikanonische Trägerfunktion. Zu der Varietät wird folgendes Polytop de-
finiert

∆∗(Σ, ak) := {n ∈ NR : ak(n) ≤ 1}.

Bemerkung 1.43

(i) Ist PΣ eine Fano-Varietät, so ist ∆(Σ, ak) reflexiv. Also ist ∆∗(Σ, ak) nach
obiger Bemerkung ein Gitter-Polytop.

(ii) ∆∗(Σ, ak) ist das duale Polytop von ∆(Σ, ak).

Es sei F eine s-dimensionale Seite (−1 ≤ s ≤ r) eines reflexiven Gitter-Polytopes
∆ ⊂ MR und m(1), . . . ,m(k) ∈ M seien die Ecken von F (k = 0 falls F = ∅).
Dann gilt für die duale Seite zu F

F ∗ := {n ∈ ∆∗ : 〈m(i), n〉 = −1, 1 ≤ i ≤ k} ⊂ ∆∗

folgendes

Lemma 1.44

(i) F ∗ ist eine (r − s− 1)-dimensionale Seite von ∆∗.

(ii) Die Operation ∗ ist eine 1:1-Zuordnung zwischen den Seiten von ∆ und
denen von ∆∗.

(iii) Für zwei Seiten F und F ′ von ∆ gilt genau dann F < F ′, wenn (F ′)∗ < F ∗

gilt.

Beweis. [Ba, Proposition 4.1.7.] 2
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Darüberhinaus gilt folgender

Satz 1.45 Es sei (∆, M) ein reflexives Paar. Dann ist auch (∆∗, N) ein reflexi-
ves Paar.

Beweis. [Ba, Theorem 4.1.6.] 2

Diese Sätze und Definitionen sollen nun auf den speziellen Fall ∆r angewandt
werden.

Lemma 1.46 Das duale Polytop ∆∗
r von ∆r ist gegeben durch

∆∗
r = {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}}

con
⊂ NR.

Die echten, nichtleeren Seiten von ∆∗
r sind genau die von der Form

fJ1J2 := {eJ : J1 ⊂ J ⊂ J2}
con

mit ∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r+1}. Für eine solche Seite ist dim fJ1J2 = #J2−#J1,
die Anzahl der Ecken ist 2#J2−#J1. Für zwei Seiten f

J
(i)
1 J

(i)
2

, i = 1, 2, gilt

f
J

(1)
1 J

(1)
2

< f
J

(2)
1 J

(2)
2
⇐⇒ J

(1)
1 ⊃ J

(2)
1 , J

(1)
2 ⊂ J

(2)
2

und

f
J

(1)
1 J

(1)
2
∩ f

J
(2)
1 J

(2)
2

= f(
J

(1)
1 ∪J

(2)
1

)(
J

(1)
2 ∩J

(2)
2

),
falls J

(1)
1 ∪ J

(2)
1 ⊂ J

(1)
2 ∩ J

(2)
2 , ansonsten ist der Durchschnitt leer.

Beweis. Nach Lemma 1.18 sind die (r − 1)-dimensionalen Seiten von ∆ von der
Form FJJ mit ∅ 6= J  {1, . . . , r+1} und die dadurch aufgespannten Hyperebenen
sind die H(eJ ,−1). Nach Bemerkung 1.41(i) ist dann ∆∗

r die konvexe Hülle der
eJ , also

∆∗
r = {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}}

con
⊂ NR.

Nach Lemma 1.44 sind die Seiten von ∆∗
r genau die der Form F ∗ mit einem

F < ∆r. Ist F = ∅, so ist F ∗ das gesamte duale Polytop. Für F = ∆r ergibt
sich F ∗ = ∅. Sei also F eine echte, nichtleere Seite von ∆r. Wiederum nach
Lemma 1.18 ist dann F = FJ1J2 mit ∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r + 1} und die Ecken
von F sind genau die ei,j mit i ∈ J1 und j ∈ J c

2 . Also ergibt sich

F ∗
J1J2

= {eJ : 〈ei,j, eJ〉 = −1 für alle i ∈ J1, j ∈ J c
2}

con

= {eJ : J1 ⊂ J ⊂ J2}
con

= fJ1J2 ,
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da 〈ei,j, eJ〉 = −1 ⇐⇒ i ∈ J, j ∈ J c. Nun gilt

dim fJ1J2 = r − dim FJ1J2 − 1 = r − (r + #J1 −#J2 − 1)− 1 = #J2 −#J1

und die Anzahl der Ecken ist 2#J2−#J1 , da dies die Anzahl der verschiedenen
Mengen ist, die zwischen J1 und J2 liegen. Außerdem ist

f
J

(1)
1 J

(1)
2

< f
J

(2)
1 J

(2)
2

⇐⇒ F
J

(1)
1 J

(1)
2

> F
J

(2)
1 J

(2)
2

⇐⇒ J
(1)
1 ⊃ J

(2)
1 , J

(1)
2 ⊂ J

(2)
2

und

f
J

(1)
1 J

(1)
2
∩ f

J
(2)
1 J

(2)
2

= {eJ : J
(i)
1 ⊂ J ⊂ J

(i)
2 , i = 1, 2}

con

= {eJ : J
(1)
1 ∪ J

(2)
1 ⊂ J ⊂ J

(1)
2 ∩ J

(2)
2 }

con

,

so daß für den Fall J
(1)
1 ∪ J

(2)
1 ⊂ J

(1)
2 ∩ J

(2)
2

f
J

(1)
1 J

(1)
2
∩ f

J
(2)
1 J

(2)
2

= f(
J

(1)
1 ∪J

(2)
1

)(
J

(1)
2 ∩J

(2)
2

)
gilt und sonst der Durchschnitt leer ist. 2

Bemerkung 1.47 Jeder Kegel σ in Σ(∆r) wird von einer echten Seite f von ∆∗
r

erzeugt, d.h. es gilt σ = R≥0f , dabei sei R≥0∅ := {0}. Ist σJ1J2 mit ∅ 6= J1 ⊂
J2  {1, . . . , r + 1} ein Kegel in Σ(∆r), dann gilt

σJ1J2 =
∑

J1⊂J⊂J2

R≥0n(%J)

= R≥0{n(%J) : J1 ⊂ J ⊂ J2}
con

= R≥0fJ1J2 .

Korollar 1.48 Das Polytop ∆∗
r ist reflexiv.

Beweis. ∆r ist reflexiv und damit ist das duale Polytop nach Satz 1.45 ebenfalls
reflexiv. 2

Im weiteren Verlauf werden die Gitterpunkte in den Polytopen ∆r und ∆∗
r eine

Rolle spielen, so daß diese kurz untersucht werden sollen. Zunächst einmal gilt
folgendes für ein beliebiges reflexives Polytop ∆∗ in NR.

Lemma 1.49 Ist ∆∗ ⊂ NR ein reflexives Polytop, so gilt

(∆∗)◦ ∩N = {0},

wobei (∆∗)◦ das Innere des Polytopes bezeichne.
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Beweis. Da ∆∗ reflexiv ist, gibt es für die (r− 1)-dimensionalen Seiten f1, . . . , fk

von ∆∗ Elemente m(i) ∈ M mit fi = ∆∗ ∩H(m(i), 1). Sei nun n ∈ ∆∗ ∩N , dann
gibt es ein fi mit

n ∈ {0} ∪ fi

con
.

Sei fi die konvexe Hülle der Ecken {n(1), . . . , n(l)} von ∆∗. Dann gibt es eine
Darstellung

n =
l∑

j=1

λjn
(j)

mit nichtnegativen, reellen Zahlen λj und
∑l

j=1 λj ≤ 1. Da die n(j) in der Hyper-

ebene H(m(i), 1) liegen, gilt

〈m(i), n〉 =
l∑

j=1

λj〈m(i), n(j)〉 =
l∑

j=1

λj

und damit 0 ≤ 〈m(i), n〉 ≤ 1.

Da n im Gitter N liegt, gilt aber auch 〈m(i), n〉 ∈ Z, also ist 〈m(i), n〉 ∈ {0, 1}.
Ist 〈m(i), n〉 = 1, so muß

∑l
j=1 λj = 1 gelten, und n liegt bereits in fi, also im

Rand von ∆∗. Ist 〈m(i), n〉 = 0, so folgt mit
∑l

j=1 λj = 0 und λj ≥ 0, daß n = 0
ist. Dementsprechend ist der einzige Gitterpunkt, der im Inneren von ∆∗ liegt,
die 0. 2

Für das Polytop ∆r kann man noch weitere Aussagen über die Gitterpunkte im
dualen Polytop machen.

Lemma 1.50 Es gilt

∆∗
r ∩N = {0} ∪ {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}}.

Beweis. Da ∆∗
r reflexiv und die konvexe Hülle der eJ ist, gilt auf jeden Fall

{0} ∪ {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}} ⊂ ∆∗
r ∩N.

Sei also n ∈ ∆∗
r ∩ N . Dann gilt nach obigem Lemma n = 0 oder n liegt im

Rand von ∆∗
r. Ist letzteres der Fall, so gibt es eine (r − 1)-dimensionale Seite

fi,j := f{i}{j}c < ∆∗
r, i 6= j, mit n ∈ fi,j = ∆∗

r ∩ H(ei,j,−1) und n läßt sich als
Konvexkombination der Ecken von fi,j darstellen:

n =
∑

i∈J 63j

λJeJ

mit λJ ≥ 0 und
∑

J λJ = 1. Außerdem gibt es zu n = (n1, . . . , nr+1) eine Permu-
tation p ∈ Sr+1 mit der Eigenschaft

np(1) ≤ np(2) ≤ · · · ≤ np(r+1).



28 KAPITEL 1. TORISCHE VARIETÄTEN

Es seien (ε1, . . . , εr+1) die Koordinaten des Vektors eJ bezüglich der Standardba-
sis von Zr+1, d.h. εt = − r+1−#J

r+1
für t ∈ J und εt = #J

r+1
für t ∈ J c. Da dann

εt = εt′ < εt̄ = εt̄′

für alle t, t′ ∈ J und t̄, t̄′ ∈ J c gilt, und die λJ nichtnegativ sind, muß für alle J
mit J 6= {p(1), . . . , p(k)} (für alle 1 ≤ k ≤ r) λJ = 0 gelten. Also ist

n =
r∑

k=1

λ{p(1),...,p(k)}e{p(1),...,p(k)}.

Da die auftauchenden Vektoren durch Permutation aus der Z-Basis {e{1,...,k} : 1 ≤
k ≤ r} entstehen, bilden sie ebenfalls eine Z-Basis von N . Also muß λ{p(1),...,p(k)} ∈
Z gelten und damit ist λ{p(1),...,p(k)} ∈ {0, 1}. Wegen

∑
λJ = 1 ist genau eines der

λ{p(1),...,p(k)} gleich 1 und die anderen gleich 0. Dementsprechend gilt n ∈ {eJ}
und insgesamt folgt aus n ∈ ∆∗

r ∩N

n ∈ {0} ∪ {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}}.

2

Auch ∆r selbst enthält außer seinen Ecken und der 0 keine weiteren Gitterpunkte:

Lemma 1.51 Es gilt

M ∩∆r = {0} ∪ {ei,j : 1 ≤ i 6= j ≤ r + 1}.

Beweis. Da ∆r reflexiv ist, gilt {0} ∪ {ei,j : 1 ≤ i 6= j ≤ r + 1} ⊂ M ∩ ∆r

und für ein 0 6= m ∈ M ∩ ∆r gibt es eine (r − 1)-dimensionale Seite FJJ =

{ek,l : k ∈ J, l ∈ J c}
con

, in der m enthalten ist, sei dies o.B.d.A. die Seite FJJ

mit J = {1, . . . , t}. Dann gibt es λk,l ≥ 0 mit
∑t

k=1

∑r+1
l=t+1 λk,l = 1 und

m =
t∑

k=1

r+1∑
l=t+1

λk,lek,l.

Sei nun I = {s} für ein 1 ≤ s ≤ r + 1, dann ist

〈ek,l, eI〉 =


1, falls l = s

−1, falls k = s
0, sonst

Ist s ≥ t + 1, so gilt

〈m, eI〉 =
t∑

k=1

r+1∑
l=t+1

λk,l〈ek,l, eI〉 =
t∑

k=1

λk,s,
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29

ist s ≤ t, so folgt mit eIc = −eI

〈m, eIc〉 =
t∑

k=1

r+1∑
l=t+1

λk,l〈ek,l, eIc〉 =
r+1∑

l=t+1

λs,l.

Da m im Gitter M liegt, ist das Skalarprodukt von m mit einem Vektor eI eine
ganze Zahl, also muß

∑t
k=1 λk,s ∈ {0, 1} für s ≥ t + 1 und

∑r+1
l=t+1 λs,l ∈ {0, 1}

für s ≤ t gelten. Da die Summe aller λk,l gleich 1 ist, gibt es genau ein i ≤ t
mit

∑r+1
l=t+1 λi,l = 1 und genau ein j ≥ t + 1 mit

∑t
k=1 λk,j = 1. Für alle s ≤ t

mit s 6= i ist dann aber
∑r+1

l=t+1 λs,l = 0 und für alle s ≥ t + 1 mit s 6= j gilt∑t
k=1 λk,s = 0. Deshalb sind alle λk,l mit k 6= i und l 6= j gleich 0 und wegen∑t
k=1

∑r+1
l=t+1 λk,l = 1 gilt

m =
t∑

k=1

r+1∑
l=t+1

λk,lek,l = λi,jei,j = ei,j.

Also enthält ∆r außer der Ecken und der 0 keine weiteren Gitterpunkte. 2

Mit Hilfe der festgestellten Eigenschaften der beiden Polytope können nun die Sin-
gularitäten der torischen Varietät P∆r weiter untersucht werden, dazu zunächst
folgende

Definition 1.52 Es sei X eine Q-Gorenstein-Varietät und KX ein kanonischer
Divisor. X hat kanonische Singularitäten, falls es eine Auflösung f : Y → X von
X gibt, so daß in

KY = f ∗(KX) +
∑

i

aiEi

mit ai ∈ Q alle ai ≥ 0 sind, wobei {Ei} die Familie aller exzeptionellen Primdivi-
soren von f sei. Gilt sogar ai > 0, so hat X terminale Singularitäten. Der Term∑

i aiEi wird Diskrepanz genannt.

Bemerkung 1.53 Da X eine Q-Gorenstein-Varietät ist, existiert ein l ∈ N, so
daß lKX ein Cartier-Divisor ist. Für diesen erhält man eine Gleichung

lKY = f ∗(lKX) +
∑

ãiEi

mit ãi ∈ Z, teilt man nun durch l ergibt sich die formale Gleichung

KY = f ∗(KX) +
∑

i

aiEi

aus der Definition. Es ist also ai ∈ 1
l
Z.
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Für torische Q-Gorenstein-Singularitäten gibt es folgende Charakterisierung die-
ser beiden Begriffe.

Lemma 1.54 Es sei σ ein s-dimensionaler Kegel im Gitter N und n(1), . . . , n(t)

seien die primitiven Erzeuger seiner eindimensionalen Seiten. Die affine Torus-
einbettung Uσ,N(σ) sei Q-Gorenstein und akσ ∈ MQ erfülle n(i) ∈ H(akσ, 1). Dann
gilt

(i) Der Punkt uσ ∈ Uσ,N(σ) ist genau dann eine terminale Singularität, wenn

N ∩ σ ∩ {n ∈ NR : 〈akσ, n〉 ≤ 1} = {0, n(1), . . . , n(t)}

gilt.

(ii) Der Punkt uσ ∈ Uσ,N(σ) ist genau dann eine kanonische Singularität, wenn

N ∩ σ ∩ {n ∈ NR : 〈akσ, n〉 < 1} = {0}

gilt.

Beweis. [Ba, Proposition 2.2.4] 2

Korollar 1.55 Jede torische Gorenstein-Singularität ist kanonisch.

Beweis. [Ba, Korollar 2.2.5.] 2

Bemerkung 1.56 Ist PΣ eine torische Fano-Varietät, so hat PΣ höchstens kano-
nische Singularitäten, da eine Fano-Varietät Gorenstein ist. PΣ hat genau dann
höchstens terminale Singularitäten, wenn

N ∩∆∗(Σ, ak) = {0} ∪∆∗(Σ, ak)(0)

gilt, also keine echte Seite von ∆∗ innere Punkte besitzt.

Korollar 1.57 Die torische Varietät P∆r hat höchstens terminale Singularitäten.

Beweis. Nach Lemma 1.50 gilt

N ∩∆∗
r = {0} ∪ {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}} = {0} ∪∆∗

r(0)

und damit hat die Varietät nach obiger Bemerkung höchstens terminale Singula-
ritäten. 2
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Für eine solche torische Varietät gilt:

Lemma 1.58 Es sei PΣ eine torische Varietät mit höchsten terminalen Singu-
laritäten, dann ist die offene torische Untervarietät PΣ[2] glatt.

Beweis. [Ba, Theorem 2.2.9.] 2

Satz 1.59 Der singuläre Ort der torischen Varietät P∆r ist

Sing(P∆r) = PΣ(∆r) \ PΣ(∆r)[2] =
∐

dim σ≥3

orb σ.

Damit ist die Kodimension des singulären Ortes 3.

Beweis. Nach Bemerkung 1.26 sind alle Kegel mit Dimension größer als 2 singulär,
so daß für jeden Kegel σ ∈ Σ\Σ(∆r)

[2] der Orbit orb σ im singulären Ort enthalten
ist.

Andererseits ist nach Lemma 1.58 die Untervarietät PΣ(∆r)[2] glatt. Also ist der
glatte Teil der Varietät genau

PΣ(∆r)[2] =
∐

dim σ≤2

orb σ

und der singuläre Ort genau das Komplement

PΣ(∆r) \ PΣ(∆r)[2] =
∐

dim σ≥3

orb σ.

Wegen dim σ + dim(orb σ) = r ist die Dimension des singulären Ortes r − 3. 2
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Kapitel 2

MPCP-Desingularisierung

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Frage, wie die in [Ba] beschriebene MPCP-
Desingularisierung der torischen Varietäten P∆r aussieht.

2.1 Allgemeine Konstruktion

In diesem Abschnitt soll geklärt werden, was unter einer MPCP-Desingularisie-
rung zu verstehen ist und wie diese im Fall torischer Fano-Varietäten konstruiert
werden können. Grundlage hierfür ist der Artikel von V. Batyrev [Ba].

Seien Σ und Σ̃ Fächer in den Gittern N bzw. Ñ der Dimension r bzw. r̃.

Definition 2.1 Eine Abbildung von Fächern ϕ : (Ñ , Σ̃) → (N, Σ) ist ein Z-

linearer Homomorphismus ϕ : Ñ → N , dessen skalare Fortsetzung ϕ : ÑR → NR
die Eigenschaft hat, daß für jeden Kegel σ̃ ∈ Σ̃ ein Kegel σ ∈ Σ existiert mit
ϕ(σ̃) ⊂ σ.

Durch die beiden Fächer werden zwei torische Varietäten PΣ und PΣ̃ festgelegt
und es gilt folgende Korrespondenz von Abbildungen der Fächer und äquivarian-
ten Abbildungen der torischen Varietäten.

Satz 2.2 Eine Abbildung von Fächern ϕ : (Ñ , Σ̃) → (N, Σ) definiert eine holo-
morphe Abbildung

ϕ∗ : PΣ̃ −→ PΣ,

deren Einschränkung auf den Torus TÑ mit der Abbildung algebraischer Tori

ϕ⊗ 1 : TÑ = Ñ ⊗Z C∗ −→ TN = N ⊗Z C∗

33
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übereinstimmt. Mittels dieses Homomorphismus ist ϕ∗ äquivariant bezüglich der
Operationen der Tori TN und TÑ auf den zugehörigen torischen Varietäten.

Andererseits gibt es zu jeder holomorphen Abbildung f : PΣ̃ → PΣ, die äquivariant

bezüglich einer Abbildung von Tori f̃ : TÑ → TN ist, eine eindeutig festgelegte

Abbildung von Fächern ϕ : (Ñ , Σ̃) → (N, Σ) mit f = ϕ∗.

Beweis. [Oda, Theorem 1.13.] 2

Eigenschaften von äquivarianten Abbildungen torischer Varietäten lassen sich
nun auf Eigenschaften der Fächer und der definierenden Abbildung von Fächern
zurückführen.

Lemma 2.3 Es sei ϕ : (Ñ , Σ̃) → (N, Σ) eine Abbildung von Fächern und ϕ∗ :
PΣ̃ → PΣ die dadurch definierte äquivariante Abbildung. Diese Abbildung ist

genau dann eigentlich und birational, wenn ϕ : Ñ → N ein Isomorphismus und
ϕ(Σ̃) eine lokal endliche Verfeinerung von Σ ist, d.h. für jeden Kegel σ ∈ Σ ist

die Menge {ϕ(σ̃) : σ̃ ∈ Σ̃, ϕ(σ̃) ⊂ σ} endlich und σ ergibt sich als Vereinigung
über diese Menge.

Beweis. [Oda, Korollar 1.17.] 2

Lemma 2.4 Es sei ϕ∗ : PΣ̃ → PΣ eine eigentliche und birationale äquivariante

Abbildung torischer Varietäten. Dann gibt es zu jedem Kegel σ̃ ∈ Σ̃ einen Kegel
σ ∈ Σ minimaler Dimension mit ϕ(σ̃) ⊂ σ. Für diesen gilt

ϕ∗(orb σ̃) = orb σ.

Beweis. [Er, Proposition 2.25.] 2

Solche Abbildungen sollen nun genutzt werden, um partielle Desingularisierungen
torischer Varietäten zu konstruieren. Dazu werden noch folgende Definitionen
benötigt.

Definition 2.5 Ein eigentlicher, birationaler Morphismus ϕ : X̃ → X normaler,
algebraischer Q-Gorenstein-Varietäten heißt krepant, falls ϕ∗KX = KX̃ gilt, d.h.
die Diskrepanz ist 0.

Definition 2.6 Eine algebraische Varietät X heißt Q-faktoriell, falls es für jeden
Weil-Divisor D eine natürliche Zahl l gibt, so daß lD ein Cartier-Divisor ist. Die
Singularitäten einer Q-faktoriellen Varietät heißen Q-faktorielle Singularitäten.
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Im Falle einer torischen Varietät gilt:

Lemma 2.7 Eine torische Varietät PΣ zu einem Fächer Σ ist genau dann Q-
faktoriell, wenn jeder Kegel σ ∈ Σ simplizial ist.

Beweis. [Ba, Proposition 2.2.2.] 2

Definition 2.8 Es sei ϕ : X̃ → X ein projektiver, birationaler Morphismus nor-
maler, algebraischer Q-Gorenstein-Varietäten. Dann heißt ϕ maximale projektive,
krepante, partielle Desingularisierung (MPCP-Desingularisierung) von X, falls ϕ

krepant ist und X̃ höchstens Q-faktorielle, terminale Singularitäten besitzt.

Nun gibt es zunächst folgende Charakterisierung für krepante Morphismen tori-
scher Varietäten.

Lemma 2.9 Ein eigentlicher, birationaler Morphismus ϕ∗ : PΣ̃ → PΣ zwischen
r-dimensionalen, torischen Q-Gorenstein-Varietäten ist genau dann krepant, wenn
für jeden r-dimensionalen Kegel σ ∈ Σ die primitiven Erzeuger aller eindimen-
sionalen Kegel %̃ ∈ Σ̃ mit ϕ(%̃) ⊂ σ in der Hyperebene H(akσ, 1) liegen, wobei
akσ ∈ M das nach Satz 1.31 existierende, darstellende Element der antikanoni-
schen Trägerfunktion ak auf σ sei.

Beweis. [Ba, Proposition 2.2.12.] 2

Für die Charakterisierung von MPCP-Desingularisierungen werden noch einige
weitere Begriffe und Aussagen benötigt, die im folgenden zusammengestellt wer-
den.

Definition 2.10 Es sei ∆ ⊂ Rr ein Gitter-Polytop bezüglich des kanonisch ein-
gebetteten Gitters Zr ⊂ Rr.

(i) Eine endliche Teilmenge A ⊂ ∆ ∩ Zr heißt zulässig, falls A die Menge der
Ecken von ∆ enthält.

(ii) Es sei A eine zulässige Teilmenge von ∆ ∩ Zr. Eine A-Triangulierung von
∆ ist eine endliche Menge T = {Θ} von Simplizes Θ in Rr mit folgenden
Eigenschaften:

• Die Ecken eines jeden Simplizes Θ ∈ T liegen in der Menge A.

• Mit einem Simplex Θ ∈ T sind auch alle seine Seiten in T enthalten.

• Der Schnitt zweier Simplizes Θ und Θ′ in T ist eine gemeinsame Seite
der beiden Simplizes. (Die leere Menge ist Seite eines jeden Simplizes.)
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• Das Gitter-Polytop ∆ ergibt sich als Vereinigung über alle Simplizes
in T , d.h.

∆ =
⋃

Θ∈T

Θ.

• Jeder Punkt in A ist Ecke eines Simplizes Θ ∈ T .

(iii) Eine A-Triangulierung des Gitter-Polytopes ∆ heißt maximal, falls A =
∆ ∩ Zr gilt.

Bemerkung 2.11 Eine maximale Triangulierung eines Gitter-Polytopes ∆ in-
duziert durch Einschränkung auf eine Seite F < ∆ eine maximale Triangulierung
des Gitter-Polytopes F ([Ba, Bemerkung 2.2.17.]).

Betrachtet man nun eine A-Triangulierung eines Gitter-Polytopes ∆ mit einer
zulässigen Menge A, so kann jedes Element α ∈ QA, des Vektorraumes der Ab-
bildungen von A nach Q, eindeutig zu einer stückweise affinen Funktion α(T ) auf
∆ fortgesetzt werden, d.h. für jeden Simplex Θ ∈ T ist die Einschränkung von
α(T ) auf Θ eine affine Funktion. Die Menge der Elemente α ∈ QA, die auf diese
Weise eine konvexe Funktion α(T ) auf ∆ festlegen, ist ein konvexer Kegel in QA

und wird mit C(T ) bezeichnet.

Definition 2.12 Eine A-Triangulierung eines Gitter-Polytopes ∆ ⊂ Rr für eine
zulässige Menge A ⊂ ∆ ∩ Zr heißt projektiv, falls der Kegel C(T ) einen inneren
Punkt enthält, d.h. es gibt eine streng konvexe Funktion α(T ).

Lemma 2.13 Es sei A eine zulässige Menge für das Gitter-Polytop ∆. Dann
gibt es mindestens eine projektive A-Triangulierung für ∆, insbesondere gibt es
also mindestens eine maximale, projektive Triangulierung von ∆.

Beweis. [Ba, Proposition 2.2.19.] 2

Nun gibt es folgende konstruktive Beschreibung von MPCP-Desingularisierungen
für torische Fano-Varietäten.

Satz 2.14 Es sei PΣ eine torische Fano-Varietät und ∆(Σ, ak) das durch die
streng konvexe, ganzzahlige, antikanonische Trägerfunktion ak definierte Gitter-
Polytop. Dann definiert jede maximale, projektive Triangulierung T des Gitter-
Polytops ∆∗(Σ, ak) ⊂ NR eine MPCP-Desingularisierung id∗ : PΣ̃ → PΣ, die von
der Identität id : N → N induziert wird. Es gilt

Σ̃ = {R≥0Θ : Θ ∈ T , Θ ⊂ ∂∆∗(Σ, ak)},

dabei bezeichne ∂∆∗(Σ, ak) den Rand des Polytops. Andersherum definiert jede
MPCP-Desingularisierung von PΣ eine maximale, projektive Triangulierung von
∆∗(Σ, ak).
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Beweis. [Ba, Theorem 2.2.24.] 2

Bemerkung 2.15

(i) Da es nach Lemma 2.13 für jedes Gitter-Polytop ∆ eine maximale, projek-
tive Triangulierung gibt, existiert also für jede torische Fano-Varietät eine
MPCP-Desingularisierung.

(ii) Nach einer eventuellen Translation legt eine streng konvexe, stückweise af-
fine Funktion α(T ) eine streng konvexe, ganzzahlige Trägerfunktion des

Fächers Σ̃ fest.

2.2 Der Fächer Σ̃(∆r) der MPCP-Desingularisie-

rung von P∆r

Da nach Satz 2.14 jede MPCP-Desingularisierung von P∆r durch eine maximale
projektive Triangulierung des dualen Polytopes

∆∗
r = {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}}

con

gegeben ist, wird nun eine solche Triangulierung gesucht. Da bei einer maximalen
Triangulierung die zulässige Teilmenge A als ∆∗

r ∩N gewählt wird, ist hier

A = ∆∗
r ∩N = {0} ∪ {eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}}.

In folgendem Lemma wird eine maximale projektive Triangulierung von ∆∗
r be-

stimmt.

Lemma 2.16 Es sei p ∈ Sr+1 eine Permutation der Menge {1, . . . , r + 1} und
Θp sei die konvexe Hülle der folgenden (r + 1)-elementigen Menge

{0} ∪ {e{p(1),...,p(k)} : 1 ≤ k ≤ r}

in NR. Dann ist
T := {Θ < Θp : p ∈ Sr+1}

eine maximale projektive Triangulierung von ∆∗
r.

Beweis. Folgende Eigenschaften der Menge T ergeben sich direkt aus der Defini-
tion:

(i) Jedes Θ ∈ T ist als Seite eines Simplizes selbst ein Simplex.

(ii) Die Ecken eines Θ ∈ T liegen in A.

(iii) Mit Θ sind auch alle Seiten in T enthalten.
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(iv) Jeder Punkt in A ist Ecke eines Simplizes.

(v) Es gilt⋃
Θ∈T

Θ =
⋃

p∈Sr+1

Θp

= {0} ∪ {e{p(1),...,p(k)} : p ∈ Sr+1, 1 ≤ k ≤ r + 1}
con

= ∆∗.

Für einen beliebigen Simplex Θ gilt

{F < Θ} = {F : F = S
con

, S ⊂ Θ(0)}.

Dementsprechend ergibt sich jeder Simplex Θ ∈ T als konvexe Hülle einer Menge
S ⊂ {0} ∪ {e{p(1),...,p(k)} : 1 ≤ k ≤ r} für eine Permutation p ∈ Sr+1 und es gilt
S = Θ(0) = Θ ∩N , da {e{p(1),...,p(k)} : 1 ≤ k ≤ r} eine Z-Basis von N ist.

Sind nun Θ < Θp und Θ′ < Θp′ zwei Simplizes in T , so enthalten beide Simplizes
außer den Ecken keine weiteren Gitterpunkte. Da Θ bzw. Θ′ die konvexe Hülle
von Θ(0) = Θ ∩ N bzw. Θ′(0) = Θ′ ∩ N ist und jede der beiden Mengen affin
unabhängig ist, gilt (Θ∩Θ′)∩N = Θ(0)∩Θ′(0) und Θ∩Θ′ ist die konvexe Hülle
von Θ(0) ∩Θ′(0). Also gilt

(Θ ∩Θ′)(0) = Θ(0) ∩Θ′(0)

und damit folgt
Θ ∩Θ′ = Θ(0) ∩Θ′(0)

con
.

Dementsprechend ist Θ∩Θ′ ein Simplex, der sowohl Seite von Θ als auch von Θ′

ist. Zusammen mit den obigen Aussagen folgt, daß T eine maximale Triangulie-
rung von ∆∗

r ist.

Bleibt zu zeigen, daß dies eine projektive Triangulierung ist. Der Beweis hier-
zu wird im nächsten Abschnitt geführt, da er dort mit wesentlich geringerem
Aufwand erfolgen kann. 2

Bemerkung 2.17 Im folgenden soll die durch die maximale Triangulierung T
mittels des in Satz 2.14 gegebenen Fächers Σ̃(∆r) definierte Desingularisierung
bereits MPCP-Desingularisierung genannt werden, auch wenn der Beweis, daß
es sich um eine projektive Triangulierung und damit um eine projektive Desin-
gularisierung handelt, noch nicht geführt wurde. Die Projektivität wird aber an
keiner Stelle benutzt.

Da für den zu einer maximalen (projektiven) Triangulierung gehörigen Fächer
nur diejenigen Simplizes, die im Rand des dualen Polytopes liegen, entscheidend
sind, sollen diese im folgenden Korollar charakterisiert werden.
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Korollar 2.18 Die Simplizes Θ ∈ T mit Θ ⊂ ∂∆∗
r sind genau diejenigen von

der Form
ΘJ = {eJ(i) : 1 ≤ i ≤ s}

con
,

wobei J = (J (1), J (2), . . . , J (s)), 0 ≤ s ≤ r, eine echt aufsteigende Kette von
echten, nichtleeren Teilmengen von {1, . . . , r + 1} sei, d.h. es gelte

∅ 6= J (1)  J (2)  · · ·  J (s)  {1, . . . , r + 1}.

Bemerkung 2.19 Für s = 0, also wenn J die leere Kette ist, sei ΘJ = ∅.

Beweis. Sei also Θ ∈ T , dann gibt es ein p ∈ Sr+1 mit Θ < Θp. Der Simplex Θ
liegt genau dann im Rand von ∆∗

r, wenn auch

Θ < Θp ∩ ∂∆∗
r = {e{p(1),...,p(k)} : 1 ≤ k ≤ r}

con

gilt. Es seien nun p1, . . . , pt ∈ Sr+1, t ≥ 1, alle Permutationen p mit Θ < Θp∩∂∆∗
r.

Dann gilt

Θ =
t⋂

i=1

Θpi
∩ ∂∆∗

r

=
t⋂

i=1

{e{pi(1),...,pi(k)} : 1 ≤ k ≤ r}
con

= {eJ : ∃ 1 ≤ k ≤ r mit J = {pi(1), . . . , pi(k)} ∀1 ≤ i ≤ t}
con

Seien 1 ≤ k1 < k2 < · · · < ks ≤ r alle k ∈ {1, . . . , r} mit

{p1(1), . . . , p1(k)} = · · · = {pt(1), . . . , pt(k)}

und J (i) := {p1(1), . . . , p1(ki)}, 1 ≤ i ≤ s. Dann gilt ∅ 6= J (1)  J (2)  · · ·  
J (s)  {1, . . . , r + 1} und mit J = (J (1), J (2), . . . , J (s)) folgt

Θ = {eJ(i) : 1 ≤ i ≤ s}
con

= ΘJ .

Ist andersherum ΘJ ein solcher Simplex, dann gibt es eine Permutation p ∈ Sr+1

mit J (i) = {p(1), . . . , p(#J (i))} und es gilt ΘJ < Θp. Da die 0 nicht in ΘJ liegt,
ist der Simplex Teilmenge des Randes von ∆∗

r. 2

Mit Hilfe dieses Lemmas kann der Fächer der durch diese Triangulierung ge-
gebenen

”
MPCP-Desingularisierung“ von P∆r leicht bestimmt werden. Es gilt

folgendes

Lemma 2.20 Der Fächer Σ̃(∆r) der durch T definierten MPCP-Desingulari-

sierung P̃∆r = PΣ̃(∆r) von P∆r besteht genau aus den Kegeln der Form

σJ :=
s∑

i=1

R≥0eJ(i)
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mit J = (J (1), J (2), . . . , J (s)), ∅ 6= J (i)  J (i+1)  {1, . . . , r + 1}, für s = 0 sei
dabei σJ = {0}. Außerdem gilt mit J (0) := ∅ und J (s+1) := {1, . . . , r + 1}

σJ = {n ∈ NR : nt1 = nt′1
≤ nt2 = nt′2

≤ · · · ≤ nts+1 = nt′s+1
, ti, t

′
i ∈ J (i) \ J (i−1)}.

Beweis. Nach Satz 2.14 besteht der Fächer der MPCP-Desingularisierung zu einer
Triangulierung T aus den Kegeln R≥0Θ über allen Simplizes Θ der Triangulie-
rung, die im Rand von ∆∗ liegen. Nach Lemma 2.18 sind diese Simplizes von der
Form

ΘJ = {eJ(i) : 1 ≤ i ≤ s}
con

,

mit einer echt aufsteigenden Kette J = (J (1), J (2), . . . , J (s)), 0 ≤ s ≤ r, von
echten, nichtleeren Teilmengen von {1, . . . , r + 1}. Der von einem solchen ΘJ
erzeugte Kegel ist

σJ = R≥0{eJ(i) : 1 ≤ i ≤ s}
con

=
s∑

i=1

R≥0eJ(i) .

Für die Koordinaten (ε1, . . . , εr+1) eines Erzeugers eJ(i) bezüglich der Standard-

basis von Zr+1, also εt = − r+1−#J(i)

r+1
für t ∈ J (i) und εt = #J(i)

r+1
für t ∈ (J (i))c,

gilt

εt = εt′ < εt̄ = εt̄′

für alle t, t′ ∈ J (i) und t̄, t̄′ ∈ (J (i))c. Für nicht-negative Linearkombinationen
n = (n1, . . . , nr+1) solcher Elemente gilt dann

nt1 = nt′1
≤ nt2 = nt′2

≤ · · · ≤ nts+1 = nt′s+1

für alle ti, t
′
i ∈ J (i) \ J (i−1).

Erfülle nun andererseits n ∈ NR diese Bedingungen. Es sei I eine echt aufstei-
gende Kette echter, nichtleerer Teilmengen von {1, . . . , r + 1} der Länge r, also
I = (I(1), . . . , I(r)) mit ∅ 6= I(1)  · · ·  I(r)  {1, . . . , r+1}, mit der Eigenschaft,

daß jedes J (i) in dieser Kette enthalten ist, d.h. J (i) = I(#J(i)), 1 ≤ i ≤ s. Dann
ist die Menge

{eI(i) : 1 ≤ i ≤ r}

eine Basis von NR (sogar Z-Basis von N), da sie durch eine Permutation der Ko-
ordinaten auf die Basis {e{1,...,i}} von N abgebildet werden kann. Also läßt sich n
als Linearkombination dieser Basis schreiben, wobei aber wegen der Gleichheits-
bedingungen, die die Koordinaten von n erfüllen, die eI(i) mit I(i) 6= J (j) für alle
1 ≤ j ≤ s nicht mit einem von 0 verschiedenen Faktor in die Linearkombination
eingehen können. Also läßt sich n als Linearkombination der eJ(i) schreiben und
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wegen der Ungleichheitsbedingungen müssen alle Skalare der Linearkombination
nicht-negativ sein, so daß

σJ = {n ∈ NR : nt1 = nt′1
≤ nt2 = nt′2

≤ · · · ≤ nts+1 = nt′s+1
, ti, t

′
i ∈ J (i) \ J (i−1)}

gilt. 2

Bemerkung 2.21

(i) Die r-dimensionalen Kegel in Σ̃(∆r) sind gegeben durch

Jp := ({p(1)}, . . . , {p(1), . . . , p(i)}, . . . , {p(1), . . . , p(r)})

mit einem p ∈ Sr+1, also von der Form

σp := σJp = {n ∈ NR : np(1) ≤ np(2) ≤ · · · ≤ np(r+1)}.

(ii) Die eindimensionalen Kegel von Σ̃(∆r) sind genau die eindimensionalen
Kegel von Σ(∆r). Insbesondere ist also jedes eJ , ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1},
der primitive Erzeuger eines Kegels in Σ̃(∆r)(1).

Nun gilt

Lemma 2.22 Die torische Varietät P̃∆r ist glatt.

Beweis. Nach Satz 1.9 genügt es zu zeigen, daß die Erzeuger eines jeden Kegels in
Σ̃(∆r) zu einer Z-Basis von N fortgesetzt werden können. Sei also σJ ein Kegel

in Σ̃(∆r), d.h. J = (J (1), . . . , J (s)) eine echt aufsteigende Kette nichtleerer, echter
Teilmengen von {1, . . . , r + 1}. Dann ist

σJ =
s∑

i=1

R≥0eJ(i) ,

und es gibt eine Permutation p ∈ Sr+1, die eJ(i) für i = 1, . . . , s auf e{1,...,#J(i)} ab-
bildet. Da die e{1,...,t} eine Z-Basis von N bilden, ist auch {e{p(1)}, . . . , e{p(1),...,p(r)}}
eine Basis und damit der Kegel σJ nichtsingulär. 2

2.3 Beschreibung der MPCP-Desingularisierung

von P∆r

Im folgenden Abschnitt soll die Varietät P̃∆r und die MPCP-Desingularisierung
id∗ : P̃∆r → P∆r beschrieben werden. Aus der Charakterisierung von P̃∆r kann
auf die Projektivität der maximalen Triangulierung T geschlossen werden.
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Definition 2.23 Die torische Varietät P̃r sei definiert durch die folgende Hinter-
einanderschaltung von Blow-Ups

P̃r := P̃r
r−2

πr−2−→ · · · πs+1−→ P̃r
s

πs−→ · · · π2−→ P̃r
1

π1−→ P̃r
0

π0−→ Pr.

Dabei sei π0 die Aufblasung aller Punkte der Form (0 : · · · : 0 : 1 : 0 : · · · : 0)
in Pr und πs für 1 ≤ s ≤ r − 2 der Blow-Up der eigentlichen Urbilder der s-
dimensionalen Koordinatenebenen des Pr unter der Abbildung πs−1 ◦ · · · ◦ π1 ◦ π0

in P̃r
s−1.

Satz 2.24 Die oben beschriebene MPCP-Desingularisierung P̃∆r ist isomorph zu

P̃r.

Korollar 2.25 Die maximale Triangulierung T ist projektiv.

Beweis. Da P̃∆r nach Satz 2.24 isomorph zu einem aufgeblasenen projektiven
Raum ist und die Eigenschaft der Projektivität bei Aufblasungen erhalten bleibt,
ist P̃∆r projektiv. Da Σ̃(∆r) vollständig ist, gibt es nach Satz 1.15 eine streng

konvexe, ganzzahlige Trägerfunktion h zu dem Fächer Σ̃(∆r). Eingeschränkt auf
das Polytop ∆∗

r ist dies eine streng konvexe, stückweise affine Funktion und damit
ist die in Lemma 2.16 gegebene maximale Triangulierung projektiv. 2

Beweis zu Satz 2.24. Es genügt zu zeigen, daß P̃r durch denselben Fächer wie
P̃∆r definiert wird. Der Fächer Σr, der als r-dimensionale Kegel genau die Kegel
σt enthält, die von den Elementen e{1}, . . . , e{t−1}, ê{t}, e{t+1}, . . . , e{r+1} erzeugt
werden (dabei bedeutet ê{t}, daß dieses Element ausgelassen wird), ist ein Fächer
in N , der Pr erzeugt. Dabei ist

e{t} =
1

r + 1
(1, . . . , 1, −r︸︷︷︸

t

, 1, . . . , 1).

Es genügt zu zeigen, daß das sukzessive Aufblasen der abgeschlossenen Orbits
V (τ) für

τ = R≥0e{1} + · · ·+ R≥0e{r−1} + R≥0e{r},

R≥0e{1} + · · ·+ R≥0e{r−1},

...

R≥0e{1} + R≥0e{2}

zu einem Kegel der Form σp mit p ∈ Sr+1 aus Σ̃(∆r) führt. Für den projektiven
Raum sind die abgeschlossenen Orbits genau die Koordinatenpunkte, -geraden,
-ebenen etc. Man kann sich auf die oben genannten abgeschlossenen Orbits be-
schränken, da in der ersten Aufblasung alle Punkte der Form (0 : · · · : 0 : 1 :
0 : · · · : 0) in Pr aufgeblasen werden, dies eine lokale Operation ist und alle
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Punkte durch Koordinatenpermutationen ineinander transformierbar sind. Al-
so kann man sich hier auf einen dieser Punkte beschränken, z.B. den, der durch
V (R≥0e{1}+ · · ·+R≥0e{r−1}+R≥0e{r}) gegeben ist. Dieses Argument gilt entspre-
chend für jede weitere Aufblasung, da auch die Menge der eigentlichen Urbilder
von s-dimensionalen Koordinatenebenen jeweils invariant unter Permutationen
ist und die eigentlichen Urbilder zu zwei verschiedenen Koordinatenebenen dis-
junkt sind.

Hat man gezeigt, daß die betrachtete Aufblasung des Pr zu einem Kegel der
Form σp führt, bedeutet dies, daß die Menge der Kegel maximaler Dimension des

Fächers zu P̃r eine Teilmenge der Kegel maximaler Dimension von Σ̃(∆r) ist. Da
beide Fächer vollständig sind, müssen deshalb die maximaldimensionalen Kegel
übereinstimmen, diese legen die Kegel niedriger Dimension fest, und damit sind
beide Fächer gleich.

Nach [Oda, Proposition 1.26.] wird die äquivariante Aufblasung eines abgeschlos-
senen Orbits V (σ) in einer glatten torischen Varietät PΣ durch eine sogenannte

Stern-Verfeinerung Σ̃(σ) des Fächers Σ festgelegt. Hierbei werden alle Kegel, die
σ als Seite enthalten, aus dem Fächer entfernt und dafür neue Kegel hinzugefügt.

Induktionsanfang: Es sei τ = R≥0e{1} + · · · + R≥0e{r}. Die primitiven Erzeuger
der eindimensionalen Seiten von τ sind genau die Elemente e{1}, . . . , e{r} und ihre
Summe ist n(0) = 1

r+1
(−1, . . . ,−1, r). Der einzige Kegel, der τ als Seite enthält,

ist τ selbst, so daß für die Aufblasung von V (τ) nur der Kegel τ aus dem Fächer
entfernt werden muß. Stattdessen werden die folgenden Kegel mit ihren Seiten
zum Fächer hinzugefügt:

τ1 = R≥0n
(0) + R≥0e{2} + R≥0e{3} + · · · + R≥0e{r−1} + R≥0e{r},

τ2 = R≥0e{1} + R≥0n
(0) + R≥0e{3} + · · · + R≥0e{r−1} + R≥0e{r},

...
...

...
...

...
...

τr = R≥0e{1} + R≥0e{2} + R≥0e{3} + · · · + R≥0e{r−1} + R≥0n
(0)

Mit n(0) = 1
r+1

(−1, . . . ,−1, r) = e{1,...,r} ergeben sich also r-dimensionale Kegel
mit Erzeugermengen der Form

e{1}, . . . , ê{t}, . . . , e{r}, e{1,...,r}.

Der einzige dieser Kegel, der von der nächsten Aufblasung (τ = R≥0e{1} + · · · +
R≥0e{r−1}) betroffen ist, ist der mit den Erzeugern

e{1}, . . . , e{r−1}, e{1,...,r}.

D.h. in der ersten Aufblasung ist aus σr+1 insbesondere dieser Kegel entstanden.
Induktionsschritt: Nach den Blow-Ups π0, . . . , πs−1 (1 ≤ s ≤ r − 2) sei aus dem
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r-dimensionalen Kegel σr+1 insbesondere der r-dimensionale Kegel mit Erzeuger-
menge

e{1}, . . . , e{r−s}, e{1,...,r+1−s}, . . . , e{1,...,r}

entstanden. Als nächstes wird nun V (τ) mit τ = R≥0e{1} + · · ·+R≥0e{r−s} aufge-
blasen. Die primitiven Erzeuger der eindimensionalen Seiten sind dann die Ele-
mente e{1}, . . . , e{r−s}, ihre Summe ist

n(0) =
1

r + 1
(−(s + 1), . . . ,−(s + 1)︸ ︷︷ ︸

(r−s)−mal

, r − s, . . . , r − s) = e{1,...,r−s}.

Da nur interessiert, was mit dem Kegel

σ := R≥0e{1} + · · ·+ R≥0e{r−s} + R≥0e{1,...,r+1−s} + · · ·+ R≥0e{1,...,r}

geschieht, können alle anderen Kegel, die τ als Seite enthalten, vernachlässigt
werden. Es ist σ = τ + R≥0e{1,...,r+1−s} + · · · + R≥0e{1,...,r} =: τ + σ′ und dieser
Kegel wird ersetzt durch die Kegel τ1 + σ′, . . . , τr−s + σ′ mit

τ1 = R≥0n
(0) + R≥0e{2} + R≥0e{3} + · · · + R≥0e{r−s−1} + R≥0e{r−s},

τ2 = R≥0e{1} + R≥0n
(0) + R≥0e{3} + · · · + R≥0e{r−s−1} + R≥0e{r−s},

...
...

...
...

...
...

τr−s = R≥0e{1} + R≥0e{2} + R≥0e{3} + · · · + R≥0e{r−s−1} + R≥0n
(0).

Insbesondere wird der Kegel τr−s + σ′ erzeugt von den Elementen

e{1}, . . . , e{r−s−1}, e{1,...,r−s}, . . . , e{1,...,r}.

Das bedeutet, daß nach den r− 1 Blow-Ups aus dem r-dimensionalen Kegel σr+1

insbesondere der r-dimensionale Kegel mit den Erzeugern

e{1}, e{1,2}, . . . , e{1,...,r−1}, e{1,...,r}

entsteht. Dies ist gerade der Kegel σid ∈ Σ̃(∆r) mit id ∈ Sr+1. 2

Bemerkung 2.26 Dieser Satz ist bereits in einem Artikel von C. Procesi [Pr]
und einem Artikel von I. Dolgachev und V. Lunts [DL] zu finden. In diesen
Artikeln wird darüberhinaus auch gesagt, daß jedes eigentliche Urbild einer s-
dimensionalen Koordinatenebene im Pr+1 unter den Aufblasungen πs−1 ◦ · · · ◦ π0

isomorph zu P̃∆s ist. Außerdem operiert auf einem solchen eigentlichen Urbild die
Untergruppe Ss+1 × Sr−s von Sr+1, und diese Operation entspricht unter obigem
Isomorphismus derjenigen von Ss+1 auf P̃∆s .
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Bemerkung 2.27 Die MPCP-Desingularisierung P̃∆r ist für r ≥ 3 keine Fano-
Varietät, da wegen Σ(∆r)(1) = Σ̃(∆r)(1) die antikanonische Trägerfunktion ak

des Fächers Σ(∆r) auch die antikanonische Trägerfunktion des Fächers Σ̃(∆r)

ist. Diese ist auf dem Fächer Σ̃(∆r) zwar noch konvex, aber für r ≥ 3 nicht
mehr streng konvex, da die darstellenden Elemente dieser Funktion auf zwei r-
dimensionalen Kegeln σp und σp′ genau dann übereinstimmen, wenn p(1) = p′(1)
und p(r + 1) = p′(r + 1) gilt. Ist r ≥ 3, so gibt es Permutationen, die diese
Bedingung erfüllen, aber nicht identisch sind. Also ist ak als Trägerfunktion auf
Σ̃(∆r) keine streng konvexe Funktion, der antikanonische Divisor nicht ampel
und damit die torische Varietät nicht Fano.

Es liegt nun also folgende Situtation vor. Man hat eine (singuläre) torische Va-
rietät P∆r , mittels einer MPCP-Desingularisierung erhält man die (glatte) tori-

sche Varietät P̃∆r . Letztere erhält man aber auch aus der Hintereinanderschaltung
πr−2 ◦ · · · ◦ π0 von Blow-Ups aus dem r-dimensionalen projektiven Raum.

P̃∆r

P∆r Pr

�
�	

@
@R

Die Abbildung P̃∆r → Pr wird in der Definition 2.23 genau beschrieben, nun soll
die MPCP-Desingularisierung id∗ : P̃∆r → P∆r analysiert werden.

Da man hierfür eine Beschreibung des Abschlusses V (σ) einiger Orbits orb σ
benötigt, wird zunächst eine Charakterisierung von V (σ) für einen beliebigen

Kegel σ ∈ Σ̃(∆r) gegeben. Sei also σ = σJ ein s-dimensionaler Kegel in Σ̃(∆r),
d.h. J = (J (1), . . . , J (s)) mit ∅ 6= J (1)  · · ·  J (s)  {1, . . . , r + 1}. Dabei sei
o.B.d.A. 1 ≤ s ≤ r − 1, da für s = 0 der Abschluß des Orbits des Kegels {0}
die gesamte torische Varietät P̃∆r ist und für einen r-dimensionalen Kegel der
Abschluß des zugehörigen Orbits aus genau einem Punkt besteht. Darüberhinaus
sei o.B.d.A.

J (j) = {1, . . . , kj}

mit kj := #J (j), da diese Situtation durch eine Permutation p ∈ Sr+1 stets
hergestellt werden kann. Außerdem sei J (0) := ∅, J (s+1) := {1, . . . , r + 1} und
k0 := 0 bzw. ks+1 := r + 1. Damit sei Jj für 0 ≤ j ≤ s folgende aufsteigende
Kette

{1}  {1, 2}  · · ·  {1, . . . , kj − 1}
 {1, . . . , kj}  {1, . . . , kj+1}  {1, . . . , kj+1 + 1}  · · ·  {1, . . . , r}.

Diese Kette erhält man am einfachsten, indem man aus der
”
vollständigen“ Ket-

te ({1}, . . . , {1, . . . , t}, . . . , {1, . . . , r}) alle Mengen entfernt, die echt zwischen
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{1, . . . , kj} und {1, . . . , kj+1} liegen (also exklusive der beiden Mengen selbst).
Jede Kette Jj legt einen Kegel σJj

fest, der σJ als Seite enthält, da die Erzeu-
ger eines durch eine solche Kette definierten Kegels zu den Mengen der Kette
korrespondieren und jede Menge, die in J auftritt, auch in Jj vorkommt.

Mit diesen Bezeichnungen gilt folgendes

Lemma 2.28 Es ist

V (σJ ) =
s∏

j=0

V (σJj
).

Für den Beweis dieses Lemmas wird folgende Aussage über das endliche Produkt
torischer Varietäten benötigt.

Lemma 2.29 Es sei d ∈ N und für i = 1, . . . , d sei Σ(i) ein Fächer in einem
Gitter Ni. Dann ist das Produkt der dadurch definierten torischen Varietäten PΣ(i)

ebenfalls eine torische Varietät, die durch folgenden Fächer in N :=
⊕d

i=1 Ni

definiert ist:

Σ :=
d⊕

i=1

Σ(i) := {σ(1) + · · ·+ σ(d) : σ(i) ∈ Σ(i)}

Beweis. Es genügt die Behauptung für d = 2 zu zeigen, die allgemeine Aussage
folgt dann mittels Induktion. Sei also d = 2 und Σ(1) resp. Σ(2) seien Fächer in
N1 resp. N2.

Dann gilt für Σ = Σ(1) ⊕ Σ(2) und N = N1 ⊕N2:

(i) Das duale Gitter M zu N ergibt sich als direkte Summe der dualen Gitter
Mi zu den Ni, also

M = M1 ⊕M2.

(ii) Die Summe zweier streng konvexer, rationaler, polyhedraler Kegel σ(1) ∈
Σ(1) und σ(2) ∈ Σ(2) ist wieder ein solcher Kegel.

(iii) Ist τ < σ = σ(1) + σ(2) ∈ Σ, so gibt es ein m(0) = m
(0)
1 + m

(0)
2 ∈ M1 ⊕M2

mit

τ = σ ∩ {m(0)}⊥ = σ(1) ∩ {m(0)
1 }⊥ + σ(2) ∩ {m(0)

2 }⊥ =: τ (1) + τ (2) ∈ Σ.

(iv) Für den Durchschnitt zweier Kegel σi = σ
(1)
i + σ

(2)
i ∈ Σ, i = 1, 2, gilt

σ1 ∩ σ2 = (σ
(1)
1 + σ

(2)
1 ) ∩ (σ

(1)
2 + σ

(2)
2 ) = (σ

(1)
1 ∩ σ

(1)
2 ) + (σ

(2)
1 ∩ σ

(2)
2 ).

Dieser ist in Σ enthalten und eine Seite sowohl von σ1 als auch von σ2.
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Damit ist Σ ein Fächer in N .

Seien nun σ(i) ∈ Σ(i), i = 1, 2, und σ = σ(1) + σ(2). Dann ist σ̌ = σ̌(1) + σ̌(2) und
damit Sσ = Sσ(1) + Sσ(2) . Nun ist

Uσ,N = {u : C[Sσ] → C : u ist Algebrahomomorphismus}

und ein Homomorphismus u ∈ Uσ,N ist durch die Werte, die er auf einem endlichen
Erzeugendensystem von Sσ über Z≥0 annimmt, eindeutig festgelegt. Ein solches
Erzeugendensystem erhält man durch die Vereinigung von endlichen Erzeugen-
densystemen der Sσ(i) , deren Elemente aus Ni aufgefaßt werden als Elemente in
der Summe N . Damit definiert ein solches u eindeutig Algebrahomomorphismen
ui : C[Sσ(i) ] → C, i = 1, 2. Dies sind Elemente in Uσ(i),Ni

.

Andersherum legen zwei Homomorphismen ui ∈ Uσ(i),Ni
auf die gleiche Weise

genau ein u ∈ Uσ,N fest. Also ergibt sich

Uσ,N = Uσ(1),N1
× Uσ(2),N2

.

Das zeigt, daß sich die affine Toruseinbettung zu einem Kegel in Σ als Produkt der
affinen Toruseinbettungen zu den beiden Summanden ergibt. Diese werden nun
mittels der Seitenrelationen verklebt. Da jede Seite eines Kegels in Σ die Summe
zweier Kegel ist, die Seiten der beiden Summanden sind, ist die Verklebung mit
dem Produkt verträglich. Dadurch ergibt sich, daß die durch Σ definierte torische
Varietät das Produkt der beiden einzelnen Varietäten ist. 2

Beweis zu Lemma 2.28. Die Fächer der auftretenden torischen Varietäten V (J )
und V (Jj) können nach Lemma 1.3 bestimmt werden. Nach obigem Lemma muß
also gezeigt werden, daß der definierende Fächer von V (J ) die Summe über
j = 0, . . . , s der Fächer der V (Jj) ist.

Sei σ = σJ ein Kegel in Σ̃(∆r), also

σ =
s∑

j=1

R≥0eJ(j) ,

und τ sei ein Kegel, der σ als Seite enthält. Dann ist τ = σI für eine echt aufstei-
gende Kette I = (I(1), . . . , I(µ)) echter, nichtleerer Teilmengen von {1, . . . , r + 1}
mit s ≤ µ. Da σ < τ gilt, gibt es für jedes 1 ≤ j ≤ s ein 1 ≤ i ≤ µ mit J (j) = I(i)

und es ist
τ = σ +

∑
I∈I\J

R≥0eI ,

wobei die Schreibweise I ∈ I \ J symbolisch dafür stehe, daß die Menge I in
der Kette I vorkomme, nicht aber in der Kette J . Nun sei wie in Lemma 1.3
N̄(σ) = N/Z(σ ∩N) und N̄(σ)R = NR/Rσ. Das Bild von τ in N̄(σ)R ist dann

τ̄ = (Rσ +
∑

I∈I\J

R≥0eI)/Rσ =
∑

I∈I\J

R≥0ēI ,
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dabei sei ēI das Bild von eI in N̄(σ). Der Fächer

Σ̃(∆r)(σ) = {τ̄ : τ ∈ Σ̃(∆r), σ < τ}

in N̄(σ) definiert dann die torische Varietät V (σJ ). Ersetzt man in diesen Berech-

nungen J durch Jj, j = 0, . . . , s, erhält man die Fächer Σ̃(∆r)(σJj
) der torischen

Varietäten V (σJj
). Zu zeigen ist also

Σ̃(∆r)(σJ ) =
s⊕

j=0

Σ̃(∆r)(σJj
)

und

N̄(σJ ) =
s⊕

j=0

N̄(σJj
).

Letzteres gilt, da sich die betrachteten Quotienten wie folgt darstellen lassen. Die
Vektoren {e{1}, . . . , e{1,...,r}} bilden eine Z-Basis von N . Das Untergitter Z(σJ∩N)
hat damit als Basis die Vektoren {e{1,...,kj} : j = 0, . . . , s} und der Quotient läßt
sich auffassen als das Komplement dieses Gitters in N , also das Erzeugnis der
Vektoren e{1,...,t}, t 6∈ {k1, . . . , ks}. Entsprechend läßt sich für jedes j = 0, . . . , s
das Quotientengitter N̄(σJj

) auffassen als Erzeugnis von

e{1,...,kj+1}, e{1,...,kj+2}, . . . , e{1,...,kj+1−1},

also genau denjenigen e{1,...,t}, deren Indexmenge nicht in Jj auftritt. Die direkte
Summe dieser Gitter wird dann von

e{1}, . . . , e{1,...,k1−1}, e{1,...,k1+1},

. . . , e{1,...,kj−1}, e{1,...,kj+1}, . . . , e{1,...,kj+1−1},

. . . , e{1,...,ks−1}, e{1,...,ks+1}, . . . , e{1,...,r}

erzeugt und ist damit das Gitter N̄(σJ ).

Betrachtet man nun die Bilder eines Vektors eI mit J (j)  I  J (j+1) für ein
j ∈ {0, . . . , s} in N̄(σJ ) und N̄(σJj

), so sind diese beiden Bilder unter den
vorgenommenen Identifizierungen gleich. Dies ist der Fall, da für ein beliebiges
∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}

eJ =
r∑

t=1

λte{1,...,t}

mit

λt =


1 falls t ∈ J , t + 1 ∈ J c

−1 falls t ∈ J c, t + 1 ∈ J
0 sonst
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gilt und damit für ein J (j) = {1, . . . , kj}  I  {1, . . . , kj+1} = J (j+1)

eI =

kj+1∑
t=kj

λte{1,...,t}

gilt. Denn für ein t ≤ kj − 1 gilt t, t+1 ∈ {1, . . . , kj} ⊂ I und für ein t ≥ kj+1 +1
ist t, t+1 ∈ {1, . . . , kj+1}c ⊂ Ic, in beiden Fällen ist also das zugehörige λt gleich
0. Für die auftretenden Vektoren ist nun aber jeweils das Bild unter den beiden
genannten Quotientenabbildungen dasselbe, e{1,...,kj} und e{1,...,kj+1} werden auf 0
abgebildet und das Bild eines anderen auftretenden Vektors ist jeweils der Vektor
selbst. D.h. beide Bilder ergeben sich zu

ēI =

kj+1−1∑
t=kj+1

λte{1,...,t}.

Sei nun τ̄ ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJ ), d.h. τ = σI mit einer Kette I = (I(1), . . . , I(µ)),
in der jede Menge J (j), j = 1, . . . , s, vorkommt. Dann findet sich für jedes I ∈
I \ J genau ein 0 ≤ j ≤ s mit

J (j) = {1, . . . , kj}  I  J (j+1) = {1, . . . , kj+1},

und damit ergibt sich

τ̄ =
∑

I∈I\J

R≥0ēI =
s∑

j=0

 ∑
I∈I\J

J(j) I J(j+1)

R≥0ēI

 =:
s∑

j=0

τ̄j.

Jeder Kegel τ̄j mit j = 0, . . . , s ist ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJj
). Sei dazu Ij die Kette,

die aus Jj durch Hinzufügen aller Mengen I entsteht, die in der Kette I auftreten
und J (j)  I  J (j+1) erfüllen. Es werden also alle Mengen aus I hinzugenommen,
die noch nicht in Jj auftauchen. Dann legt Ij einen Kegel σIj

∈ Σ̃(∆r) fest, der

σJj
als Seite enthält. Also ist σ̄Ij

ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJj
) und es gilt

σ̄Ij
=

∑
I∈Ij\Jj

ēI ,

wobei ēI das Bild von eI in N̄(σJj
) bezeichne. Nach Konstruktion sind die beiden

Summationsbedingungen I ∈ Ij \ Jj und I ∈ I \ J , J (j)  I  J (j+1) äquiva-
lent. Oben wurde gezeigt, daß die Bilder von eI unter den beiden betrachteten
Quotientenabbildungen gleich sind, also gilt

σ̄Ij
= τ̄j,
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und damit ist

τ̄ =
s∑

j=0

σ̄Ij

ein Kegel in
⊕s

j=0 Σ̃(∆r)(σJj
).

Ist nun andererseits für j = 0, . . . , s τ̄j ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJj
) und τ̄ :=

∑s
j=0 τ̄j,

so ist dies ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJ ). Für jeden Kegel τ̄j gibt es nämlich eine Kette
Ij mit τj = σIj

, in der alle Mengen aus Jj auftreten, da τj den Kegel σJj
als Seite

enthält. Aus den Ketten Ij kann man wie folgt eine Kette I konstruieren. Man
füge in die Kette J sukzessive für j = 0, . . . , s alle Mengen aus der Kette Ij ein,
die zwischen J (j) und J (j+1) liegen. Dies ist möglich, da Ij die Mengen der Kette
Jj enthält und in dieser Kette J (j) und J (j+1) auftreten. Die entstandene Kette
I enthält nach Konstruktion alle Mengen der Kette J und definiert damit einen

Kegel σI , der σJ als Seite enthält. Also liegt σ̄I in Σ̃(∆r)(σJ ). Diese Konstruktion
ist invers zu der aus dem letzten Absatz, und somit gilt

τ̄ = σ̄I .

Also ist jeder Kegel τ̄ ∈
⊕s

j=0 Σ̃(∆r)(σJj
) ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJ ) und zusammen

mit dem vorhergehenden Absatz gilt

s⊕
j=0

Σ̃(∆r)(σJj
) = Σ̃(∆r)(σJ ).

2

Mit Hilfe dieses Lemmas kann nun folgende Charakterisierung der torischen Va-
rietät V (σJ ) für einen s-dimensionalen Kegel σJ im Fächer Σ̃(∆r) der MPCP-

Desingularisierung P̃∆r gegeben werden.

Satz 2.30 Sei 0 ≤ s ≤ r und σJ ∈ Σ̃(∆r) mit J = (J (1), . . . , J (s)), J (0) := ∅,
J (s+1) := {1, . . . , r + 1} und kj := #J (j) für j = 0, . . . , s + 1. Dann gilt

V (σJ ) =
s∏

j=0

P̃∆rj

mit rj := kj+1 − kj − 1.

Bemerkung 2.31

(i) Für r = 0 sei dabei P̃∆0 die Varietät, die aus genau einem Punkt besteht.

(ii) Es gilt #(J (j+1) \J (j)) = rj +1 und damit gibt rj die maximale Länge einer
echt aufsteigenden Kette von Mengen, die echt zwischen J (j) und J (j+1)

liegen, an.
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Beweis. Zunächst einmal ist für s = 0 die Kette J leer und der Satz besagt, daß

P̃∆r = V ({0}) =
0∏

j=0

P̃∆r0
= P̃∆r

ist, da r0 = k1 − k0 − 1 = (r + 1)− 0− 1 = r ist.

Der zweite Spezialfall ergibt sich für s = r; hier ist für jedes j = 0, . . . , s rj =
kj+1−kj − 1 = (kj +1)−kj − 1 = 0, und damit besagt der Satz nichts weiter, als
daß sich der TN -Fixpunkt V (σJ ) als ein Produkt von einpunktigen Varietäten
darstellen läßt. In diesen beiden Fällen ist der Satz also richtig. Deshalb sei im
folgenden 1 ≤ s ≤ r − 1.

Darüberhinaus sei o.B.d.A. J (j) = {1, . . . , kj} für alle j = 0, . . . , s + 1; durch
Permutation der Menge {1, . . . , r + 1} ist diese Situation stets erreichbar, und

die Abschlüsse der zugehörigen Orbits in P̃∆r sind isomorph. Im folgenden wird
das r-dimensionale Gitter N genauer mit Nr bezeichnet. Nun liefert Lemma 2.28,
daß

V (σJ ) =
s∏

j=0

V (σJj
)

ist, wobei wieder Jj für j = 0 . . . , s die Kette sei, die aus der vollständigen
Kette durch Herausnehmen aller Mengen, die echt zwischen J (j) und J (j+1) liegen,
entsteht. Damit genügt es zu zeigen, daß der Satz für die Ketten Jj gilt. Denn
damit würde

V (σJj
) =

kj∏
i=0

P̃∆0 × P̃∆rj
×

r∏
i=kj+1

P̃∆0 = P̃∆rj

und

V (σJ ) =
s∏

j=0

V (σJj
) =

s∏
j=0

P̃∆rj

gelten.

Sei nun also J eine Kette mit der Eigenschaft, daß genau ein 0 ≤ i ≤ s existiert
mit ri 6= 0. Da in diesem Fall kj = j für alle 0 ≤ j ≤ i und kj = j + ri für alle
i + 1 ≤ j ≤ s + 1 gelten muß, heißt das, daß J die folgende Form hat:

{1}  {1, 2}  · · ·  {1, . . . , i− 1}
 {1, . . . , i}  {1, . . . , i + 1 + ri}  {1, . . . , i + 2 + ri}

 · · ·  {1, . . . , r − 1}  {1, . . . , r}

Oder anders gesagt, die endliche Folge (k0, . . . , ks+1) sieht wie folgt aus

(0, 1, . . . , i− 1, i, ri + i + 1, ri + i + 2, . . . , r, r + 1).
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Da diese Folge aus genau s+2 Gliedern besteht, muß ri = r− s sein. Das bedeu-
tet, daß zumindest die Dimensionen der beiden betrachteten torischen Varietäten
V (σJ ) und P̃∆ri

(die nulldimensionalen Varietäten P̃∆0 werden im weiteren ver-
nachlässigt) übereinstimmen, da die Dimension von V (σJ ) die Kodimension des
definierenden Kegels, also r − s ist.

Zu zeigen ist nun, daß der Fächer Σ̃(∆r)(σJ ) in N̄r(σJ ) der Varietät V (σJ ) mit

dem Fächer Σ̃(∆r−s) in Nr−s übereinstimmt. Aus dem Beweis zu Lemma 2.28 ist
bekannt, daß die Vektoren

e{1,...,i+1}, e{1,...,i+2}, . . . , e{1,...,i+ri}

eine Z-Basis des Gitters N̄r(σJ ) bilden. Das Gitter Nr−s wird nach Lemma 1.17
von den Vektoren e{1,...,t} mit t = 1, . . . , r − s erzeugt, wobei hier {1, . . . , t} als
echte Teilmenge von {1, . . . , (r−s)+1} aufgefaßt wird. Durch folgende Zuordnung
wird ein Isomorphismus ϕ der beiden Gitter festgelegt:

ϕ : N̄r(σJ ) −→ Nr−s

e{1,...,i+t} 7−→ e{1,...,t}

für t = 1, . . . , ri, wobei ri = r − s gilt. Unter dieser Abbildung wird das Bild
ēI in N̄r(σJ ) von eI ∈ N mit {1, . . . , i}  I  {1, . . . , ri + i + 1} auf ϕ(ēI) =
eϕ̃(I) abgebildet, wobei ϕ̃(I) := {t − i : t ∈ I \ {1, . . . , i}} eine echte, nichtleere
Teilmenge von {1, . . . , (r − s) + 1} ist. Dies ist der Fall, da aus dem Beweis von
Lemma 2.28 hervorgeht, daß mit

λt =


1 falls t ∈ I, t + 1 ∈ Ic

−1 falls t ∈ Ic, t + 1 ∈ I
0 sonst

für das Bild ēI gilt

ēI =

i+ri∑
t=i+1

λte{1,...,t}.

Damit ist

ϕ(ēI) =

i+ri∑
t=i+1

λte{1,...,t−i} =

ri∑
t=1

λte{1,...,t} = eϕ̃(I).

Die Abbildung ϕ̃ ist eine Bijektion zwischen der Menge {I : {1, . . . , i}  I  
{1, . . . , (r − s) + i + 1}} und der Menge der echten, nichtleeren Teilmengen von
{1, . . . , (r−s)+1}, insbesondere gilt ϕ̃({1, . . . , i+ t}) = {1, . . . , t}. Andersherum
ist ϕ̃−1(J) für eine echte, nichtleere Teilmenge J von {1, . . . , (r− s)+1} folgende
Menge

{1, . . . , i} ∪ {t + i : t ∈ J},
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die echt zwischen {1, . . . , i} und {1, . . . , (r − s) + i + 1} liegt.

Sei nun zunächst σI ein Kegel in Σ̃(∆r), der σJ als Seite enthält. Dann ist I eine
echt aufsteigende Kette echter, nichtleerer Teilmengen von {1, . . . , r + 1}, in der
jede Menge aus J vorkommt. Aufgrund der speziellen Form von J liegen alle
Mengen I ∈ I \ J echt zwischen {1, . . . , i} und {1, . . . , (r− s) + i + 1}. Nun gilt

für den Kegel σ̄I im Fächer Σ̃(∆r)(σJ )

ϕ(σ̄I) =
∑

I∈I\J

R≥0ϕ(ēI) =
∑

I∈I\J

R≥0eϕ̃(I).

Letzteres ist ein Kegel in Σ̃(∆r−s), nämlich der Kegel σϕ̃(I), wobei die Kette ϕ̃(I)
aus den Mengen ϕ̃(I) für alle Mengen I ∈ I \ J besteht.

Ist andererseits σI ein Kegel in Σ̃(∆r−s), also I eine Kette von Teilmengen von

{1, . . . , (r− s) + 1}, so ist ϕ−1(σI) ein Kegel in Σ̃(∆r)(σJ ), nämlich das Bild des

Kegels in Σ̃(∆r), der von der Kette, die aus J durch Hinzufügen der Mengen
ϕ̃−1(I) für jede Menge I der Kette I, definiert wird. Also sind die Fächer unter
dem Isomorphismus ϕ gleich und dementsprechend auch die dadurch definierten
torischen Varietäten. 2

Um nun zu beschreiben, was bei der MPCP-Desingularisierung id∗ : P̃∆r → P∆r

geschieht, sollen die Urbilder der Orbits orb σ in P∆r unter dieser Abbildung
bestimmt werden.

Lemma 2.32 Es sei σJ1J2, ∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r + 1}, ein s-dimensionaler
Kegel in Σ(∆r), 2 ≤ s ≤ r. Dann gilt

id−1
∗ (orb σJ1J2) = (C∗)#J1−1 × P̃∆s−2 × (C∗)r−#J2 ⊂ P̃∆r .

Der durch die Kette (J1, J2) definierte Kegel σ(J1,J2) (s. Lemma 2.20) in Σ̃(∆r)
ist zweidimensional und es gilt sogar

id−1
∗ (orb σJ1J2) ⊂ V (σ(J1,J2)).

Beweis. Da beide Fächer Σ(∆r) und Σ̃(∆r) im selben Gitter Nr liegen, gibt es

nach Lemma 2.4 für jeden Kegel σJ ∈ Σ̃(∆r) genau einen Kegel σI1I2 ∈ Σ(∆r)
minimaler Dimension mit der Eigenschaft σJ ⊂ σI1I2 und für diesen gilt

id∗(orb σJ ) = orb σI1I2 .

Da die Orbits disjunkt sind, ergibt sich id−1
∗ (orb σJ1J2) als die Vereinigung aller

Orbits in P̃∆r zu Kegeln in Σ̃(∆r), die in σJ1J2 aber in keiner echten Seite von
σJ1J2 enthalten sind.
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Sei also σJ1J2 , ∅ 6= J1 ⊂ J2  {1, . . . , r + 1}, ein s-dimensionaler Kegel in Σ(∆r),
2 ≤ s ≤ r, dann ist s = #J2 − #J1 + 1 ≥ 2 und damit J1  J2. Dabei kann
o.B.d.A. angenommen werden, daß J1 = {1, . . . , k1} und J2 = {1, . . . , k2} mit
ki := #Ji, i = 1, 2, ist, die anderen Fälle ergeben sich durch Permutation. Dann
gilt nach Lemma 1.24

σJ1J2 = {n ∈ (Nr)R : ni ≤ nt ≤ nj für alle i ∈ J1, j ∈ J c
2 , 1 ≤ t ≤ r + 1}.

Für jeden Kegel σJ ∈ Σ̃(∆r), J = (J (1), . . . , J (µ)), gilt nach Lemma 2.20 mit
J (0) = ∅ und J (µ+1) = {1, . . . , r + 1}

σJ = {n ∈ (Nr)R : nt1 = nt′1
≤ nt2 = nt′2

≤ · · · ≤ ntµ+1 = nt′µ+1
, ti, t

′
i ∈ J (i)\J (i−1)}.

Dementsprechend gilt σJ ⊂ σJ1J2 genau dann, wenn J1 ⊂ J (1) und J c
2 ⊂ (J (µ))c =

J (µ+1) \ J (µ) gilt. Nun ist nach Lemma 1.24 ein Kegel σI1I2 ∈ Σ(∆r) genau dann
Seite von σJ1J2 , wenn J1 ⊂ I1 und J c

2 ⊂ Ic
2 gilt; für diesen gilt dann

σI1I2 = {n ∈ (Nr)R : ni ≤ nt ≤ nj für alle i ∈ I1, j ∈ Ic
2, 1 ≤ t ≤ r + 1}.

Dies ist eine Obermenge von σJ , falls J1 ⊂ I1 ⊂ J (1) und J c
2 ⊂ Ic

2 ⊂ (J (µ))c

gilt. Also ist σJ genau dann in σJ1J2 aber in keiner echten Seite enthalten, wenn
J (1) = J1 und J (µ) = J2 gilt.

Für den Spezialfall s = r ist die Teilmenge von Σ̃(∆r), die diese Bedingungen

erfüllt, genau die Menge der Kegel, die τ := σI ∈ Σ̃(∆r) mit I = (J1, J2) als
Seite enthalten. Also ist in diesem Fall

id−1
∗ (orb σ{1}{1,...,r}) =

∐
τ<σJ

orb σJ = V (τ).

Nach Satz 2.30 ist aber V (τ) = P̃∆r−2 , da mit den dortigen Bezeichnungen

r0 = #{1} −#∅ − 1 = 0
r1 = #{1, . . . , r} −#{1} − 1 = r − 2

r2 = #{1, . . . , r + 1} −#{1, . . . , r} − 1 = 0

gilt. Zusammen ergibt sich demnach

id−1
∗ (orb σi,j) = P̃∆r−2 .

Für den allgemeinen Fall gilt zwar, daß jeder Kegel σJ mit J (1) = J1 und J (µ) = J2

den Kegel σ(J1,J2) als Seite enthält. Aber für einen Kegel σJ > σ(J1,J2) gilt nur,
daß es 1 ≤ j1 < j2 ≤ µ gibt mit J (j1) = J1 und J (j2) = J2. Betrachtet man nun
den Fächer Σ̄(σ(J1,J2)) in N̄(σJ1J2) der torischen Varietät V (σ(J1,J2)), so ist

S := {σ̄J : σJ ∈ Σ̃(∆r), µ = dim σJ , J (1) = J1, J
(µ) = J2}
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eine Teilmenge dieses Fächers. Um den Satz zu beweisen, genügt es zu zeigen,
daß

S = {{0}} ⊕ Σ̃(∆s−2)⊕ {{0}}
⊂ Σ̃(∆k1−1)⊕ Σ̃(∆s−2)⊕ Σ̃(∆r−k2)

= Σ̄(σ(J1,J2))

gilt. Dabei liegen die beiden Fächer {{0}} in den Gittern Nr0 = Nk1−1 bzw.
Nr2 = Nr−k2 und der mittlere in Nr1 = Ns−2. Denn dann ist mit Hilfe von
Lemma 2.29

id−1
∗ (orb σJ1J2) =

∐
σ̄J∈S

orb σJ

= P{{0}}⊕Σ̃(∆s−2)⊕{{0}}

= TNk1−1
× P̃∆s−2 × TNr−k2

= (C∗)#J1−1 × P̃∆s−2 × (C∗)r−#J2

⊂ V (σ(J1,J2)) ⊂ P̃∆r .

Nun ist aus dem Beweis zu Lemma 2.28 bekannt, daß sich für einen Kegel σJ >
σ(J1,J2) in Σ̃(∆r) das Bild in N̄r(σ(J1,J2))R als

σ̄J =
2∑

j=0

 ∑
J∈J\(J1,J2)
Jj J Jj+1

R≥0ēJ


ergibt, wobei J0 := ∅ und J3 = {1, . . . , r + 1} gelte und ēJ das Bild von eJ in
N̄r(σ(J1,J2)) sei. Nun ist aber für ein σ̄J ∈ S die innere Summe für j = 0 und
j = 2 leer, da für jede Menge J (j) in J

J1 = J (1) ⊂ J (j) ⊂ J (µ) = J2

gilt. Für ein solches σ̄J gilt also

σ̄J = {0}+
∑

J∈J\(J1,J2)
J1 J J2

R≥0ēJ + {0} = {0}+

µ−1∑
j=2

R≥0ēJ(j) + {0}.

Mit der Abbildung ϕ̃ aus dem Beweis zu Satz 2.30 erhält man darüberhinaus

σ̄J = {0}+ σϕ̃(J ) + {0},

dabei ist ϕ̃(J ) die Kette, die aus den Mengen ϕ̃(J (j)) für j = 2, . . . , µ−1 besteht.
Die Menge ϕ̃(J (j)) ergibt sich hier zu

{t− k1 : t ∈ J (j) \ J1 = J (j) \ {1, . . . , k1}}.
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Da in dem Beweis zu Satz 2.30 gezeigt wurde, daß die Abbildung ϕ̃ eine 1:1-
Abbildung der Mengen {J : J1  J  J2} und {J : ∅ 6= J  {1, . . . , k2 − k1}}
ist, gilt also

S = {{0}} ⊕ Σ̃(∆k2−k1−1)⊕ {{0}}
und mit k2 − k1 − 1 = #J2 −#J1 − 1 = s− 2 folgt die Behauptung. 2

Bemerkung 2.33 Da jeder eindimensionale Kegel %J ∈ Σ(∆r) auch in Σ̃(∆r)

liegt und damit der einzige Kegel aus Σ̃(∆r) ist, der in %J aber nicht in der
einzigen echten Seite {0} liegt, gilt

id−1
∗ (orb %J︸ ︷︷ ︸

⊂P∆r

) = orb %J︸ ︷︷ ︸
⊂P̃∆r

.

Eine analoge Aussage gilt auch für die zweidimensionalen Kegel, denn mit Σ(∆r)(2)

⊂ Σ̃(∆r)(2) via σJ1J2 7→ σ(J1,J2) für #J2 −#J1 + 1 = 2 folgt

id−1
∗ (orb σJ1J2︸ ︷︷ ︸

⊂P∆r

) = orb σ(J1,J2)︸ ︷︷ ︸
⊂P̃∆r

.

Das obige Lemma besagt in diesem Fall

id−1
∗ (orb σJ1J2) = (C∗)#J1−1 × P̃∆0 × (C∗)r−#J2

= (C∗)r−(#J2−#J1+1)

= (C∗)r−2

∼= orb σ(J1,J2)

Beispiel 2.34

dim P∆r = 1 In diesem Fall ist P∆1 = P1 = P̃∆1 und die beiden betrachteten
Aufblasungen sind die Identität.

dim P∆r = 2 Nach Satz 2.24 ist P̃∆2 der in drei Punkten aufgeblasene P2. Außer-

dem gilt hier Σ(∆2) = Σ̃(∆2), da jeder zweidimensionale Kegel σ(J1,J2) in

Σ̃(∆2) bereits in Σ(∆2)(2) liegt, denn für die Kette (J1, J2) gilt ∅ 6= J1  
J2  {1, 2, 3} und damit #J2 −#J1 + 1 = 2− 1 + 1 = 2. Also stimmen die
Mengen der zweidimensionalen Kegel überein, für die null- und eindimen-
sionalen ist dies stets der Fall. Damit gilt P∆2 = P̃∆2 = P̃2 und id∗ ist die
Identität.

dim P∆r = 3 Dies ist der erste interessante Fall. Die Varietät P̃∆3 entsteht aus P3

durch Aufblasen der vier Koordinatenpunkte und der eigentlichen Urbilder
der sechs Koordinatenachsen. Betrachtet man einen TN -Fixpunkt orb σi,j,
1 ≤ i 6= j ≤ 4, in P∆3 , so liegt dieser im Abschluß von genau vier eindimen-
sionalen Orbits und vier zweidimensionalen, da σi,j genau vier zweidimen-
sionale und vier eindimensionale Seiten hat (am Beispiel i = 1, j = 4):
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Abbildung 2.1: Verfeinerung des Kegels σ1,4 ∈ Σ(∆3)

Dieser Kegel wird bei der MPCP-Desingularisierung in die Kegel σJ1 und
σJ2 mit J1 = ({1}, {1, 2}, {1, 2, 3}) und J2 = ({1}, {1, 3}, {1, 2, 3}) aufge-
teilt. Der zweidimensionale Kegel σ({1},{1,2,3}) wird neu hinzugefügt. Damit
ergibt sich, daß die Abbildung lokal um orb σi,j wie in Abbildung 2.2 aus-
sieht.
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Abbildung 2.2: MPCP-Desingularisierung lokal um V (σ1,4) ⊂ P∆3

Dabei entspricht der linke Punkt dem abgeschlossenen Orbit V (σJ1), der
mittlere V (σJ2) und der rechte dem abgeschlossenen Orbit V (σ1,4). Über
einem Punkt V (σi,j) wird also ein P1 in Form von V (σ({1},{1,2,3})) eingefügt.

dim P∆r = 4 In diesem Fall entspricht P̃∆4 dem sukzessive in den Koordinaten-
punkten, -geraden und -ebenen aufgeblasenen P4. Für einen Kegel σi,j,
1 ≤ i 6= j ≤ 5, gilt σi,j = R≥0f{i}{j}c für eine dreidimensionale Seite des

Polytopes ∆∗
4. Dabei war f{i}{j}c = {eJ : {i} ⊂ J ⊂ {j}c}

con
; dies ist ein

Würfel. Die Triangulierung T , die die MPCP-Desingularisierung id∗ defi-
niert, zerlegt diesen und damit den Kegel wie in Bild 2.3 für i = 1, j = 5
dargestellt in Simplizes. Damit ergibt sich, daß der Blow-Up id∗ lokal um
V (σ1,5) wie in der Abbildung 2.4 abgebildet aussieht.

Dabei entspricht im linken Teil das Sechseck dem abgeschlossenen Orbit
V (σ({1},{1,2,3,4})) = P̃∆2 . Die sechs P1 × P1 entsprechen den abgeschlossenen
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Orbits

V (σ({1},{1,2,4}))
V (σ({1,2},{1,2,3,4})) V (σ({1,4},{1,2,3,4}))
V (σ({1},{1,2,3})) V (σ({1},{1,3,4}))

V (σ({1,3},{1,2,3,4}))

Da sich die abgeschlossenen Orbits zu zwei Kegeln genau dann schneiden,
wenn es einen Kegel gibt, der beide als Seite enthält, schneiden sich zwei
P1×P1 genau dann, wenn sie zu Kanten eines Tetraeders der Triangulierung
gehören. Die Ecken des Sechsecks gehören zu den sechs Tetraedern und auf
der rechten Seite ist der Schnittpunkt der abgeschlossene Orbit V (σ1,5).

−→

e{1,2,3,4} e{1,2,3}

e{1,2,4}

e{1,3,4}

e{1,2}

e{1,3}

e{1,4} e{1}

e{1,2,3,4} e{1,2,3}

e{1,3,4}

e{1,2}

e{1,4} e{1}

Abbildung 2.3: Triangulierung von f1,5 < ∆∗
4

−→P̃2

P1 × P1

P1 × P1

P1 × P1

P1 × P1

P1 × P1

P1 × P1

Abbildung 2.4: MPCP-Desingularisierung lokal um V (σ1,5)



Kapitel 3

Calabi-Yau-Hyperflächen

In diesem Kapitel sollen Hyperflächen in den torischen Varietäten P∆r und P̃∆r

untersucht werden, die zusätzlich Calabi-Yau-Varietäten sind. Ziel ist es, in Ab-
schnitt 3.3 möglichst viele Hodgezahlen einer solchen Hyperfläche zu bestimmen.
Zunächst soll aber im folgenden Abschnitt bestimmt werden, wann eine Hyper-
fläche eine Calabi-Yau-Varietät ist, die Darstellung folgt dabei dem Artikel von
V. Batyrev [Ba]. Im darauffolgenden Abschnitt werden die benötigten Grundla-
gen der Kohomologietheorie in der torischen Geometrie zusammengestellt, diese
stammen im wesentlichen aus dem Buch von T. Oda [Oda].

3.1 Calabi-Yau-Hyperflächen in torischen Varie-

täten

In diesem Abschnitt soll eine Familie F(∆) von Hyperflächen in einer torischen
Varietät P∆, die von einem r-dimensionalen Gitter-Polytop ∆ definiert ist, be-
trachtet werden. Es soll bestimmt werden, unter welchen Umständen diese Fami-
lie aus Calabi-Yau-Hyperflächen besteht. Um die Familie zu definieren, benötigt
man folgende Begriffe.

Definition 3.1 Es sei Σ ein Fächer in einem Gitter N .

(i) Ein Laurent-Polynom über dem dualen Gitter M ist eine endliche Linear-
kombination der Form

f =
∑
m∈M

cme (m) ,

mit komplexen Koeffizienten cm.

59
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(ii) Das Newton-Polytop ∆(f) eines Laurent-Polynoms f über M ist die kon-
vexe Hülle der Elemente m ∈ M mit cm 6= 0 in MR, also

∆(f) = {m ∈ M : cm 6= 0}
con

.

(iii) Zu einem Gitter-Polytop ∆ sei

L(∆) := {f : f ist Laurentpolynom über M, ∆(f) ⊂ ∆}.

(iv) Ein Laurent-Polynom f 6= 0 über M definiert die Hyperfläche

Z
{0}
f := {t ∈ TN : f(t) =

∑
m∈M

cme (m) (t) = 0}.

(v) Der Abschluß der von einem Laurent-Polynom f 6= 0 definierten Hyper-

fläche Z
{0}
f in der torischen Varietät PΣ wird mit Zf bezeichnet und ist eine

Hyperfläche in PΣ.

(vi) Ist die betrachtete torische Varietät durch ein Polytop ∆ in M gegeben,
wird die durch f 6= 0 definierte Hyperfläche auch mit

Z∆
f := Z

σ(∆)
f = Z

{0}
f ⊂ TN

bezeichnet und Zf sei der Abschluß in P∆.

Bemerkung 3.2

(i) Die Orbitzerlegung von PΣ induziert eine Zerlegung der Hyperfläche Zf , es
gilt mit Zσ

f := Zf ∩ orb σ für einen Kegel σ ∈ Σ

Zf =
∐
σ∈Σ

Zσ
f ,

dabei gilt orb {0} = TN und damit erhält man die Hyperfläche im Torus
als

Zf ∩ orb {0} = Zf ∩ TN = Z
{0}
f

zurück. Analog sei für eine nichtleere Seite F eines Gitter-Polytopes ∆

ZF
f := Z

σ(F )
f = Zf ∩ orb σ(F )

und damit

Zf =
∐

∅6=F<∆

ZF
f .
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(ii) Wählt man eine Z-Basis {m(1), . . . ,m(r)} von M , so legt diese mittels Xi =
e
(
m(i)

)
Koordinaten X := (X1, . . . , Xr) des Torus TN fest. Bezüglich dieser

ergibt sich für ein m =
∑r

i=1 λim
(i) ∈ M

e (m) = e

(
r∑

i=1

λim
(i)

)
=

r∏
i=1

Xλi
i =: Xm.

Damit ergibt sich für ein Laurent-Polynom f

f =
∑
m∈M

cme (m) =
∑
m∈M

cmXm

und f liegt ganau dann in L(∆), wenn

f =
∑

m∈∆∩M

cmXm

gilt.

Es sollen Hyperflächen Zf betrachtet werden, die in allgemeiner Lage sind, ge-
nauer gesagt, soll Zf Σ-regulär sein:

Definition 3.3

(i) Eine Hyperfläche Z in einer torischen Varietät PΣ ist Σ-regulär , falls für
jeden s-dimensionalen Kegel σ ∈ Σ, 1 ≤ s ≤ r, der Schnitt von Z mit dem
Orbit orb σ ∼= (C∗)r−s eine glatte Hyperfläche oder leer ist. Insbesondere
ist der Schnitt mit jedem nulldimensionalen Orbit leer, d.h. die Fixpunkte
der Torus-Operation liegen nicht in Z.

(ii) Entsprechend ist eine Hyperfläche Z in P∆ = PΣ(∆) ∆-regulär , falls sie
Σ(∆)-regulär ist.

(iii) Die Familie aller ∆-regulären Hyperflächen Zf ⊂ P∆ mit f ∈ L(∆) wird
mit F(∆) bezeichnet.

In Abschnitt 1.4 wurde gezeigt, daß kleine analytische Umgebungen eines Punk-
tes auf einem s-dimensionalen Orbit orb σ isomorph zu Produkten von s-di-
mensionalen offenen Kugeln mit offenen analytischen Umgebungen des Punktes
uσ ∈ Uσ,N(σ) sind, wobei N(σ) das kleinste Untergitter von N ist, welches N ∩ σ
enthält und uσ der einzige Fixpunkt in der (r − s)-dimensionalen, affinen, tori-
schen Varietät Uσ,N(σ) ist.
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Damit und aufgrund der Σ-Regularität erhält man folgenden

Satz 3.4

(i) Es sei Z eine Σ-reguläre Hyperfläche in einer torischen Varietät PΣ und σ
ein (r− s)-dimensionaler Kegel in Σ, 1 ≤ r− s ≤ r− 1, mit Zσ 6= ∅. Dann
ist Zσ (s − 1)-dimensional und kleine analytische Umgebungen in Z eines
Punktes von Zσ sind isomorph zu dem Produkt einer (s−1)-dimensionalen,
offenen Kugel und einer kleinen analytischen Umgebung des Punktes uσ auf
der (r − s)-dimensionalen, affinen, torischen Varietät Uσ,N(σ).

(ii) Ist Z ∈ F(∆) und F eine s-dimensionale Seite des Gitter-Polytopes ∆,
1 ≤ s ≤ r − 1, mit ZF 6= ∅, so ist ZF (s − 1)-dimensional und kleine
analytische Umgebungen in Z eines Punktes von ZF sind isomorph zu dem
Produkt einer (s−1)-dimensionalen, offenen Kugel und einer kleinen analy-
tischen Umgebung des Punktes uσ(F ) auf der (r−s)-dimensionalen, affinen,
torischen Varietät Uσ(F ),N(σ(F )).

Beweis. [Ba, Theorem 3.1.5. und Korollar 3.1.6.] 2

Bemerkung 3.5 Das bedeutet insbesondere, daß eine Σ-reguläre Hyperfläche Z
nur die Singularitäten von PΣ ”

erbt“, aber keine neuen Singularitäten entstehen,
d.h.

Sing(Z) ⊂ Sing(PΣ).

Nach Bemerkung 3.1.2. in [Ba] schneidet eine Σ-reguläre Hyperfläche Zf jeden
Orbit positiver Dimension und es gilt

Korollar 3.6 Es sei Zf eine Σ-reguläre Hyperfläche in der torischen Varietät
PΣ, dann gilt

(i) Die offene Teilmenge Zf ∩ PΣ[1] enthält keine Singularitäten von Zf .

(ii) Wenn PΣ höchstens terminale Singularitäten hat, enthält Zf ∩ PΣ[2] keine
Singularitäten.

(iii) Hat PΣ höchstens Q-faktorielle, terminale Gorenstein-Singularitäten, so
enthält Zf ∩ PΣ[3] keine Singularitäten.

(iv) Die Hyperfläche Zf = Zf ∩ PΣ[r−1] ist genau dann glatt, wenn PΣ[r−1] glatt
ist.

Beweis. [Ba, Korollar 3.1.7.] 2

Nun soll bestimmt werden, wann die Familie F(∆) in der von einem Gitter-
Polytop ∆ definierten, torischen Varietät P∆ aus Calabi-Yau-Varietäten besteht.
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Dazu zunächst die folgende

Definition 3.7 Eine normale, irreduzible und projektive algebraische Varietät X
über C, die höchstens kanonische Gorenstein-Singularitäten besitzt, heißt Calabi-
Yau-Varietät , falls das kanonische Bündel trivial ist, d.h. ωX = OX , und

Hi(X,OX) = 0

für 1 ≤ i ≤ dim X − 1 gilt.

Nun gilt folgender

Satz 3.8 Sei ∆ ein r-dimensionales Gitter-Polytop in MR, P∆ die dadurch de-
finierte r-dimensionale, projektive, torische Varietät mit amplem Geradenbündel
OP∆

(Dh∆) und F(∆) = {Zf : ∆(f) = ∆, Zf ist ∆-regulär}. Dann sind äquiva-
lent:

(i) Die Familie F(∆) besteht aus Calabi-Yau-Varietäten, die höchstens kano-
nische Singularitäten besitzen.

(ii) Das Geradenbündel OP∆
(Dh∆) ist antikanonisch, d.h. P∆ ist eine torische

Fano-Varietät mit höchstens Gorenstein-Singularitäten.

(iii) ∆ enthält genau einen Gitterpunkt m(0) im Inneren und (∆−m(0), M) ist
ein reflexives Paar.

Beweis. [Ba, Theorem 4.1.9.] 2

Bemerkung 3.9 Der entscheidende Punkt dieses Satzes ist, daß die Familie
F(∆) aus Hyperflächen also Divisoren besteht, die im antikanonischen Linearsy-
stem liegen. Dies ist der Fall, da für eine ganzzahlige Trägerfunktion h auf einem
Fächer Σ nach [Oda, Lemma 2.3.] {e (m) : m ∈ M ∩∆(Σ, h)} eine C-Basis von

H0(PΣ,OPΣ
(Dh))

ist. Für die antikanonische Trägerfunktion ak = h∆ ist hier ∆(Σ(∆), ak) = ∆ und
damit kann man ein Laurentpolynom f ∈ L(∆) als Element in H0(PΣ,OPΣ

(Dh))
auffassen und als solches legt f , da Dak ein antikanonischer Divisor ist, einen
Divisor im antikanonischen Linearsystem fest.

Zusätzlich zu der Familie von Hyperflächen F(∆) in einer torischen Varietät
P∆ sollen auch die zugehörigen Urbilder dieser Hyperflächen in einer MPCP-
Desingularisierung P̃∆ der Varietät P∆ betrachtet werden. Dazu wird zunächst
untersucht, ob sich Eigenschaften einer Hyperfläche in einer torischen Varietät PΣ

auf das eigentliche Urbild dieser Hyperfläche unter einer äquivarianten Abbildung
ϕ∗ : PΣ̃ → PΣ übertragen.
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Seien also Σ und Σ̃ Fächer in N bzw. Ñ , ϕ : Ñ → N ein Isomorphismus von
Gittern und ϕ(Σ̃) eine lokal endliche Verfeinerung von Σ, d.h. für jeden Kegel

σ̃ ∈ Σ̃ ist ϕ(σ̃) in einem Kegel σ ∈ Σ enthalten, für jedes σ ∈ Σ ist die Menge

{ϕ(σ̃) : σ̃ ∈ Σ̃, ϕ(σ̃) ⊂ σ} endlich und σ ergibt sich als die Vereinigung über
diese Menge. Dann induziert ϕ nach Lemma 2.3 eine äquivariante, eigentliche,
birationale Abbildung ϕ∗ : PΣ̃ → PΣ und es gilt folgendes

Lemma 3.10 Sei f ein Laurentpolynom über M und Zf ⊂ PΣ eine Σ-reguläre

Hyperfläche. Dann ist (ϕ∗)
∗f = f ◦ϕ∗ ein Laurentpolynom über M̃ und Z(ϕ∗)∗f ⊂

PΣ̃ ist Σ̃-regulär.

Beweis. Sei also f =
∑

m∈M cme (m) ein Laurentpolynom über M . Die Abbildung

ϕ : Ñ → N induziert einen Isomorphismus ϕ∗ : M → M̃ der dualen Gitter und
einen Isomorphismus ϕ∗|T

Ñ
: TÑ → TN . Damit gilt

(ϕ∗)
∗f = f ◦ ϕ∗ =

∑
m∈M

cme (m) ◦ ϕ∗ =
∑
m∈M

cme (ϕ∗m) =
∑
m̃∈M̃

c(ϕ∗)−1m̃e (m̃)

und (ϕ∗)
∗f ist ein Laurentpolynom über M̃ .

Dieses legt eine Hyperfläche Z(ϕ∗)∗f ⊂ PΣ̃ als Abschluß der Hyperfläche Z
{0}
(ϕ∗)∗f

im Torus TÑ fest. Diese ist nach Proposition 3.2.1. in [Ba] Σ̃-regulär. 2

Beschränkt man sich auf den Fall, daß PΣ eine projektive torische Gorenstein-
Varietät ist, kann man noch folgende weitergehende Aussage treffen.

Lemma 3.11 Sei PΣ eine projektive torische Gorenstein-Varietät, Zf sei eine
Σ-reguläre Hyperfläche und ϕ∗ : PΣ̃ → PΣ sei eine MPCP-Desingularisierung
von PΣ. Dann ist Z(ϕ∗)∗f eine MPCP-Desingularisierung von Zf .

Beweis. [Ba, Proposition 3.2.2.] 2

Sei nun ∆ ein reflexives Gitter-Polytop, P∆ die dadurch definierte torische Fano-
Varietät und Zf ∈ F(∆). Mittels einer maximalen, projektiven Trinagulierung

T des dualen Polytopes ∆∗ wird eine MPCP-Desingularisierung id∗ : P̃∆ → P∆

festgelegt. Da Zf ∆-regulär ist, ist Z̃ = Z(id∗)∗f Σ̃(∆)-regulär und id∗ : Z̃ → Zf

eine MPCP-Desingularisierung von Zf .

Definition 3.12 Die Abbildung id∗ : Z̃ → Zf heißt die von der maximalen,
projektiven Triangulierung T definierte toroidale MPCP-Desingularisierung von
Zf .

Eine solche Desingularisierung existiert stets und die Kodimension des singulären
Ortes ist mindestens 4. Dies gilt nach Korollar 3.6, da P̃∆ höchstens Q-faktorielle
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terminale Gorenstein-Singularitäten hat und Z̃ Σ̃(∆)-regulär ist. Darüberhinaus

hat auch Z̃ höchstens Q-faktorielle terminale Gorenstein-Singularitäten. Da Zf

zur Familie F gehört und ∆ reflexiv ist, ist Zf eine Calabi-Yau-Hyperfläche.

Lemma 3.13 Es sei ∆ ein reflexives Gitter-Polytop. Die toroidale MPCP-De-
singularisierung Z̃ der Calabi-Yau-Hyperfläche Zf ∈ F(∆) ist eine Calabi-Yau-

Hyperfläche in P̃∆.

Beweis. [CK, Proposition 4.1.2.] 2

3.2 Kohomologie torischer Varietäten

In diesem Abschnitt sollen verschiedene Aussagen im Zusammenhang mit der
Kohomologie torischer Varietäten zur Verfügung gestellt werden, die im weiteren
Verlauf benötigt werden. Für äquivariante Geradenbündel auf kompakten tori-
schen Varietäten lassen sich die Kohomologiegruppen relativ einfach bestimmen.
Sei hierzu für eine ganzzahlige Trägerfunktion h zu einem vollständigen Fächer
Σ im Gitter N und ein m ∈ M

Z(h,m) := {n ∈ NR : 〈m, n〉 ≥ −h(n)}.

Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von NR. Darüberhinaus sei für q ≥ 0

Hq
Z(h,m)(NR,C)

die Kohomologiegruppe von NR mit Träger Z(h,m) und Koeffizienten in C. Mit
diesen Bezeichnungen gilt

Satz 3.14 Es sei PΣ eine kompakte torische Varietät und h eine ganzzahlige
Trägerfunktion für Σ. Dann operiert für alle q ≥ 0 der Torus TN auf der
Kohomologiegruppe Hq(PΣ,OPΣ

(Dh)). Für jedes m ∈ M kann der Eigenraum
Hq(PΣ,OPΣ

(Dh))m der Torusoperation bezüglich des Charakters e (m) mit

Hq
Z(h,m)(NR,C)e (m)

identifiziert werden und es gilt

Hq(PΣ,OPΣ
(Dh)) =

⊕
m∈M

Hq
Z(h,m)(NR,C)e (m) .

Beweis. [Oda, Theorem 2.6.] 2
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Es gilt

Lemma 3.15 Es sei h eine konkave ganzzahlige Trägerfunktion auf einem voll-
ständigen Fächer Σ im Gitter N und m ∈ M . Dann ist

Z(h,m) = {n ∈ NR : 〈m,n〉 ≥ −h(n)}

ein konvexer Kegel mit Spitze im Ursprung.

Beweis. Sei also h eine konkave ganzzahlige Trägerfunktion auf einem vollständi-
gen Fächer Σ, dann ist −h eine konvexe ganzzahlige Trägerfunktion, d.h. für alle
n, n′ ∈ NR gilt

−h(n + n′) ≤ −h(n)− h(n′).

Ist n ∈ Z(h,m) und λ ≥ 0, so gilt

〈m, λn〉 = λ〈m,n〉 ≥ −λh(n) = −h(λn),

da −h als Trägerfunktion linear auf dem Strahl R≥0n ist. Sind n und n′ zwei
Elemente in Z(h,m), so gilt aufgrund der Konvexität von −h

〈m, n + n′〉 = 〈m,n〉+ 〈m, n′〉 ≥ −h(n)− h(n′) ≥ −h(n + n′),

und damit ist n + n′ ∈ Z(h,m), d.h. Z(h,m) ist ein konvexer Kegel mit Spitze
im Ursprung. 2

Im nächsten Abschnitt werden Aussagen über die singuläre Kohomologie des
Komplementes von Z(h,m) in NR benötigt. Für den Fall, daß Z(h,m) ein streng
konvexer Kegel von positiver Dimension ist, ist diese leicht zu berechnen. Hierbei
muß der Kegel nicht rational oder polyhedral sein.

Lemma 3.16 Es sei C ein streng konvexer Kegel in NR mit dim C ≥ 1, dann
ist

Hq(NR \ C,C) =

{
C, falls q = 0
0, falls q ≥ 1.

Beweis. Es wird gezeigt werden, daß NR \ C sternförmig ist, d.h. es gibt einen
Punkt n ∈ NR\C, so daß die Verbindungsstrecke mit jedem anderen Punkt in NR\
C ganz in dieser Menge liegt. Für eine solche Menge gilt, daß sie homotopie-äqui-
valent zu einem Punkt ist, damit sind die Kohomologiegruppen einer sternförmi-
gen Menge isomorph zu denen eines Punktes und diese sind nach [EH]

Hq({pt},C) =

{
C, falls q = 0
0, falls q ≥ 1.
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Sei also C ein streng konvexer Kegel in NR mit dim C ≥ 1 und NR(C) sei der
kleinste R-Untervektorraum von NR, der C enthält. Dieser hat dann nach Defini-
tion positive Dimension. Angenommen, NR(C)\C ist sternförmig bezüglich eines
Punktes n ∈ NR(C)\C. Dann ist auch NR\C sternförmig bezüglich dieses Punk-
tes. Ist nämlich ñ ∈ NR(C) \C, so liegt die Verbindungsstrecke nach Vorrausset-
zung in NR(C)\C, also auch in NR\C. Ist andererseits ñ ∈ NR\NR(C) ⊂ NR\C,
so liegt die Verbindungsstrecke ohne den Punkt n ganz im Komplement von
NR(C) und damit liegt, da n 6∈ C gilt, die gesamte Strecke im Komplement von
C.

Es bleibt also zu zeigen, daß das Komplement eines streng konvexen Kegels C in
NR mit dim C = dim NR ≥ 1 sternförmig ist. Für C gilt also

(i) n ∈ C und λ ≥ 0 ⇒ λn ∈ C,

(ii) n, ñ ∈ C ⇒ n + ñ ∈ C,

(iii) C ∩ (−C) = {0} und

(iv) das Innere von C ist nichtleer, da C positive Dimension hat.

Sei also −n ein Punkt im Inneren von C, dann ist −n 6= 0, da die 0 im Rand von C
liegt und damit ist n 6∈ C. Es soll gezeigt werden, daß NR\C sternförmig bezüglich
n ist. Sei dazu ñ ∈ NR \C. Angenommen, es gibt einen Punkt (1− λ)n + λñ auf
der Verbindungsstrecke, der in C liegt. Dann wäre 0 < λ < 1 und aufgrund der
Konvexität läge (1− λ) · (−n) in C. Damit wäre aber auch

((1− λ)n + λñ) + (1− λ) · (−n) = λñ

ein Punkt in dem Kegel C und wegen 1
λ

> 0 folgte ñ ∈ C. Dies ist ein Wider-
spruch und damit ist NR \ C sternförmig bezüglich n und die Aussage über die
Kohomologiegruppen folgt aus obigen Überlegungen. 2

Für den Fall, daß Z(h,m) = {0} ist, d.h. Z(h,m) ist ein streng konvexer Kegel
mit Dimension 0, ist die singuläre Kohomologie des Komplementes ebenfalls leicht
zu berechnen.

Lemma 3.17 Es sei r = dim NR, dann gilt

Hq(NR \ {0},C) =

{
C, falls q = 0, r − 1
0, falls q 6= 0, r − 1.

Beweis. Die Menge NR \{0} ist homotopie-äquivalent zur Sphäre Sr−1 und damit
gilt

Hq(NR \ {0},C) = Hq(Sr−1,C) =

{
C, falls q = 0, r − 1
0, falls q 6= 0, r − 1.

2
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3.3 Der Hodgediamant einer allgemeinen Cala-

bi-Yau-Hyperfläche in P̃∆r

In diesem Abschnitt sollen nun, wie bereits erwähnt, Hodgezahlen einer allgemei-
nen Hyperfläche Z̃ in der MPCP-Desingularisierung P̃∆r der vom Wurzelsystem
Ar definierten torischen Varitetät bestimmt werden. Im gesamten Abschnitt sei
dafür Z̃ die torische MPCP-Desingularisierung einer Hyperfläche Zf ∈ F(∆r),

die durch die in Abschnitt 2.2 gewählte MPCP-Desingularisierung P̃∆r induziert
wird. Da ∆r ein reflexives Polytop ist, sind die Hyperflächen der Familie F(∆r)

nach Satz 3.8 Calabi-Yau-Varietäten und damit ist nach Lemma 3.13 auch Z̃
eine Calabi-Yau-Hyperfläche. Da P̃∆r eine glatte torische Varietät und Z̃ eine
Σ̃(∆r)-reguläre Hyperfläche ist, ist Z̃ sogar eine glatte Calabi-Yau-Hyperfläche.

Zur Vereinfachung der Notation wird im weiteren P̃ := P̃∆r verwendet. Außerdem
wird noch folgende Definition benötigt.

Definition 3.18 Für einen Kegel σ ∈ Σ̃(∆r) sei δZ̃,σ die Anzahl der Zusammen-

hangskomponenten von Z̃ ∩ V (σ). Für ein 0 ≤ µ ≤ r sei

δZ̃(µ) :=
∑

σ∈Σ̃(∆r)(µ)

δZ̃,σ.

Nun kann der wesentliche Satz dieses Kapitels formuliert werden; in diesem wird
ein Großteil der Hodgezahlen der allgemeinen Calabi-Yau-Hyperfläche Z̃ in P̃∆r

bestimmt. Der Rest des Abschnittes ist dann dem Beweis dieser Aussage gewid-
met.

Satz 3.19 Für die Hodgezahlen hi,j := dim Hi(Z̃, Ωj

Z̃
) von Z̃ gilt

(i) h0,0 = h0,r−1 = hr−1,0 = hr−1,r−1 = 1,

(ii) hi,j = hr−1−i,r−1−j = 0, falls 1 ≤ i + j ≤ r − 2 und i 6= j,

(iii) hi,i = hr−1−i,r−1−i =
∑i

µ=0(−1)i−µ
(

r−µ
i−µ

)
δZ̃(µ), falls 2 ≤ 2i ≤ r − 2.

Ist r ≥ 4, so gilt darüberhinaus

(iv) hr−2,1 = h1,r−2 = r2.

Bemerkung 3.20 Der Hodgediamant von Z̃ ⊂ P̃ sieht also z.B. für ungerades
r ≥ 4, mit r̃ := r−1

2
, wie folgt aus.



3.3. DER HODGEDIAMANT 69

1
0 0

0 h1,1 0
0 0 0 0

0 0 h2,2 0 0ppppppp p p p p p p pppppp ppppp
0 00 0p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p

0 0 hr̃,r̃ 0 0p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
1 r2 ? ? ? ? r2 1p p p p p p p p p p p p

0 0 hr̃,r̃ 0 0p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p
0 00 0p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p p pp p p p p p p pppppppppppp ppppp

0 0 h2,2 0 0
0 0 0 0

0 h1,1 0
0 0

1

Dabei markieren die Fragezeichen diejenigen Hodgezahlen, deren Werte noch of-
fen sind.

Der Rest dieses Abschnittes befaßt sich nun mit dem Beweis des obigen Satzes,
wobei die Beweisidee für die zweite und dritte Teilaussage einem Artikel von
J. Zintl [Zi] entstammt. Für den Beweis wird zunächst folgende Aussage über das
Konormalenbündel einer allgemeinen Calabi-Yau-Hyperfläche benötigt.

Satz 3.21 Es sei N ∗
Z̃/P̃

das Konormalenbündel von Z̃ in P̃ . Dann gilt für alle

k ≥ 1
Hq(Z̃, SkN ∗

Z̃/P̃
) = 0

für 0 ≤ q ≤ r − 2.

Beweis. Nach Bemerkung 3.9 ist Z̃ ein Element im antikanonischen Linearsystem.
Weil das Tensorprodukt in der vorliegenden Situtation kommutativ ist, gilt

SkN ∗
Z̃/P̃

= OZ̃(−Z̃)⊗k = OZ̃(−kZ̃).

Um die Berechnung der Kohomologie dieses Geradenbündels auf die einfachere
Bestimmung der Kohomologie von Geradenbündeln auf der torischen Varietät
zurückzuführen, wird folgende kurze exakte Sequenz betrachtet:

0 → OP̃ (−Z̃) → OP̃ → OZ̃ → 0

Twisted man diese Sequenz mit −kZ̃ erhält man

0 → OP̃ (−(k + 1)Z̃) → OP̃ (−kZ̃) → OZ̃(−kZ̃) → 0

und damit eine Sequenz von Bündeln über der torischen Varietät P̃ , die die k-
te symmetrische Potenz des Konormalenbündels enthält. Die zugehörige lange
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exakte Kohomologiesequenz sieht nun wie folgt aus

0 → H0(P̃ ,OP̃ (−(k + 1)Z̃)) → H0(P̃ ,OP̃ (−kZ̃))

→ H0(P̃ ,OZ̃(−kZ̃)) → H1(P̃ ,OP̃ (−(k + 1)Z̃)) → · · ·

· · · → Hq(P̃ ,OP̃ (−kZ̃)) → Hq(P̃ ,OZ̃(−kZ̃))

→ Hq+1(P̃ ,OP̃ (−(k + 1)Z̃)) → · · ·

Also genügt es zu zeigen, daß

Hq(P̃ ,OP̃ (−kZ̃)) = 0

für q = 0, . . . , r − 2, k ≥ 1 und q = r − 1, k ≥ 2 gilt.

Nun ist Z̃ linear äquivalent zu dem durch die ganzzahlige antikanonische Träger-
funktion ak definierten Divisor Dak, also ergibt sich

Hq(P̃ ,OP̃ (−kZ̃)) = Hq(P̃ ,OP̃ (−k ·Dak)) = Hq(P̃ ,OP̃ (D−k·ak)).

Nach Satz 3.14 gilt

Hq(P̃ ,OP̃ (D−k·ak)) =
⊕
m∈M

Hq
Z(−k·ak,m)(NR,C) · e (m)

und dementsprechend genügt es zu zeigen, daß für jedes m ∈ M

Hq
Z(−k·ak,m)(NR,C) = 0

für 0 ≤ q ≤ r − 1 und k ≥ 1 gilt.

Die Trägerfunktion −k ·ak ist konkav, da nach Bemerkung 2.27 ak konvex ist, und
damit ist Z(−k · ak, m) nach Lemma 3.15 für ein beliebiges m ∈ M ein konvexer
Kegel. Darüberhinaus ist dieser Kegel sogar streng konvex. Angenommen es gibt
ein n = (n1, . . . , nr+1) ∈ NR mit ±n ∈ Z(−k · ak, m), dann gibt es einen Kegel

σp ∈ Σ̃(∆r) mit n ∈ σp, d.h.

np(1) ≤ np(2) ≤ · · · ≤ np(r) ≤ np(r+1).

Für diesen gilt akσp = ep(r+1),p(1) und damit ist

〈m,n〉 ≥ k · ak(n) = k〈ep(r+1),p(1), n〉 = k(np(r+1) − np(1)) ≥ 0.

Andererseits ist aber −n ∈ σp′ mit p′(i) := p(r + 2− i), da

−np(r+1) ≤ −np(r) ≤ · · · ≤ −np(2) ≤ −np(1)

gilt. Hier ist akσp′
= ep′(r+1),p′(1) = ep(1),p(r+1) = −akσp und damit

〈m,−n〉 ≥ k · ak(−n) = k〈ep(1),p(r+1),−n〉 = k(np(r+1) − np(1)) ≥ 0.
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Beide Ungleichungen zusammen können nur gelten, wenn der Term k(np(r+1) −
np(1)) gleich 0 ist, dann müssen aber alle Koordinaten von n gleich sein und wegen∑

ni = 0 folgt n = 0. Also gibt es kein n ∈ NR\{0}, für das sowohl n als auch −n
in Z(−k · ak, m) liegen. Dementsprechend enthält Z(−k · ak, m) keine Geraden
und ist streng konvex.

Für die singulären Kohomologiegruppen mit Träger Z(−k ·ak, m) gilt nach [Oda,
Seite 74]

H0
Z(−k·ak,m)(NR,C) =

{
C, falls Z(−k · ak, m) = NR
0, sonst.

Da Z(−k · ak, m) ein streng konvexer Kegel ist, gilt Z(−k · ak, m) 6= NR und
damit

H0
Z(−k·ak,m)(NR,C) = 0.

Für die erste Kohomologiegruppe ist die Sequenz

0 → C→ H0(NR \ Z(−k · ak, m),C) → H1
Z(−k·ak,m)(NR,C) → 0

exakt und für q ≥ 2 gilt (ebenfalls nach [Oda, Seite 74])

Hq
Z(−k·ak,m)(NR,C) = Hq−1(NR \ Z(−k · ak, m),C).

Da Z(h,m) ein streng konvexer Kegel ist, läßt sich die singuläre Kohomologie
entweder nach Lemma 3.16 oder nach Lemma 3.17 bestimmen, in beiden Fällen
gilt

Hq(NR \ Z(−k · ak, m),C) =

{
C, falls q = 0
0, falls 1 ≤ q ≤ r − 2

für alle k ≥ 1 und alle m ∈ M und damit ist die Behauptung bewiesen. Denn
dann ist

Hq
Z(−k·ak,m)(NR,C) = Hq−1(NR \ Z(−k · ak, m),C) = 0

für 2 ≤ q ≤ r − 1, und in der oben genannten exakten Sequenz ist die zweite
Abbildung surjektiv, es gilt also auch

H1
Z(−k·ak,m)(NR,C) = 0.

Insgesamt gilt dann für alle k ≥ 1, alle 0 ≤ q ≤ r − 1 und jedes m ∈ M

Hq
Z(−k·ak,m)(NR,C) = 0

und damit ist
Hq(P̃ ,OP̃ (D−k·ak)) = 0

für die benötigten Werte von k und q. 2

Außer der Kohomologie des Konormalenbündels muß noch die Kohomologie eines
weiteren Bündels auf der Hyperfläche Z̃ in einem bestimmten Bereich verschwin-
den. Dazu muß zunächst Ishida’s Komplex eingeführt werden, siehe dazu auch
[Zi] und [Oda, Kapitel 3.2.].
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Für eine r-dimensionale torische Varietät PΣ, ein 0 ≤ p ≤ r und ein 0 ≤ j ≤ p
sei

Kj(PΣ; p) :=
⊕

σ∈Σ(j)

OV (σ) ⊗Z
p−j∧

M ∩ σ⊥,

dabei ist M ∩ σ⊥ ein freier Z-Modul der Dimension codim σ = r − j und damit
dim

∧p−j M ∩ σ⊥ =
(

r−j
p−j

)
. Für eine glatte torische Varietät ist die Sequenz,

Ishida’s Komplex vom Grad p genannt,

0 → Ωp
PΣ
→ K0(PΣ; p) → K1(PΣ; p) → · · · → Kp(PΣ; p) → 0

für jedes 0 ≤ p ≤ r exakt ([Oda, Theorem 3.6.]).

Eine wichtige Frage hierbei ist, wie sich diese exakte Sequenz für die Varietät P̃
beim Einschränken auf die Hyperfläche Z̃ verhält.

Lemma 3.22 Die Sequenz

0 → Ωp

P̃
|Z̃ → K0(P̃ ; p)|Z̃ → K1(P̃ ; p)|Z̃ → · · · → Kp(P̃ ; p)|Z̃ → 0

ist für 0 ≤ p ≤ r exakt.

Beweis. Da aufgrund der ∆r-Regularität von Z̃ für jeden Kegel σ ∈ Σ̃(∆r) der

Durchschnitt V (σ)∩ Z̃ eine glatte Hyperfläche oder leer ist, ist die kurze Sequenz

0 → OV (σ)(−V (σ) ∩ Z̃) → OV (σ) → OV (σ)|V (σ)∩Z̃ → 0

als Idealgarbensequenz von V (σ) ∩ Z̃ in der Varietät V (σ) exakt. Dabei gilt für

den ersten Term OV (σ)(−V (σ) ∩ Z̃) = OV (σ) ⊗ OP̃ (−Z̃) und für den dritten

OV (σ)|V (σ)∩Z̃ = OV (σ)|Z̃ . Da sich ein Kj(P̃ ; p) als

⊕
σ∈Σ̃(∆r)(j)

OV (σ) ⊗Z
p−j∧

M ∩ σ⊥ =
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(j)

(r−j
p−j)⊕
i=1

OV (σ)

schreiben läßt und die direkte Summe exakter Sequenzen wieder exakt ist, ist

0 → Kj(P̃ ; p)⊗OP̃ (−Z̃) → Kj(P̃ ; p) → Kj(P̃ ; p)|Z̃ → 0

für jedes 0 ≤ p ≤ r und 0 ≤ j ≤ p eine kurze exakte Sequenz.

Da Ωp

P̃
eine freie Garbe auf P̃ ist, bleibt die kurze exakte Sequenz

0 → OP̃ (−Z̃) → OP̃ → OP̃ |Z̃ → 0
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beim Tensorieren mit dieser Garbe exakt:

0 → Ωp

P̃
⊗OP̃ (−Z̃) → Ωp

P̃
→ Ωp

P̃
|Z̃ → 0

Damit erhält man nun durch Tensorieren von Ishida’s Komplex vom Grad p mit
der Idealgarbensequenz von Z̃ in P̃ das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen:

0 0 0

→ → →

0 → Ωp

P̃
⊗OP̃ (−Z̃) → Ωp

P̃
→ Ωp

P̃
|Z̃ → 0

→ → →

0 → K0(P̃ ; p)⊗OP̃ (−Z̃) → K0(P̃ ; p) → K0(P̃ ; p)|Z̃ → 0

→ → →

···

···

···

→ → →

0 → Kj(P̃ ; p)⊗OP̃ (−Z̃) → Kj(P̃ ; p) → Kj(P̃ ; p)|Z̃ → 0

→ → →

···

···

···

→ → →

0 → Kp(P̃ ; p)⊗OP̃ (−Z̃) → Kp(P̃ ; p) → Kp(P̃ ; p)|Z̃ → 0

→ → →

0 0 0

Da P̃ eine glatte torische Varietät ist, ist Ishida’s Komplex und damit also die
zweite Spalte exakt. Da OP̃ (−Z̃) ein Geradenbündel über P̃ ist, bleibt Ishida’s
Komplex beim Tensorieren mit diesem Bündel exakt, so daß auch die erste Spalte
des Diagramms exakt ist. Da in einem kommutativen Diagramm aus exakten
kurzen Sequenzen als Zeilen mit zwei Spalten auch die dritte Spalte exakt ist, ist
Ishida’s Komplex eingeschränkt auf die Hyperfläche Z̃ exakt. 2
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Als nächstes wird folgendes Lemma benötigt.

Lemma 3.23 Es sei Z̃ eine allgemeine Calabi-Yau-Hyperfläche in P̃ . Dann gilt

Hq(Z̃,Kµ(P̃ ; ν)⊗ Sj−νN ∗
Z̃/P̃

) = 0

für alle 2 ≤ j ≤ r − 1, 1 ≤ ν ≤ j − 1, 0 ≤ µ ≤ ν und 0 ≤ q ≤ r − 2− µ.

Beweis. Die Beweisidee ist dieselbe wie bei Satz 3.21, wobei noch verwendet wird,
daß sich die Kohomologie einer direkten Summe von Garben als direkte Sum-
me der Kohomologie der einzelnen Garben ergibt ([Ha, Kapitel III, Bemerkung
2.9.1.]).

Wie im Beweis zu Satz 3.21 wird die exakte Sequenz

0 → OP̃ (−(k + 1)Z̃) → OP̃ (−kZ̃) → OZ̃(−kZ̃) → 0

betrachtet und für 2 ≤ j ≤ r − 1 mit Kµ(P̃ ; ν), 1 ≤ ν ≤ j − 1, 0 ≤ µ ≤ ν,
tensoriert, man erhält

0 → Kµ(P̃ ; ν)⊗OP̃ (−(k + 1)Z̃)

→ Kµ(P̃ ; ν)⊗OP̃ (−kZ̃) → Kµ(P̃ ; ν)⊗OZ̃(−kZ̃) → 0
(∗)

und für k = j − ν ist der dritte Term das zu betrachtende Bündel

Kµ(P̃ ; ν)⊗OZ̃(−(j − ν)Z̃) = Kµ(P̃ ; ν)⊗ Sj−νN ∗
Z̃/P̃

.

Diese Sequenz ist als direkte Summe von exakten Sequenzen der Form

0 → OV (σ)(−(k + 1)(V (σ) ∩ Z̃))

→ OV (σ)(−k(V (σ) ∩ Z̃)) → OV (σ)∩Z̃(−k(V (σ) ∩ Z̃)) → 0

wieder exakt.

Betrachtet man die zu (∗) gehörige lange exakte Kohomologiesequenz, so genügt
es zu zeigen, daß die Kohomologiegruppen von

Kµ(P̃ ; ν)⊗OP̃ (−kZ̃) = Kµ(P̃ ; ν)⊗OP̃ (D−k·ak)

für 0 ≤ q ≤ r − 1− µ und 1 ≤ k ≤ j verschwinden.

Nun gilt für einen der direkten Summanden von Kµ(P̃ ; ν), also für ein σ ∈
Σ̃(∆r)(µ),

OV (σ) ⊗Z
ν−µ∧

M ∩ σ⊥ =

(r−µ
ν−µ)⊕
i=1

OV (σ),
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da
∧ν−µ M ∩ σ⊥ ein freier Z-Modul der Dimension

(
r−µ
ν−µ

)
ist. Dies ist ein Bündel

auf der torischen Varietät V (σ). Wenn man nun zeigen kann, daß

Hq(V (σ),OV (σ) ⊗OP̃ (D−k·ak)) = 0

ist für 2 ≤ j ≤ r − 1, 1 ≤ ν ≤ j − 1, 0 ≤ µ ≤ ν, 1 ≤ k ≤ j, 0 ≤ q ≤ r − 1 − µ
und σ ∈ Σ̃(∆r)(µ), so ist die Behauptung bewiesen.

Nach [Oda, Lemma 2.11.] ist für eine ganzzahlige Trägerfunktion h die Garbe
OV (σ) ⊗ OP̃ (Dh) isomorph zu OV (σ)(Dh̄), für h̄ = h − hσ aufgefaßt als ganz-
zahlige Trägerfunktion auf dem Fächer der torischen Varietät V (σ). Dabei ist h̄
unabhängig von der speziellen Wahl des darstellenden Elementes hσ. Also ist zu
zeigen, daß für das Bündel OV (σ)(Dh̄) auf V (σ) mit h = −k · ak die Kohomologie
für 0 ≤ q ≤ r − 1− µ = dim V (σ)− 1 verschwindet.

Sei dazu σJ ein µ-dimensionaler Kegel, d.h.

σJ =

µ∑
i=1

R≥0eJ(i)

für eine echt aufsteigende Kette J = (J (1), . . . , J (µ)) echter, nichtleerer Teilmen-
gen von {1, . . . , r + 1} der Länge µ. Es sei o.B.d.A. J (i) = {1, . . . , #J (i)}. Dann
gilt σJ < σid und es gilt akσJ = er+1,1. Damit ist

h̄ = h− hσJ = −k · ak− (−k · er+1,1) = −k(ak− er+1,1).

Analog zu dem Beweis des Satzes 3.21 soll nun gezeigt werden, daß

Z(h̄, m̄) = {n̄ ∈ N̄(σJ )R : 〈m̄, n̄〉 ≥ k(ak− er+1,1)(n̄)}

für alle m̄ ∈ M̄(σJ ) ein streng konvexer Kegel ist. Es ist ein konvexer Kegel, da
mit −ak auch −(ak− er+1,1) eine konkave Funktion ist und damit h̄ als positives
Vielfaches hiervon konkav ist. Sei nun also n̄ = (n1, . . . , nr+1) ∈ N̄(σJ ) ein Ele-
ment mit ±n̄ ∈ Z(h̄, m̄) und n̄ ∈ σp. Dann gilt σJ < σp, akσp = ep(r+1),p(1) und
h̄σ̄p = −k(ep(r+1),p(1) − er+1,1). Wegen n̄ ∈ Z(h̄, m̄) ist

〈m̄, n̄〉 ≥ k(ak− er+1,1)(n̄) = k(np(r+1) − np(1) − nr+1 + n1) ≥ 0.

Letzteres gilt, da wegen n̄ ∈ σp die Ungleichungen np(1) ≤ n1 und nr+1 ≤ np(r+1)

gelten. Da auch −n̄ ∈ Z(h̄, m̄) gilt und aus dem Beweis zu Satz 3.21 bekannt ist,
daß das darstellende Element von ak für −n̄ sich zu −akσp = −ep(r+1),p(1) ergibt,
ist

〈m̄,−n̄〉 ≥ k(ak− er+1,1)(−n̄)

= k(〈−ep(r+1),p(1),−n̄〉+ 〈−er+1,1,−n̄〉)
= k(np(r+1) − np(1) + nr+1 − n1)

≥ 0.
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Letzteres gilt, da wegen n̄ ∈ σp > σJ sowohl nr+1 ≥ n1 als auch np(r+1) ≥ np(1)

gilt. Nun folgt 〈m̄, n̄〉 = 0 und damit np(r+1) = np(1). Also sind alle Komponenten
von n gleich und wegen

∑
nt = 0 ist n = 0. Damit enthält Z(h̄, m̄) keine Geraden

und ist ein streng konvexer Kegel in N̄(σJ )R. Dieser Raum hat Dimension r−µ,
da dim σJ = µ ist. Also gilt

Hq(N̄(σJ )R \ Z(h̄, m̄),C) =

{
C, falls q = 0
0, falls 1 ≤ q ≤ r − 2− µ

Analog zu dem Beweis des Satzes 3.21 folgt dann

Hq(V (σ),OV (σ) ⊗OP̃ (D−k·ak)) = 0

für 2 ≤ j ≤ r − 1, 1 ≤ ν ≤ j − 1, 0 ≤ µ ≤ ν, 1 ≤ k ≤ j, 0 ≤ q ≤ r − 1 − µ
und σ ∈ Σ̃(∆r)(µ). Nach obigen Überlegungen genügt dies, um das Lemma zu
beweisen. 2

Nun sind alle Vorraussetzungen gegeben, um den Beweis von [Zi, Proposition 5]
auf den hier vorliegenden Fall zu übertragen und damit zu zeigen, daß folgendes
gilt.

Satz 3.24 Für die allgemeine Calabi-Yau-Hyperfläche Z̃ in P̃ ist die Abbildung

Hi(Z̃, Ωj

P̃
|Z̃) −→ Hi(Z̃, Ωj

Z̃
)

ein Isomorphismus, falls i + j ≤ r − 2 ist, und sie ist injektiv, falls i + j = r − 1
ist.

Für den Beweis wird noch folgende Aussage benötigt.

Lemma 3.25 Es sei

0 → F → E0 → · · · → Ek → 0

eine exakte Sequenz von Garben auf einem Schema X. Es gebe ein q ≥ 0 mit

Hq−i(X, Ei) = Hq−i−1(X, Ei) = 0

für alle 0 ≤ i ≤ k − 1. Dann gilt

Hq(X,F) = Hq−k(X, Ek).

Beweis. [Zi, Lemma 1] 2

Beweis zu Satz 3.24. Für j = 0 besagt dies nichts anderes als

Hi(Z̃,OP̃ |Z̃) ∼= Hi(Z̃,OZ̃)
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für 0 ≤ i ≤ r − 1, wegen OP̃ |Z̃ = OZ̃ ist das richtig.

Für j ≥ 1 wird die Konormalensequenz von Z̃ betrachtet

0 → N ∗
Z̃/P̃

→ Ω1
P̃
|Z̃ → Ω1

Z̃
→ 0.

Für den Fall, daß j = 1 ist, ergibt sich die lange exakte Kohomologiesequenz zu

Hi(Z̃,N ∗
Z̃/P̃

) → Hi(Z̃, Ω1
P̃
|Z̃) → Hi(Z̃, Ω1

Z̃
) → Hi+1(Z̃,N ∗

Z̃/P̃
).

Für i + j ≤ r − 2 verschwinden nach Satz 3.21 sowohl der erste als auch der
letzte Term, also ist die mittlere Abbildung ein Isomorphismus. Für i+ j = r− 1
verschwindet nur der erste Term und die mittlere Abbildung ist injektiv.

Für j ≥ 2 wird die j-te symmetrische Potenz der Konormalensequenz betrachtet

0 → SjN ∗
Z̃/P̃

→ Sj−1N ∗
Z̃/P̃

⊗ Ω1
P̃
|Z̃ → · · · → N ∗

Z̃/P̃
⊗ Ωj−1

P̃
|Z̃

∗→ Ωj

P̃
|Z̃ → Ωj

Z̃
→ 0

Teilt man nun diese Sequenz an der mit ∗ markierten Abbildung in zwei exakte
Sequenzen, werden dadurch Garben M∗

j definiert und man erhält

0 → SjN ∗
Z̃/P̃

→ Sj−1N ∗
Z̃/P̃

⊗ Ω1
P̃
|Z̃ → · · · → N ∗

Z̃/P̃
⊗ Ωj−1

P̃
|Z̃ → M∗

j → 0 (∗)

und
0 → M∗

j → Ωj

P̃
|Z̃ → Ωj

Z̃
→ 0.

Es genügt nun zu zeigen, daß die Kohomologiegruppen Hi(Z̃, M∗
j ) für i+j ≤ r−1

verschwinden, denn dann ergibt sich die lange exakte Kohomologiesequenz der
zweiten Sequenz für alle i + j ≤ r − 1 zu

Hi(Z̃, M∗
j ) = 0 → Hi(Z̃, Ωj

P̃
|Z̃) → Hi(Z̃, Ωj

Z̃
) → Hi+1(Z̃, M∗

j ).

Damit ist also die betrachtete Abbildung für alle i+ j ≤ r−1 injektiv und da für
i+ j ≤ r−2 auch der letzte Term dieser Sequenz verschwindet, ist die Abbildung
in diesen Fällen sogar ein Isomorphismus und das Lemma ist bewiesen.

Um nun zu zeigen, daß Hi(Z̃, M∗
j ) für i + j ≤ r − 1 verschwindet, wird für

1 ≤ ν + 1 ≤ j − 1 Ishida’s Komplex vom Grad ν + 1 tensoriert mit Sj−(ν+1)N ∗
Z̃/P̃

betrachtet:

0 → Ων+1

P̃
|Z̃ ⊗ Sj−(ν+1)N ∗

Z̃/P̃
→ K0(P̃ ; ν + 1)⊗ Sj−(ν+1)N ∗

Z̃/P̃

→ K1(P̃ ; ν + 1)⊗ Sj−(ν+1)N ∗
Z̃/P̃

→ · · · → Kν+1(P̃ ; ν + 1)⊗ Sj−(ν+1)N ∗
Z̃/P̃

→ 0

Damit erhält man eine Sequenz, die als ersten Term einen der in der Sequenz (∗)
auftretenden Terme enthält.
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Nun soll Lemma 3.25 angewandt werden, dabei sei mit den dortigen Bezeichnun-
gen

F = Ων+1

P̃
|Z̃ ⊗ Sj−(ν+1)N ∗

Z̃/P̃

und
Eµ = Kµ(P̃ ; ν + 1)⊗ Sj−(ν+1)N ∗

Z̃/P̃

für 0 ≤ µ ≤ ν + 1 =: k. Für Eµ gilt nach Lemma 3.23

Hq(Z̃,Kµ(P̃ ; ν + 1)⊗ Sj−(ν+1)N ∗
Z̃/P̃

) = 0

für alle 2 ≤ j ≤ r − 1, 1 ≤ ν + 1 ≤ j − 1, 0 ≤ µ ≤ ν + 1 und 0 ≤ q ≤ r − 2− µ.
Also gilt insbesondere für alle q ≤ r − 2

Hq−µ(Z̃, Eµ) = Hq−µ−1(Z̃, Eµ) = 0

und damit nach Lemma 3.25 und Lemma 3.23

Hq(Z̃, Ων+1

P̃
|Z̃ ⊗ Sj−(ν+1)N ∗

Z̃/P̃
) = Hq(Z̃,F)

= Hq−(ν+1)(Z̃, Eν+1)

= Hq−(ν+1)(Z̃,Kν+1(P̃ ; ν + 1)⊗ Sj−(ν+1)N ∗
Z̃/P̃

)

= 0.

Als nächstes soll das Lemma 3.25 auf die Sequenz

0 → SjN ∗
Z̃/P̃

→ Sj−1N ∗
Z̃/P̃

⊗ Ω1
P̃
|Z̃ → · · · → N ∗

Z̃/P̃
⊗ Ωj−1

P̃
|Z̃ → M∗

j → 0

angewandt werden. Hier sei
F̃ = SjN ∗

Z̃/P̃
,

Ẽν = Sj−(ν+1)N ∗
Z̃/P̃

⊗ Ων+1

P̃
|Z̃

für 0 ≤ ν ≤ j − 2 und
Ẽj−1 = M∗

j .

Also ist hier k = j − 1. Nach obigen Überlegung gilt insbesondere

Hq−ν(Z̃, Ẽν) = Hq−ν−1(Z̃, Ẽν)

für q ≤ r − 2 und 0 ≤ ν ≤ j − 2 und damit nach Lemma 3.25

Hq(Z̃, SjN ∗
Z̃/P̃

) = Hq(Z̃, F̃) = Hq−(j−1)(Z̃, Ẽj−1) = Hq−(j−1)(Z̃,M∗
j ).

Da nach Satz 3.21 aber
Hq(Z̃, SjN ∗

Z̃/P̃
) = 0
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für alle q ≤ r − 2 und alle j ≥ 1 gilt, ist damit also Hq−(j−1)(Z̃, M∗
j ) = 0 für alle

q ≤ r − 2. Das heißt, es ist
Hi(Z̃, M∗

j ) = 0

für alle i ≤ r−2−(j−1) ⇔ i+j ≤ r−1. Also verschwindet die Kohomologie von
M∗

j im benötigten Bereich und damit ist nach obigen Überlegungen der Beweis
fertig. 2

Es wird noch eine Aussage über die Kohomologie von Kν(P̃ ; j)|Z̃ benötigt, um
dann den Beweis zu Satz 3.19 anzugehen.

Lemma 3.26 Es gilt
Hq(Z̃,Kν(P̃ ; j)|Z̃) = 0

für alle 1 ≤ q ≤ r − 2− ν.

Beweis. Wegen

Kν(P̃ ; j)|Z̃ =
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(ν)

(
OV (σ) ⊗Z

j−ν∧
M ∩ σ⊥

)∣∣
Z̃

=
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(ν)

(r−ν
j−ν)⊕
t=1

OV (σ)|Z̃

genügt es zu zeigen, daß

Hq(V (σ),OV (σ)∩Z̃) = 0

gilt für 1 ≤ q ≤ r − 2 − ν und alle σ ∈ Σ̃(∆r)(ν). Dazu wird folgende exakte
Sequenz betrachtet

0 → OP̃ (−Z̃) → OP̃ → OZ̃ → 0.

Diese Sequenz bleibt wegen der Transversalität von Z̃ und V (σ) exakt, wenn mit
OV (σ) tensoriert wird:

0 → OV (σ) ⊗OP̃ (−Z̃) → OV (σ) ⊗OP̃ → OV (σ) ⊗OZ̃ → 0.

Nun gilt OV (σ)⊗OP̃ = OV (σ) und OV (σ)⊗OZ̃ = OV (σ)∩Z̃ , deshalb erhält man für
die lange exakte Kohomologiesequenz

· · · → Hq(V (σ),OV (σ)) → Hq(V (σ),OV (σ)∩Z̃)

→ Hq+1(V (σ),OV (σ) ⊗OP̃ (−Z̃)) → · · ·

Nach Korollar 2.8. in [Oda] gilt für q ≥ 1

Hq(V (σ),OV (σ)) = 0.

Aus dem Beweis zu Lemma 3.23 ist bekannt, daß

Hq+1(V (σ),OV (σ) ⊗OP̃ (−Z̃)) = 0
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gilt für 0 ≤ q + 1 ≤ r− 1− ν und damit verschwindet auch die Kohomologie von
OV (σ)∩Z̃ für 1 ≤ q ≤ r − 2− ν. 2

Nun kann folgender Teil des Satzes 3.19 bewiesen werden.

Lemma 3.27 Für die Hodgezahlen hi,j = dim Hi(Z̃, Ωj

Z̃
) gilt

h0,0 = h0,r−1 = hr−1,0 = hr−1,r−1 = 1

und
hi,j = hr−1−i,r−1−j = 0

für i + j ≤ r − 2 und i 6= j.

Beweis. Da Z̃ eine Calabi-Yau-Varietät der Dimension r − 1 ist, gilt ωZ̃ = OZ̃

und damit folgt

h0,r−1 = dim H0(Z̃, Ωr−1

Z̃
) = dim H0(Z̃,OZ̃) = h0,0.

Wegen der Serre-Dualität gilt damit

hr−1,r−1 = h0,0 = h0,r−1 = hr−1,0

und da Z̃ zusammenhängend ist, sind diese vier Zahlen gleich 1.

Außerdem gilt für eine Calabi-Yau-Varietät

dim Hi(Z̃,OZ̃) = 0

für 0 ≤ i ≤ r − 2. Dementsprechend ist

h0,i = hi,0 = 0

und
hr−1,i = hi,r−1 = 0

für 1 ≤ i ≤ r − 2.

Sei nun also i + j ≤ r − 2, i, j 6= 0 und zunächst i > j. Betrachtet man Ishida’s
Komplex vom Grad j und schränkt ihn auf die Hyperfläche Z̃ ein, so bleibt die
Sequenz nach Lemma 3.22 exakt.

0 → Ωj

P̃
|Z̃ → K0(P̃ ; j)|Z̃ → K1(P̃ ; j)|Z̃ → · · · → Kj(P̃ ; j)|Z̃ → 0

Auf diese Sequenz kann wiederum das Lemma 3.25 angewandt werden. Für ν =
0, . . . , j − 1 gilt nämlich nach Lemma 3.26

Hi−ν(Z̃,Kν(P̃ ; j)|Z̃) = Hi−ν−1(Z̃,Kν(P̃ ; j)|Z̃) = 0,



3.3. DER HODGEDIAMANT 81

da 1 ≤ i− (j − 1)− 1 ≤ i− ν − 1 ≤ i− ν ≤ r − 2− ν ist. Also folgt

Hi(Z̃, Ωj

P̃
|Z̃) = Hi−j(Z̃,Kj(P̃ ; j)|Z̃) = 0,

wieder nach Lemma 3.26, da nach Voraussetzung 1 ≤ i− j ≤ r− 2− j ist. Nach
Satz 3.24 gilt damit

Hi(Z̃, Ωj

Z̃
) = Hi(Z̃, Ωj

P̃
|Z̃) = 0,

also ist hi,j = 0 für i + j ≤ r − 2 und i > j 6= 0. Mit Hodgesymmetrie und
Serre-Dualität folgt dann

hj,i = hr−1−j,r−1−i = hr−1−i,r−1−j = hi,j = 0

und damit sind alle Hodgezahlen hi,j mit 1 ≤ i + j ≤ 2(r − 1)− 1, i + j 6= r − 1
und i 6= j gleich 0. 2

Als nächstes soll die folgende Teilbehauptung des Satzes 3.19 bewiesen werden.

Lemma 3.28 Für 2 ≤ 2i ≤ r − 2 gilt

hi,i = hr−1−i,r−1−i =
i∑

µ=0

(−1)i−µ

(
r − µ

i− µ

)
δZ̃(µ).

Beweis. Der Beweis stammt im wesentlichen aus [Zi, Theorem 10].

Es genügt die Aussage für hi,i zu beweisen. Sei zunächst i = 1, die Behauptung
lautet dann

h1,1 = −rδZ̃(0) + δZ̃(1).

Betrachtet man die kurze exakte Sequenz

0 → Ω1
P̃
|Z̃ → K0(P̃ ; 1)|Z̃ → K1(P̃ ; 1)|Z̃ → 0,

so ergibt sich aus der langen exakten Kohomologiesequenz mittels Lemma 3.27
und Lemma 3.26

H0(Z̃, Ω1
P̃
|Z̃) = 0 → H0(Z̃,K0(P̃ ; 1)|Z̃) → H0(Z̃,K1(P̃ ; 1)|Z̃)

→ H1(Z̃, Ω1
P̃
|Z̃) → 0 = H1(Z̃,K0(P̃ ; 1)|Z̃).

Die Dimension von H1(Z̃, Ω1
P̃
|Z̃) läßt sich aus den Dimensionen des zweiten und

dritten Termes berechnen:

dim H1(Z̃, Ω1
P̃
|Z̃) = − dim H0(Z̃,K0(P̃ ; 1)|Z̃) + dim H0(Z̃,K1(P̃ ; 1)|Z̃)
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Nun ist aber

dim H0(Z̃,K0(P̃ ; 1)|Z̃) = dim H0(Z̃,
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(0)

OV (σ) ⊗Z (M ∩ σ⊥)|Z̃)

= dim H0(Z̃,
r⊕

i=1

OP̃ |Z̃)

= r · dim H0(Z̃,OP̃ |Z̃)

= r · δZ̃(0),

da für den einzigen nulldimensionalen Kegel {0} in Σ̃(∆r) folgendes gilt

(i) V ({0}) = P̃ ,

(ii) M ∩ {0}⊥ = M und damit

(iii) OP̃ ⊗Z M =
⊕r

i=1OP̃ , wegen dim M = r.

Die vorletzte Gleichung ergibt sich aus der Tatsache, daß sich die Kohomologie
einer direkten Summe als Summe der Kohomologie der einzelnen Summanden
ergibt. Für die letzte Gleichung wurde ausgenutzt, daß OP̃ |Z̃ = OZ̃ gilt und die

Dimension von H0(Z̃,OZ̃) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Z̃
wiedergibt.

Analog gilt

dim H0(Z̃,K1(P̃ ; 1)|Z̃) = dim H0(Z̃,
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(1)

OV (σ) ⊗Z
0∧

(M ∩ σ⊥)|Z̃)

= dim H0(Z̃,
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(1)

OV (σ)|Z̃)

=
∑

σ∈Σ̃(∆r)(1)

dim H0(Z̃,OV (σ)|Z̃)

=
∑

σ∈Σ̃(∆r)(1)

δZ̃,σ

= δZ̃(1).

Denn es ist

(i) OV (σ) ⊗Z
∧0(M ∩ σ⊥) = OV (σ) ⊗ Z = OV (σ) und

(ii) dim H0(Z̃,OV (σ)|Z̃) = dim H0(Z̃ ∩V (σ),OV (σ)|Z̃) = Anzahl der Zusammen-

hangskomponenten von Z̃ ∩ V (σ) = δZ̃,σ, da Z̃ und V (σ) transversal sind.
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Also gilt mit Satz 3.24

h1,1 = dim H1(Z̃, Ω1
P̃
|Z̃)

= − dim H0(Z̃,K0(P̃ ; 1)|Z̃) + dim H0(Z̃,K1(P̃ ; 1)|Z̃)

= −r · δZ̃(0) + δZ̃(1).

Sei nun i ≥ 2. Man kann nun Ishida’s Komplex vom Grad i eingeschränkt auf
Z̃ in kurze exakte Sequenzen aufspalten, da der eingeschränkte Komplex nach
Lemma 3.22 exakt ist:

0 → Ωi
P̃
|Z̃ → K0(P̃ ; i)|Z̃ → L(1) → 0

0 → L(1) → K1(P̃ ; i)|Z̃ → L(2) → 0
...

0 → L(ν) → Kν(P̃ ; i)|Z̃ → L(ν+1) → 0
...

0 → L(i−2) → Ki−2(P̃ ; i)|Z̃ → L(i−1) → 0

0 → L(i−1) → Ki−1(P̃ ; i)|Z̃ → Ki(P̃ ; i)|Z̃ → 0.

Die L(ν) für 1 ≤ ν ≤ i − 1 sind dabei induktiv durch diese kurzen Sequenzen
definiert, zusätzlich sei L(0) := Ωi

P̃
|Z̃ . Da nach Lemma 3.26

Hµ(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) = 0

ist für 1 ≤ µ ≤ r − 2 − ν, gilt für die ersten i − 1 kurzen Sequenzen, d.h.
ν = 0, . . . , i− 2,

H(q−ν)(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) = H(q−ν)−1(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) = 0

für ein q mit i ≤ q ≤ r − 2. Dementsprechend kann man Lemma 3.25 anwenden
und erhält (wegen k = 1)

H(q−ν)(Z̃,L(ν)) = H(q−ν)−1(Z̃,L(ν+1)).

Also gilt für alle q = i, . . . , r − 2

Hq(Z̃, Ωi
P̃
|Z̃) = Hq(Z̃,L(0)) = Hq−1(Z̃,L(1)) = · · · = Hq−(i−1)(Z̃,L(i−1)).

Im Beweis zu Lemma 3.27 wurde gezeigt, daß diese Termie für q > i verschwinden.
Für q = i ist

Hi(Z̃, Ωi
P̃
|Z̃) = Hi(Z̃,L(0)) = Hi−1(Z̃,L(1)) = · · · = H1(Z̃,L(i−1)).

Sei nun 2 ≤ q < i, dann gilt für die ersten q − 1 Sequenzen, d.h. 0 ≤ ν ≤ q − 2,

H(q−ν)(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) = H(q−ν)−1(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) = 0,
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da dann r− 2− ν ≥ q − ν > q − ν − 1 ≥ 1 ist. Wendet man auf diese Sequenzen
Lemma 3.25 an, ergibt sich analog zu obigen Überlegungen

Hq(Z̃, Ωi
P̃
|Z̃) = Hq(Z̃,L(0)) = Hq−1(Z̃,L(1)) = · · · = H1(Z̃,L(q−1)).

Wegen q 6= i gilt dann Hq(Z̃, Ωi
P̃
|Z̃) = 0 und damit insbesondere

H1(Z̃,L(q−1)) = 0

für q < i.

Als nächstes sollen die langen exakten Kohomologiesequenzen betrachtet werden.
Für die erste kurze Sequenz, d.h. ν = 0, ergibt sich

0 → H0(Z̃, Ωi
P̃
|Z̃) → H0(Z̃,K0(P̃ ; i)|Z̃) → H0(Z̃,L(1)) → 0,

da wegen i ≥ 2 die erste Kohomologiegruppe von Ωi
P̃
|Z̃ verschwindet. Da der

erste Term dieser Sequenz ebenfalls 0 ist, gilt also

H0(Z̃,K0(P̃ ; i)|Z̃) = H0(Z̃,L(1)).

Für 1 ≤ ν ≤ i− 2 ergibt sich

0 → H0(Z̃,L(ν)) → H0(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) → H0(Z̃,L(ν+1)) → 0,

da nach obigen Überlegungen H1(Z̃,L(ν)) = 0 ist. Darüberhinaus gilt nach Lem-

ma 3.26 H1(Z̃,Ki−1(P̃ ; i)|Z̃) = 0 und damit ergibt sich die lange exakte Kohomo-
logiesequenz der letzten kurzen Sequenz, also ν = i− 1, zu

0 → H0(Z̃,L(i−1)) → H0(Z̃,Ki−1(P̃ ; i)|Z̃)

→ H0(Z̃,Ki(P̃ ; i)|Z̃) → H1(Z̃,L(i−1)) → 0.

Fügt man diese Sequenzen wieder zusammen und setzt

Hi(Z̃, Ωi
P̃
|Z̃) = H1(Z̃,L(i−1))

ein, erhält man

0 → H0(Z̃,K0(P̃ ; i)|Z̃) → H0(Z̃,K1(P̃ ; i)|Z̃) → · · ·
→ H0(Z̃,Ki(P̃ ; i)|Z̃) → Hi(Z̃, Ωi

P̃
|Z̃) → 0.

Die Dimension des letzten Termes ergibt sich nun als die alternierende Summe
der Dimensionen der anderen Terme. Für ein

H0(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) =
⊕

σ∈Σ̃(∆r)(ν)

OV (σ) ⊗Z
i−ν∧

(M ∩ σ⊥)|Z̃

ergibt sich in Analogie zu den Überlegungen für den Fall i = 1:
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(i)

OV (σ) ⊗Z
i−ν∧

(M ∩ σ⊥) =

(r−ν
i−ν)⊕
t=1

OV (σ),

da dim M ∩ σ⊥ =
(

r−ν
i−ν

)
und

(ii) dim H0(Z̃,OV (σ)|Z̃) = dim H0(Z̃ ∩V (σ),OV (σ)|Z̃) = Anzahl der Zusammen-

hangskomponenten von Z̃ ∩ V (σ) = δZ̃,σ, da sich V (σ) und Z̃ tranversal
schneiden.

Insgesamt gilt also

dim H0(Z̃,Kν(P̃ ; i)|Z̃) =
∑

σ∈Σ̃(∆r)(ν)

dim H0(Z̃,OV (σ) ⊗Z
i−ν∧

(M ∩ σ⊥)|Z̃)

=
∑

σ∈Σ̃(∆r)(ν)

(
r − ν

i− ν

)
dim H0(Z̃,OV (σ)|Z̃)

=

(
r − ν

i− ν

) ∑
σ∈Σ̃(∆r)(ν)

δZ̃,σ

=

(
r − ν

i− ν

)
δZ̃(ν).

Mit den richtigen Vorzeichen versehen und summiert, ergibt sich

hr−1−i,r−1−i = hi,i =
i∑

ν=0

(−1)i−ν

(
r − ν

i− ν

)
δZ̃(ν)

für 2 ≤ 2i ≤ r − 2. 2

Als letztes steht nur noch der Beweis für hr−2,1 = h1,r−2 = r2 für r ≥ 4 aus.
Dieser ist aber sehr kurz.

Lemma 3.29 Es gilt
hr−2,1 = h1,r−2 = r2

für r ≥ 4.

Beweis. Nach [Ba, Theorem 4.3.7.] gilt für r ≥ 4

hr−2,1 = #M ∩∆r−r−1−
∑

F∈∆r(r−1)

#M ∩F ◦+
∑

F∈∆r(r−2)

#M ∩F ◦ ·#N ∩ (F ∗)◦,

dabei bezeichne F ◦ das Innere der Seite F und F ∗ sei die duale Seite zu F aus
Lemma 1.44. Nach Lemma 1.51 enthält ∆r genau r · (r + 1) + 1 = r2 + r + 1
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Gitterpunkte und keine Seite von ∆r enthält Gitterpunkte im Inneren. Also sind
beide Summen gleich 0 und es gilt

hr−2,1 = r2 + r + 1− r − 1 = r2.

2

Bemerkung 3.30 In dem Artikel von Batyrev [Ba, Proposition 4.4.2.] wird auch
gezeigt, daß sich für r ≥ 4

h1,1 = #N ∩∆∗
r−r−1−

∑
F ∗∈∆∗

r(r−1)

#N ∩(F ∗)◦+
∑

F ∗∈∆∗
r(r−2)

#N ∩(F ∗)◦ ·#M ∩F ◦

ergibt, dabei sind die F ∗ Seiten des dualen Polytopes und F die duale Seite zu
F ∗ von ∆r. (F ∗)◦ bezeichne wieder das Innere der Seite F ∗. Da ∆∗

r außer den
Ecken und der 0 keine weiteren Gitterpunkte enthält, verschwinden die beiden
Summen und es gilt

h1,1 = #∆∗
r(0) + 1− r − 1 = #{eJ : ∅ 6= J  {1, . . . , r + 1}} − r = 2r+1 − 2− r.

Beispiel 3.31

dim Z̃ = 3 In diesem Fall ist also r = 4 und der Hodgediamant ist mittels
Satz 3.19 und obiger Bemerkung vollständig bestimmt:

1
0 0

0 26 0
1 16 16 1

0 26 0
0 0

1

Für diesen Fall findet sich der Hodgediamant auch in [HV].

dim Z̃ = 4 In diesem Fall ist r = 5 und der Hodgediamant von Z̃ sieht wie folgt
aus

1
0 0

0 57 0
0 0 0 0

1 25 ? 25 1
0 0 0 0

0 57 0
0 0

1
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